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Defińıciók

Definition

Termékhozam. Először is definiáljuk random változók sorozatát: R0 := r ,
Ri := µi + β̂iδi , ha 1 ≤ i ≤ m és Ri := µi +

∑m
j=1 β

j
i δj β̂iϵi , ha i > m. Ri

az i-edik termék hozama. A kockázatmentes hozamot az r konstans jelöli,
δj és ϵi négyzetesen integrálható valósźınűségi változók, Eδj = 0, Eδ2j = 1,

ha 1 ≤ i ≤ m és Eϵj = 0, Eϵ2j = 1, ha i > m, valamit i ̸= j esetén
Eϵiϵj = 0.

Tehát a µi konstans egyenlő ERi -vel, β
j
i és β̂i valósak, továbbá feltesszük,

hogy β̂i ̸= 0.

Azt a piacmodellt, amely csak R0, ...,Rk -t tartalmazza, k-adik piaci
szegmensnek nevezzük.
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Definition

Portfólió. A ϕk portfólió a k-adik piaci szegmensben valós számok egy
tetszőleges sorozata ϕi

k , 0 ≤ i ≤ k, amelyre
∑k

i=0 ϕ
i
k = 0 teljesül.

Stratégiának nevezünk egy portfóliósorozatot.

Definition

Portfólió hozama. Az k-adik portfólió hozama:

V (ϕk) =
k∑

i=0

ϕi
kRi .

Definition

Arbitrázs. A piacon van arbitrázs, ha a k-adik piaci szegmensben létezik
portfóliók ϕk sorozata, melyre k → ∞ esetén

EV (ϕk) → ∞,Var(V (ϕk)) → 0.

Ha nincs ilyen sorozat, akkor a piacon nincs arbitrázs (AAA).
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Definition

Ekvivalens martingálmérték. Q ∼ P ekvivalens kockázatmentes mérték,
vagy ekvivalens martingálmérték a teljes piacon, ha minden i ≥ 1-re

EQRi = r .

Ha létezik ilyen Q mérték, akkor EMM teljesül, ha Q-ra dQ
dP ∈ L2, akkor

EMM2 teljesül.
Ha emellett minden P ′ ∼ P-re létezik Q ∼ P, hogy dQ

dP′ ∈ L∞ akkor létezik
erős értelemben vett ekvivalens martingálmérték, azaz EMMSS teljesül.
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Kapcsolat az ekvivalens martingálmérték és az arbitrázs
között.

Vezessünk be két új paramétert:

di := −µi − r

β̂i
, 1 ≤ i ≤ m;

bi := −µi − r

β̂i
+

m∑
j=1

(µi − r)βj
i

β̂i β̂j
, i > m.
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Kapcsolat az ekvivalens martingálmérték és az arbitrázs
között.

Theorem

Tegyük fel, hogy a δi -k korrelálatlanok egymással, az ϵi -k egymástól
függetlenek, valamint a δi -ktől is (1 ≤ i ≤ m). Ekkor, ha

supi>mE |ϵi |3 < ∞,

akkor

AAA ⇐⇒
∞∑

i=m+1

b2i < ∞ ⇐⇒ EMM2.
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A nagy piaci modell

Térjünk át a nagy piacokra. Legyen (Ω,F ,P) valósźınűségi mező. Az
i-edik termék hozama:

Ri := β̂i (ϵi − bi ), 1 ≤ i ≤ m

Ri :=
m∑
j=1

βj
i (ϵi − bi ) + β̂i (ϵi − bi ), i > m.
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Haszonmaximalizálás

Jelölje az x-ből induló ϕ stratégiát követő kereskedés értékét az 1
időpillanatban V x ,ϕ = x + ⟨ ϕ, ϵ− b⟩.

Definition

Haszonfüggvény. U : R → R konkáv szigorúan növekvő difeerenciálható
függvény, és valamely x0 ∈ R-re

U(x0) = 0, U ′(x0) = 1.
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Haszonmaximalizálás

Legyen G ∈ L0 valósźınűségi változó, amely egy értékpaṕır kifizetését jelöli
T időpontban x ∈ R. Ekkor definiálhatjuk a következő halmazt:

A(U,G , x) := {ϕ ∈ l2,EU
−(V x ,ϕ − G ) < +∞}.

Ekkor definiálhatjuk a várható hasznát egy G értékpaṕırnak T időpontban,
x ∈ R alaptőkéből indulva:

u(G , x) = supϕ∈A(U,G ,x)EU(V x ,ϕ − G ).
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Haszonmaximalizálás

Definition

A ϕ stratégia megengedhető, ha V (ϕ) ≥ −1. A megengedhető stratégiák
halmaza A.

Definition

(NUBPR) igaz, ha {V (ϕ), ϕ ∈ A} korlátos valósźınűségben, azaz

supϕ∈AP(V (ϕ) > n) → 0, n → ∞.
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Optimális stratégia

A témakör egyik legfontosabb tételének kimondása előtt tekintsünk
néhány feltételt:
||b||l2 < ∞,
minden i ≤ 1-re P(ϵi > bi ) > 0 és P(ϵi < bi ) > 0,
supi>mE |ϵi |3 < ∞,
valamint G ≥ 0 és |E (U(x − G ))| < ∞.
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Optimális stratégia

Theorem

A fenti feltételek mellett létezik optimális kereskedési stratégia. Létezik
ϕ∗ ∈ A(U,G , x), amire

u(G , x) = EU(V x ,ϕ∗ − G ).

Az eddig bevezetett jelölések mellet az optimális strtégia:

EU(x +
∞∑
i=1

ϕiRi ) → maxϕ = ϕ∗.
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Stacionárius Piacok

Definition

A k-adik piaci szegmensben az i-edik értékpaṕır értéke legyen

S i
k , 0 ≤ i ≤ k.

Definition

Stacionárius piac. Egy piacot stacionáriusnak nevezünk, amennyiben

S i
k+1 = S i

k , 0 ≤ i ≤ k .
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Stacionárius Piacok

Jelölje F azon valósźınűségi változók halmazát, melyeknek értéke

R+ ∪ {∞}.

Definition

Egy piacon (NAFL) teljesül, ha nem létezik stratégiáknak olyan (ϕk)k∈N
sorozata, amire V ϕk → V valósźınűségben, amint k → ∞, V ∈ F \ {0}.

Theorem

Stacionárius piacokon
NAFL ⇐⇒ EMMSS .
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