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1. Bevezetés

A megerGsitéses tanulas a gépi tanulas azon adgazata, melynek soran a dontéshozo (mas néven agens) egy
adott kornyezetben dontéseket hoz, a kornyezet ezekre visszajelzést (jutalmat vagy biintetést) ad és atlép
egy kovetkezd allapotba. Az agens ezek alapjan kisérletezéssel probalja kialakitani az optimaélis politikajat.
Az optimalis politika megtalalasa helyett mar egy rogzitett politika kiértékelése sem kénnyt feladat. Erre
egy jol ismert modszercsalad a projektalt Bellman-egyenletek: a félév soran ennek kiilonféle valtozataival
ismerkedtem meg. Ezt a masodik fejezetben vezetem be, elGtte azonban definidlom a megerdGsitéses gépi
tanulashoz sziikséges matematikai keretrendszert és felvdzolom a f6bb nehézségeket.

A fent koriilirt problémakor formalisan az alabbiak Osszességével irhato le:

e X allapotok halmaza

o A akciok halmaza

A: X — P(A) egy adott allapotban lehetséges akciok

p: X xA— A(X): egy x € X-b6l az a € A akcidt valasztva pyy(a) valosziiséggel jutunk el az y
allapotba

e g: X xA— A(R): egy z € X allapotban a € A dontést hozva, g(a, z) biintetést /jutalmat kapunk.

A fentiekben P(Y') az Y halmaz hatvanyhalmazat, A(Y') pedig az Y-on valé valoszintségeloszlasok
halmazat jeloli. Ezek Osszességét Markov-dontési folyamatnak nevezziik, mely a matematikai keretrend-
szerét szolgalja a meger@sitéses gépi tanuldsnak.

Politika alatt egy
w:X — A(A)

fliggvényt értiink.
Minden g politika indukal egy P dtmenetmdtrizot, melynek az (i, j)-edik eleme

bij = Z pZ](a)/J’(’lwa)a ivj:]-v"‘ana
a€A(1)

ahol p;;(a) annak a valoszintisége, hogy az ¢ allapotban az a dontést hozva a j allapotba jutunk, u(i, a)
pedig annak a valoszintisége, hogy a p politika az i allapotban az a akciét valasztja.

Jeldlje € a P atmenetmaétrix altal meghatérozott folyamat stacionarius eloszlasat, vagyis amire P = £
fennall.

A tovabbiakban csak véges allapotterekkel foglalkozunk, azaz feltessziik, hogy X = {1,2,... n}.
Feltessziik azt is, hogy az akcidok halmaza is véges.

A fenti keretrendszerben tobb feladattipust szokas vizsgalni. Mi csak azzal az esettel foglalkozunk,
amiben a folyamat sosem terminél, a koltségek pedig diszkontalva vannak egy 0 < a < 1 faktorral.
Belathato, hogy a tobbi feladattipus felirhato ennek specialis eseteként.



Ahhoz, hogy egy u politikinak hatékonysigat mérni tudjuk, bevezetiink egy
JH: X >R

értékeldfiigguényt, amit a feladattipusnak megfelelGen

N—1
JH (i) = lim sup E{Z akg(ik,ik+1)|z'0 = i}, i=1,...,n
N —oc0 k=0

definidlunk.

A tovabbiakban legyen u egy tetszéleges, rogzitett politika. Célunk, hogy p értékelsfiiggvényére, JH-
re kozelitést adjunk. Az optimaélis politika megtaldlasara szintén szamos technika ismert, melyek az itt
bemutatott modszerek tovabbfejlesztései, ezzel azonban a félév soran nem foglalkoztam.

A témakor egy kozponti fogalma a Bellman-operdtor (amit a tovabbiakban T-vel jelolok), mely a
J: X — R fiiggvényeken hat az aldbbi médon:

(T = pij - (96, §) +ad (), i=1,...,n.
j=1
A késbbiekben ezt T'J = g + aPJ-vel roviditjiik, ahol g(i) = Z?:l pi;9(4,7) minden ¢ = 1,..., n-re.

1.1. Allitas. A T Bellman-operdtor kontrakcid, melynek egyetlen fixpontja Jy.-

1.2. Kévetkezmény. T*.J, — Ju tetszoleges kezdeti Joy esetén.

Egy adott politika értékel6fliggvényének kiszamitasara szdmos modszer 1étezik, melyek a Markov-
dontési folyamatok elméletébe tartoznak. A f6 nehézséget azonban az okozza, hogy az dtmenetvaldszinii-
ségeket (azaz P-t), illetve a koltségeket (azaz g-t) a gyakorlatban nem ismerjiik.

Szamos olyan klasszikus megerdsitéses tanuldsos modszer ismert az értékelsfiiggvény kiszamitésara,
melyek az atmenetvalosziniiségek és a koltségek explicit ismeretét nem tételezik fel. Ezek azonban nagyon
szamitasigényesek tudnak lenni, hiszen n, vagyis az allapottér mérete a gyakorlatban nagy szokott lenni.

A tovabbiakban egy olyan modszer-csaldaddal foglalkozunk, amiben ezt az értékelsfiiggvényt kozelitjiik,
de egy n-nél kisebb dimenziés térben.

2. Projektalt Bellman-médszerek

A ppolitika értékelsfiiggvényének, J,,-nek kozelitését egy rogzitett m-dimenzios linearis altérben keressiik,
ahol m < n. Legyenek ®4,...,®,, € R" rogzitett vektorok, az altaluk feszitett altér pedig legyen

S = span{®1,...,P,,} = {Pr|r e R"}.

Legyen tovabba

Bi(n) ... B (n) ®(n)"

Ekkor ® egy n x m-es (hossztl) matrix, aminek az i-edik sora (1 <14 < n) az ¢ allapothoz tartozo n.
"feature vector’ lesz.

A tovabbiakban végig két feltevéssel fogunk élni:

(a) A ® matrix teljes rangu, azaz rang(®) = m.
(b) A p politika altal indukalt Markov-lanc irreducibilis.



Adott J, ¢ € R™-re, legyen || J]c = [ > G - (J(9))2.
i=1

Legyen I1J = argmin_g ||/ — J ||§7 vagyis II a tovabbiakban az S-re valoé meréleges vetités matrixat
jeldli a ||.||¢ norma szerint.

2.1. Allitds. A T és a IIT operdtorok kontrakcidk a |.||¢ normdra.
A Banach fixpont-tétel kovetkeztében igaz az alabbi:
2.2. Kovetkezmény. A ®r =IIT(Dr) egyenletnek létezik egyetlen fixpontja.

A tovabbiakban ezt a ®r-et jeloljik ju-velz ez lesz kozelitésiink J,,-re. Mivel a ® matrixrol feltettik a
teljes rangusagot, ezért egyetlen olyan r létezik, ami kielégiti a fenti fixpont-egyenletet. A tovabbiakban
ezt jeloljik r*-al, azaz JAM = ®r*. A célunk az r* kiszamitasa lesz, melybdl egy méatrixszorzas utén
megkaphatjuk az értékelsfiiggvény kozelitését.

A fentiek kovetkezményeként a

Ory 1 =TT (Pry) (1)

iteracio az optimélis r*-hoz konvergal.

A kozelités és a politika valodi értékelsfiiggvényének eltérésérsl az alabbi allitas all fenn.
2.3. Allitas. Legyen ®r* o IIT fizpontja, J,, pedig a p politika értékeldfiiggvénye. Ekkor

. 1
19— 0 le < (S5 ) W ~ e
Most pedig ratériink az r* kiszadmitasara.
Mivel ®&r* = IIT®r*, igy r* kielégiti a

" diag(&)(®r* — (9 + aP®r*)) =0 (2)
egyenletet, ahol diag(§) azt a diagonélis matrixot jelenti, amiben a {§atlobeli elemek &1, ..., &,.

A fenti (2)-es Osszefliggeés atfogalmazhato egy Ar* = b lineéris egyenletrendszerré, ahol

n T
A= 0T diag(©)- (1 - aP)® = 3 60()(2() — apy2() )
i=1
és
n n
b=a" diag(§)-g=> &)Y pijg(i,j)-
i=1 j=1
Az (1)-es egyenletben leirt iteraciot ekvivalensen egy minimalizalasi feladatként is megfogalmazhatjuk:
rip1 = arg min [|®r — (g, + aPry)|¢.
A gradienset O-ra allitva az alabbi iteracios egyenletet kapjuk:
Tepr =18 — (®F - diag(€) - ®) "' (Ary —b). (3)
A gond az, hogy A-t és b-t a P atmenetmétrix és a g koltségvektor ismeretének hianyaban nem

tudjuk kiszamolni. Ezeket empirikusan fogjuk kozeliteni, melyhez egy trajektoriat futtatunk a p politikat
kovetve, aminek a k-adik korében lesz egy Ay matrixunk és egy by vektorunk az aldbbi modon definidlva:

k
Ax = D B(@(i) — a(in) @



k

1

by =—— D(ir)g (i, trq1)- 5

F T ; (i) g (it it41) (5)
Ezekre a nagy szamok torvényébdl kévetkezGen fennéll, hogy Ay — A és by, — b, ha k — oc.
Konnyen ellendrizhets, hogy a fenti A; matrixot és by vektort az alabbi modon tudjuk rekurzivan

frissiteni:

A = (1 - %H)Ak—l + %Hq)(ik)(q)(ik) — a®(ig41)),

1 1 , .
bk = (1 — m)bkfl + m@(lk)g(Zk,ZkJrl).

Az r* approximéalasara harom f6 modszer 1étezik, az els6 az ugynevezett least squares temporal dif-
ferences (a tovabbiakban LSTD), melyben a k-adik iteracioban kiszamitott Ay és by segitségével az
Agr = b linearis egyenletrendszert oldjuk meg r-re, azaz a kozelité megoldasunk:

P = Ay by (6)

Ennek hatuliit6je az, hogy garantéalni kell, hogy 7, koézel legyen r*-hoz, hogy kis hibaju legyen a
becslés. Egy kozel szingularis A esetén nagyon nagy k-ig kell elmenniink, hogy pontos kozelitést kapjunk.
Ezt az alabbi modon tudjuk orvosolni: legyen 7 az r* a priori becslése. Az 7i-t az alabbinak valasztjuk:

P = min{ (b — Axr)Z7 (b — Axr) + Blir =71},

ahol ¥ pozitiv definit szimmetrikus matrix,  pozitiv szam, ami azt szabalyozza, hogy mennyire legyiink
kozel az a priori becsléshez.
A gradienset nullara allitva kiszamithato az 7y explicit alakja:

P = (AFS7 Ay + BI)TH AL S by, + B7).

Ekkor a k-adik korben kapott becslés és az optimalis 7* tavolsagara az alabbi hibabecslés adhato:

i B
2.4. Lemma. ||7, — r*|| < max,— _r axi_ _ T\ F e
”rk r H > Xi=1,....,m <)\12 +5> ”Ck” + max;—1,...,m (Ag +ﬁ> HT r ”7

ahol cj, = 272 (b, — Apr*) €s A1y . .., A a Y2 Ay, szinguldris értékei.

Ha ¥ = I és 8 = 0 (vagyis nincs regularizalo tag), akkor az 7i-ra kapott explicit egyenlet éppen a
(6)-ban definialt alakot 6lti. Ekkor a lemma altal adott becslés az alabbira redukalodik:

1
re— ¥ < — .
=l < g ()l

Vagyis ebbdl az latszik, hogy regularizalas nélkiil, ha az Ay méatrix kozel szinguléris, akkor nagyon
nagy k-ig kell elmenni, hogy kis hibéaval kozelitsiik r*-ot.

Ezt regularizalassal ugyan kikiiszobolhetjiik, de ekkor 7y az a priori 7-hez kozel lesz. Ezt tovabb
javithatjuk tgy, hogy a k + 1. szimulaciéban az a priori becslést éppen az 7x-nak valasztjuk, mellyel az
alabbi iteracids egyenletet kapjuk:

Fro1 = (AFST AL + B THAL S oy, + Bi). (7)

Ez azonban — mint latni fogjuk — a kdvetkez6 modszernek egy specidlis esetévé redukalodik.

A masodik kozismert modszer az tn. least squares policy evaluation (a tovabbiakban LSPE), ami a
(3)-as iteraciot szimulalja. Legyen v egy pozitiv konstans. Ekkor belathato, hogy az

re+1 = 15 — YG(Arg — b) (8)



iteracio is az r*-hoz konvergal, ha G egy m X m-es szimmetrikus pozitiv szemidefinit matrix. Ennek
specialis esete a G = (@Tdiag(@(l))_l valasztas, mely éppen a (3) alakot Olti.
A (8)-as iteracio empirikus kozelitése a

Tht1 = Tk — VGr(Arrr — br)

iteracio, ahol v pozitiv, Gy egy m X m-es szimmetrikus pozitiv szemidefinit matrix, Ay és by pedig a
(4)-(5)-ben definialtak. Egy magatol értet6dd valasztas Gy-ra a (@Tdiag(f)fb)fl empirikus kozelitése:

G = (lfil g @(it)<1>T(it)> _1.

2.5. Megjegyzés. A v =1, G, = (ALS A, + BI) L AF'S™1 vdlasztdssal éppen a (7)-es egyenletet kapjuk
V18520,

Egy masik — szintén iteraciés — modszer az ugynevezett TD(0), amit az alabbi iteracios egyenlet ir
le:

Tet1 = Tk — VP (k) i,

ahol 7, egy 0-hoz monoton csokkend médon tartd sorozat, gy, pedig az Gn. temporal difference a
qk,k = (I)(’Lk)T T — Ot‘b(ik_;,_l)T TE — g(ik,ik+1) definici6val.

A TD(0) modszer elénye az LSPE-vel szemben, hogy egyetlen iteracio sokkal kevesebb szamitast
igényel, hatranya viszont, hogy sokkal lassabban konvergal.

2.1. Tobblépéses Bellman-egyenlet

Egy altaldnosabb megkozelités, ha nem a T' Bellman-operatort, hanem annak egy kiterjesztését vessziik:

TV = (1-X)> AT (9)
£=0
ahol A € [0,1).

2.6. Megjegyzés. T =T, vagyis a A = 0 vdlasztdssal a fenti esetet kapjuk vissza.

a(l—N)

L = —.

egyen ay = ———

2.7. Allitas. A fent definiglt T és TIT™N kontrakcick az vy modulussal a |.||¢ mormdra nézve.
Az el6z6 allitas (és @ teljes rangtisaga) kovetkeztében létezik egyetlen 7}, amire

7N ers = dr.

Ebben az esetben a J* becslése ®r3 lesz, melyek eltérésére az alabbi hibabecslés 4ll fenn.

2.8. Allitas. ||J, — ®r}lle < ( T — T, e

=)

2.9. Megjegyzés. Minél kdzelebb van \ az 1-hez, anndl jobb becslést kapunk.

A TO) operator hatasa egy J értékels fiiggvényre a A = 0 esethez hasonlo formaban felirhato:
TN J = g™ 4 aPM ],

ahol



PY = 1N afAPH g =N "o NPl = (I - aXP) .
=0 =0

Tovabba az 73 ez esetben is kifejezhetd linearis egyenletrendszer megoldésaként:
A) % A
Al )7“/\ = b\,
ahol

AW = T diag(€)(I — aP™M)®,
bN = T diag(€)g™.

Az ANt és bfj‘)—at az alabbi modon kozelithetjiik:

k k
) 1 h—tyh—t T
AT = T 2 B 2 ot N (B0 — alinga))
o _ L Zk }k
A . h—tyh—t (. .
b = E+1 t=0 v h:ta )

A nagy szamok torvényébdl kovetkezik, hogy Ag‘) — AW & b,(c)‘) — b, ha k — oco.

A fenti harom modszernek itt is bevezethetjiik a megfeleljét.
LSTD(\):
o= (),
LSPE()):
Ter1 =Tk — YGk (A,(:‘)rk — b,(c’\)),

ahol G szimmetrikus, pozitiv szemidefinit matrix minden k-ra.

TD()):
Tk+1 = Tk — Vk2kqk,k>

k
ahol z; = Y (a\)*~"®(iy).
h=0

2.2. Felfedezést javitdé modszerek

A fenti modszerek mind ugy adtak kozelitést, hogy a u politikat kivetve generaltunk egy nagyon hosszi
trajektoriat és az ezalatt gydjtott visszajelzések alapjan frissitettiik /alkottuk meg a kozelits fiiggvényiin-
ket. Feltettiik azonban az dtmenetval6szintségek irreducibilitasat, melyet nem mindig tudjuk garantalni,
igy ennek kovetkeztében el6fordulhat, hogy olyan allapotba jut a rendszer, amibdl nem tud kilépni vagy
néhany allapotot nem latogatunk meg elégszer, igy a kozelits értékelsfiiggvényiink abban az allapotban
nagyon eltérhet a politika valodi értékelSfliggvényének értékétsl. Ennek athidalaséra kett kozismert
modszert mutatok be.

Az els6 modszer lényege, hogy a kezddallapotot egy fix ( eloszlasbol sorsolja ki, a trajektoriat pedig —
ugyanigy mint a fentiekben — a p politikat kévetve generalja annyi kiilonbséggel, hogy minden 1épésben
egy fix valdszintiség szerint abbamarad a folyamat és elolrdl indul, a kezdgallapotot pedig ismét a (
eloszlas szerint sorsolja ki. Ha az s-edik trajektoéria allapotait ig s, ..., in,—1,s-€l jeldljiik, akkor az s-edik
trajektoria f-edik allapotahoz tartozo koltség az iterdcio aktudlis 7y tagja szerint legyen



CZ,s(?”k) = OzNS?Z(I)(Z.NS_LS)TTk + Z Oéhieg(l‘h’S,ih_;,_l)S).

Ha a k-adik iteracioban az Gsszes trajektoria az Osszes iy s allapotara kiszamoltuk a ¢, (ry) koltségeket
(s=1,...,T; £=0,...,Ns;—1), akkor legyen az iteracié kovetkezs lépésében 1111 a legkisebb négyzetes
eltérés az alabbiak szerint:

T N,—1
2
Tkl = arg ml Z Z (ie,s) T—Cé,s(rk)) :

s=0 (=0

Belathato, hogy ha a trajektoridk szama, T a végtelenbe tart, akkor r; a $r = HCT(’\)@r egyenlet
fixpontjahoz tart, ahol II¢ a ¢ eloszlasvektor szerinti stilyozott projekciot jelenti.

A maéasodik modszer azon az Otleten alapul, hogy magukat az dtmenetvaloszintiségeket modositjuk
olyan moédon, hogy ne legyenek elnyel§ allapotaink és a szimulacidk sordn minden allapotot elégszer
latogassunk meg. Az j dtmenetvaloszintiségeket az alabbi moédon vezetjiik be:

P:=(1- B)P+ BQ,

ahol B diagonalis matrix 8; komponensekkel, ahol 5; € [0,1], i = 1,...,n és @ pedig egy masik atme-
netméatrix. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy az i allapotban a kdvetkez6 allapotot 1 — 3; valoszintiséggel
vélasztjuk a p;; szerint, és 3; valoszintiséggel a g;; szerint.

A P atmenetmatrix stacionérius eloszlasat jelolje &.

A fenti - 0j atmenetvalészintiségekhez - vezessiik be az alabbi jeloléseket.

=3"0,,9(,7), i=1....n

T(J)=g+aPJ

T(A) Z )\t

TV(7) = g™ + PV

Ekkor azt az r-t keressiik, ami kielégiti a

or =TI TN (dr) (10)
fixpont-egyenletet.

Ezt a modszert csak a A = 0 esetre nézziik végig, nagyobb A-ra hasonléan kiterjeszthetd, de bonyo-
lultabb felirni.

Mivel A = 0, ezért a (10)-es egyenlet szerint a ®r = IIT(®r) fixpont-egyenletet szeretnénk megoldani.
Ennek az r* pontosan akkor megoldasa, ha az

Art=1b
egyenletrendszer teljesiil, ahol
A= 3T diag(€)(I — aP)®,
b= ®Tdiag(€)g.

Ezt empirikusan gy tudjuk szimulalni, hogy a P szerint léptetjiik a trajektoriat, de mindig tesziink
egy elagazo lépést a P szerint is, azaz a trajektoriank {(io, jo), (i1,71), (i2, j2), - - )}, ahol az i, — jj. lépést
P szerint, az iy, — ix41 1épést P szerint tettiik meg.



Legyenek

1 k

Ap = = 3" (in) ((in) — a®(jn)) "

k+1 P
k

Z Zh)jh

h:

A nagy szamok torvénye alapjan teljesiil az Ay — A, by — b konvergencia.

A fenti harom kozelité modszernek a megfelelGje itt is definialhato:
Az LSTD(0) eszerinti verzidjanak az Ailbk altal adott eredményt tekintjik.

Az LSPE(0)-at ezesetben az rp11 =rp — —— Gy, Z @ (ip, )G, iteracioval definialjuk, ahol

k + 1
Grn = @(in)Trr - - ®(n) " re — g(in, gn)-
A TD(0) modszer az alabbi iteracioval van definidlva: ry1 = 1 — v P(ik ) Gk k-

T
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