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1 Bevezetés

A Kronecker-Weber tétel alapjdn a racionélis szamok minden Abel bévitése
eloall a korosztasi testek egy részteste ként. Ezt felfoghatjuk tigy is hogy minden
ilyen bévitést egy 'természetes’ analitikus fliggvény, mégpedig ebben az esetben
az exponencidlis fliggvény specidlis értékei, ebben az estben az egységgyokok,
generaljak. Kronecker Jiigendtraum-ja (ifji dlma) azt feltételezi, hogy altaldnos
szamtest esetében is léteznek mas ’természetes’ fliggvények, melyek hasonléan
generaljdk annak dbeli bovitéseit. A sejtést egyenlére csak specidlis esetekre
igazoltdk, példaul a komplex kvadratikus testek esetében a komplex szorzas
hasznalataval.

A félévben a célom ezen tétel bizonyitdsdnak megértése és a sziikséges
hattértudds elsajatitdsa volt. A mult félévben az elliptikus goérbék komplex
szorzasaval foglalkoztam, igy az akkor késziilt beszamoléban leirtakat, valamint
egyéb tételeket az elliptikus gorbékrél adottnak veszek Silverman[5] és Wash-
ington[6] konyveire hivatkozva.

Ebben a félévben féként algebrai szdmtestek rendjeirdl tanultam Neukirch[4]
és Cox[1] konyveit kovetve, valamint az osztdlytestelmélet f&bb &llitdsaival
ismerkedtem meg Milne[2] online jegyzetébdl, melyb6l a bizonyitdsokat
egyenlére melléztem, hogy legyen idém az imaginarius kvadratikus testek dbeli
bévitéseinek karakterizaldsit is megérteni Moreland[3] online elérhet6 papirjat
kovetve.

A tételek bizonyitdsait sajnos nincs elég helyem leirni, de a fontosabb
Otleteiket megprobaltam ismertetni, ahol azokat Ossze tudtam foglalni.

2 Algebrai szamtestek rendjei

Legyen K egy algebrai szamtest Ok egészekkel és egy adott ag, .., bazissal
Q felett és tekintsiik az ezek altal generdlt M Z-modulust. Az imagindrius
kvadratikus esetben ezek a racsok C feletti elliptikus gorbének felel meg melynek
endomorfizmus gytiriije {a € K|aM C M}. Ha K altaldnos szdmtest akkor be
lehet latni, hogy ez a halmaz egy Z-t tartalmazé gytr(i, valamint felhasznalva
azt, hogy M Noether azt, hogy ezek algebrai egészek és azt is, hogy létezik egy



egész szam, hogy c-a; € M, vagyis tartalmazza K egy bazisat. Ezt altaldnositva
definialjuk a rendeket:

Definicié 1 O rend K-ban, ha Ok egy egyet tartalmazo részgylirige, és tartal-
mazza K egqy Q bdzisdt.

Az emlitett motivacié mellett sok nagyon természetes gytiri is rend lesz,
amik gyakran az ”els6 tippek” lennének Og-ra, példaul Z[V/d] c Q(/d).

Kihasznélva azt, hogy O idedljainak metszete Z-vel nem iires, {gy minden
faktorgytiri véges, megkapjuk a koévetkezot:

Tétel 1 O egy Noether integritdsi tartomdny, melyben minden primidedl
mazimdlis, K hdnyadostesttel.

A kovetkezé tételek nagyrésze minden ilyen gytlirlire igaz, de az némi
problémat okoz, hogy ezek lezartja Dedekind gytiri lesz a Noether tulajdonséig
igazoldsa miatt és azért mert nem mindig lesz igaz, hogy O lezartja egy végesen
generalt O-modulus lesz. Azonban ha feltessziik, hogy O vagy egy rend, vagy
egy rend lokalizdcidja akkor ezek egyértelmiiek, igy ezt innentdl fel is tessziik.
A lokalizéciok azért érdekesek, mert ha csak rendekre akarjuk bizonyitani a
kovetkezé tételeket, a bizonyitasaikban fel kell hasznalni, hogy a kordabbi tételek
lokalizaciokra is igazak.

Tétel 2 Legyen A egy nem nulla idedl O-ban, ekkor

O/A= P Op/AOF
P

ahol P O primidedljain fut végig.

Ez lényegében a kinai maradéktétel altalanositdsa, és a bizonyitasanak f6
1épése is a kinai maradéktétel alkalmazdsa AOp N O-kra.

Az egyik els6 kérdés ami felmeriil az az, hogy az idedlok egyértelmi fak-
torizacidja igaz marad-e rendekben és a valasz nem. S6t, nem is lesz minden
tortidedlnak inverze.

Tétel 3 Legyen A O egy tortidedlja invertdlhato akkor és csak akkor, ha AOp
egy féidedl minden P-re.

Ezt viszonylag konny( igazolni, ha észrevessziik, hogy ha A inverze létezik,
akkor {z € K|zA C O}-nak kell lennie.

Definicié 2 O Picard csoportja C(O) = I(O)/P(O), ahol I(O) az invertdlhatd
tortidealok, P(Q) pedig a f6tortidedlok csoportja.

Vegylik észre, hogy az O = Ok esetben ez az idedlosztalycsoport.

Tétel 4
1(0) = P P(Op)
P



Ebben a tételben az izomorfizmust A — (AOp)p adja meg és a legnehezebb
talan a sziirjektivitast igazolni, amit a fenti altalanositott kinai maradéktételre
alapszik.

A kovetkezd tétel a kigyd lemma segitségével irja le a kapcsolatot O és in-
tegralis lezartja O Picard csoportjai kozott.

Tétel 5

150" = 0" - @0p" /05 — C(0) - C(0) — 1
P

egy egzakt sorozat.

A fenti direkt 6sszeg jellemzésére hasznos egy rend konduktora, F, ami O
legnagyobb idedlja amit tartalmaz O. A konduktor masik fontos tulajdonsiga:

Tétel 6 O egy P primidedlja invertdlhatd akkor és csak akkor ha nem osztja
F-et. Valamint P — PO egy bijekcic O és O konduktort nem oszté primgjei
kozt.

Specialisan a konduktorthoz relativ prim idedlokra igaz az egyértelmii fak-
torizacio. Ezen feliil a konduktor lehet&vé teszi a fenti egzakt sorozatban 1év6
direkt Osszeg egy megfoghatobb forméjat, amit szintén az altaldnositott kinai
maradéktételbdl lehet kihozni:

Tétel 7 - -
P or" /05 = (0/F)*/(0)F)*
P

Ezt és az egzakt sorozatot haszndlva konkrét esetekben konnyen
kiszamolhaté egy rend idedlosztalyszama, ha a lezartjanak osztalyszamat is-
merjiik. Péld4ul tekintsiik K = Q(v/—3)-ban a O = Z[/—3] rendet. Ekkor
Ok = Z[(-1 4+ +/=3)/2] és F = 20k = 20 + (1 + v/=3)Ok, tovébba az
idedlosztélyszdm 1, de 4 = 2 -2 = (1 + /=3)(1 — v/=3), tehdt O-ban nincs
egyértelmi faktorizacié. Valamint azt is latjuk, hogy 20 invertalhatd, hiszen
foideal, de nem relativ prim a konduktorhoz, tehat az egyértelmt faktorizacid
még az invertalhato idedlokra sem igaz.

A kvadratikus szdmtestek esetében O = Z[wk| ahol wx = Vd vagy
(14++/d)/2 és a lehetséges rendek Z[fwy ] alakiiak valamely f € Z-re, és ilyenkor
a konduktor fOg. Tovdbba igazolhaté az invertalhaté idedlok kovetkez6 karak-
terizacidja az idedlok generatorainak minimélpolindmjaival dolgozva:

Tétel 8 Egy kvadratikus rend O tortidedlja A pontosan akkor invertdlhato, ha
O={zxe K|zA C A}.

Most ha egy C feletti elliptikus gorbére gy gondolunk mint a C-beli
homeotetikus réacsok ekvivalencia osztalyaira akkor latszik, hogy az O endomor-
fizmusgytirtvel rendelkezd gorbék pont O invertalhaté idedlosztalyainak felelnek
meg.



3 Az osztalytestelmélet tételei

A kovetkezdkben egy szamtest K primjei alatt, annak ekvivalens valudcidjainak
ekvivalencia osztalyait értjlk, vagyis a véges primeket amik O primidealjainak
felelnek meg és a végtelen primeket, amik K — C bedgyazasok konjugilt
parjainak felelnek meg. Egy prim valés ha ez a bedgyazas csak R-be megy,
tehat a konjugdlt par csak egy bedgyazasra vonatkozik.

Most legyen K C L szamtestek egy bévitése, és legyen p K egy primje
ami nem agazodik el. Ekkor ha adott egy P prim p felett, akkor P dekom-
poziciés csoportja Dp izomorf lesz a megfelel6 hanyadostestek Galois cso-
portjaval, specidlisan ciklikus csoport lesz melynek a generdld elemét, a Frobe-
nius automorfizmust vissza tudjuk huzni Dp-be. Tovabba az is lathatd, hogy
a p feletti tobbi primre visszahizott elem a P-hez tartozd konjugdltjai lesznek,
igy minden p-hez hozza tudjuk rendelni Gal(L|K) egy konjugdlt osztdlyat. Ezt
az osztalyt, vagy az abeli esetben az egyetlen elemét p Artin szimbdélumanak
hivjuk és (p, L| K)-val jeloljik.

Az Artin leképzés fontossdgat a kovetkezd tétel sugallja:

Tétel 9 Minden K szamtestre létezik eqy szdmtest L ami K legnagyobb Abel
bovitése melyben egyetlen véges prim sem dgazodik el és K egyetlen wvalds
bedgyazasa sem terjed ki L komplex bedgyazdsdvd. Erre bévitésre igaz, hogy az
Artin leképzés egy izomorfizmust ad K idedlosztdlycsoportja €s a bévités Galois
csoportja kézt. Ezt a testet hivjuk K Hilbert osztalytestének.

Ebbdl kiindulva azt mondjuk, hogy egy végtelen prim eldgazddik, ha valds
és van komplex kiterjesztése L-re. Tehat ha megtaldljuk egy szamtest Hilbert
osztalytestét akkor megtalaltuk az Osszes eldgazdasmentes Abel bovitését is.

Felmeriil a kérdés, hogy ezt hogy lehet altaldanositani nem eldgazasmentes
Abel bévitésekre is. Az Artin leképzés nyilvan nem tud izomorfizmust adni,
hiszen az elagazé primeken nincs is definidlva. Ezért érdemes tekinteni azokat a
primidedlokat Ok -ban amik relativ primek bizonyos eléirt primekhez. Tovabba
a végtelen primek miatt érdemes bevezetni az tigy nevezett modulusokat amik
a primek formadlis szorzatai, amiben a véges primek nem negativ a végtelen
valés primek pedig nulla vagy egy, a komplexek pedig mindig nulla kitevovel
szerepelnek. Ekkor minden modulus felirthaté m = mgm,, alakban a véges és
végtelen osztdi szorzataként.

Definicié 3 Jelolje I™ a tortidedlok azon halmazdt, melyeket az mg-t nem oszto
primek generdlnak, K™ pedig K azon elemeit melyek relativ primek m véges
osztdihoz. Tovabbd legyen Ky azon a € K-k halmaza melyekre ordy(a — 1)
nagyobb vagy egyenld mint p kitevdje m-ben annak minden véges osztdjdra €s a
képe > 0 minden m-et oszto valos prim alatt.

Konnyen belathato a kinai maradéktétel segitségével, hogy az osztalycsoport
C = I™/K™, tehdt ha az L-ben eldgazé primek osztjdk a modulust akkor
igy az Artin szimbdélum nem definidltsiga ezeken a primeken mér nem jelent
problémat. A fenti tétel altalanositdsahoz viszont a kovetkezd csoportra lesz
sziikséglink.



Definicié 4 Legyen i : K — I az a leképzés ami az elemeket a
megfeleld féidedlokhoz kildi, ekkor Cwn = I™/i(Km1) az m-hez tartozé
sugdrosztdlycsoport.

Fix K esetén a sugarosztdlycsoport meghatarozasdban nagyon hasznos a
kovetkez6 tétel, amit a kigyé lemmabdl levezetheté kernel-cokernel sorozat
segitségével lehet bebizonyitani.

Tétel 10
1—=U/Ung — Kn/Kn1— Cn—C—1

egy egzakt sorozat, ahol U az Og egységeit, Un pedig azok megfeleld
részhalmazdt jelolik. Tovdbbd

Ku/Kma1 2 [ {£1} x (O/mo)*.

plmeo

Az osztélytestelmélet egyik f6 tétele arrdl szdl, hogy a kiilonbozd Artin
szimbdélumu primek hogy oszlanak el aszimptotikusan. Mivel ezt az asz-
imptotikussdgot algebrailag nem tudjuk értelmezni ezért sziikségiink lesz a
kovetkezii analitikus definiciéra:

Definicié 5 Legyen K eqy szamtest. Azt mondjuk, hogy egy primeket tartal-
mazo T halmaznak § strisége van ha

ST 1N () ~ dlog(1/(s — 1))

peT

ahol s — 1 jobbrol és N az idedl normdja.

Most mar készen allunk arra, hogy kimondjuk az osztalytestelmélet f&bb
tételeit:

Tétel 11 Reciprocitds tétel Legyen L eqy Abel kiterjesztése K-nak, ekkor
létezik egy olyan modulus m amelyben az L-ben eldgazo primek szerepelnek nem
nulla kitevdvel és az Artin leképzés eqy izomorfizmust ad:

I8 /i(Kwa) - N(I™) = Gal(L|K).

I egy részcsoportjarol azt mondjuk, hogy kongruencia csoport modulo m ha
tartalmazza i(Ky 1)-et.

Tétel 12 Létezés tétel Minden H kongruencia csoportra létezik eqy L véges
Abel bévitése K-nak és eqy modulus, aminek osztoi az L-ben eldgazd primek
és melyre H = i(Kn1) - N(I}), specidlisan minden modulusra létezik egy
sugdrosztalytest, melynek Galois csoportjaba az Artin leképzés egy izomorfizmust
ad Cn-bdl.



K /K1 fenti karakterizdciéjdbol latszik, hogy léteznie kell egy minimélis
modulusnak, melyen atfaktorizalodik az Artin leképzés és az egzakt sorozatban
1év6 leképzés kompozicidja, ezt a modulust a bévités konduktoranak hivjuk.

Tétel 13 Chebotarev siriiségtétel Legyen L|K szdmtestek egy Galois
bovitése (nem feltétlendil dbeli) és legyen C' Gal(L|K) egy konjugdlt osztdlya,
ekkor a primek sirisége melyekre (p, L|K) = C, |C|/|Gal(L|K)| lesz.

Ebbdl ki lehet hozni, hogy egy szamtest akkor és csak akkor tartalmazza a
masikat, ha a benne felbomlé primek halmazat tartalmazza a masikban felbomlé
primek halmaza esetlég véges kivételekkel. Amibdl viszont ki lehet hozni, hogy
K két Abel bévitése akkor és csak akkor része a masiknak, ha konduktora osztja
a masikét.

Az osztalytestelmélet erejét igazolja, hogy a Kronecker-Weber tételt par sor-
ban lehet igazolni tigy hogy meghatarozzuk a megfelelé korosztasi testek Galois
csoportjait és konduktorait, és a megfeleld sugarosztalycsoportokat.

Ha K egy komplex kvadratikus test, akkor a fentiekben targyalt rendek
Picard csoportjai realizdlhatéok egy kongruencia csoportként, hiszen a konduk-
torhoz relativ prim elemek altal generalt idealokkal faktorizalunk, amik tartal-
mazzadk a Kro, 1-et. A megfelelé bovitést a rend gytirtiosztdlycsoportjdnak
hivjuk.

4 Komplex kvadratikus testek Abel bovitései

Az elsé 1épés a komplex kvadratikus testek Abel b&vitéseinek meghatdrozasdban
barmely adott rend gytrtiosztalycsoportjanak meghatarozasa. Ez méar majdnem
jO lesz, hiszen barmilyen adott modulusra tudunk taldlni egy f konduktoru
rendet amire a modulus osztja az f-et. A probléma az, hogy a gytriiosztalytest
nem a teljes sugarosztalytest erre a modulusra.

Tétel 14 Tegyiik fel, hogy egy E elliptikus gorbe komplex szorzdssal rendelkezik
egy O renddel. Ekkor K(j(E)) az O gylriosztalyteste.

A bizonyitds f6 otlete az, hogy Gal(C|K) a kovetkez6képpen hat az O en-
domorfizmus gytrivel rendelkez6 elliptikus gérbék j-invaridnsain:

Tétel 15 Legyenek A egy invertdlhatd tortidedl O-ban és o € Gal(C|K) és H
a gytiriosztdalytest, ekkor

o(j(A) =j(S7'A),

ahol S egy olyan tértidedl melynek Artin szimbdluma o megszoritisa H-ra.

Ennek, a Chebotarev siriiségtétel és az elliptikus gorbék azon tulaj-
donsaganak segitségével, hogy barmely izogénia faktorizalhaté egy szeparabilis
izogénidra és a Frobenius leképzés egy hatvanydra, bizonyithaté (nem kénnyen),
hogy H = K(j(A1),...j(An)) ahol az A;-k a Picard csoport reprezentansai,
vagyis az O endomorfizmus gylriji elliptikus gorbék.



Innen mér viszonylag kénnyebb K (j(F)) és H = K(j(A1),...j(An)) rendjét
Osszevetni, amibdl kijon a tétel.

A sugérosztélycsoport meghatdrozdsdhoz sziikségiink lesz a Weber
fliggvényre:

Definicié 6 Legyen P € E egy pont egy elliptikus gorbén (x,y) koordindtdikkal
megadva, ekkor a Weber fiigguény h-t a kovetkezd képpen definidljuk:

92932/A  ha j(E) #0,1728

h=2<g3x>/A haj(E)=1728
932 /A ha j(E) =0

Igy mar kimondhatjuk a sugdrosztélytesteket karakterizals tételt:

Tétel 16 Legyen K egy komplex kvadratikus test és m egy modulus, amit
azonositunk Ok eqy idedljdval hiszen K-nak nincsenek valds primgei. Legyen
E =C/A, ahol A egy Ok idedl, ekkor E m-torzidja E[m] = m~tA/A ami véges
lesz. Ekkor K wm-hoz tartozd sugdrosztdlyteste K(j(E), h(E[m]).)
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