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Bevezetés
oe

Numerikus feladatok megoldasa és optimalizalasa

Sajat tapasztalatok:

® Szamitégéppel segitett geometriai tervezés, gorbék és feliiletek
kontrollpont alapti modellezése (2017);

® Soktestrendszerek numerikus szimulaciéja (2017-2019);
® 2019: 28. Ifjusadgi Tudomanyos és Innovaciés Tehetségkutatd Verseny I.
dij, Ericsson kilondij;
® ELTE Fizikus BSc, Matematikus MSc... (2019-...)
Fo problémak:
® Egyre komplexebb, siirgetd feladatok <+ 8sszetett megoldas (ha van...);
® Hogyan automatizalhatjuk az (j megoldasok keresését?
® Mit tudunk mondani az igy kapott megoldasokrdl?
A bemenet milyen valtoztatasara érzékenyek, milyenre nem?
Milyen id6- és memoériakomplexitassal rendelkeznek?
Lehet-e "invertalni” 6ket? Hogyan?
Baj-e a nemlinearitas? Hogyan kezeljiik?

® Mi a helyzet, ha nem Euklideszi terekkel dolgozunk?
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Euklideszi terek
0@000

Feladat felbontasa Jet-ekvivalenciaval

R™ r R?
¢J Eredeti feladat, (r=00) eset J’w
2 — S y R°
Jeor Jeir JE2p Jerp
R" 2 R R" 2 R’ R" 2> R’ R" 2= R’
JE0s () SOy JEe (V) Iy JE2e (2) Py T (1) JETy
R"L 77} R() R'fﬂ 77} R() Rm 77} RO - R’IYL 77} RO
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Feladat v

Euklideszi terek
[e]e] le]e]

es rend(i megoldasa

13. Tétel. |Euklideszi terek kiwotti C* dingramok kieg@szitese kommutativ diagramma|
Legyen R", R™ RY, R® négy Euklidessi tér, ¢ € CH(R", R™), T € CFH(R",R") és o € C*(R',R?)
hérom, az origot rogzitd leképesés. Ekkor minden v € CH(R™ R), Zf_n'}(” ~F o leképendsre

teljesiil, hogy J& (0 ¢) = JF (¢ o '), ahol

i1

"’u = Zl' Z FI(J = 721’(‘;’ Z (s"|(1®'” [ﬁr‘nfl‘ ie 0.5},

s=0 ScFp(s.d) 50 e P(s,)

G(’) [( ) g Dan gadott leképexzé

sorfejté

elemi megoldas multilineari

ad rendii megfelel Euklideszi terek origoiban vett multilinearis sorfejtési tagjai, ¢ a <){, ) linearis
leképezés jobb oldali pszeudoinverze, Fy(s,i) az Osszes olyan (Iy,...1;) € Nj halmaza, amelyre
I+ -+l = i teljesiil, P(s, 1) pedig az Osszes olyan (I, ... 1) € N' halmaza, amelyre Iy +---+1, —

i teljesiil.

14. Allitas. [Az k
Legyen kI,r € N, r < kv < I, &és 3, € C5(R™,R%),y € CI(R'” R°) olyan, hogy ],, Fog *
'L’;Jd} = ]l);

- o
S0 o = o Yo

r-ed rendii kozelitd megoldas nem fiigg k-16l]

fr I:]"l1 illetve I[‘, Toa * ’u o = T“ i o* .T” T teljesiil. Ekkor vy ~{ 7o, azaz
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Euklideszi terek
[e]e]e] Jo]

Konvergencia, hibabecslés

15. Tétel. |y leképezcs konverencidjal

Legyenck R, R™ R R® és ¢, [, ¢ ﬂs Tételhen megfogalmazottak szerint. A 'ygij lcké-
pezésck minden N 9 j-edik 7p; részosszege folytonos ¢s korlatos leképezes, mely teljesiti a
Tl (agod) = Iy (pol) ssrcfiiggtst. A o, sorozat a Bg(0) = {y € R™|dga(y,0) < R}

halmazon pontonként konvergens; azon til pedig divergens, ahol

1 o T enm T () o
p—— ha limsup +/C; € (0,20)
R=140, ha limsupy/T; =
o, ha limsup/C; =0
16. Tétel. |Véges sok taghol allo kzelités hibajanak beeslésc
Legyenck R™, R™ RY R? és ¢, T', 1) all3-as Tételben megfogalmazot tulajdonsag, &+ 1 rendben

folytonosan differencidlhato leképezésck és legyen o ; a megkonstrudlt €+ (R™, R) folytonos

Ieképezés j-edik részosszege. Legyen € = Nyenomiy, @' (¢). Minden Vg € Q) pontra

Yo, A]

S |G
b o(p )
p(a) : ‘(T}FH sup“ 1o I)H () (u}oF)(J'*l)(Il)l‘
{7+ uel)

H(".r‘u,jﬂm((l) (WoT)(g)l <
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Euklideszi terek
[e]e]ele] ]

Hibabecslés, pontos megoldas, iteralhatésag sima leképezésekre

17. Tétel. |Egzakt megoldas sima és analitikus leképezésck esetében|

Legyenek B B BT 2 adottak és ¢, I, 1 a[3-as Tételben megfogalmazot tulajdonsagn, sima
és analitikus leképezésck. Legyen U, © Bg(0), U, — ¢ ([, © &*, [, — U] « B s
U, = w[Ui] = R* Ekkor a vy, ¢l r© Ulin
I, a[d-es diagram tehat kommutativ.

g 65 4|y, leképezésckre g, o dly, = o

(Un, 0) = (B, 0) ————— T, ——— (U1, 0) = (R, 0)

e, @r|en

- ({1,,0) = (", 0)

-7les,,, --

(Ui, 0) = (R™,0) -

reszsokasagok kizottl leképezésdiagram kiegészi
leképezesekkel

18. Tétel. |Kommutativ diagramok sorozatanak egzakt kiege: |
a ¢8 analitikus leképezésck és U, © U « R™,

4. dbra. Euklide:
kommutativ diagramma sima é&s analitikus

R* adottak, ¢ —

Legyenck B™ =~ R ™ s
U © U, © ™ a[l7-es Tételben megfogalmazott tulajdonsagiak. Ekkor a V]t
> I'|§i.‘ teljesiil, tehat az B-ﬁs diagram kommutativ.
(i, ) LA 7R (U, 0) = (Up. 0] VTR (U 0) & (U3, 0) R TSN TSN (U 00) ¢

Do, Ulese 65

Ve, leképezesekre |f o

(U, 0)

il e hler hlar e

1

L0) & (1, 0) -

e

-5 (L, 0) € (1,,0)

—es (L, 0) © (U, 0) --

ti leképezcsdiagramok sorozatinak

9. abra. Euklidesz okasigok kdaz
kiegészitése kommutativ diagramma sima és analitikus le
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Megoldas abrazolasa

(W) —Ggect— (T,u)

I 1
fyett hget
* +

(M)~ 4 0]

W) —Gecr— (T,n)
| |
Jel® hee®
¢ +
(M,g) =eeelgeC®emy (0,2)

Sokasagok
(o] lele]e]

(U, p) =Gl eC®= (ly,u)
| 1
Jlec 2 hec®
+ 4
(Uptyg) =7 €€2 b (U, 2)

(U 0) K““

\i
W )

. 1
flece  flec®

(U, 0) -4

2
[ — T

L[ ¥ (Uo,z) ,(,‘l

—+ (U, )
,/‘(r)

[
Het®  fjecs
4

3 (U, 0)
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(U5,0) —rece— (Uf0)
| |
pel” pel”
+ v
(R 0) — e —s (U%.0)

(U, 0) — 1€ ™= (11,0

|
o) glere

+

)
|

pel®

3

(U 0) — 1€ C2— (1, 0)

(Um0 7 Iec? = (1,0)
.4\\'; ,?/ |
0 () =] <@ ecr— U0) " o'
! |
dECt gecffece dl-shlecs Ylece
+ . 4
’Ml//‘ (U ) =4 =<l € — (Uh,2) \’ﬁll
(U, ) =24 Hlece 0% (1],0)

(N.p) —areco— (T,u)
| |
fee® Wel®
4 +
(M) —eti— 0,9

W,p) — Gy et (T.u)

1
M-
\jwc(,
¥
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1
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*
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Sokasagok
0000

Megoldas konstrukcidja, létezése, egyértelmiiség

Legyen (N, p), (M, q), (T,w) és (O, z) adott pontozott sima sokasagok és G : (N, p) — (T, w),
F(Np) > (M,q)ésh: (T,w) —» (O, =) hirom C* leképesss. Tegyiik fel tovabba, hogy letezik
egy g1 (M,q) > (O, z) leképezés, mellyel go f = ho G

ljarasrol a kivetkezdket tudjuk allitani:

siil. A [B-es abran meglogalmazott

(i) A (0) > (1) attérés soran a Gy, [, by 9o € a G, [, g leképesések kozstti kapesolat

kolesonosen egyértelmi;

(i) A (2) > (3) atte
Jjaira centralt szabilyos bedgyazasok megfeleld dimenzi
5 S1 kgl K

soran, ahol tar, £a1, 17 6 1o az egyes pontozott sokasagok kijelslt pont-

Buklideszi terekbe, kélesénosen

cgyértelmi a megfeleltetés G|, f|, hl, g| és G tt;

(iii) Az (3) v» (4) attérés soran az el6zo fejezetben targyalt megolddst konstrualjuk meg a

leképezés maximalis 1 konvergenciasugaran beliili U halmazon. Az U, = taq[tag] 0 UL

halmazon 7|y, letezik;

(iv) Az U, halmazon ~|r,, egyértelmien meghatarozza a g| leképezést az U = ot [Unm]
halmazon: gl|,, = o' ©Ylu,. © tas;

(v) Az U,, Uy, és U, halmazokra megszoritva a I', ¢, ¢ leképéséseket, azok megegyeznek az
L fl, k] 6s g| leképezésck Glu,, [ 1;

Uy, Uy Uy-re megszoritott G 1. Bleq, megfelelgiv

(vi) Az Uy, U, U, halmazokon Glu, = i7" © Ulun © tary flee = tag © Gl © tar €8 hly, =
15" o Plp, oL
(vii) C'lers = Gleas, £'leen = Flea € Bloa = blu.s
(vill) Az U, U, Uy és U, meglelels homotopiak altali képeire megszoritva Gl | = Gluy, [yl =

Sl &s higy| = Bl

Mészaros Botond Ebtvés Lorand Tudoményegyetem
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Sokasagok
[e]e]e] o]

Megoldas konstrukcidja, létezése, egyértelmiiség

Legyen (N, p), (M, q), (T.w) és (O, z) adott pontozott sima sokasagok, G': (N, p) — (T, w),
f:W.p) = (M,q) és h: (T,w) — (O, z) harom C*® leképezés, (Unr, p), (Un, @), (Ur, w) és

(U, z) szabalyosan bedgyazott pontozott részsokasigok. A [@-cs abran megfogahnazott clja

16l a kivetkezdket tudjuk allitani:
(i) Halétezik g € €™, amelyre go f = ho G teljesiil minden p € N pontra, akkor cgyértelni;

(it) Ha létezik g| € C™, amelyre g| o f| = k| o G| teljesiil minden p € Uy pontra, akkor
cgycrtelmi;

(iii) Ha g létezik, akkor cgyértelm, és g € C%((Un, q). (Uo. z)) letezik;

(iv) Ha g| € C*((Unm, q)(Uo, 2)) 1etezik, akkor cgyértelmi;

0 Lpq megoldja

(v) Minden Uy © UE, c UR Ur € UF &5 Up © UF mellett g = 15" 0y

a (2)-es diagramot, tchat L:g'_vrrrtrrlmu,

Unn

(vi) Minden Uy < U Uy < UR

< UF s Up © U mellett az (1)-cs diagramnak van
o, o ta £l =
bl adodo leképezis

1 1ol o b
M O Blu, 0wy b = 15" 0 ¢y, o Ly s
ckkel.

me p,oldfxsa m(‘gpvdlg a G| =

gl = 15" 07|, © aq Kiterjesztés

Mészaros Bot: Ebtvés Lora domanyegyetem
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Sokasagok
[ee]e]e] ]

Megoldasok szuperponéalhatésag

Legyen N, M, T és O adott sima sokasigok és G e C°(N,T), f € C*(N, M) és h e C(T,O)
sima leképezesek. Legyenek py, ..., peN, q,..,qgpeM,w,...,wpeT és2,...,20. €0

olyan pontok, melyckre G(p) = wy, f(p1) = q és h(w;) = 2 teljesiil minden I e {1,... &k

Legyenck 7y 3 Unp 3 pr, T 2 Upag 3 @ 77 2 Uy 3wy s 10 3 Upy 3 7 nyilt kor
melyek lezartjaihoz tartozo legszitkebb nyilt kornyezetek diszjunktak, és képezzik ezekbol az
Una, pr), Unas @), Ur g, wr) & (Uoy, z;) nyilt pontozott részsokasigokat minden 1 e {1,... &}
mellett. Legyenck Ghl, .., Gyl € €2 (Ui p), Ursw0). fil- - Jul € (U ). Unaso)
éshl,. .., he| € C°((Ury, wi), (Uoy, z1)) a megleleld leképezesek megfeleld megszoritasal. Ekkor
a kovetkezdket allithatjuk:

(i) Ha letezik g € C*°((Ung, @), Uoy, =), amelyre g| o fi| = hyl o G| teljesiil, akkor ez
egyertelmil, ¢s vannak olyan (Vwi, ), (Wamp @), (Vr,wn) & (Vou, z) pontozott nyilt
részsokasdagok, hogy Un i © Viva, Unap © Vs Urs © Vg, Uog © Vou s a Gy, fil, bl g1
leképezésck megfeleld sokasagokra valo simak kiter] 1k fel,
ahol e € (N, M, T,0} és =, € {p,q,w, z};

&sel Ve g-en kiviil =, j-cf ve

(i) Ha minden | € {1,... k}-re létezik gi € C((Unr, @), Uog, z1)) megoldisa a g o fi| =
Iy oGl feltételnek, akkor letezik olyan g € C* (M, O) sima leképe

teljesiil és Glyy,, = ol minden L€ {1,...,k}.

amelyre go f = hoG

domanyegyetem
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O Felhasznalasok
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Felhasznalasok
[e] lelelele)

Determinisztikus rendszerek numerikus modellezése

A dolgozat, hogy a bevezetett fogalmakat (és azok modellezési szempontbdl el-
vart és feltehetd tulajdonsagait) motivalni lehessen, kdzpontilag determinisztikus
rendszerek leirasdbdl kiindulva oldotta meg leképezési diagramok kommutativ
diagramma valé kiegészitésének problémajat. Emiatt a médszer alkalmazhaté
az alabbi teriileteken:

® Klasszikus fizikai rendszerek numerikus modellezése;

® Makro- és mezoszkopikus (gyakran nemegyensilyi) rendszerek numerikus
modellezése;

® A dolgozatban explicite emlitett tereken kiviil Euklideszi terekbe
beadgyazhatd, kiilonbozd differencidlhatéd struktirdjd topologikus terekkel
(kompakt Finsler-sokasagok, bizonyos sub-Riemann sokasagok)
modellezett rendszerek kezelése...

Mészaros Botond Eétvos Lorand
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Felhasznalasok
[e]e] lelele)

épezés jobb- és balinveze

Legyen C egy kategoria, A, B két objektum és [ € Hom(A, B). Ekkor az [ leképezés bal-, illetve
jobb oldali inverze alatt olyan g, h € Hom(B, A) leképezéscket értiink, melyekre g f = id 4, illetve

[h = idp teljesiilnek. Marképp, aI0-es diagram kommutativ.

i

9l

=
kS

-

Y

Bt~

S

U

JTh=idp

10. abra. Leképezés jobb- és bal oldali inverze

Azt, hogy egy altalanositott inverztdl a fenti mellett milyen erds vagy gyengébh tulajdon-
sagokat varunk el, széles kirben valtozik. Kozos azonban, hogy a legtobb ilyen altalanositott

inverz ténylegesen csak nehezen megkonstrualhato.

domanyegyetem

Nemlinearis leképezések diagramja kiegészitése és alkalmazasa



Felhasznalasok
[e]e]e] lele)

Altalanositott inverzek

84. Definicio. [Sima sokasigok kizdtti sima leképezes (I, 4 )-pszendoinverze|
Legyen N, M, T, © négy adott sima sokasag, I' € C*(N, T), v € C*(T, @) két sima lcképe:
A ¢ e C®(N, M) Ieképezés (T, 4

a[ll-cs abran szerepls (2)-cs leképezési diagram kommutativ, ha az (1)-cs is az.

8.

szeudoinverzén, ha 1otezik, azt a @ leképezést értjitk, melyre

N —rec®=>T N —reco+ T
¢peC® (1) eC” pj(,‘f’ (2) ybs‘tl“
| | | l
M —vyeC”—> O M —yeC”> O

11. dbra. Sima sokasigok kozotti sima ¢ leképezés (I, ¢)-pszeudoinverze
85. Definicié. [Sima sokasagok kizotti sima leképezés T-pszeudoinverze
Legyen A, M két sima sokasdg, I' e C*(N,T) cgy sima leképezés. A ¢ € C*(N, M) leképezés

I-pszendoinverzén, ha lotezik, azt a @ leképesést ortjiik, melyre a[[3-cs abran szerepld (2)-os

leképezési diagram kommutativ, ha az (1)-cs is az.

N —rec— N N —rec»—= N
veC® (1) c‘)e‘cf' Z,OETC'E (2) peC*
| | | |
M —yeC®s M M —yel®—5 M

12. dbra. Sima sokasigok kazotti sima ¢ leképezés I-pszeudoinverze

Mészaros Bot: Eétvos Lora

domanyegyetem
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Felhasznalasok
[e]e]ele] o)

Pontozott sokasagok kozotti leképezés c-inverze

86. Definicio. [Pontozott sima sokasagok kozottl sima leképescs I-psseudoinverze|
Legyen (N, p), (M, g) két sima sokasig, I' € C*((N,p), (M, q)) egy sima leképezés. A ¢ €
CP((N,p), (M, q)) leké

as dabran szerepld (2)-es leképesesi diagram kommutativ, ha as (1)-es

udoinverzén, ha lét

s I'-ps:

ik, azt a @ lekép értjiik, melyre

(M,p) —Tec?— (N,p) (N.p) —Tec?— (N,p)
\ \ T )
$el™ (1) pelC® pel™ (2) peC™®
l l | \
(M.g) —veC®= (M,q) (M, q) —yeC™= (M.q)

13. dbra. Pontozott sima sokasagok kozotti sima ¢ leképezés I'-pszeudoinverze

87. Definicio. [Pontozott Euklideszi terek kozoiti sima leképezés c-p:

(Yll[l“l]l\-’(!r'ﬁ[!J
Legyen (£7,0), (E€™,0) két pontozott Euklideszi tér, (R.g\1) 2 ¢ tetszdleges pozitiv # 1 skalar,
s I = c-id gn skalizas. A ¢ € CP((E",0),(£™,0)) leképezes c-pszeudoinverzén, ha létesk,

annak [-pszeudoinvers

st érjiik.

88. Allités. |e-pszeudoinverz létezise]
Pontozott Euklideszi terek kiz

ti sima leképezés o-pszeudoinverze 1étezik valamely Br(0) < £™
halmazon.

Eétvos Lora domanyegyetem
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Felhasznalasok
00000e

Invarians transzformacidk és rovid egzakt sorok

90. Definicio. [Sima sok

agok k
Legyen N, M két sima sokasag,

lelépencst a

tti sima lekép
¢ e C*(N, M) sima leképexd

kommut

N —Tec®— N

e ¢bec™

1 1

M

idag —— M
14. abra. Sima sokasagok kozotti sima ¢ leképezés [ sima invarians transzformacioja

Tehat, az, ha adott modell rendelkezik valamilyen nemtrividlis sima invariins transzfor-

macioval, sziksé

szerfien azt is jelenti, hogy olyan leképezési diagramot akarunk kiegésziteni

kommutativ modon, amiben egy egzakt sor szerepel, ahogy azt all7-es dbra szemlélteti.

Trec™

(E"0) —==— (&"0) 00— (E"0) — I T — (£4,0)
|
bel® ) ec® . JET e (r) T
(E™,0) 2yec® (E2,0) (E™,0) — 2IP"y -+ (£9,0)
|
17. abra. Rovid egzakt sor. 0

Mészaros Botond
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Felhasznalasol Eredmények ismertetése
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Eredményeimet a kovetkezd eseményeken ismertettem:
e XXVI. Bolyai Konferencia, 2022. aprilis 9-10.
o XXIII. Edtvos Jézsef Konferencia, 2022. prilis 22-23.
e Marton Aron Szakkollégium Konferencia, 2022. 4prilis 29.
o Karpat-medencei Nyari Egyetem, 2022. jalius 4-10.
e Stockholm International Youth Science Seminar (SIYSS'22),
2022. december 3-11.

e XXVII. Bolyai Konferencia, 2023. aprilis 15-16.

o XXIV. E6tvos Joézsef Konferencia, 2023. majus 5-6.
SIYSS: 1976 6ta a SIYSS célja, hogy a Nobel-hét soran évente
exkluziv tudomanyos programot szervezzen, és ezzel (innepelje a ku-
tatasi kivaldsagot, 6sztondzze a kulturdlis kivaldsagot és elGsegitse
a nemzetkézi egylttmikodést. A SIYSS-t kategéridjaban az egyik
legrangosabb dijnak tartjak. 2022-ben Gsszesen 23 didk vett rajta
részt a vildg 15 orszagabdl.
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Stockholm International Youth Science Seminar 2022
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Osszefoglalas
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Osszefoglalas

Osszességében, dolgozatomban azt vizsgaltam, miként lehet Euk-
lideszi terekbe agyazhaté sima leképezéshdl allé6 kommutativ diag-
ramokat kiegésziteni. A kérdés vizsgalata mogotti motivaciot az
Osszetett feladatok numerikus megoldasainak megtalalasanak és op-
timalizalasanak kérdése adta. Sikeriilt szdmos tételt belatni, és tar-
gyalni az adott megoldasok létezésének és egyértelmiiségének kér-
dését, illetve a bizonyos értelmeben fliggetlen megoldasok szuper-
ponalhatbsagat. Bevezettiink egy (j tipust nemlinedris pszeudoin-
verz fogalmat, mely egyszerii esetekben analitikusan is megkonst-
ruadlhaté. Megmutattuk, hogyan kapcsolédik a dolgozat tartalma
modellek invarians transzformacidinak kereséséhez, és kitértiink ar-
ra, hogy az ilyen invarians transzformaciék meglétét hogyan lat-
hatjuk el6re az egyes leképezési diagramokhoz rendelt adott rendii
Jet-diagramokban megjelend egzakt sorokkal.
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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék a Bolyai Kollégium, az Edtvos Jozsef Collegium és a Mar-
ton Aron Szakkollégium kozosségének szellemi és/vagy anyagi ta-
mogatasaért, melynek hala e kutatds megvaldsulhatott. A kutatas
az Innovéciés és Technoldgiai Minisztérium UNKP-22-2 kédszamd
Uj Nemzeti Kivalésag Programjanak a Nemzeti Kutatasi, Fejlesztési
és Innovacidés Alapbdl finanszirozott szakmai tdmogatasaval késziilt.

o

BOLYAI

Kollégium
1992

ELTE Marton Aron Szakkollégium
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