p-ADIKUS HODGE-ELMELET

PIGLER DONAT
TEMAVEZETO: ZABRADI GERGELY

BEVEZETES

Egy I' = @Z I'; provéges csoportraﬂ tekinthetlink tgy, mint topologikus csoportra:
I';-ken a diszkrét topologiat véve I'-t természetes moédon a [ [, I'; szorzattér altértopolo-
giajaval latjuk el. Igy egy kompakt, Hausdorff és totalisan Gsszefiiggéstelen topologikus
teret kapunk.

1. Definicié. I' provéges csoport folytonos reprezentdcidja eqy A végesen generdlt Z,-
moduluson egy olyan Z,[I'|-modulus struktira, ahol a I' x A — A hatds folytonos (A
topologikus Zy,|U'|-modulus). T ilyen folytonos reprezentdcidinak kategoridjit Repy (I')
jeldli.

1. Megjegyzés. A definicioval ekvivalens, ha azt koveteljiik meg, hogy a I' — Autz (A)
leképezés folytonos. Példdul, ha A Z,[I'|-modulus végesen generdlt szabad Z,-modulus,
akkor A egy Z,-bdzisat kivdlasztva A € Repy (I') <= T' — GL,(A) folytonos (n =
dimg,A). (Valdjaban az is ekvivalens, ha azt kéveteljik meg, hogy I'-nak a A/p"A\ véges
halmazon a hatdsinak magja nyilt minden n > 1-re.)

2. Definicié. Egy ' provéges csoport p-adikus reprezentdcidjinak neveziink eqy V- véges
dimenzios Qp-vektorteret, amelyen I' folytonosan és linedrisan hat. T' p-adikus repre-
zentdcidinak kategoridja Repg, (I).

1. Példa. Ha A € Repy ('), akkor A skaldris kiterjesztése Q, ®z, A € Repg (I').

S6t igaz az alabbi

1. Allitas. Bdrmely V € Repr(F)-hoz létezk eqy A véges szabad Z,-részmodulusa V -
nek, amelyre Q, ®z, A~V (vagyis A egy olyan Zy-rdcs V -ben, amelyet T' fiven hagy).

Bizonyitds. Legyen ¢ : I' = Autg, (V') a folytonos hatés és valasszunk egy tetsz6leges
Ay C V Zyracsot. Ekkor Autz (Ag) nyilt részcsoport Autg,(V)-ban, ugyanis V' =
Qp ®z, Ao. Ezért Ty = ¢! (Autgz, (Ag)) nyilt részcsoport I'-ban, vagyis véges index,
hiszen I" kompakt. Vélasszunk {7}, reprezentéansokat I'y mellékosztalyaihoz (n =
IT'/T]), ekkor A = >, é(v;)Ao ugyancsak egy Z,-racs lesz V-ben, rdadasul I' fixen
hagyja, hiszen Ty fixen hagyja Ag-t és T' = | | ;L. O

IProvéges csoportnak hivunk (I, @;5) véges csoportok inverz rendszerének inverz limeszét.
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Most arra vagyunk kivancsiak, hogy milyen topologiaval lehet ellatni egy Gal(F/F)
csoportot, ahol F'/Q, véges. No de nem véletlen, hogy a provéges csoportokrol volt
eddig sz06, amit a kévetkez6 Galois-elméletbdl kozismert allitas is alatdmaszt:

2. Allitas. L/K Galois, K = {K < K, < L | K'/Kvéges, Galois} tartalmazds szerint
rendezve. Legyenek a leképezések Gal(K,/K) — Gal(Kz/K) minden K,, Kg € K-ra
és Gal(L/K) — Gal(K,/K) a megszoritis. Ekkor
Gal(L/K) ~ Jim Gal(K,/K)
Kqoelk

Innen természetesen adodik egy Galois-csoporton a topolégia: az, amelyben a Gal(L/K,)
halmazok nyilt kornyezetbéazisat adjak 1-nek. Ezt szokas Krull-topologianak is hivni.
Tovabbé altalanosan is igaz a

1. Tétel. (Galois-elmélet fotétele). F/K Galois bovités, G = Gal(F/K), ekkor
{K < L < F kézbiilsétestek} <» {H < G zdrt részcsoportok}
b L Gal(F/L)
FL i H:p
leképezések egymds inverzei. Tovdbbd, ha L/K normdlis (hasonléan, ha H QG zdrt),

akkor a megszoritds topoldgikus izomorfizmust indukdl G/ Gal(F/L) ~ Gal(L/K) (ha-
sonldan G/H ~ Gal(FH/K)).

A p-adikus Hodge-elméletben Gal(F/F) provéges csoport p-adikus reprezentacioit
vizsgaljuk, ahol F' Q, egy véges bdvitése. Sokszor azonban joval kényelmesebb attérni
arra az esetre, amikor a maradéktest algebrailag zart. Ez a bizonyitasokban gy oldhato
meg, hogy F-et lecserédljiik az F-beli maximalis eldgazasmentes bévitésének telitettjére
(6s Gal(F/F)-et az inerciarészcsoportra). Vagyis kényelmesebb feltenniink, hogy a
maradéktest véges vagy algebrailag zart, azaz ha tokéletes maradéktestet irunk el6,
akkor kellGen altalanos lesz a targyalasmodunk.

Ezek utan a beszamoloban K-n végig egy p-adikus testet értiink, vagyis char K = 0 és
K teljes egy rogzitett diszkrét értékelésre nézvést, tovabba k = Ok / M maradékteste
tokéletes 6s chark = p > 0]

2. Példa. Q, egy véges K bovitése, illetve K mazimdlis eldgazdsmentes K -beli bovité-

sének (azaz az inerciacsoport fixtestének) telitettje, ez utobbit K _yal jelb’ljdk Nem
p-adikus azonban Q, (hiszen nem teljes) és C, sem (hiszen az értékelésgyirije nem

diszkrét).

Legyen G = Gal(K/K), mivel Gx p-adikus reprezentéciéinak legtobb "jo" tu-
lajdonsagat le lehet olvasni az [k inerciarészcsoportrol, ezért egy gyakori triikk K-t
lecserélni K"n-ra (sok esetben ezéltal a fontos informaciokat megérizzitk Gk-16l), ez

2Itt Ok K értekelésgytrtje, My pedig Ok egyetlen maximalis idealja.
3 Altalaban egy K test telitettjét K-val jeloljiik.
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a maradéktesteket tekintve az algebrai lezartra valo attérést jelenti (belathato, hogy
ekkor Iyx := Gun = Gz, fontos azonban, hogy K" nem teljes (!), amikor k # k).
A p-adikus Hodge-elmélet célja, hogy atfogo leirdsat adja Gx néhény "szép" p-adikus
reprezentaciojanak, kiilonosképpen a p-adikus testek feletti algebrai geometriabol ere-
deztethetd reprezentacioknak.

Cg-REPREZENTACIOK

Jeloljiik K algebrai lezartjanak telitettjét Cr-val (vagyis Cx K p-adikus telitettje).
Nota bene, Cx nem p-adikus test, hiszen a kiterjesztett értékelés nem diszkrét, ezzel
egylitt azonban G folytonos hatasa egyértelmten kiterjed K-rol Cx-ra a telités uni-
verzalis tulajdonsaga miatt. A hatralévs részre rogzitsiink egy v értékelést Cg-n, amire

v(p) = 1.

3. Allitas. Cx algebrailag zdrt test.

Bizonyitds. Legyen p € Cklx] nem konstans polinom, azt akarjuk tehat megmutatni,
hogy létezik gyoke Cx-ban. Sziikség esetén atskilazva z-et, feltehetjiik, hogy normaélt
Oc, |z]-beli:

p() =2+ a2+ . tag, a; € Ocy -
Ekkor valaszthatunk egy olyan (p,) € Og[z] normélt polinomsorozatot, hogy

pu(z) = 2% + al,nazd_l + ...+ aqn, a; € Ogésv(a; —a;,) > dn,

vagyis a p, tagjai tartanak p megfelels tagjaihoz a p-adikus értékelés szerint. Tekintsiik
poegy a1 € O gyokét, ekkor indukcioval belathato, hogy valaszthatjuk p,(a,) = 0,
a, € Ox gyokoket tugy, hogy v(a,, — a,—1) > n — 1. Valoban, v(a;, — a;n-1) =
v((ain — ai) + (a; — ajn—1)) > min{(a;n — a;), (a; — a;n-1)} > d(n —1) és
d
pn(an—l) - pn(an—l) - pn—l(an—1> - Z(ai,n - ai,n—l)aziila
i=1

tovabba .

pa(an-1) = [ [(n—1 = Bus), abol B,k pu(x) gyokei
i=1

miatt v(p, (a,—1)) > d(n—1). Raadasul 5,; € O, hiszen O egészre zart. Kihasznalva
tehat, hogy v(p,(an_1)) > d(n — 1), pa(a,_1) ez utdbbi felirasabol azt kapjuk, hogy
letezik 1 < i < n, amelyre v(a,,—1 — fn;) > n — 1. Valasszunk egy ilyen (3, ;-t a,,-nek,
amibdl az indukcios 1épést belattuk.

Ekkor mivel (a,) Cauchy-sorozat, konvergal egy o € Oc,. elemhez, ez valéban gyoke
lesz p-nek, ugyanis

p(an> = p(an) - pn(an) = Z((lZ — am)a‘fl_i.
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G i p-adikus reprezentécioit (f6leg amelyek az étale-kohomologiabol adédnak) nagyon
nehéz 6nmagukban megérteni, de ahogy Brinon és Conrad megjegyzi, ezek a reprezen-
taciok sokkal egyszertibbé valnak, miutan "durvan" feltenzorozzuk Sket Cg-val:

V ~ Ck ®q,V, V € Repg,(Gk).

Ekkor Gk tovabbra is folytonosan hat Cx ®q, V-n a g(c®v) = g(c)®g(v), c € Ck, g €
Gk,v € V természetesen adodo szabély szerint, azonban csak Cg-szemilinearisan ().
Erdemes tehét definidlni még egy reprezentacio-kategorat.

3. Definicid. Egy véges dimenzios W Cg-vektorteret G Cg-reprezentdcidjanak nevez-
ziik ha Gk folytonosan és szemilinidrisan hat W-n (vagyis a Gx x W — W leképezésre
g(cw) = g(c)g(w) minden ¢ € Cx,w € W-re). A Gg-hoz tartozé Cg-reprezentdcidk
kategoridjat (Ck-linedris és G -ekvivaridns morfizmusokkal) Repe, (G i )-val jeloljiik.

2. Megjegyzés. Ez tulajdonképpen a konjugdldssal elldatott komplex wvektorterek p-
adikus analogonja. Azaz, ha wy,ws,...w, eqy Cx-bdzis W-ben, akkor g(w;) felir-
hato egyértelmien Y, a;;(g)w;-ként minden j-re, ekkor p : Gx — M,(Ck), ahol
1(g) = (ai;(g)), egy folytonos leképezés, p(1) = I, és p(gh) = p(g) - g(u(h)) minden
9, h € Gg-rall Vagyis valdjiban yi : G — GL,(Ck) (hiszen u(g) inverze g(u(g™))),
azonban a szemilinearitds miatt nem homomorfizmus.

3. Példa. A definiciot részben motivdlo W := Cx ®q, V' (ahol V' € Repg, (Gx) termé-
szetesen Repe, (G )-beli lesz.

Léathato, hogy Repc, (Gx) Abel-kategoria a tenzorszorzas, direktosszeg és egzakt
sorozatok értelemszertien adddo fogalmaival, s6t, ha még a szemilinearitdst sem té-
vesztjiik szemiink elél, a dudlis tér is értelmezhets: ha W € Repe, (Gk), akkor W
legyen Homg,, (W, Cx), ahol Gy a (g¢)(w) = g(¢(g~*(w))) szerint hat, ahol w € W, { €
WY, g € Gk. Ez a hatas valoban folytonos lesz.

TATE-CSAVARAS

Tegyiik fel, hogy F' egy nem p karakterisztikaji test, amelynek rogzitjiik egy F'*
szepardbilis lezartjat, legyen tovabbd p,. = p,.(F) (F*)* p"-edik egységgyckeinek
csoportja (ha char F' = p, ez trivialis) és p,c = Up pr,n. Gp hatdsit p-en a g(¢) =
(X9 Gsszefiigges irja le egy egyértelmd x(g) € ZX-vel, ahol ha ¢ p"-edik egységgyok,
akkor a kitevs x(g) csak p"-t6l fiigg és x(g) mod p™ € (Z/p"Z)* leirja g hatasat a p"-
edik egységgyokokon. Azaz x mod p"-nek nyilt magja van (amely az F/(p,.)/F véges
bévitésnek felel meg), kivetkezésképp x folytonos.

4. Definicié. A fenti x : Gal(F(p,)/F) — Z) folytonos karaktert p-adikus kiorosz-
tasi karakternek nevezzik. (A kontextusbdl legtobbszor egyértelmi, hogy milyen p prim
szerinti, ezért ezt kiilon nem jeldljiik. )

4Vegy1'ik észre ez utobbi Osszefliggésnél, hogy p eszerint 1-kolanc — erre majd késébb visszatériink.
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3. Megjegyzés. Im(x) zdrt részcsoportja Z, -nak. Specidlisan, ha F = Q, vagy Q,
akkor x szirjektiv.

Térjiink vissza az eredeti feldlldssunkhoz, ekkor lim g, (K) — amelyet szokas p-adikus
Tate-modulusnak is hivni — egy topologikus G g-modulus, amely egy szabad 1 ran-
gt Z,-modulus (nem kanonikus az izomorfizmus, hiszen egy ((,»), primitiv p hatvany
egysegeyokokbdl allo kompatibilis [Cﬁ 1 = (pn] sorozat valasztasatol fiigg), ezért a to-
vabbiakban Z,(1)-gyel jeloljiikk. G természetesen hat a korosztési karakteren keresztiil:
ha a € Z,, akkor ga = x(g)a (Z,(1) egy béazisanak rogzitésével).

4. Allitas. A x(Ix) csoport végtelen.

Bizonyitds. Definicié szerint y hatarozza meg G hatasat . (K)-n, vagyis Ker(y) =
Gal(K (py(K))/K), azaz elegendé megmutatni csupan, hogy K (p,~(K)) teljesen el-
agazo bovitése K-nak.

Legyen e, = [0(K (p,n(K))*) : V(K*)| és e = v(p) pedig K abszolit eldgazasi indexe
Q, felett. Ekkor e,e legaldbb akkora, mint Q, (g, (K)) abszolit elagazasi indexe Q,
felett, amely épp ¢(p) = p"~(p — 1), vagyis e,e > p"}(p — 1) — oo, ahogy n — oo,

ezzel pedig belattuk az allitast. O

A kés6bbiekben sziikségiink lesz a kovetkezs jelolésekre: r > 0 esetén Z(r) = Z,(1)®"
és Zp(—r) = Zy(r)" (= Homg, (Z,(r), Zy) a természetesen adodo G'k-hatassal (a tenzor-
szorzas és dualitds funktorialitdsdbol). Altalanosan, r € Z esetén, ha M egy Z,[G k-
modulus, akkor M(r) := Z,(r) ®z, M a természetesen ad6dé Gk hatassal, vagyis ha
rogzitiink egy bazist Z,(1)-ben, akkor g.m = x(g)"¢g(m) minden g € G és m € M-re.
Ezt az r-edik Tate-csavardsnak nevezziik. A definiciokbol egyenesen adodik a kovetkezd

5. Allitas. Legyen M egy Z,|G k]-modulus, ekkor barmely r,s € Z-re
M(r) ®z, Zy(s) = M(r—+s) és M(r)" = M"(-r)
kanonikus G -ekvivaridns izomorfizmusok teljesiilnek.

6. Allitas. M egy Z,|G k]-modulus, amelyen Gk a p : Gx — Aut(M) homomorfizmus
dltal hat, ekkor Nr € Z-re Gk épp xX™ - p-n keresztil hat M (r)-en.

Bizonyitds. Z,(r) egy e baziselemét kivalasztva az m®e — m egy izomorfizmust hataroz
meg M (r) = M ®z, Zy(r) és M koézott, vegyiik észre, hogy a Gg-hatast M(r)-en épp
p ® x" hatdrozza meg. O

Altalanosan, egy tetszéleges n : Gx — Q, folytonos karakterre is megadhato a
definicio:

5. Definicid. Legyen n: Gx — Q) folytonos karakter, M pedig egy Q,[Gk]-modulus,
ekkor M n szerinti csavardsdinak mondjuk a

M(n) == M ®q, Q,(n)
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Q,|G k]-modulust, ahol Q,(n) jeloli az n dltal meghatdrozott Gk -reprezentdcict Qp,-n.

4. Megjegyzés. Az elézd dllitds kovetkezményeképp, ha M eqy Q,|Gk|-modulus, akkor
M(r) = M(x").

TATE-SEN-TETEL

Legyen G egy topologikus csoport, M pedig egy nem feltétleniil Abel topologikus
csoport, amelyen G folytonos hat g(mn) = g(m)g(n) szerint (¢ € G, m,n € M).
Ekkor

HO

cont

=M% ={me M| g(m)=m,Vg € G},
tovabba
Zeon(G, M) = {f : G — M folytonos | f(gh) = f(g) - gf(h), Vg, h € G}.
Ha f,f € Z. .(G, M), akkor azt mondjuk f és f’ kohomolog, ha létezik m € M,

cont
hogy f'(9) = m~'f(g)g(m), minden g € G-re. Ez egy ekvivalenciarelaciot ad meg
ZL (G, M)-en, a faktort H! (G, M)-mel jeloljiik. Példaul f pontosan akkor kohomo-
16g 1-gyel, ha f(g) = m~'f(m), minden m € M-re, ezeket hivjuk az 1-kohatérnak.

Ezek utan kimondhatjuk az eddigi legjelent&sebb, beszamolot zard tételt, amelyet bi-

zonyitas nélkiil kozlok.

2. Tétel. (Tate-Sen) Legyen n : G — Z) egy folytonos karakter, ekkor i = 0,1 esetén
igaz az aldbbi kanonikus izomorfizmust.

K ha n(Ix) véges,

Heon (G, Crc (1)) = {0 eqyébként

A tétel bizonyitasahoz Tate és Sen munkaja nyomén Colmez létrehozott egy formaliz-
must, amelyben harom (latszolag igen technikai) axioma teljesiilése a H: (G /H, WH)
=~ H! .(Gk,W) izomorfizmust eredményezi tetszéleges W € Repe, (Gg)-re és H <
Gg-ra. Ezt fel tudjuk hasznalni abban az esetben, amikor n(Ix) végtelen, ugyan-

is (CK(U)GK("P‘X’) = IA((upoo)(n), illetve IA((upoo)(n) felfoghato tgy is, mint a I?(y,poo)
K-Banach-tér, amelyen a Galois-csoport izometriakon keresztiil hat. Innen a funkcio-
nalanalizis modszereivel lathaté be a kohomologia trivialitasa. (A teljes bizonyitashoz
mély elagazaselméleti és lokalis osztéalytest-elmélet sziikségeltetik.)

5. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy an = X" vdlasztdssal a tétel alf] Megjegyzés és al4)

Allitds utdn a kovetkezd esetre eqyszerisodik:
, K har=20
H .(Gk,C =
cont( K K(T» {O ha r 7& 0

A tétel © = 0 esete specialisan azt mondja, hogy Cg-nak nincs transzcendens G-
invarians eleme, illetve hogy nincs olyan nem 0 eleme, amelyen G az x~"-n keresztiil
hat, ha r # 0. Mésrészt az ¢ = 1 eset azért fontos szamunkra, mert belathato, hogy
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H! (Gr,Ck(r)) éppa 0 — W — W' — C, — 0 bovitéseket klasszikfikalja (izomor-
fizmus erejéig), ahol W, W’ € Repe, (Gk).
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