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1. Bevezetés

A Néron-Ogg-Safarevics-kritérium olyan fontos eredmény a matematikaban,
amely Osszekapcsolja a szamelmélet és az algebrai geometria két teriiletét. Ez
a kritérium arrél szol, hogy hogyan lehet kapcsolatot taldlni egy elliptikus
gorbe és a hozzé kapcsolodo Galois-csoport kozott.

Az elliptikus gérbék a matematika egyik alapvets targya, amelyek sok teri-
leten jelentGséggel birnak, beleértve a kriptografiat és a szamelméletet.

A Néron-Ogg-Safarevics-kritérium azt mondja ki, hogy egy elliptikus gorbé-
nek jo redukcidja van pontosan akkor, amikor a T;(£) Tate modulus elaga-
zasmentes v-n minden [ # char(k) primre. A jo redukci6 azt jelenti, hogy a
gorbe képe is egy elliptikus gorbe.

Ez a kritérium szdmos fontos kovetkezménnyel jar. Egyrészt lehetévé teszi,
hogy a szamelméleti tulajdonsagokat az elliptikus gorbék algebrai geomet-
ridjaval Osszekapcsoljuk, ami lehetévé teszi szamunkra, hogy gazdagabb és
mélyebb megértést nyerjlink ezekrsl a struktarakrol. Masrészt a kritérium
gyakorlati alkalmazasokat is hoz magaval, példaul a primtesteken valé pont-
szamolas és a kriptogréfia teriiletén.

A tételek és allitasok bizonyitasa megtalalhato [I]-ben

2. Sziikséges definicidk és allitasok

2.1. Definici6. Legyen R egy kommutativ egységelemes gytiri. Egy (egy-
paraméteres) kommutativ formalis csoport szabalynak neveziink egy kétval-
tozos F(X,Y) € R[[X,Y]] formalis hatvanysort, ha az alabbi feltételek tel-

jesiilnek



1. F(X,Y) = X 4+ Y+magasabb foku tagok;
2. F(X,F(Y,Z)) = F(F(X,Y), Z) (asszociativitas);

3. létezik egy ip(X) € R[[X]] hatvanysor, melyre F(X,ir(X)) = 0 (in-
verz);

4. F(X,Y) = F(Y, X)(kommutativitas)

2.2. Definici6. Legyen E egy elliptikus gorbe, amit meghataroz egy R-
beli egyiitthatoji Weierstrass egyenlet. Ekkor az E-hez asszocidlt formaélis
csoportot E-vel jeloljiik. Ezt a F'(z1, z2) hatvanysor hatarozza meg. Ennek a
pontos definicidja [I] IV /1-ben talalhato (ez lényegében az elliptikus gérbén
vett Osszeadést irja le algebrailag).

2.3. Allitas. Legyen F eqy formdlis csoport az R qyird felett és legyen m € 7,
(a) Im|(T) = mT+ (magasabb foki tagok).
(b) Ho m € R*, akkor [m]: F — F egy izomorofizmus

A formaélis csoportok altalaban csak egy csoport operatort irnak le hozza-
tartozo csoport nélkiil. Ugyanakkor, ha R egy lokalis gytirt és teljes, valamint
az egyiitthatok M-bél, R maxmialis idealjabol vannak, akkor a formalis cso-
portot meghatérozé hatvanysorok konvergalnak. Igy egy csoport struktarat
adnak M-en.

2.4. Definicié. Jelolje F(M) az F/R-hez asszocialt csoportot, ami az M
halmaz ellatva az alabbi mtveletekkel

rOrpy=F(x,y)
OrFxr = ZF(:B)

, ahol z,y € M. Hasonloan definidlhatjuk F(M™)-t, ami az M™ halmaz
ellatva ugyanezekkel a miiveletekkel.

2.5. Allitas. Legyen F /R egy teljes lokdlis gyirin definidlt formdlis csoport.
(a) Minden n > 1-re, az identitds dltal indukdlt

F(M’!L)
F(M7T1)

M
Mn+1

%

leképezés eqy csoport izomorfizmus.
(b) Legyen p a maradék test karakterisztikdja. Ekkor minden véges rendd
elem F(M)-ben p-vel oszthatd rendd.



A tovabbiakban jelolje:
K lokalis test, teljes egy v diszkrét értékelésre.
R ={z € K : v(z) > 0}az egészek gytirije
R* = {z € K : v(z) = 0}az egységek gytirtije
M ={z € K : v(z) > 0} R maximalis idalja
m M=7R
k = R/M R-hez tartoz6 maradéktest
Legyen E/K egy elliptikus gorbe, és legyen

E :y? +azy + asy = 2% 4 ax® + asx + ag

a hozza tartozo Weierstrass egyenlet. A (x,y) — (u™2x,u 3y) behelyettesités
egy 1j egyenlethez vezet, amiben a; helyett u'a; szerepel, tehat ha olyan u-
t valasztunk, ami oszthatd egy megfeleléen nagy hatvanyaval m-nek, akkor
olyan Weierstrass egyenletet kapunk aminek minden egyiitthatoja R beli.
Ekkor a diszkriminans v(A) > 0. Mivel v diszkrét valaszthatjuk azt az ilyen
Weierstrass egyenletet, amelyikre v(A) minimélis.

2.6. Definicid. Legyen E/K egy elliptikus gorbe. Egy E-hez tartozé Wei-
erstrass egyenlet minimalis, ha v(A) minimalis azzal a feltétellel, hogy
ai, az, as, az, a4, as, g € R

3. modulo 7 redukci6

A kovetkezdkben a modulo 7 redukciot vizsgaljuk, amit hullamvonallal je-
16liink. Tehéat példaul, a természetes redukcié: R — k = R/mR,t ~ L.
Valasztva E/K-hoz egy miniméalis Weierstrass egyenletet redukalhatjuk an-
nak egyiitthatoit és igy kapunk egy £ beli gorbét:

E:y2+d1xy+d3y:x3+dgx2+d4x+d6

Ezt a gorbét, E /k-t, hivjuk E modulo 7 redukciojanak. Mivel egy minimé-
lis egyenletbdl indultunk ki, igy az E-hez tartozo egyenlet koordinata csere
erejéig egyértelmi k felett.

Most legyen P € FE(K). Meg tudunk adni homogén koordinatékat P =
[0, Yo, 20, hogy o, Yo, 20 € R és legaldbb az egyik R* beli. Ekkor a redukalt
pont

P = [’an ?JO) Z~O]
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E(k)-ban van. Ez egy E(K) — E(k), P — P redukcio.

Altalanosabban megadhatunk egy P"(K) — P"(k) redukciot. Ekkor az E/k
gorbe lehet szinguléris, de a nemszingularis pontok egy Ens(k) részcsoportot
alkotnak. Vegyiik F(K) két részhalmazat:

Ey(K)={P € E(K): P € E,(k)},
E(K)={P e E(K): P=0}

3.1. Allitas. Létezik Abel csoportok eqy egzakt sorozata
0— Fy(K) = Eo(K) = Ens(k) =0
ahol a jobboldali leképezés eqy m redukcio.

3.2. Allitas. Legyen E/K egy minimdlis Weierstrass egyenlettel megadva,
legyen E/R az E-vel asszocidlt formdlis csoport, és legyen w(z) € R][x]]
eqy hatvdanysor ami eqy dtparaméterezés utdn az eqyik koordindtdt fejezi ki a
masik fliggvényében(pontos definicidért [1] 1V/1). Ekkor a

E(M) = E\(K), 2 <— L)

w(z)? w(z)
leképezés eqy csoport izomorfizmus.

3.3. Definici6. Legyen E/K egy elliptikus gorbe, és legyen E a redukaltja
E egy miniméalis Weierstrass egyenletének modulo M. E-nek jo redukcioja
van, ha F nem szingularis.

Meg lehet még kiilénbéztetni két fajta "rossz" redukeiot(multiplikativ,additiv),
amik egy-egy szingularitas(node, cusp) tipushoz tartoznak.

3.4. Allitas. Legyen E/K egy elliptikus gorbe. E-nek pontosan akkor van jo
redukcidja, ha v(A) =0

4. Véges rendii pontok

4.1. Definici6. Legyen F /K egy elliptikus gorbe. E m-torzi6 pontjai E-nek,
E[m]-mel jelélve, azok a pontok amelyek rangja osztja m-et

E[m|={P € E : [m|P =0} = ker([m]).

4.2. Allitas. Legyen E/K egy elliptikus gorbe. Minden m € Z-re, ami relativ
prim char(K)-val



4.3. Definicio. Legyen E/K egy elliptikus gorbe és legyen | € Z egy prim
szam. Ekkor F l-adikus Tate modulusa az alabbi csoport:

Ti(E) = lim B[I"],

ahol az inverz limeszt a E[[""!] LN E[I"] természetes leképezésekkel vessziik.

FE véges rendti azaz torzié pontjai

Etors = UOO E[m}

m=1

4.4. Allitas. Legyen E/K eqy elliptikus gorbe és legyen m > 1 char(K)-val
relativprim egész szdm. Ekkor Ei(K)-nak nincs nem trividlis m-ed rendi
pontja. Tovdbbd tegyiik fel hogy E/k nem szinguldris, ekkor a

E(K)[m] — E(k)

leképezés injektiv.

5. Az inercia hatas

K /K inerciarészcsoportja I,, ami Gal (K/K) azon elemei melyek trivialisan
hatnak a maradék testen, £ -n. Tovabba [, = Gal(K/K™), ahol K™ a
maximélis olyan bévitése K-nak, ami elagazasmentes. Valamint

1 — Gal(K/K™) — Gal(K/K) — Gal(k/k) — 1
egy 16vid egzakt sorozat és Gal(K™ /K) = Gal(k/k).

5.1. Definicié. Ha Gal(K/K) hat az ¥ halmazon, akkor azt mondjuk ¥
elagazdsmentes v-n, ha [, trivialisan hat >-n.

5.2. Allitas. Legyen E/K egy elliptikus gorbe jo redukcidval.

1. Legyen m > 1 egy char(k)-hoz relativprim egész szam. Ekkor E|m)]
elagazdsmentes v-n

2. Legyen | # char(k) egy prim. Ekkor T)(E) eldgazdsmentes v-n.



6. Néron-Ogg-Safarevics-kritérium

6.1. Tétel (Kodira, Néron). Legyen K eqy teljes diszkrét értékelési test.
Ekkor a E(K)/Ey(K) csoport véges.

6.2. Tétel (Néron-Ogg-Safarevics-kritérium). Legyen E/K egy elliptikus gor-
be. Ekkor a kévetkezdok ekvivalensek:

1. E-nek jo redukcioja van K-n
2. E[m| eldgazdasmentes v-n minden m > 1-re ami relativprim char(k)-val
3. A T)(E) Tate modulus eldgazdsmentes v-n minden | # char(k) primre

4. E[m] eldgazdasmentes v-n végtelensok m > 1 char(k)-val relativprim
egész szamra
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