10.

Alg. és szamelm. 4 (tanéri)) 4. feladatsor 2024. marcius 5-6.
Rendezett gytrik. Racionalis és egész egyiitthatos polinomok szamelmélete

. Igazoljuk, hogy ha egy részbenrendezett gytirtiben a,b > 0 és a + b = 0, akkor a = b = 0.

. Igazoljuk, hogy részbenrendezett gytiriiben egy pozitiv és egy negativ szdm szorzata min-

dig negativ, két negativ szam szorzata pedig pozitiv. Mutassuk meg azt is, hogy egy

egyenl6tlenséget negativ szammal szorozva annak iranya megvaltozik.

. Egy kommutativ, egységelemes, nullosztémentes R gytrtinek legyen P olyan részhalmaza,

amely nem tartalmazza a nullelemet, de zart az 6sszeadasra és a szorzasra nézve. Mutassuk
meg, hogy R-en megadhat6 olyan részbenrendezés, amelynek P a pozitivitastartomanya.

. Igazoljuk, hogy a racionalis szamok teste csak egyféleképpen rendezhetd.

a) Legyen p paratlan primszdm. Hany eleme frhato fel Z,-nek z? alakban?
b) Igazoljuk, hogy Z,-ben a —1 felirthat6 z? + y* alakban.

. Igazoljuk, hogy a 223 + 622 + 242 + 120 polinom irreducibilis Q f516tt. Irreducibilis-e R,

illetve Z olott?

Mutassunk példat olyan egész egyiitthatos polinomra, mely egy alkalmas primszammal
teljesiti a Schonemann—Eisenstein kritérium feltételeit, de nem irreducibilis Z fo6l6tt.

. Adjunk meg olyan n egész szamot, amelyre z* + nx + 12 irreducibilis Q fol6tt, és olyat is,

amelyre nem az.

a) Irjuk fel a %xz — %x + 18—5 polinomot egy racionélis szam és egy primitiv polinom
szorzataként.

b) Igazoljuk, hogy minden nullatol kiillonbozd raciondlis egyiitthatos polinom felirhato
egy racionalis szam és egy primitiv polinom szorzataként, valamint ha r;g; = rogo két

kiilonb6z6 ilyen feliras, akkor ro = —r1 és go = —g¢1.

a) Az f(z) = apa™ + a,_ 12" ' + -+ + a1x + ag polinomhoz, ahol a,, és ag nem nulla,
rendeljiik hozza az f*(z) = apz™ + a1x™ ' + -+ + a,_17 + a, polinomot. Igazoljuk,
hogy ez a hozzarendelés miivelettartd a szorzasra nézve.

b) Igazoljuk a Schonemann—Eisenstein kritérium kovetkezd ‘forditott’ valtozatat. Ha az
f=anz" +a,_ 12"+ a1z + ag € Z[x]

polinomhoz létezik olyan p primszam, hogy p nem osztoja a konstans tagnak, p osz-
toja az Osszes tobbi egyiitthatonak, de p? nem osztéja a féegyiitthatonak, akkor f
irreducibilis Q 6lott.

c) Igazoljuk, hogy a 20z* — 3022 + 10z — 21 polinom irreducibilis Q f615tt.



