Alg. és szamelm. 4 (tanéri)) 6. feladatsor 2024. marc. 26-apr. 3.
Irreducibilitas véges testek folott. Algebrai és transzcendens elemek. Minimmalpolinom.

1. Keressiik meg Zs[x]-ben a negyedfoki irreducibilis polinomokat, a tébbit pedig bontsuk
fel irreducibilisek szorzatara.

2. Hany 6todfoka polinom van Zs[z]| folott, és ezek koziil hany lesz irreducibilis?

3. Jeléljon p egy primszamot. Adott f € Z[z] polinomhoz képezziik az f € Z,[z] polinomot
ugy, hogy f minden egyiitthatojat helyettesitjiik az altala reprezentalt modulo p maradék-
osztallyal. Ily modon egy Z[z] — Z,[x] mivelettarto leképezést kapunk.

a) Mutassuk meg, hogy ha deg f = deg f és f irreducibilis Z,, f6l6tt, akkor f irreducibilis
Q folott. Z folott is biztosan az lesz?

b) Mutassunk példat olyan f € Z[z] polinomra, melyre f irreducibilis Z, f5ltt, de f
nem irreducibilis Q f6lott.

4. Mutassuk meg, hogy a 3z* 4 423 4 622 + 7Tz + 9 polinom irreducibilis Q és Z folott.
5. Legyen f = ®,. Mely p primekre igaz, hogy f irreducibilis Z,, folott?

6. Legyen a € C, f pedig olyan Q f6l6tti irreducibilis polinom, amelynek o gydke. Mutassuk
meg, hogy létezik 0 # ¢ € QQ, amelyre cf éppen az a miniméalpolinomja.

7. Az alabbiak koziil melyik polinom minimalpolinomja valamely algebrai szamnak?
a) 23 + 2z +3 b) z3 + 3z + 3 c)3z3+3z+1

8. a) Mutassuk meg, hogy ha « algebrai szam, akkor —« és /« is az.
b) Igazoljuk, hogy m? transzcendens szam.
c) Ha a minimélpolinomja 2™ + a, 12" ! + ---a;z + a + 0, akkor mi a —a mini-
maélpolinomja?

9. Irjuk fel ¥/3 minimalpolinomjat.

10. a) Hozzuk egyszertibb alakra az (1 + 2v/2 + 33/4)(3 4 2v/2 + V/4) kifejezést.
b) Keressiik meg 1 + 22 + 334 inverzét a + b2 + /4 alakban, ahol a, b, c racionélis
szamok.

11. Legyen ¢ primitiv 5-6dik egységgyok.
a) Irjunk fel olyan negyedfoku Q {616tt irreducibilis polinomot, amelynek & gyoke.
b) Irjuk fel az e* és az (1+¢)~! szdmokat ae> + be? + ce + d alakban, ahol a,b, c,d € Q.



