Alg. és szamelm. 4 (tan.) 1. feladatsor 2024. februar 13-14.
Gyiirtk, testek, kvaterniok

. Gydktelenitsik az aldbbi tortek nevezdjét:

1 3+2V3 1
1+3° 24927 1+
Megoldas. Az elss két esetben hasznaljuk az a®+ b = (a+0b)(a? — ab+b?) azonossagot, a harmadik esetben

pedig az a® + b° = (a + 5)(a* — a®b + a®b? — ab® + b*) azonossagot, hogy a tortet bévitve eltiinjon a gyok a
nevezibdl:

1 1 1=¥B+V9 1-V3+7V9 1-V3+79
1+¥3 1493 1-V3+99 1+3 1
3+2V3  3+42V3 4-2V2+ V4 20+42V2-V4 20+2V2-V4
242 2492 4-2324 Y1 8+ 2 - 10
1 1 1-V5+ 25— 125+ 625 11— V/5+ /25— /125 + /625
1+ V5 1495 1-V5+ V25— V1254 V625 6
Emlékleztets: a™ —b" = (a—b)(a" L +a""2b+ - +ab" 2+ b"~!) minden n-re teljesiil. Paratlan kitevkre,
azaz az n = 2k + 1 esetben pedig a?* ! + ¢+ = (a + b)(a?* — a?* 710+ - — ab? 1 + b?F) igaz.

a) Igazoljuk, hogy az x® — 6x + 1 polinom irreducibilis Q félétt.
b) Mutassuk meg, hogy a polinomnak van egy a valds gyoke, amelyre 2 < a < 3.
¢) Igazoljuk azt is, hogy csak egy ilyen o gyok van.

1
d) ,Alfdtlanitsuk” az
14+«

tort nevezdjét.

Megoldas. a) Tudjuk, hogy egy racionélis harmadfoki polinom pontosan akkor irreducibilis Q folott, ha
nincs gyoke. A racionélis gyokteszt alapjan viszont ennek a polinomnak — jeloljiik a tovabbiakban f(x)-szel
— csak olyan a/b egyszertisitett alaka racionalis gyoke lehetne, amelyre a,b = +£1. (A racionalis gyokteszt
alapjan az egyszertsitett formaban folirt tortek koziil csak azok lehetnek gydkei a polinomnak, amelyeknél
a nevezs osztoja a {Gegylitthatonak, a szamlalo pedig a konstans tagnak.) Ugyanakkor +1 egyike sem gyoke
a polinomnak.

b) f(2) =23 —6-2+1 = —3, ugyanakkor f(3) = 33 —6-3 + 1 = 10. Tehat a (2,3) intervallum két
végpontjan ellentétes elGjeld értéket vesz ol a polinomfiiggvény, ezért a Bolzano-tétel alapjan valahol az
intervallum belsejében a nullat is foveszi értékiil, azaz a (2, 3) intervallumban van egy a gydk. (Az eléz6ek
szerint, persze, ez nem racionalis.)

¢) Szamoljuk ki az f(z) polinom derivaltjat: f’(z) = 3z% — 6. Konnyen lathato, hogy minden x € [2,3]
értékre 6 = f/(2) < f'(x) < f'(3) = 21, vagyis a derivalt polinom az egész intervallumon pozitiv. Ez azt
jelenti, hogy az f-hez tartozo polinomfiiggvény a [2, 3] intervallumon szigortan monoton névé, igy maximum
egy gyoke lehet neki.

d) Osszuk el maradékosan az f(x) polinomot a g(z) = 1+ x polinommal. Azt kapjuk, hogy f(z) =
22 —6x+1= (22— 2 —5)(x+ 1) +6. Mivel a gydke az f(x)-nek, ezért f(a) =0 = (a® —a —5)(a+1) +6,
vagyis (o + 1)(a® — a — 5) = —6. Ez tehat azt jelenti, hogy a megadott tortet az a? — 6a + 1 kifejezéssel
érdemes béviteni, hiszen a nevezével szorozva igy egy « nélkiili konstanst kapunk:

1 _ 1 a2—6a+1_a2—6a+1
l14a 1l+4+a a?2—6a+1 —6

Megjegyzés: Ugy tiinik, szerencsénk volt, hogy az a-nak egy elséfoku kifejezése szerepelt a nevezdben, igy
a maradékos osztésnél konstans polinomot kaptunk maradékul, s a tért bévitése utan nem maradt o a
nevezGben. Persze, az eljarast esetleg tobbszor megismételve magasabb foku kifejezésekkel is el tudnank
banni (hiszen egy-egy ilyen maradékos osztassal fokozatosan csokkenthetjiik a nevezGben levs kifejezés fokat).
De azt, hogy valdojaban hogyan is kell ,osztani” egy tetszoleges a-kifejezéssel (és miért), ha tudjuk, hogy «
gyoke egy racionalis egyiitthatos polinomnak, majd a kesGbbiekben, a testb&vitések elméleténél fogjuk igazan
megérteni.
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. Irjuk fol az 1+ 2i + 3j + 4k kvaternic inverzét.

1 - 1
Megoldas. Ha h =1+ 2i + 35 + 4k, akkorhfl:ﬁ-h:%-(lf%fi%jfélk).

. Oldjuk meg H-ban az x% = 1, illetve az > = —1 egyenletet.

Megoldas. Az z2 = 1 egyenletnek nyilvan megoldasa a +1. Megmutatjuk, hogy mas megoldéas nincs. Ha
ugyanis h? = 1, azaz h? —1 = 0, akkor h? —12 = (h—1)(h+1) = 0 miatt az egyik tényezs 0, és igy h = 1 vagy
h=—1. — Az 22 = —1 egyenletnek mar nemcsak két megoldasa lesz, hiszen kapéasbél tudunk hat kiilénb6z6
megoldast: +i, 7 és £k mind megoldasok lesznek. Ez azért megleps, mert azt tanultuk kordbban, hogy
test folott egy polinomnak legfoljebb fokszamnyi gytke van. A probléma abban van, hogy H nem test, mert
nem kommutativ. Es ez most szamit: h? = —1, azaz h®> + 1 = 0 esetén ugyanis most nem mondhatjuk,
hogy h? —i? = (h —i)(h + i) = 0, ugyanis egyaltalan nem biztos, hogy hi = ih, hiszen az i nem mindennel
foleserélhets (pl. ij # ji)! Vegyiik észre, hogy az el6z6 esetben azért nem volt semmi baj, mert az ¢ helyén
az 1 allt, és az 1 bizony minden h € H-val folcserélhets! — Ha mar taldltunk 6 megoldést, taldljuk meg az
dsszeset! Mutassuk meg, hogy pontosan azok a h kvaterniok lesznek megoldésai az 2> = —1 egyenletnek,
amelyekre h tisztan képzetes (vagyis a valos része 0, azaz h = —h), és melyeknek a normaja N(h) = hh = 1.
Az vilagos, hogy az el6bbi két feltételnek eleget tevs kvaterniok gyokei lesznek az egyenletnek, hiszen ez
esetben h? = h - (—h) = —N(h) = —1. Megforditva, ha h? = —1, akkor mindkét oldal norméjat véve azt
kapjuk, hogy N(h?) = N(—1) = 1. Ebbsl N(h?) = N(h)? és N(h) > 0 miatt N(h) = 1 adodik. (Itt
hasznaltuk az N(h?) = N(h)? osszefiiggést: ez kovetkezik pl. a kovetkezd feladat b) részébsl.) Tovabba:
h=1-h=N(h)-h=N(h)h =h-h-h = h-h? = —h, tehat h valoban tisztan képzetes. — A megoldasok tehat
megegyeznek az i, j, k elemek altal kifeszitett haromdimenzios valds altér egységgdmbjének a pontjaival: ezek
azok az a + bi + cj + dk alaki kvaterniok, melyekre a = 0 és b 4+ ¢? 4+ d? = 1.

a) Teljesiil-e a kvaterniok korében a qF = q- T azonossdg?

b) Ellendrizzik, hogy q,r € H esetén qr = T-q, majd ennek segiségével vezessiik le, hogy N (qr) = N(q)N(r).

¢) Mutassunk rd mindenfajta szamolds nélkil, hogy ha két egész szdm felirhaté négy négyzetszdm dsszege-
ként, akkor a szorzatuk is.

d) Bontsuk fel az (a® + b2 + ¢ + d?) (2% + y? + 22 +v?) kifejezést két (Iényegesen) kiilonb6z6 modon is négy
kifejezés mnégyzetének dsszegére.

Megoldas. a) Nem teljesiil: ¢ =i, 7 = j esetén q¢-r = i-j = k, tehat g5 = k = —k. Ugyanakkor ¢ = —
T=—j,igyq-T= (1) (=j)=ij =k
b) Legyen g = a+bi+cj+dk ésr=a +Vi+j+d'k. Ekkorg=a—bi—cj—dk,ésT=ad —Vi—cj—d'k,
tovabbé:
= (aa’ — b0’ — cc’ —dd') + (ab’ + ba’ + cd’ — dc')i + (ac’ + ca’ —bd' + db')j + (ad’ + da’ + bc’ — b )k
(aa’ — bt — cc dd') (ab’ + ba' + cd — dc')i — (ac’ + ca’ —bd' + db')j — (ad’ + da’ + bc’ — b )k
(@a—bt'b—cc—dd) +(a'(=b) + (=b)a+ (=) (—d) — (=d')(—c))i+
+((a)(=c) + (=c')a — (=) (=d) + (=d')(=))j + (a(=d) + (=d")a + (=b')(—c) — (=) (=D))k

r=

rq =

Az utobbi két sor 6sszehasonlitasabol azt kapjuk, hogy qr = 7q, vagyis a szorzat konjugaltja a konjugaltak
szorzata, de forditott sorrendben. (Ehhez hasonlé a szabéalyunk a matrixszorzat transzponalasara is.) Ebbdl
viszont kénnyen kapjuk a mésodik 6sszefiiggest: N(qr) = (qr) - (¢r) = (¢r)(7Fq) = q(r7)§ = qGN(r) =
N(q)N(r). Itt hasznaltuk azt, hogy N(r) valos szam, tehat minden kvaternioval folcserélhets. (Megjegyzés:
Erdemes elgondolkozni, hogy lehetne-e a szorzattartast valamivel egyszertibb szamoléssal kihozni.)

c) Ha egy m egész szam négy négzetszam osszege, azaz pl. m = a® + b? + ¢ + d?, akkor m = N(q), ahol
q = a+ bi+ cj + dk, azaz m a normaja egy ,egész’ kvaternionak, azaz olyan h-nak, melynek az egyiitthatoi
egész szamok. De két egész kvaternié szorzata is egész kvaternio lesz, és annak a normaja épp a normaik
szorzataval egyenls, tehat ha pl. m = N(q) és n = N(r), akkor nm = N(q)N(r) = N(qr), és igy N(q)N(r)
is elGall négy négyzetszam Osszegeként.

d) Vegyiik észre hogy itt két kvaternionorma van Gsszeszorozva, ami egyenls a megfelel§ kvaterniok szorza-
tanak a normajéaval:

(@ + 0"+ + d?)(a® + y* + 2> +v*) = N(¢)N(r) = N(qr)
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A hozzajuk tartozé kvaterniok azonban nem egyértelmiek: pl. az (a?+b%+c?+d?) kifejezés a +a-bi+cj+dk
kvaterniok barmelyikének a norméjaként is megkaphato (ez 16 lehet&ség, csak az egyik tényezonél). Ha
tehat valasztunk két kiillonb6z6 q1 és g2 kvaterniot a lehetségesek koziil, akkor egy rogzitett r kvaternioval
kombinalva két kiilonbo6z négyzetosszeget kaphatunk. Pl. ¢u = a + bi 4+ ¢j + dk és g = —a + bi + ¢j + dk,
valamint r = x + yi + 2j + vk esetén:

qir = (ax — by —cz — dv) + (ay + bz + cv — dz)i + (az + cx — bv + dy)j + (av + dx + bz — cy)k
qGor = (—ax — by — cz — dv) + (—ay + bx + cv — dz)i+ (—az + cx —bv + dy)j + (—av + dz + bz — cy)k
és ezért a keresett két elGallitas:
(a® + 0%+ +d*)(a® +y* + 2" + %) = N(@)N(r) = N(arr) =
= (azx — by — cz — dv)* + (ay + bx + cv — d2)* + (az + cx — bv + dy)* + (av + dx + bz — cy)?
(@® + b+ +d*)(a® + 9 + 2° +07) = N(q2)N(r) = N(qer) =
= (—ax — by — cz — dv)® + (—ay + bz + cv — dz)? + (—az + cx — bv + dy)? + (—av + dx + bz — cy)?

bv3 -1
. Legyen E = {CH_Q\/gZ la,b€Z, a=0b (mod 2)} Ellendrizzik, hogy E a komplex szdmok testének egy-

ségelemes részgyirije (Euler-egészek). Keressik meg E-ben az dsszes egységet.

Megoldas. Nyilvan 1 = % € E, tehéat E-ben benne van az egységelem. Azt nyilvan kénnyd megmutatni,
hogy E zart az O0sszeadasra és a kivonésra, agyhogy egyediil azon kell egy kicsit elgondolkoznunk, hogy miért
lesz zart a szorzasra. De ehhez elegendé észrevenniink, hogy az E elemei pontosan az a + bw tipust komplex
szamok, ahol a,b € Z és w = cos(27/3)+isin(27/3) az egyik primitiv egységgyok, tovabba hogy w? = —1—w.
Ekkor ugyanis:

a+bw-c+ dw = ac+ bdw? + (ad + be)w = (ac — bd) + (ad + be — bd)w.

Ez azt jelenti, hogy E zart a szorzasra is, tehat részgytr.

Az a + bw alakbol azt kapjuk, hogy E elemei egy haromszogracs pontjai a sikon, és a komplex norma
multiplikativitasa (azaz N(zw) = N(z)N(w)) miatt azt kapjuk, hogy csak az 1 normaju ilyen szamok
lesznek egységek. Ezek: +1, +w, +w? = F(1 + w).

a) Legyen K = { jjw 1;) | Z,w € (C} Igazoljuk, hogy R < C2x2,
b) Szamitsuk ki K elemeinek determindnsdt és inverzét is (ha van).

¢) Igazoljuk, hogy K olyan ferdetest, ami nem test.

Megoldas. a) Ahhoz, hogy igazoljuk, K részgytrt, igazolnunk kell a mtiveletekre (8sszeadéasra, kivonasra,
szorzasra) valo zartsagot (a halmaz nyilvan nem iires, hiszen pl. tartalmazza a nullamatrixot). Az dsszeadésra
valo zartsagot pl. az alabbi szamolas igazolja:

(Zl w1)+< z9 ’UJ2>( 21+ 29 w1+w2)( 21+ 29 w1+w2>
—wr  Z1 —w2 22 —wW1 — Wz 21+ 22 —(wi+wg) z Atz /)

Itt tehéat a z-nek és w-nek megfelels altalanos elem z; + zo, illetve wy 4+ wo. A kivonas hasonloan egyszert.
A szorzasra valo zartsagot az alabbi szamolds mutatja:

( 21 wl) ( 22 w2> ( 2122 — W1W3 Z1wa + w122 ) ( 2122 — W1W3 zZ1wa + w122)
—w1  Z —Wy 2o —W129 — 21W —WiW3o + 2129 —(2111)2 + wlig) 2129 — W1W2
Itt is olyan alakt méatrixot kapunk, mint amilyen K altalanos eleme.

z W

b) det o 2 )= |z|2 + |w|2, ami tehat azt jelenti, hogy a determinans csak akkor nulla, ha z = w = 0,

azaz a nullaméatrixon kiviil minden elemnek van inverze. Az inverz méatrix képlete alapjan nem nulla métrix

:ow) ! 1 z —w
-z 2P+ wf \w 2z
¢) Az el6z6 részben lattuk, hogy minden nem nulla K-beli matrix invertalhato, és az inverze is K-ban van.

Mivel az a) rész alapjan K részgytrd is, ezért K valoban ferdetest, ami nem kommutativ. Ez utobbit pl.

azaA(Z O.) ésaB(O 1) métrixok mutatjak: AB(? é),migBA(O. OZ>.A

esetén:

0 —2 -1 0

szorzas tehat nem kommutativ.
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Modositsuk a valds fiiggvények gydrijét oly modon, hogy az dsszeadds tovdbbra is pontonként torténjen (vagyis
(f+9) (@) = f(x) + g(x), a szorzdst viszont a figgvények kompozicidjdval definidljuk, vagyis az (fg)(z) =
(fog)(x) eldirdssal. Mely gyirdaxiomdk maradnak érvényben?

Megoldas. A pontokénti Gsszeadasra az Osszeadéas axiomai teljesiilnek, vagyis egy kommutativ csopor-
tot alkotnak a gytrtelemek. Ez varhato is volt, hiszen csak a szorzast valtoztattuk meg, s a szoka-
sos pontonkénti fliggvényszorzassal a fiiggvények gytrit alkotnak. A szorzas asszociativitiasa a kompo-
zici6 asszociativitdsa miatt szintén teljesiil, s6t még egységelemiink is van: az identitasfliggvény a kom-
poziciéra nézve egységelemként viselkedik. Ugyanakkor az egyik disztributivitasi szabaly nem teljestl:
legyen f(x) = 22, és gi(x) = go(x) = 2. Ekkor (f o (g1 + ¢2))(z) = f(2x) = 42%, ugyanakkor
((fog) + (foga))(w) = 2?2 + 2% = 222, A két fiiggvény tehat kiilonbozik egymastol. A mésik disztri-

butivitds viszont ekkor is igaz: ((f1+ f2) 0 g)(z) = (fi+ f2)(9(x)) = f1(9(x)) + f2(9(x)) = (frog+ f209)(x).
Mutassunk példdat nullosztora a folytonos, illetve a differencidlhato valds fligguények gytrdjében.

Megoldas. Elegendd differencialhato példat adnunk. Legyen:

fz) = 0 haz<O0 os (z) = 2?2 haz <0
" 2?2 haz>0 TH=10 haz>0

Ekkor mindkét fliggvény differenciadlhaté (csak a nullaban izgalmas egy kicsit a differencialhatosag), egyik
sem a nullafiiggvény, de a szorzatuk nulla.

Tekintstik az A = B ;} mdtrizot. Mutassuk meg, hogy azok a B valds mdtrizok, melyekre AB = {8 8} 5

alteret alkotnak R**?-ben. Hdny dimenzids ez az altér?
Megoldas. Az vildgos, hogy ezek a matrixok alteret alkotnak. A szokdsos modon megoldva az Ax = 0
linearis egyenletrendszert, azt kapjuk, hogy az ilyen B matrixok pontosan azok, amelyek oszlopai [EZ]

alakban frhatok fol, azaz a megoldastér:

M:{[Q“ 2b}|a,beR}
—a —b

Ez pedig pontosan azt mutatja, hogy dim M = 2.

Igazoljuk, hogy egy 0 £ A € T™*™ mdtriz pontosan akkor bal oldali nullosztd, ha nem invertalhato. Hogyan
kévetkezik ebbdl hasonld dllitds jobb oldali nullosztdékra.

Megoldas. Invertalhatéo A esetén az AX = 0 Osszefiiggést balrol szorozhatjuk az A~! inverzmatrixszal,
s azt kapjuk, hogy X = 0. Vagyis invertalhaté matrix nem lehet bal oldali nulloszt6. Ha viszont A nem
invertalhato, az azt jelenti, hogy a determinansa 0, és ez azzal ekvivalens, hogy a matrix redukalt 1épcsés
alakjaban nem minden oszlopban van vezéregyes. Ilyenkor tehét az Ax = 0 lineéris egyenletrendszernek van
nem trivialis megoldasa: pl. xg € T". Legyen X az az m X n-es métrix, melynek minden oszlopa x-lal
egyenls. EkkorX # 0, és AX = 0. Ez azt jelenti, hogy amennyiben A # 0 nem invertalhato, akkor bal
oldali nulloszté. — A jobb oldali nullosztosagra vonatkozo &llitas abbol kovetkezik, hogy A és AT egyszerre
invertalhatok, és X A = 0 pontosan akkor igaz, ha AT X7 = 0.



