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Miivelettarto leképezések. A szamfogalom f6lépitése. Kvaterniok, egész szamok

a) Keressiik meg az egységeket és a nullosztokat a Zyo gytriben.
b) Hadny egység, illetve nulloszté van a Zioo gytriben?

Megoldas. a) Egységnek a gy(rii azon elemeit nevezziik, amelyek mindennek osztoi. Ez ekvivalens azzal,
hogy az elem osztoja az 1-nek, azaz invertalhaté. Igy tehat az ax = 1 (mod 12) kongruenciat kell megolda-
nunk. Ez pontosan akkor oldhaté meg, ha a relativ prim a modulushoz, azaz 12-hoz. Ez azt jelenti, hogy
egységek Zio-ben az {1,5,7,11} halmaz elemei. — Egy maradék akkor lesz nulloszto, ha énmaga nem nulla
(tehat a szam nem oszthaté 12-vel), de van hozza olyan szintén nem nulla maradék, amivel dsszeszorozva
mar oszthat6 lesz 12-vel. Ez pontosan aztjelenti, hogy a szdm nem relativ prim a modulushoz, mert akkor
nem kell a modulus minden primtényezgjével és teljes hatvanyon megszorozni az oszthatosag eléréséhez. Igy
Z12-ben nulllosztok lesznek a {2,3,4,6,8,9,10} elemei.

b) A fonti gondolatmenet tetszéleges modulusra alkalmazhato: egységek a redukalt maradékok (azaz amik
relativ primek a modulushoz), nulloszték pedig a nem redukalt maradékok (kivéve a 0-t). Igy Zjgo-ban az
egységek szama p(100) = p(22d?) = p(2%)p(5?) = 220 = 40 (itt p(n) az n-hez relativ prim maradékok
szdma), a nullosztok szama pedig 100 — 40 — 1 = 59 (itt a nullosztok szamndl az Gsszesmaradék szambol le
kellett vonni a redukalt maradékok szamét, és ki kellett még zarni a 0-t is).

a) Ellendrizziik, hogy minden r valds szdmra és q kvaternidra rq = qr teljesil.
b) Igazoljuk, hogy minden q € H\ R esetén van olyan ¢’ € H, melyre q¢' # ¢'q.

Megoldas. a) Valos szam alatt most az r = r + 0i + 05 + 0k alaku kvaterniokat értjiik, kvaterniok szorzasa
alatt pedig az alabbit:

(a+bitcj+dk)(x+yitzj+tk) = (ax—by—cz—dt)+(ay+br+ct—dz)i+ (az—bt+cx+dy)j+(at+bz—cy+dz)k

Ha a fonti r valés szamot szorozzuk a ¢ = a+bi+ c¢j+ dk) kvaternioval, akkor a definici6 szerint az alabbiakat
kapjuk:
rq = (ra) + (rb)i + (re)j + (rd)k

gr = (ar) + (br)i + (er)j + (dr)k

Ezek pedig egyenlSk, hiszen a valos szamok szorzésa kommutativ.

b) Ha ¢ = a + bi + ¢j + dk € H \ R, akkor b, ¢,d koziil legalabb az egyik nem nulla. Legyen ez pl. az ¢
egyiitthatoja, azaz b. Ekkor gj-ben az ij = k egyiitthatoja b, mig jg-ban a k egyiitthatoja —b, a két szorzat
tehat nem egyenld.

= a+ bi + ¢j + dk. Ellendrizzik, hogy ez a

w
¢ : K — H leképezés mivelettarts. (Itt K az 1. feladatsor 7. feladatdban szerepld ferdetest, melynek elemei
az olyan mdtrizok, mint amilyenek a ¢ argumentumdban szerepelnek.)

Az =a+bi,w = c+ di jelolés mellett legyen @({Z

Megoldas. Az Gsszegtartas egyszert, ezért csak a szorzattaratast mutatjuk meg. Azt kell megmutatnunk,
hogy 2/ =a’ + Vi és w' = + d'i, illetve 2"’ = a” + V"1 és w” = ' + d"i esetén:

(] B | (A | R ()

Ehhez a két méatrix szorzatat kell el¢szor kiszamolnunk:

Z/ w/ z// w// z/ZI/ _ w/W lell + w/?
w7 7| | 7T | w7 o + 7
egyiik észre, hogy a szorzatmatrix benne van K-ban, amint az el is varhato. szorzatmatrix elsG sorana
Vegyiik é h tmatrix b K-b int 1 is varhato.) A tmatrix elsé soranak
elemei: L
oy ww’ = ((a/a// . b/b//) . (CICI/ + d/d//)> + ((a/b// + b/a//) . (_c/d// + d/CH))i
le// +w/7 — ((alcll _ b/d//) + (C/al/ +d/bl/)) + ((a/d/l +b/c//) + (_C/b// +d/a//))i

Ekkor viszont ¢ a szorzatmatrixhoz pont azt a kvaterniét rendeli, ami a fonti szorzatokbol adodik (az els6
sorban szerepld szamot plusz a masodik szam j-szeresét). Ez mutatja a szorzattartést.

a) Mutassunk példdt olyan R — R leképezésre, amely az dsszeaddsra nézve miuvelettarts, és a pozitiv szd-
mokhoz negativ szamokat rendel.

b) Legyen ¢ olyan R — R leképezés, amely a szorzdsra nézve mivelettartd. Igazoljuk, hogy ha x > 0, akkor
p(x) = 0.
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Megoldas. a) A ¢(a) = —a ilyen hozzarendelés lesz.
b) Ha = > 0, akkor van olyan y, melyre z = y2. De ekkor ¢(z) = ¢(3?) = ©(y)p(y) > 0, hiszen valés szamok
negyzete mindig nemnegativ.

a) Igazoljuk, hogy a kvaterniok vektorteret alkotnak a valds, illetve a komplex szdmtest folott a megszokott
miveletekre nézve. Melyik vektortérnek mennyi a dimenzidja?
b) Ervényes-e ezekben a vektorterekben az A(uv) = (Au)v = u(\v) azonossig (A € T, u,v € V)?

Megoldas. a) Egyszerii szamolas. A dimenziok: valos f616tt 4, hiszen 1,4, j, k bazist alkotnak, mig C {516tt
a dimenzi6 2 (bézis: 1, 7).

b) A valos szamtest folott érvényes, hiszen a 2.a) feladat alapjan minden valos szam minden kvaternioval
Jfolcserelhetd” (azaz szorzéasnal a sorrendje megcserélhets vele). Ugyanakkor C {5lott mar nem igaz az
Osszefiiggés, hiszen pl. A =14, u = j és v = 1 esetén A(wv) = ij = k, mig u(\v) = ji = —k.

. Az dsszeadds rekurziv definiciojabdl kiindulva igazoljuk, hogy ha a,b,c € N és a + c = b+ ¢, akkor a =b.

Megoldas. Irjuk fol a Peano-axiomakat:
(PAl) 1 e N;
(PA2) (Vn € N) (Int € N);
(PA3) (Vn,m e N) (nT =m™) = (n=m);
(PA4) AneN (nt =1);
(PAS) (HCN), (1€ H),(n€e H=n"¢€ H) = (H =N) (teljes indukcios séma).
Az 6sszeadas rekurziv definicidja:
(OAl) a+1=a";
(OAl) a+b" =(a+b)".
A szorzas rekurziv definicioja:
(SZ1) al = q;
(SZ2) a(b*) = ab + a.
Tovabba bizonyitottnak tekintjiik az Gsszeadas asszociativitasat (OAA) és az Osszeadds kommutativitasat
(OAK). A fentick folhasznélaséval bizonyitsuk az allitast.
Allitds: (a+c=b+c)= (a=b).
Bizonyitds: c-re conatkozo indukciéval. H azoknak a ¢ szamoknak a halmaza, melyekre minden a, b mellett
igaz az allitds. Ekkor:

leH: at+1=b+1"L ot —ar1=p+1=0" & 4=
(ceH=c"€eH): a+ct=b+ct 242 (a+e)f=a+c=b+ct=(b+o)t (B4
(P——Ag) a+c=b+c (I:N]g) a=1"b
e H=N

A fonti okfejtésben (IND) az indukcios hipotézist, azaz a ¢ € H feltételt jeloli.

. A szorzds rekurziv definicidjabol kiindulva igazoljuk, hogy a természetes szamok halmazdn a szorzds kommu-
tativ és asszociativ. (Az dsszeaddsrdl tanultakat itt mdr felhaszndlhatjuk.)

Megoldas. Csak a kommutativitast bizonyitjuk. Eldszor egy speciélis esetet igazolunk. Tudjuk, hogy
al = a (SZ1). Igazoljuk, hogy la = a is teljesiil minden a-ra (SP1). a-ra vonatkozo6 indukcidval bizonyitunk.
A jo a € N-ek halmazat jelolje H.

(821)
le H: 1-1 =
sz2 IND 0A1
(ac H=at € H): 1a+(=)1a—|—1(:)a+1(:)a+
- H=N

Masodik lépésként igazoljuk, hogy a™b = ab + b minden a-ra és b-re (SP2). Itt b-re vonatkoz6 indukcioval
bizonyitunk.

ool (521) o (0A1) (521)

leH: a+1 Y g 141
beH=breH): abt "2 atprat T (@+v)+at EY @b+ +@r1) =Y
O b a) 41 O @)1 2 @bt a) s b4 1) L
CZ b+ b+ 1) 2 abt bt

0 H=N
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Végezetiil igazoljuk altalanosan, hogy ab = ba, ismét b-re vonatkozé indukcioval.

(Sz1) (SP1)
= a =

le H: al la

beH=becH: a2 avtra " baya L

Eo H=N

bta

Ezzel a szorzés kommutativitasat belattuk.
Megjegyzés: Hasonloan, c-re vonatkozo indukcioval bizonyithaté az (ab)c = a(be) asszociativitas, de célszerd
el6tte megesinalni a kévetkezd feladatot, mert hasznaanunk kell a disztributivitast.

Igazoljuk, hogy a természetes szamok halmazdn a szorzds disztributiv az dsszeadds folétt.

Megoldas. Az (a + b)c = ac + be Osszefiiggést, az elézGekhez hasonloan, c-re vonatkozo indukcidval bi-
zonyithatjuk. Az a(b+ ¢) = ab + ac disztributivitasndl méar hasznalhatjuk az el6z6 allitast és a szorzas
kommutativitasat.

Az {(a,b) | a,b € N} halmazon vezessiik be kovetkezd reldcidt: legyen (a,b) ~ (¢, d) akkor és csakis akkor, ha
a+d = b+ c. Ellendrizziik, hogy ez eqy ekvivalenciareldcio.

Megoldas. Reflexivitds: (a,b) ~ (a,b), hiszen a + b = b+ a (az Gsszeadas a természetes szdmok halmazan
kommutativ.

Szimmetria: (a,b) ~ (c,d) esetén a+d = b+ ¢, s ekkor ¢ + b = d + a is igaz, hiszen az Gsszeadas komutativ,
és az egyenldség szimmetrikus relacio, igy (¢, d) ~ (b, a).

Tranzitivitds: (a,b) ~ (¢, d) és (¢,d) ~ (e, f) esetén a+d =b+c¢, és c+ f = d+e. Adjunk az els egyenlSség
mindkét oldaldhoz e-t: azt kapjuk, hogy a +d + e = b+ ¢+ e, és a masodik egyenlGséget hasznalva d + e
helyére irhatunk ¢ + f-et: a +c+ f = b+ ¢ + e. Hasznaljuk a kommutativitast: a + f +¢c = b+ e + ¢,
és ebbdl az egyszertsitési szabalyt alkalmazva (lasd 6. feladat) a + f = b+ e adodik, ami azt jelenti, hogy
(a,b) ~ (e, f).

Legyen az (a,b) és a (c,d) pdr szorzata (ac + bd, ad + be).

a) Fllendrizzik, hogy ha (c,d) ~ (¢, d"), akkor (a,b)(c,d) ~ (a,b)(c',d’).

b) Vezessiik be két ekvivalenciaosztily szorzatdt, ellendrizve azt is, hogy ez jol definidlt.

c) FEllendrizzik, hogy az dsszeadds nullelemét barmelyik osztdllyal szorozva a nullelemet kapjuk.

d) Keressiik meg az egységelemet a szorzdsra nézve.

Megoldas. a) Tegyiik fol, hogy (¢,d) ~ (¢/,d’"). Ez azt jelenti, hogy ¢+ d = d + ¢/. Szamoljuk ki a két
megadott szorzatot is:

(a,b)(c,d) = (ac + bd,ad + be) ¢és (a,b)(c,d) = (ac’ +bd',ad' + bc’).

Azt kell megmutatnunk, hogy ac+bd+ad +bc’ = ad+bc+ac’ +bd'. De folhasznalva a természetes szamokra,
mar bizonyitott miiveleti tulajdonsidgokat — 6sszeadas kommutativitasa, asszociativitasa, disztributivitas —
az alabbiakat kapjuk:

ac+bd+ad +bd =a(c+d)+b(d+c) ¢ ad+bec+ad +bd =a(d+)+b((c+d).

De az a két kifejezés az els§ ekvivalencia miatt megegyezik, mivel az a-t és a b-t szorzo tényezdk a foltevés
szerint megegyeznek.

b) Szorozzuk tugy az ekvivalenciaosztalyokat, hogy kivessziik egy-egy elemtiket, azokat a parokat a fonti
definici6 alapjan Gsszeszorozzuk, majd vessziik az eredmény ekvivalenciaosztélyat. Az eredmény fliggetlen a
reprezentans elemek kivalasztasatol: ezt az a) rész biztositja, illetve annak szimmetrikus parja, amikor a szor-
zasnél az elss part cseréljiik vele ekvivalensre. (Ez utobbi ugyanugy bizonyithato, vagy pedig bizonyithatjuk
a parok szorzasanak a kommutativitasat, folhasznalva a természetes szamok mitiveleteinek tulajdonsagait.)
c) Az 6szeadéas nulleleme az (a,a) parok ekvivalenciaosztélya lesz. Azt, hogy ezek a parok ekvivalensek,
konnyd szamolas mutatja: (a,a) ~ (b,b), hiszen a + b = a + b. Masrészt az is vilagos, hogy mas tipusa
eleme nincs az ekvivaenciaosztalynak: (a,b) ~ (c,c), akkor a + ¢ = b+ ¢, és akkor a 6. feladat egyszerdsitii
(ab + ac,ac + ab), és ez utobbi par benne van a 0-elemet adé ekvivalenciaosztalyban, hiszen a természetes
szamok Osszeadasa kommutativ.

d) Az (a™,a) = (a+1, a) parok ekvivalenciaosztélyt alkotnak (ez hasonléan bizonyithato, mint a c) részben a
nullelemet ado osztaynal), és (a+1,a)(b,c) = ((a+1)b+ac, (a+1)c+ab) = (ab+ b+ ac,ac+ c+ab) ~ (b, c),
hiszen ab + b + ac + ¢ = ac 4+ ¢ + ab + b). Itt hasznéljuk a természetes szamok miiveleteinek szokasos
tulajdonsagait.

Megjegyzés: Konnyen lathato, hogy az (a,b) part, illetve annak ekvivalenciaosztalyat az a — b egész szamnak
szeretnénk megfeleltetni: ennek a szellemében adtuk meg az ekvivalencidjukat, illetve a mitiveleteket. A
tulajdonsagok bizonyitasanél lehet hasznalni az intuiciét pl. arra, hogy kitalaajuk, mi is lesz a nullelem
((a,a) <> a —a = 0) vagy az egységelem ((a + 1,a) <> a+ 1 —a = 1), de nem hasznalhatjuk a bizonyités
soran, hogy az (a+ 1, a) ezért egységelem, mert a4+ 1 —a =1, és az 1 az egész szamok korében egységelem.
Ne feledjiik: az egész szamokat most konstruéljuk, a miiveletek tulajdonsagait most bizonyitjuk.



