Alg. és szamelm. 4 (tan.) 3. feladatsor: megoldasok 2024. februar 27-28.
Hanyadostest. Karakterisztika.

a) Ellendrizzik, hogy az egész szdmok szdmpdrokkal torténd konstrukcidjaban (1, m™)(1,nT) = ((mn)™,1).
b) Mivel egyenls (1,m*)(n™,1)?
c) Igazoljuk, hogy Z nullosztomentes.

Megoldas. a) A bizonyitas soran hasznalhatjuk a természetes szamokra vonatkozé axiomaékat, a miiveletek
definicioitt, illetve a mar bizonyitott miiveleti Osszefliggéseket, pl. azt, hogy az Osszeadas kommutativ,
asszociativ, n™ = n + 1, a szorzas kommutativ és asszociativ, az 1 egységelem a szorzasra nézve, és érvényes
a disztributivitas. Ekkor a parok szorzasanak definicidja szerint az kell, hogy:

1,mH)(1L,nT) =1 -1+m ™t 1-nt +m™ - 1) ~ ((mn)*,1).
A bal oldali részt kifejtve:
Q- 1+m™nt 1 nt+mT - D=0+m+Dn+1),n+14+m+1)=(mn+m+n+2m+n+2).

A parok ekvivalenciajanak definicioja szerint ez utobbi par valoban ekvivalens az ((mn)*,1) = (mn + 1,1)
parral, ugyanis a parok ekvivalencidjanak definicioja szerint azt kell latni, hogy:

mn+m+n+2+l=m+n+2+mn—+1.

De a természetes szamok szamolési szabalyai szerint mindkét oldal egyenlé mn +m +n + 3-mal. Megjegyzés:
A Dbizonyitas soran nem hasznalhatjuk azt az intuitiv informdcidt, hogy az (a,b) par az a — b egész szamnak
szamok és miveleteik definiciojaval). A jhitlinket” ugyan erdsithetjiik, hogy a fonti Gsszefiiggés valoban igaz
(hiszen ez tkp. a (—m)(—n) = mn szamolasi szabalyt akarja jelenteni, amirdl tudjuk, hogy ,teljesiilni fog”
az egész szamok korében), de ehhez egyelére nem értelmeztiik a sziikséges megfeleltetéseket.

b) A szorzas definicidja és a természetes szamok méar ismert miveleti tulajdonsagai szerint:
1,mM)(nt, 1) = 1-nT+mT-1,1-14mTn") = (n+m+2,1+(m+1)(n+1)) = (n+m+2, mn+m+n+2),

ez pedig az ekvivalencia definicioja szerint ekvivalens (1, (mn)*)-szal. Vegyiik észre, hogy itt a (—m)n =
—(mn) szabaly elkodolasarol van szo, de ismét nem hivatkozhattunk arra, hogy mi méar ,tudjuk” ezt a
szabalyt egész szamokra, hiszen még csak most vezetjiik be az egész szamok fogalméat és miveleteit.

c¢) (Vazlat) Indukcioval belathatjuk: tetsz6leges (a,b) szampéarra teljesiil, hogy ha a # b, akkor (a,b) ekvi-
valens egy (¢T,1) vagy egy (1,c¢") szampér valamelyikével valamilyen c¢ természetes szamra. Az (a,b) par
ekvivalenciaosztalyat nevezziik az els§ esetben pozitiv egész szamnak, a masik esetben negativnak, és az (a, a)
parok osztéalyat nevezziik 0-nak. Megmutatjuk, hogy a pozitiv szdmok halmaza kolcsonosen egyértelmiien
megfeleltethets a természetes szamok halmazanak, méghozza mtvelettarté modon:

a+ (a™,1) osztalya, és:
((a+b)*,1) ~ (a™,1) + (b",1), valamint ((ab)™,1) ~ (a™,1)- (b7, 1).

Vegyiik azt is észre, hogy (a*,1) és (1,a™) osztalyanak az osszege (a™ + 1,a™ + 1) ~ 0, tehat egy pozitiv
egész szamnak van ellentettje, és az negativ (és forditva). Ha nem nulla egész szamokat (vagyis parok
ekvivalenciaosztalyait) szorozzuk, akkor két pozitivat Osszeszorozva nem nullat kapunk, mert a természetes
szamok szorzasarol mar belattuk, hogy nullosztomentes. Két negativ szadm szorzata az a) rész alapjan pozitiv
(tehat nem nulla), végezetiil ha pl. a negativ, b pedig pozitiv, akkor a szoratuk a b) rész alapjan negativ,
tehat ismét nem nulla.

. Ellendrizziik, hogy a hdnyadostest konstrukcidjdandl bevezetett dsszeadds jol definidlt, vagyis hogy az eredmény
fiiggetlen a reprezentdnsok megudlasztdsdtol.
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Megoldas. Emlékeztets: ha az R kommutativ és nullosztémentes gytrd hanyadostestét akarjuk megkonst-
rualni, akkor az alabbi halmazon vezetiink be egy ekvivalenciat:

{(a,b)|a,b, € R, b+# 0}, és (a,b) ~ (¢,d) < ad = be.

A héanyadostest elemei a fonti halmaz ekvivalenciaosztalyai lesznek: ezek halmazat jeldlje @, az (a,b) par
osztalyat pedig jeldlje [(a, b)]. Az alabbi osszeadast vezetjiik be a parokon, illetve azok ekvivalenciaosztélyain:

(a,b) + (¢,d) = (ad + be, bd) és [(a,b)] + [(c,d)] = [(ad + be, bd)].

A fonti definiciéban az lehet probléma, hogy az ekvivalenciaosztalyok mas elemeit valasztva esetleg azoknak
az Osszege nem lesz ekvivalens az eredetileg vélasztott parok Gsszegével. Azaz: be kell latnunk, hogy az
ekvivalenciaosztalyok Osszeadésanal a folirt eredmény fiiggetlen a reprezentéansok kivalasztasatol.

Legyen tehat (a,b) ~ (a/,b') és (¢,d) ~ (¢/,d’). Ekkor (1) ab' = ba’ és (2) ed’ = dc’. Azt szeretnénk
megmutatni, hogy (a,b)(c,d) ~ (a’,b')(c,d"). Ttt:

(a,b)(c,d) = (ad + be,bd) és  (a',0)(c,d") = (a'd + b, Vd).

A két szorzat ekvivalenciajahoz azt kell megmutatnunk, hogy (ad + be)b'd’ = bd(a’d’ + b'c’). Ezt az alabbi
szamolas mutatja (menet kozben hasznaljuk a fonti (1) és (2) foltevéseket:

(ad + be)b/'d' = adb/d’ + beb'd' = ab'dd’ + bb' ed’ W ba'dd' + bb'cd’ @ ba'dd' + bb'dc’ =
= bda'd + bdb'¢’ = bd(a'd' +V'c).
. Ellendrizzik, hogy a hdnyadostest konstrukcidjaban az 6sszeadds asszociativ.

((a1,b1) + (a2, b2)) + (as,b3) = (a1ba + braz, bibs) + (a3, bs) = (a1bzbs + bragbs + bibzas, bibabs)
((Zl, bl) + ((CLQ, bg) + ((Zg, bg)) = ((11, bl) + (a2b3 + bgag, b2b3) = (a1b2b3 + b1a2b3 + b1b2a3, blbzbg)

Vagyis az Osszeadas asszociativ. (Menetkozben szabadon hasznéaltuk az egész szamokra vonatkozo miiveleti
tulajdonsagokat: az Osszeadés és szorzds asszociativitasat, valamint a disztributivitast.) — Megjegyzés: a
péarok ,indexelt” jel6lésének annyi elénye van, hogy koénnyebben kiilonboztetjiik meg a szamlalokat és a
nevez@ket, mint akkor, ha (a,b), (¢, d) stb. parokkal szamolnank.

. Ellendrizzik, hogy a hdnyadostest konstrukcidjandl azon (r,r) szdmpdrok, ahol v € R\ {0}, egy osztdlyt
alkotnak, ami rendelkezik az egységelemtdl elvart tulajdonsdggal.

Megoldas. (r,r) ~ (s,s), hiszen rs = rs. Tehat minden ilyen tipusa par ekvivalens. Mésrészt, ha
(ryr) ~ (s,t), akkor rt = rs, azaz r(t —s) = 0. Mivel az egész szamok szorzasa nullosztomentes, és r # 0
ezért t = s. Ezzel megmutattuk, hogy az ekvivalenciaosztélynak minden eleme (r,r) alakia. Megmutatjuk,

hogy [(r, 7)][(e, b)] = [(a,B)], & [(a, B][(r, )] = [(a, )]
(r,7)(a,b) = (ra,rb) ~ (a,b), hiszen rab=rba.

A masik iranybol vett vett szorzatra hasonld a szamolas. Itt hasznaltuk a parokra értelmezett (a,b)(c,d) =
(ac, bd) szorzast, illetve hogy ekvivalenciaosztalyokra is értelmezhetjiik a szorzast a reprezentansaik szorza-
taval.

. Keressiik meg az aldbbi gydrik hdnyadostestét:
a) a 8-mal oszthatd szdmok gyirdje;
b) az a+ b2 alaki szimok gyirije, ahol a,b € Z.

Megoldas. a) Kiindulhatunk a konstrukciobél: a szamparokat a megfelels racionalis szamokkal azonosithat-
juk: [(3a,3b)] = 3a/3b. Az iiteni ekvivalens parok ugyanis az egész szamok hanyadostestiiek konstrukeiojanal
is ekvivalensek. De azt is észrevehetjiik, hogy minden racionalis szdmot megkapunk: a/b = [(3a, 3b)] tet-
sz6leges (a,b) parra, ha b # 0. Igy a hanyadostest Q. — A R gytirti hanyadostestét egyébkén megkaphatjuk
masképp is: ha R-et részgytriként megtalaljuk egy testben (mint jelen esetben Q-ban), akkor a hanyadostest
lesz a legsziikebb résztest, ami tartalmazza az adott R részgytr(t. Itt most lathatjuk, hogy Q-nak nincs
valodi részteste, tehat maga Q a hanyadostest.

b) A el6z6 megjegyzés alapjan a hanyadostest az (a + bv/2)/(c + dv/2) alaki valos szamokboél &ll, ahol
a,b,c,d € Z és ¢+ dv/2 # 0. De minden ilyen szam a gyoktelenitési eljarassal p + gv/2 alakra hozhato, ahol
p.q € Q, és vilagos, hogy minden ilyen szamot el§ is tudunk &allitani hanyadosként, ezért a hanyadostest jelen
esetben () = {p+ eV2|p,q € Q}.
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Tekintsiik a Zo test folotti racionalis tortfiggvények testét. Hany eleme van ennek a testnek, és mennyi a
karakterisztikdja?

Megoldas. A mondott test Zs[x] hanyadosteste. Z[z]-nek megszamlalhatoan végtelen sok eleme van, és ak-
kor ugyanennyi part is képezhetiink belslik. Ez azt jelenti, hogy az ekvivalenciaosztalyok szama is legfoljebb
megszamlalhatoan végtelen. Ugyanakkor, persze, Zs[z| részgytirtiként benne is van a hanyadostestben, tehét
pontosan megszamlalhatd végtelen eleme van. A karakterisztika bamely nem nulla elem additiv rendjeként
megkaphato6, és igy, mivel Z-ben az egységelem rendje 2, ezért a karakterisztika 2.

Mennyi lehet a karakterisztikdja egy olyan testnek, amelynek a) 27; b) 64; c) végtelen sok eleme van?

Megoldas. a) A karakterisztika véges (mert az additiv csoport véges), és osztoja 27-nek (a Lagrange-tétel
miatt), tovabba karakterisztika primszam. Ezért a karakterisztika csak 3 lehet.

b) Hasonlé okoskodas miatt a karakterisztika 2.

c) Végtelen testnek marmilyen karakterisztikaja lehet. Véges karakterisztikaju végtelen testtel még ne talal-
koztunk, de a félév vége felé talan mar tudunk ilyent konstrualni. Természetesen 0 karakterisztikijua végtelen
testtel mar talalkoztunk: @ ilyen.

Oldjuk meg az (x +1)3 = 23 + 1 egyenletet a Zs, illetve a Zag test foldtt.

Megoldas. Zj folott: (z + 1)2 = 23 + 32% + 32 + 1 = 2® + 1, ugyanis Z-ban 3 = 0 (ez mindig igaz, ha
a karakterisztika 3). Ez azt jelenti, hogy a folirt egyenlet Zs[z]-ben azonossag, vagyik Zs; minden eleme
megoldasa az egyenletnek.

Zoz folott: (x4 1) = 2% 4+ 322 + 32 + 1 = 23 + 1 azzal ekvivalens, hogy 322 4+ 32 = 0. Mivel Za3-ban
oszthatunk 3-mal, ezért tkp. az 22 + 2 = 0 egyenletet kell megoldanunk: ennek z? + z = z(z + 1) miatt
=06 x=—1, azaz x = 22 a megoldasa.

Oldjuk meg az (x + 1)* = 2% + 1 egyenletet a Zs, illetve a Zag test foldtt.

Megoldas. Zs folott: (z+ 1)* = 2* + 423 + 622 + 40 + 1 = 2* + 23 + x + 1, hiszen 622 = 0. A megadott
egyenlet tehat azzal ekvivalens, hogy x*+ 22 +2+1 = 2+ 1, vagyis #® +x = 0. De 23+ = x(2?+1) = 0-nak
x = 0 az egyetlen megoldasa, hiszen z? + 1-nek nincs gydke Zs-ban.

Zoz folott: Az el6z6 szamolas miatt az (v + 1) = 2t + 423 + 622 +dr + 1 =2+ 23+ +1 =2+ 1
egyenletet kell megoldanunk, ami ekvivalens azzal, hogy 4z3 + 622 + 4x = 0, vagy 2-vel egyszertisitve
223 4322+ 2x = (222 + 32 +2) = 0. Itt az els6 tényezs miatt x = 0 megoldas; a masodfokt 222+ 3z +2 = 0
egyenletnek pedig a masodfoki egyenlet megldoképlete miatt a megoldésai:

—3++0—-16 -3+£/-7 -3+£V16 —314_{1/46

71,2 = 4 4 4 1 | -7/4=16/4=4

A fonti szamolasnal természetesen modulo 23 kellett a gyokvonést és az osztast elvégezni.

Legyen char(T') = p. Igazoljuk, hogy
a) minden a,b € T esetén (a + b)? = aP + bP;
b) mindenn €N és ay,...a, €T esetén

n n
p

( ai> :Zaf.

i=1 i=1

Megoldas. a) A binomialis tétel alapjan:

(a+ by = (€>al’+ (?)ap—l + (g)ap—2+~--+ (pf 1)a+ (i).

Itt azonban (i) mindig oszthaté p-vel, ha 1 < k < p — 1, hiszen a binomialis egyiitthato folirasanal a
szamlaloban levs p-t mint tényez6t nem egyszertisitheti ki semmi a nevez&bdl. Ekkor viszont p karakterisztika
esetén ezek a tagok elttinnek, és igy (a+b)? = aP +bP. — Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a {onti igen egyszert
modja a hatvanyra emelésnek (azaz, hogy tagonként hatvanyozunk — lasd: , kozépiskolasok alma”) csak a
p-edik hatvanyra emelésnél miikodik, més kitev6kre mar nem feltétleniil igaz. Az azonban még koénnyen
meggondolhat6, hogy pF-adik hatvanyra is igy kell emelni.

b) Az 6sszeadandok szdmara vonatkozo teljes indukcidval igazoljuk, hogy a p-edik hatvanyra emelést szabad
tagonként elvégezni.



