Alg. és szamelm. 4 (tan.) 4. feladatsor: megoldasok 2024. marcius 5-6.
Rendezett gytirik. Racionalis és egész egylitthatds polinomok szamelmélete

. Igazoljuk, hogy ha egy részbenrendezett gyiriben a,b >0 és a+b =0, akkor a =b=0.

Megoldas. Az a + b = 0 feltétel miatt nyilvin a = 0 <= b = 0. Tegyiik {6l indirekt modon, hogy
a # 0. Ez tehat azt is jelenti, hogy a,b > 0. Viszont az a > 0 feltételbdl kovetkezik, hogy a +b > b > 0, ami
ellentmond az a + b = 0 foltevésiinknek.

. Igazoljuk, hogy részbenrendezett gyiiriben egy pozitiv €s eqy negativ szdm szorzata mindig negativ, két negativ
szdm szorzata pedig pozitiv. Mutassuk meg azt is, hogy eqy egyenldtlenséget negativ szammal szorozva annak
irdnya megvdltozik.

Megoldas. a < 0 esetén a + (—a) = 0 < 0+ (—a) = —a tehat negativ szam ellentettje pozitiv (és a
forditott alitas is nzilvan igaz, pl. az €l6z6 feladat miatt). Ha a > 0 és b > 0, akkor a részbenrendezett
gylrik definicidja miatt ab > 0b = 0 (a gytrdkrsl foltettiik hogy nullosztémentesek!). Ha most a > 0
és b < 0, akkor az els6 megjegzés alapjan —b > 0, és ekkor a(—b) = —ab > 0. Viszont ismét az el6z6
megjegyzés alapjan ab = —(—ab) < 0. — Az alaptulajdonsagokbol kovetkezik, hogy a > b azzal ekvivalens,
hogy a —b > b — b = 0. Ha most ez utébbit szorozzuk egy ¢ < 0 szdmmal, akkor az el6z6ek szerint
ac—be = (a—b)e < 0. Mindkét oldalhoz be-t adva azt kapjuk, hogy ac < be, vagyis az egyenl6tlenség iranya
megfordul, ha negativ szammal szorzunk.

. Egy kommutativ, egységelemes, nullosztomentes R gyidrinek legyen P olyan részhalmaza, amely nem tartal-
mazza o nullelemet, de zdrt az 6sszeaddsra €s a szorzdsra nézve. Mutassuk meg, hogy R-en megadhatd olyan
részbenrendezés, amelynek P a pozitivitdstartomdnya.

Megoldas. Definialjuk a részbenrendezést oly modon, hogy a > b pontosan akkor teljesiiljon, ha a — b € P

igaz. Ha ilyen médon egy jo részbenrendezést kapunk, akkor vildgos, hogy ennek épp P lesz a pozitivitasi

tartomanya, hiszen a >0 <= a=a—0 € P. A kdvetkezs dolgokat kell ellenérizniink:

(1) (Irreflexivitas) a > a soha nem teljesiil, de ez valoban igaz, hiszen a —a =0 & P.

(2) (Antiszimmetria) Ha a > b teljesiil, akkor b < a nem lehet igaz. De ha mindketts teljesiilne, akkor
a—be Pésb—a € P isigaz lenne, amibsl P-nek az Osszeadasra valo zartsaga miatt (a —b) + (b—a) =
0 € P kovetkezne, ami a fetétel szerint nem lehetséges.

(3) (Tranzitivitds) Ha a > b, és b > ¢, akkor a > c. Ez ismét abbol kovetkezik, hogy P zart az Osszeadasra,
hiszen a—b € P ésb—c € P esetén (a—b)+(b—c) = a—c € P. A fenti harom feltétel azt biztositja, hogy
egy (szigorn) részbenrendezést kaptunk. Azt kell még ellendrizniink, hogy ez a relacio ,kompatibilis” a
miiveletekkel, vagyis az adbbiakat.

(4) a > besetén a+c > b+c tetszbleges c-re. De ez vilagos, hiszen a—b € P esetén (a+c)—(b+c¢) = a—b € P.

(5) a > b és ¢ > 0 esetén ac > be. Ez viszont abbdl adodik, hogy a —b € P és ¢ > 0 esetén ac — be =
(a — b)e > 0, hiszen P zart a szorzasra.

Ezzel az allitast belattuk.

. Igazoljuk, hogy a raciondlis szamok teste csak egyféleképpen rendezhetd.

Megoldas. Jelolje > egy tetszéleges rendezést. Megmutatjuk, hogy a > b pontosan akkor igaz, ha a >
b a hagyomanyos rendezéssel. Nevezziik most pozitivnak azokat a racionalis szdmokat, melyekre a > O.
Korabbiakbol tudjuk, hogy pozitiv szamok szorzata poztiv, negativ szamok szorzata is pozitiv, pozitiv és
negativ szam szorzata negativ, valamint hogy pozitiv szam ellentettje negativ (és megforditva). Ebbgl azt
kapjuk, hogy:

(1) 12=1%0.
(2) 2=1+4+1>=0+1=1% 0, és teljes indukcioval, n + 1 > 0+ 1 > 0, tehat minden termeészetes szam
pozitiv.

(3) n-1/n =1 0 miatt 1/n > 0 minden n természetes szamra.
(4) a (l/b) = a/b > 0 minden a, b természetes szamra.
(5) 0> —(a/b) minden a, b természetes szamra.

a) Legyen p pdratlan primszdm. Hdny eleme irhatd fel Z,-nek x* alakban?
b) Igazoljuk, hogy Z,-ben a —1 felirhaté z* + y* alakban.

Megoldas. a) A nem nulla elemekre igaz, hogy a* = (—a)? Z,-ben, tovabb’, ha a? = b?, akkor a = b vagy
a = —b (hiszen a*> — b*> = (a — b)(a + b) pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezs nulla (p prim, igy Z,
test, tehat nulosztomentes). Ez p paratlan prim volta miatt azt jelenti, hogy a Z, nem nulla elemei parba

rendezhetSk (Osszesen % par), amelyek ugyanazt a njegyzetet adjak, és ezek a négyzetek mind kiilonbozsk

(és egyikiik sem 0). Mivel 02 = 0 is négyzetszam, ezért sszesen L;1 darab négyzetszamunk van.

2 2 _ : 2 _ 2 . ., +1
b) Az 2* + y* = —1 egyenlet ekvivalens az z° 4+ 1 = —y* egyenlettel. az a) rész alapjan a bal oldalnak 27~

lehetséges értéke van, s ugyanez igaz a jobb oldalra is. A skatulyaelv alapjan, mivel Z,-nek csak p darab
kiilonb6z6 eleme van, a két halmaznak van kézos eleme.
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. Igazoljuk, hogy a 2x> + 6x2 + 242 + 120 polinom irreducibilis Q folott. Irreducibilis-e R, illetve Z folott?

Megoldas. A Q folotti irreducilitashoz hasznélhatjuk a Schonemann—Eisenstein-kritériumot: p = 3 olyan
primszam, ami nem osztja a fGegyiitthatot, osztja az dsszes tobbi egyiitthatot, és p?> = 9 nem osztja a polinom
konstans tagjat. (Megjegyzés: Mivel a polinom harmadfoku, alkalmazhatnank a raciondlis gyoktesztet is:
olyan a/b alaku racionalis szamokat kellene behelyettesiteni a polinomba probaképpen, amelyekre a | 120 és
b|2. Igaz, ez jelen esetben kicsit faraszto, mivel a konstans tag elég nagy, és sok osztéja van; egy kicsit
segit, hogy csak a negativ a/b értékeket kell kiprobalni, mivel a polinomnak minden egyiitthatoja pozitiv.)
Azt viszont tudjuk, hogy harmadfoku valés polinomnak mindenképpen van gyoke, tehat a polinom nem
lehet irreducibilis R[z]-ben. Es nem irreducibilis Z[z]-ben sem, mert az egyiitthatok mind parosak, tehat
22° + 622 + 242 + 120 = 2(23 + 322 4 2122 4 60), ami Z[z] ben nem trividlis faktorizdcionak szamit. (Vegyiik
észre, hogy Q[z]-ben 2 egység, és ezért az el6bb olirt faktorizaciéo Q[z]-ben trivialis.)

Mutassunk példdt olyan egész egyiitthatds polinomra, mely egy alkalmas primszdmmal teljesiti a Schénemann—
Eisenstein kritérium feltételeit, de nem irreducibilis Z, folétt.

Megoldas. Pl. 2z + 6 nem irreducibilis Z[z]-ben (mert 2z + 6 = 2(z + 3)), de p = 3-mal teljesiti a
Schénemann-Eisenstein-kritérium feltételeit.

Adjunk meg olyan n egész szimot, amelyre x* + nx + 12 irreducibilis Q félétt, és olyat is, amelyre nem az.

Megoldas. Az irreducibilitast legkénnyebb — ha lehetséges — a Schonemann—Eisenstein-kritériummal ki-
erészakolni, ahhoz pedig megfelels primet kell keresni. Mivel a konstans tag 12 = 2* = 3, ezért csak a 3
johet szoba: a 2 nem jo, mert 22|12, a 3-on kiviil masik prim pedig nem miikodhet, mert a konstans tag
nem lenne vele oszthato. Igy ha 3|n, akkor a polinom irreducibilis Q folstt. — A reducibilitas eléréséhez
csabito lehetdség, hogy abban bizzunk az el6bbiek alapjan, hogy ha 3 fn, akkor a polinom nem irreducibilis.
Ilyenkor ugyanis nem alkalmazhat6 az elgbbi kritérium. Sajnos, a Schonemann—Eisenstein-kritérium
nem megfordithaté! Ugyanakkor kénnyen el tudjuk érni, hogy a polinomnak legyen gydke: n = 13-ra az
x = —1 lesz gyok; n = 14-re az x = —2 lesz gyok stb. (Nagyon sok gydkben ne reménykedjiink a racionalis
gyokteszt miatt!). Ha viszont van o € Q gydke a polinomnak, akkor az (z — «) gySktényezd kiemelhets a
polinombdl, azaz a polinomunk nem lesz irreducibilis.

a) Irjuk fel a %xz - %x + 1% polinomot eqy raciondlis szdm €s eqy primitiv polinom szorzataként.

b) Igazoljuk, hogy minden nulldtdl kilénbozd raciondlis egyitthatds polinom felirhatd egy raciondlis szam és
egy primitiv polinom szorzataként, valamint ha r1g1 = rogs két killonbozd ilyen felirds, akkor ro = —ry
€s g2 = —g1.

Megoldas. a) 22° — 2z + & = 1022 — 274+ & = Z . (522 — 6z + 4).

b) A folirhatosag nyilvanvalo: emeljiik ki az egytitthatokban szerepls nevezok legkisebb kozos t6bbszorosének
reciprokat, majd az igy marado6 egész egyiitthatos polinom egyiitthatéinak legnagyobb kozos osztdjat: ami
marad, az egy primitiv egész egylitthatos polinom, az elején szorozva két egész szam hényadoséaval. Azt
kell még igazolnunk, hogy a foliras lényegében egyértelmi. Ehhez az r1g7; = rogs egyenléségben szorozzunk
at 7o reciprokaval (ro = 0 nyilvan nem lehetséges, mivel kikotottiik, hogy a kiindulé polinom nem nulla).
Azt kapjuk, hogy (r1/r2)g1 = g2, és itt go egész egylitthatos. Mivel g primitiv, az (r1/r2)g; polinom csak
ugy lehet egész egyiitthatds, ha r1/ro egész szam. Ugyanakkor go primitiv is, aminek az egyiitthatoi relativ
primek egyméashoz, tehat r1/ry csak +1 lehet.

a) Az f(x) = apa™ + an_12" 1 + -+ + a1x + ag polinomhoz, ahol a, és ag nem nulla, rendeljiik hozzd az
f*(x) = apx™ + a12" " + -+ + an_12 + a, polinomot. Igazoljuk, hogy ez a hozzdrendelés miivelettarto
a 820T2d4sTa nézve.

b) Igazoljuk a Schonemann—FEisenstein kritérium kovetkezd ‘forditott’ vdltozatdt. Ha az

f=ant" +an_12" 1+ +az+ag € Z[z)

polinomhoz létezik olyan p primszam, hogy p nem osztdja a konstans tagnak, p osztoja az osszes tobbi
egytitthatonak, de p*> nem osztdja a féegyiitthatonak, akkor f irreducibilis Q folétt.
c) Igazoljuk, hogy a 20z* — 3022 + 10z — 21 polinom irreducibilis Q félétt.

Megoldas. a) Vegyiik észre, hogy f*(x) = x”f(%), ahol n a polinom foka. Ekkor ha deg f = n és degg = k,
akkor deg(fg) = n+k, tovabba (fg)*(z) = " *(fg)(2) = 2" f(3)-a*g(L) = f*(z)g*(x). (Itt kihasznaltuk,
hogy a behelyetesités mivelettatarto.)

b) A forditott kritérium azt jelenti, hogy f*-ra teljesiil az eredeti Schonemann—FEisenstein-kritérium, tehat f*
irreducibilis. Ha most 1étezik egy f = gh félbontas, ahol g és h nem konstans polinomok, akkor f* = g*h*,
azaz f*-nak is lenne egy nem trivialis faktorizéacioja (hiszen deg g = deg g* és deg h = degh*). Ez pedig nem
lehetséges.

¢) A b) részben szerepl6 forditott kritériumot alkalmazzuk p = 5-re.



