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Z]x] szamelmeélete. Korosztasi polinomok

2

. Osszuk el maradékosan az x* + 22 + 3z — 2 polinomot az z2 — x + 1 polinommal.

Megoldas. A feladat azt vérja téliink, hogy az f(z) = 2* + 2% + 3z — 2 és a g(x) = 22 — 2 + 1 polinomhoz
keressiink olyan g(x) és r(x) polinomokat, melyekkel:

f(x) = q(x)g(z) + r(z)

és itt r(x) foka kisebb mint g(z) foka, vagy r(z) = 0. Ezt nevezziik maradékos osztasnak; f(x) az osztando,
g(x) az oszto, q(x) a hanyadospolinom, r(x) pedig a maradék. A maradékos osztés test folotti polinomok
esetén (illetve gytird f6lotti polinomok kozott is abban az esetben, ha az oszté f6egyiitthatoja egység) mindig
elvégezhets. Maradékos osztasnal az (elvégezhetdség indukeids bizonyitasat kovetve) mindig a polinomok
f6tagjait osztjuk el egymassal, majd a kapott hanyadossal beszorozzuk az osztopolinomot, s a szorzatot
kivonjuk az eredeti polinombol; ezutan a kiilonbséggel folytatjuk az eljarast az eredeti osztandé helyett. Az
alabbi tablazat mutatja az osztas folyamatat:

(x* + x2 + 3x — 2 : (x2 — x + 1) = x2 + x + 1
(zt — 2 + 2?)
a3 + 3z — 2
— (@ - 22 + 1)
2 + 2z - 2
- (2 - =z + 1)
3x — 3

A szamolas tehat azt mutatja, hogy a hanyadospolinom ¢(z) = 2% + x + 1, a maradék pedig r(z) = 3z — 3.

a) Hogyan lehet egyszerden megdllapitani, hogy eqy Zo folotti polinomnak van-e gyoke?
b) Keressiik meg Zo[x]-ben a legfeljebb harmadfoki irreducibilis polinomokat.

Megoldas. a) A nulla pontosan akkor gydk, ha a konstans tag 0, az 1 pedig pontosan akkor gyok, ha paros
sok nem nulla (azaz 1-es) egyiitthato van.

b) A konstans polinomok alapértelmezés szerint nem irreducibilisek, mert Zo test, és itt minden nem nulla
konstans invertalhato, azaz egység, az irreducibilisek definicidja pedig eleve ugy szol, hogy ,eqy nulldtol és
eqységtdl kilonbozd polinom pontosan akkor irreducibilis. .. ” (Valojaban, persze, csupan egyetlen nem nulla
konstans polinom van Zs[z]-ben. Ett6l fliggetleniil a megjegyzés hasznos lehet més testek folottt.) Test folotti
polinomok esetében az elséfoktak irreducibilisek, mert nem lehet Sket alacsonyabb foku tényezdk szorzatéara
bontani (a tényezSk alacsonyabb foka biztositja ugyanis, hogy egyik se lehessen egység), igy irreducibilis
lesz x és x + 1. (Az n-edfoka polinomok szama 2", mert a f6egyiitthatot nem nullanak valasztva mar csak
a maradék n egytitthatot kell kivalasztani 0 és 1 koziil.) A masodfokiak esetén pontosan azok lesznek
irreducibilisek, amelyeknek nincs gyoke (test folott: gyok = elséfoku tényezs), azaz — az a) rész alapjan — ha
a konstans tag 1 és paratlan sok nem nulla tagja van. Ilyenbdl egy van: 22 4+ x + 1. A harmadfokuak koziil
is pontosan a ,gyoktelenek” lesznek irreducibilisek (nem trivialis folbontéas esetén ugyanis lenne nekik 1-foka
tényezdjiik), és az el6z6 rész kritériumét ismételten alkalmazva ezek: 23 + 2 41 és 2° + 22 + 1. A legfoljebb
harmadfoku irreducibils polinomok halmaza tehéat:

{x,x—l—1,$2+x+1,x3+m+1,x3+x2+1}.

a) Legyen f(x) = 22> 4 322 + 1 € Zy[z]. Irjuk fel az f(x + 6) polinomot.
b) Legyen R kommutativ, egységelemes, nullosztomentes gyiri, f € R[z], ¢ € R. Mutassuk meg, hogy f
pontosan akkor irreducibilis R folott, ha az f(x + ¢) polinom irreducibilis.

Megoldas. a) f(z +6) = 2(x +6)3 + 3(z + 6)% + 1 = 2(2® + 182% + 108z + 216) + 3(x> + 122 +36) + 1 =
223 + 3922 + 252x + 541.

b) Vegyiik elGszor észre, hogy a behelyettesités szorzattartd, azaz ha f(x) = g(x)h(z) teljesil, akkor f(z +
¢) = g(x + c)h(z + ¢). (Figyelem: itt hasznaljuk az alapgytird kommutativitasat.) Masrészt ha p(z + ¢) =
q(z), akkor (p(x) = q(x — ¢), tehat az 4j polinombol a régit ugyanilyen tipusi behelyettesitéssel kaphatjuk
vissza. Ez azt jelenti, hogy elegendé megmutatni az ekvivalencia egyik irdnyat. Ehhez tegyiik fol, hogy
f(@) = g(x)h(x). Az el6bb mondottak szerint f(z + ¢) = g(x + c)h(x + ¢). Azt kell csak igazolnunk, hogy
ha az els6 f6lbontas nem trividlis, akkor a masik sem az. De az egységek R[x]-ben az R gytird invertalhato
elemei, tehat konstans polinomok. Marpedig azt konny( latni, hogy p(z) és p(z + ¢) foka megegyezik, tehat
akkor és csak akkor lehet egység az egyik polinom, pl. g(x), ha invertalhaté konstans, s ekkor ugyanez igaz
g(x + ¢)-re is. Ez azt jelenti, hogy ha a g(x)h(z) szorzat nem trivialis f6lbontasa az f(x)-nek, akkor nem
trivialis f6lbontasat adja az f(z + ¢) polinomnak a g(z + ¢)h(x + ¢) folbontés is.
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. Bontsuk fel az x* + 1 és az x* + 4 polinomokat Z folétt irreducibilis polinomok szorzatdra.

Megoldas. Az z* + 1 polinom a 8-adik kdrosztasi polinom, ®g(z), és mint ilyen, irreducubilis a ki-
mondott (de nem bizonyitott) tétel szerint. FEnnek a konkrét polinomnak az irreducibilitasat azon-
ban bizonyithatjuk a ®,(x)-re alkalmazott modszerrel is, azaz nézziik az eltolt polinomot, ®g(x + 1)-et:
Og(z+1) = (e + D+ 1 = (2* + 423 + 622 + 40+ 1) + 1 = 2* + 423 + 622 + 42 + 2. Erre pe-
dig alkalmazhatjuk a Schénemann-Eisenstein-kritériumot, ami bizonyitja, hogy z* + 1 irreducibilis Q[z]-
ben. Mivel primitiv polinomrol van szd, ezért az irreducibilitas fonnall Z[z]-ben is (az egész egyiittha-
tos irredicibilis polinomok klasszifikaciojabol adédoan). (Mdsik megoldds: Az x* + 1 polinomnak ismer-
jik a komplex gyoktényezds folbontasat: gyokei a primitiv 8-adik egységgyokok, azaz az egységkoron az
a négy komplex szdm, €1, ..., €4, amelynek argumentuma 45°, 135°, 225° 315°. Ez azt jelenti, hogy
2241 = (z—¢e1)- - (x—e4). Mivel C[z] f6l6tt igaz a szdmelmélet alaptétele, barmely Q[xz]-beli vagy Z[z]-beli
folbontés lényegében ebbdl adodik a tényezsk 2 + 2-es csoportositasabol (hiszen a gyokok nem racondlisak,
s6t nem is valdsak). Az egymashoz konjugalt gyokok Osszepérositdasaval kapunk is egy valoés folbontast:
o1 =2t + 202+ 1222 = (22 — V22 +1) (22 ++/2x +1), ez azonban nem Q[z]-beli folbontas, igy Q[x]-ben
még ezt a két tényezot is Ossze kell szoroznunk, hogy raciondlis (egész) egyiitthatos f6lbontast kapjunk. Azaz,
az eredeti polinom irreducibilis Q[z]-ben és Z[wj—ben. — A masik polinom nem irreducibilis, ahogy az alabbi
egyszerti triikkk mutat egy folbontast: 244 = 2 +402 +4—422 = (22 +2)2—(22)? = (22 —22+2) (22 +22+2).
Mivel ennél a folbontasnal egyik tényezonek sincs racionélis gyoke (pl. racionalis gyokteszt vagy a masodfoku
egyenlet megoldoképlete alapjan), ezért a faktorok itt irreducibilisek Q[z]-ben, és mivel primitivek is, ezért
Z|z]-ben is irreducibilisek lesznek.

. Igazoljuk, hogy az x* + 2 + x + 1 polinom irreducibilis Q folott.

Megoldas. Elsé megoldds: Ha a f(x) = * 4+ 2% + 2 + 1 polinom reducibilis lenne Q[x]-ben, akkor a masodik
Gauss-lemma alapjan félbomlana két alacsonyabb foku egész egyiitthatos polinom szorzatara is: f(x) =
g(x)h(x). Mivel a racionalis gyokteszt alapjan a polinomnak nincs racionalis gyoke (csak +1 lehetne, azok
koziil viszont egyik sem gyok), ezért nem lehet els6foku faktora. Ha tehat szorzatra bomlana, akkor csak két
maésodfoki polinom szorzatara bomolhatna. Mivel az f polinom fGegyiitthatoja 1, ezért g és h {Gegyiitthatoja
is csak +1 lehet (egyszerre +1 vagy egyszerre —1). Mivel sziikség esetén mindkettSt szorozhatnank —1-gyel,
ezért foltehetd, hogy mindkét faktor f6egylitthatdja 1, tovabba a konstans tag vizsgalatabol azt kapjuk, hogy
mindkét tényez6 konstans tagja +1 vagy mindketté —1. (Mivel a fGegyiitthatot rogzitettiik, ezért most mar
nem vélaszhatjuk meg szabadon a konstans tagot: mindkét esetet vizsgalnunk kell.) Ez tehat azt jelenti,
hogy:

f(z) = 2*+2®+2+1 = (2?2 +az+1)(2® +bx+1) vagy f(z) = 2* +2%+2+1 = (2®+cx—1) (2 +dz—1).

Ha a beszorzasokat elvégezziik, lathatjuk, hogy a kobos tag csak tgy eshet ki, ha b = —a, illetve d = —c,
ugyanakkor viszont ez esetben az x-es tag egyiitthatoja is 0 lenne, ami ellentmondés. Mdsodik megoldds: Ha
f(z) = g(z)h(z) folbontas Z[z]-ben, akkor nézziik ezt a folbontast Zs[z]-ben is: f = §- h. Nyilvan egyik
tényez6 fSegyiitthatoja sem oszthat6é 3-mal mert f normalt, és igy g és h ugyanolyan fokuak, mint g, ill. h.
De f-nak nincs gyoke Zs-ban (ellendrizziik: 0,1,2 nem gyo6k!), igy csak az torténhet, hogy g és h masodfokaak
és irreducibilisek Zg[z]-ben. Az is foltehets, hogy mindkettének a fSegyiitthatoja 1, hiszen f normalt (ha g és
h f6egyiitthatoja 2 lenne, akkor mindkét tényezdt szorozhatnank 2-vel). A Zs f6l6tti masodfokd polinomokat
viszont ismerjiik: ezek azok, amelyeknek nincs gyoke. Ez azt jelenti, hogy a konstans tagja nem nulla (mivel a
0 nem gyok), tovabba az egylitthatok dsszege (ill. valtott el§jelt 6sszege) nem nulla (mivel sem az 1, sem a 2,
azaz a —1 nem gydk). Az ilyen norméalt polinomok: % +z +2, 2% +2x + 2. Kénnyti ellendrizni, hogy ezeknek
sem a négyzete, sem az egymassal vett szorzata nem adja az eredeti polinomot (modulo 3). Ez azt jelenti,
hogy f irreducibilis Q[z]-ben. Harmadik megoldds: Erdemes végiggondolni modulo 2 ugyanezt. Zs[z]-ben
f(z) egy elséfoku és egy harmadfoki irreducibilis polinom szorzatara bomlik, azt viszont lattuk, hogy Z[z]
folott csak masodfoku irreducibilis faktorai lehetnének, ilyen folbontéasa viszont Zs[z]-ben az elgbbiek szerint
nem lehet.

a) Legyen f € Zlx], degf = k > 0. Tekintsiik azokat az a egész szdmokat, melyekre f(a) € {—1,1}.
Igazoljuk, hogy legfeljebb 2k darab ilyen szdm van.

b) Legyen h € Z[z], degh = n. Tegyiik fel, hogy a1, as, ..., as,+1 olyan kilénbozd egész szdmok, melyekre
h(a;) primszdm. Igazoljuk, hogy h irreducibilis Z folott.

Megoldas. a) Tudjuk, hogy nullosztomentes gytri folétt egy nem nulla poliomnak legfljebb fokszamnyi
gyoke van. Ez azt jelenti, hogy n > 0 esetén egy n-edfoku f(z) polinom tetszéleges ¢ értéket legfoljebb n-szer
vesz f6l, hiszen az f(z) — ¢ polinomnak legfoljebb n gydke van. Ez azt jelenti, hogy egy k-adfokt polinom a
+1 és a —1 értéket is legfoljebb k-szor veheti fol, azaz Gsszesen legfoljebb 2k ilyen értéket talalhatunk.

b) Tegyiik fol, hogy h = f - g, ahol f,g € Z[x], tovabba deg f = k, degg = £ és k + £ = n. Mivel h(a;)
primszam, tovabba h(a;) = f(a;)g(a;), ezért minden i-re vagy f(a;), vagy g(a;) € {+1,—1}. Az a) rész
alapjan ha f és g egyike sem konstans, akkor ilyen helybdl legfljebb 2k + 2¢ = 2n lehetne, ellentétben a
foltevésiinkkel. Ha viszont pl. f konstans, akkor két eset lehetséges. Els6 esetben f = 1, vagy f = —1, és
akkor a folbontas trivialis. Ha f nem =+1, akkor f valamilyen prim konstanssal egyenls, és ekkor g(a;) = +1
minden 1 <4 < 2n+ 1, ami az a) rész miatt nem lehetséges.



10.

Alg. és szamelm. 4 (tan.) 5. feladatsor: megoldasok/3 2024. mércius 12-13.
Legyenek ay,aq, ..., a, kilonbdzd egész szamok. Igazoljuk, hogy az
(z—a1)(x—az) - (x—ay)—1

polinom irreducibilis Z, folétt.

Megoldas. Vegyiik elGszor észre, hogy az f(z) = (z — a1)(z — a2) - -+ (x — ay,) — 1 polinomra f(a;) = —1
minden 1 <4 < n esetén, és tegyiik fol, hogy f(x) = g(x)h(x), ahol g, h € Z[z]. Ha g vagy h konstans lenne,
akkor az els§ megjegyzés alapjan csak +1 vagy —1 lehetne, vagyis az f félbontasa trividlis lenne. Tegyiik
fol tehat indirekt modon, hogy degg,degh < n. Akkor g(a;)h(a;) = f(a;) = —1 miatt g(a;) és h(a;) koziil
az egyik +1, a masik —1 (kiilonb6z6 i-kre valtozhat, hogy melyik a +1 és melyik a —1, de ez most tkp.
lényegtelen). Ebbdl az kovetkezik, hogy g(a;) + h(a;) = 0, vagyis a g + h polinomnak minden 1 < i < n-re
gyoke az a;. De deg(g+ h) < n miatt ez csak akkor lehet, hogy g+ h a konstans 0 polinom, azaz g = —h. Ez
viszont ellentmondés, mert ekkor gh f6egyiitthatoja negativ, ellentétbenn f-ével, ami 1. Azt kaptuk tehét,
hogy f(x) irreducibilis Z[z]-ben.

Szdmitsuk ki a ®45 és a P1gg korosztdsi polinomok fokszdmdt.

Megoldas. Tudjuk, hogy deg @, (x) = p(n), ahol ¢ az Euler-féle fiiggvény (aminél ¢(n) azt mondja meg,
hany 1 és n kozotti szam relativ prim n-hez). p-rél azt is j6 tudni, hogy multiplikativ fliggvény (ez azt jelenti,
hogy egymashoz relativ prim a és b egész szamok esetén ¢(a-b) = (a) - p(b)). Ez azt jelenti, hogy elegendd
primhatvanyokra tudni ¢ értékét: o(p*) = p¥ — pF~1. Ezért deg @45 = p(45) = 0(5-9) = ¢(5)p(9) =4-6 =
24, illetve deg @168 = p(168) = p(8-3-7) = p(8)p(3)p(7) =4-2-6 = 48.

. Irjuk fel a ®g, a Pg és a ®y5 kdrosztdsi polinomokat.

Megoldas. Hasznéljuk a rekurziv képletet ®,,-re:

" —1
P, (2) = ——
)= T 3@
d|n
d#n

Ekkor, persze, ismerni kell a kisebb indexti korosztasi polinomokat, de néha még azt is meg lehet spérolni,
ha az osztok koziil csoportositjuk azokat, amelyek egy valodi k oszto Osszes osztojat adjék: ezekbdl kijon egy
(¥ — 1)-es faktor. Igy tehat:

2% —1 2% —1 22+ 1
@ = = = = 2— 1
60) = S B @B @) =0 il C CT
2% -1 2% -1
d = = |
@) = e m@e@ o1
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Dy5(x) e S _r rrt =2t -T2 -t -1

T B(2)®3(2)05(x) (25 — 1)D3(z) a2+ a+1

A legutobbi korosztasi polinomndl az utolsd osztashoz, sajnos, szamolnunk kell (pl. a maradékos osztas
algoritmuséaval), hogy megkapjuk a hanyadost.

Irjuk fel a ®g és a Por polinomokat, majd igazoljuk, hogy ezek irreducibilisek Q folott. Mely kiérosztdsi
polinomok irreducibilitdsdt lehetne még beldtni az dltalad taldlt mdodszerrel?

Megoldas. Mindkét esetben lehet venni az x + 1-es helyettesitést (mint ®,(x)-nél tettiik az eldadason), és
kideriil, hogy a Schénemann—FEisenstein-kritérium feltételei teljesiilnek p = 3-ra. Ezt kiszdmolni, kiiléndsen
a ®o7 esetén meglehetdsen faradsagos. A sejtés, altalanosan, hogy a modszert lehet alkalmazni primhatvany

indext korosztasi polinomokra. Altalanosan, @« (z) = rf:,f_ll — P T D) P T2 Ly T
Ahhoz, hogy bizonyitsuk, hogy alkalmazhat6 a Schéonemann—Eisenstein-kritérium eltolt valtozata, iigyesen
kell végigvinniink a szamolast: modulo p a szdmolés kicsit konnyebb, mintha az egészek koérében szamolnank
a p-vel valo oszthatosagot. A rekurziv képletbdl azt kapjuk, hogy @, (m)(a;pkfl —-1) = " — 1. Vegyiik
ezt az egyenlséget modulo p, és helyettesitsiink be x helyébe = + l-et. Vegyiik észre, hogy Z,[x]-ben,
mint tudjuk, (a + b)? = a? + bP, és innen indukcioval (a + b)pt = a?' + b, Ez azt jelenti hogy Lyy[x]-
ben: ®,(x + 1) - o = P azaz Pz +1) = a?" =P Ez tehat azt jelenti, hogy s (z + 1)-nak
minden egytitthatéja oszthato p-vel, kivéve a f6egytitthatdjat. Ugyanakkor az eltolt polinom konstans tagja
az explicit képletbsl jol lathatéan p, tehdt nem oszthatd p>-tel. Alkalmazhatjuk tehat a Schénemann—
Eisenstein-kritériumot ®,« (x + 1)-re, és ebbdl a kérosztasi polinom irreducibilitasa is kovetkezik.




