Alg. és szamelm. 4 (tanéri) 6. feladatsor: megoldasok 2024. marcius 26-apr. 3.
Irreducibilitas véges testek f6l6tt. Algebrai és transzcendens elemek. Minimmalpolinom

. Keressiik meg Zs|x]-ben a negyedfoki irreducibilis polinomokat, a tobbit pedig bontsuk fel irreducibilisek szor-

zatdra.

Megoldas. Tudjuk, hogy tetszSleges test f6lott a legfoljebb harmadfoki polinomok kozott irreducibilisek az
elséfokiak, valamint azon méasod- és harmadfokiak, melyeknek nincs gycke az alaptestben. Zs {6l6tt pedig
egyszerid ellendrizni, hogy egy polinomnak van-e gyoke: a 0 pontosan akkor gyok, ha a konstans tagja a
polinomnak 0, az 1 pedig pontosan akkor gyok, ha a polinomnak péaros sok nem nulla egyiitthatoja van. Ez
azt jelenti, hogy a legfljebb harmadfok irreducibiis polinomok az alabbiak: x,  +1, 22 +z+1, 23 +x +1,
23 + 22+ 1. A negyedfoku irreducibilis polinomok esetén a gyok megléte tovabbra is ,tilos”, de ez most mar
nem elegendd az irreducibilitashoz: még azt is ki kell zarnunk, hogy a polinom két irreducibilis méasodfoku
polinom szorzatara bomoljon. Ez azt jelenti, hogy a gyOktelen negyedfokd polinomok koziil ki kell még
zarnunk az (2 + 2 +1)? = 2* + 22 + 1 polinomot is mint aminek létezik nem trivialis faktorizacioja. Az
irreducibilisek tehat: z? + x4+ 1, 2* + 23 + 1, s* + 23 + 22 + 2 + 1. Az alabbi tablazatban talalhatjuk a 16
darab negyedfokt polinom faktorizaciojat:

x? x? rt 41 =(z+1)*

ot =z-(x+1) (2 +z+1)

z* 4 22 =22 (z+1)2 vt 2?41 = (22 4+ 2+ 1)?
42?4 =x-(x®+x+1) 4?41 =@+1)-(@®+22+1)
2t + 28 =% (z+1)

4 ad o =z (23 +22+1) R | =(@+12 (2> +2+1)
ot + 2 + 22 =22 (22 4+ +1) R | =(x+1)- (2 +x+1)
4+t =2 (2 +1)° ’x4+x3—|—x2+x+1‘

. Hdny &todfoki polinom van Zs|x] folott, és ezek kiozil hdny lesz irreducibilis?

Megoldas. A Za[z]-beli 6todfokt polinomok szdma 2° (hiszen a fSegyiitthaté mindenképpen 1, a tobbi
egylitthatora pedig 2 valasztasunk van). Ezek koziil azok lesznek ireducibilisek (lasd még az elézs feladat
megoldasat), amelyeknek: a) nincs gyokiik, tehat a konstans tagjuk 1, tovabba a figylitthaton és a konstans

1
egy masodfoku és egy harmadfoku irreducibilis polinom szorzatara — olyanbol, ami félbomlik, van 6sszesen

tagon kiviil paratlan sok (1 vagy 3) egyiitthatéo nem nulla — ilyenbdl van (4) + (g) = §8; b) nem bomlanak

2 darab, hiszen 1 mésodfokt és 2 harmadfoku irreducibilis polinomunk van. Ez azt jelenti, hogy Osszesen
van 6 darab 6t6dfoku irreducibilis polinomunk Zs[z]-ben. — Ezt a késGbbiekben a testbdvitések elméletét

folhasznalva egyszertibben is kiszamolhatjuk.

. Jeldljon p egy primszimot. Adott f € Z[x] polinomhoz képezziik az f € Zy[z] polinomot gy, hogy f minden

egytitthatojdat helyettesitjik az dltala reprezentdlt modulo p maradékosztdllyal. Ily médon egy Z[x] — Zy[z]

mdvelettarto leképezést kapunk.

a) Mutassuk meg, hogy ha deg f = deg f és f irreducibilis Z, folétt, akkor f irreducibilis Q félétt. Z folott
is biztosan az lesz?

b) Mutassunk példdt olyan f € Z[x] polinomra, melyre f irreducibilis Z, folitt, de f nem irreducibilis Q
folétt.

Megoldas. a) Ha f nem lenne irreducibilis Q[z]-ben, akkor két alacsonyabb fokt polinom szorzatéra
bomlana, és a masodik Gauss-lemma alapjan ezek vélaszthatok egész egyiitthatosnak is: f = g - h, és
g,h € Z[z], degg,degh < deg f. Mivel degp < degp altalaban teljesiil minden polinomra, és most deg f =
deg f, ezért degg = deg 7, és degh = degh. Ez viszont azt jelentené, hogy deg f-nek van egy nem trvialis
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folbontasa, azaz deg f nem irredicibilis Z,[x]-ben. Ilyenkor tehat f(z) sem irreducibiis Z,[x]-ben, vagyis ha
eredetileg irreducibilis Z,[z]-ben, akkor Q[z]-ben is az. — A Z fol6tti irreducibilitds nem kovetkezik, mert
skalar konstans mindig kiemelhet& lehet: pl. 2x + 2 irreducibilis Zs[z]-ben, de Z {5l6tt kiemelhets beléle a 2.
b) Az el6z6 rész alapjan olyan példat kell megadnunk, amelynél a fokszamfeltétel nem teljesiil, vagyis a
Z[z]-beli f polinom fSegyiitthatoja oszthaté p-vel, és igy f € Z,[z]-ben a polinom alacsonyabb fokt lesz, és
irreducibilissé valik, mert pl. elséfoku. Igy pl. f(z) = 222 + 2 € Z[z] nyilvan nem irreducibilis Q[x]-ben,
mert a 0 gySke neki, de f = z € Zy[z], és mint elséfokt polinom, irreducibilis.

. Mutassuk meg, hogy a 3z* + 423 4 622 + Tx + 9 polinom irreducibilis Q és Z folétt.

Megoldas. Z, folott nézve a polinom egyiitthatoéit, az z* + = + 1 polinomot kapjuk. Ez viszont pl, az
1. feladat alapjan irreducibilis Z[z]-ben. Az el6z6 feladat a) része értelmében tehat az eredeti polinomunk
irreducibilis Q f6lott, és mivel primitiv is, ezért Z {6lott is irreducibilis lesz.

. Legyen f = ®,. Mely p primekre igaz, hogy f irreducibilis Z, f6l6tt?

Megoldas. p = 2-re = + 1 irreducibilis Zs[z]-ben. Ugyanakkor ®,(x) |(zP — 1) teljesiil Z[z]-ben, és ekkor
ez az oszthatosadg modulo p is fonnall. De Zp[z]-ben P — 1 = (x — 1)P, és ez azt jelenti, hogy ®,(z) is
gyoktényezdk szorzatara bomlik Z,[x]-ben. Mivel p > 2 esetén deg ®,(z) = ¢(p) =p — 1 > 1, ezért ®,(z)
soha nem lesz irreducibilis p > 2 esetén.

. Legyen a € C, f pedig olyan Q folotti irreducibilis polinom, amelynek a gydke. Mutassuk meg, hogy létezik

0 # c € Q, amelyre cf éppen az a minimdlpolinomja.

Megoldas. Ha f(a) = 0, akkor a minimalpolinomja, m, osztoja f-nek. De f irreducibilis, tehat csak a
nem nulla konstansok és 6nmaga egységszeresei lesznek az oszt6i. Mivel a nem nulla konstansoknak nincs
gyoke, ezért m,, = cf valamilyen ¢ € C-re. (Nyilvan ¢ = 1/a, ahol a az f polinom fGegyiitthatoja.)

. Az aldabbiak kozil melyik polinom minimdlpolinomja valamely algebrai szamnak?
a)z’+22x4+3  b)a*+3z+3  ¢)3z3+3x+1

Megoldas. a) A polinomnak a —1 gydke, ezért nem irreducibilis (hiszen oszthat6 (z + 1)-gyel), tehat nem
lehet miniméalpolinomja egyetlen algebrai szamnak sem.

b) A polinom irreducibilis (pl. a raciondlis gyokteszttel igazolhatjuk, hogy nincs neki elséfoku faktora, de
még természetesebb hasznalni a Schénemann—Eisenstein-kritériumot p = 3-mal), igy ha a € C az egyik
komplex gyoke a polinomnak (ilyen van!), akkor ennek a szamnak minimélpolinomja lesz.

c¢) Ez a polinom kielégiti a forditott Schonemann—Eisenstein-kritériumot, és ezért irreducibilis. Ugyanakkor
nem 1 a {Gegyiitthatoja, igy az altalunk hasznalt definicié alapjan nem lehet minimalpolinom. (A gyakorlaton
szerepelt, hogy a normaltsagot nem mindenhol kovetelik meg: ilyenkor a mininmalpolinom csak konstans
szorzo erejéig egyértelmid. Ez utobbi értelmezésben ez a polinom is minimalpolinomja a gyokeinek, hiszen

irreducibilis.)

a) Mutassuk meg, hogy ha « algebrai szdm, akkor —a és v/ is az.
b) Igazoljuk, hogy 72 transzcendens szdm.
c) Ha a minimdlpolinomja 2™ + ap_12" L +---ayx + a + 0, akkor mi a —a minimdlpolinomga?

Megoldas. a) Ha « gydke egy f(z) polinomnak, akkor —a gydke a g(z) = f(—z) polinomnak, v/« pedig
gydke a h(x) = f(x?) polinomnak, tehat mindketten algebraiak.

b) Az e6bbick szerint, ha 72 algebrai lenne, akkor V72 = 7 is algebrai lenne, ami viszont nem igaz.

¢ Az a) részben lattuk, hogy ha « gyoke az f(z) polinomnak, akkor —« gydke a g(x) = f(—z) polinomnak.
S6t, a szimmetria miatt az Osszefliggés nyilvan odavissza igaz. Ha tehat o minimélpolinomja m, (), akkor
—a miniméalpolinomja m_q(z) = (—=1)"my(—2z). (A konstans szorzora csak azért van sziikség, hogy a
féegylitthatd 1 maradjon.)
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Irjuk fel /3 minimdlpolinomyjdt.

Megoldas. m gz(x) = 2° — 3. Ennek a polinomnak nyilvan gydke a /3, masrészt a polinom irreducibilis
(pl. a Schénemann—Eisenstein-kritérium miatt), és igy minimalpolinomja minden gytkének.

a) Hozzuk egyszeribb alakra az (14 2/2 + 3/4)(3 + 232 + /4) kifejezést.
b) Keressiik meg 1+ 22 + 34 inverzét a + b/2 + cV/4 alakban, ahol a, b, c raciondlis szdmok.

Megoldas. a) Az ,egyszertibb alak” azt fogja jelenteni, hogy az eredményt a +b+/2 4 cv/4 alakban irjuk fol.
Ehhez kihasznaljuk, hogy /2 magasabb kitevs hatvanyaiban /2% = 2, azaz a magas kitevés hatanyoknal
Jbevaltjuk” /8-at 2-re. Igy tehat:

(L+2V2+3V4)(3+2V2+ VA) = (3+2V2+ V4) + (6V2 +4V4 +4) + (9V4+ 12+ 6V2) =
=19 4 14V/2 + 14V/4

b) Itt azt hasznaljuk ki, hogy tudjuk: 14 2+/2 4 3¥/4 # 0, tehat a reciproka létezik, és benne van a Q-nak
V/2-vel vett bévitésében, igy — miként a bévités tetszdleges eleme is — a reciprok is a 4 b3/2 + ¢¥/4 alakban
irhato (méghozza egyértelmien). Igy, ha folirjuk a reciprokot definialo egyenletet, és megoldjuk a beléle
fakad6 egyenletrendszert, akkor megkapjuk a reciprok elGéllitasat. Menetkdzben biztosak lehetiink abban,
hogy az egyenletrendszernek van megodasa. Az egyenletrendszer egyébként abbol adodik, hogy az 1, ¥/2 és
/4 linearisan fiiggetlenek Q f615tt, igy minden elGallithato elem egyértelmten all el6:

(14+2V2+3V4) - (a+bV2+cVh) =1 —
(a+6b+4c)+ (2a+b+6c)V2+ (Ba+2b+c)Vi=1 <=

la + 6b + 4 = 1
2¢ + b + 6¢c = 0
3a. + 2b + ¢ = 0

Ez utobbi linearis egyenletrendszernek a (nem til szép) megoldasa: a = —11/89, b = 16/89, ¢ = 1/89.

Legyen € primitiv 5-6dik egységqydk.
a) Irjunk fel olyan negyedfoki Q folott irreducibilis polinomot, amelynek ¢ gyoke.
b) Irjuk fel az e* és az (14 )~ szdmokat ag® + be? + ce + d alakban, ahol a,b,c,d € Q.

Megoldas. a) A primitiv n-edik egységgyokok minimalpolinomja az n-edik korosztéasi polinom, igy € mini-
malpolinomja ®5(z) = 2* + 2% + 22 + 2 + 1. Ez pont a keresett polinom, mivel negyedfoku és irreducibilis.
b) Hasznaljuk ¢ minimalpolinomjat: e* + &3 +e?+e+1 =0, ezért ¢* = -3 —e?2 —e—1. Ami 1 +¢
reciprokat illet, hasznélhatjuk az eléz6 feladatban alkalmazott modszert, és folirhatjuk a megfelels linearis
egyenletrendszert. Mi azonban most egy masik, gyorsabb eljarast alkalmazunk: a gyoktelenitést. Tudjuk
ugyanis, hogy (1 + &%) = (1+¢)(1 — e + 2 — &3 + &*). Ez azt jelenti, hogy:

1 1 1-ce+e2-e+e* 1-e+e?2-34et 1

= . = :71— 2— 3 4.
14e 14e 1—ec+e2—e34¢4 1+4+€5 2( etet-ette)

Itt tehat azt hasznaltuk ki a nevezében, hogy > = 1. Ez még nem tokéletes alak, mert van egy meg nem
engedett tagunk, az *. De ezt helyettesithetjiik azzal a kifejezéssel, amit a rész elején kaptunk e*-re:

1 1
T3 5(1—E+82—63+€4) =—e—¢&°
A szokatlanul szép eredményt ellendrizhetjiik beszorzassal: (1 +¢)(—¢ —&3) = —e —e? — &% —¢? = 1, amint

azt az € minimalpolinomjabol tudjuk.



