Alg. és szamelm. 4 (tanéri) 7. feladatsor: megoldasok 2024. aprilis 9-10.
Algebrai és transzcendens szamok. Minimalpolinom. Testbgvités foka

. Irjuk fel /26 minimdlpolinomjdt. Mennyi a %/27 szdm foka?

Megoldas. ¥/26 kielégiti az £2¢ — 26 polinomot, és mivel irreducibilis is (Schénemann-Eisenstein-kritérium
p = 3-mal vagy p = 13-mal, ezért ez a minimélpolinom. Hasonléan kaphatjuk az 227 — 27 polinomot is,
aminek meg 3/27 lesz gycke, de ez nem irreducibilis (nem is teljesiil 4 a SE-kritérium noha ,nem ezért”
nem irreducibilis): oszthat6 (2% — 3)-mal. Ez utobbi polinom viszont mar irreducibilis (SE, p = 3), és ennek
is gyoke a 3/27. Igy ez lesz a minimalpolinom.

. Mennyi V2 foka Q, illetve Q(v/8) folott?
Megoldas. Legyen o = V2 + v/2. Ekkor a — v/2 = v/2, és mindkét oldalt négyzetre emelve azt kapjuk,

2
2
hogy a? — 2a/2 + 2 = /2, vagyis V2 = ?_;;
a

a—+/2 = v/21is. A bévités foka tehat legalabb 4, hiszen benne van a negyedfoki v/2 is. Ugyanakkor vilagos,
hogy o € Q(v/2)(v/2), és ez utoébbi test két masodfoki bévités egymasutanjaként negyedfoki bévitése Q-nak.
Az eddigiekbél tehat: Q(a) = Q(v2)(Vv?2), és igy a foka Q folott 4, a Q(v/2) ,kbztes test” folott viszont
csak 2.

a) Mutassuk meg, hogy Q(v6) € Q(V3,v3 + V2 + V).
b) Igazoljuk, hogy Q(v/Z, VZ) = Q(V2).

Megoldas. a) Elegends azt megmutatnunk, hogy v/6 € Q(v/3,v/341/24+/1). De ez utébbi testben nyilvan
benne van \/g, majd (\/§+ V2 + \ﬁ) — /3 —1=+/2is. Tehat ebben a testben benne van v/2v/3 = /6 is.
b) Csak azt kell megmutatnunk, hogy mindkét test generatorelemei benne vannak a maéasik testben. De

V2= (V2)? & V2= (V2)% és gy Q(V2, V2) € Q(V2). Mastésat /2 = 3275, és fay Q(V2) € Q(V2, V2).
. Doéntsiik el, hogy v/3 eleme-e a Q(v/2) testnek.

. Ez azt mutatja, hogy Q(a)-ban benne van /2 és igy

Megoldas. Ha /3 eleme lenne a Q(V2) = {a + b\/§| a,be Q} testnek, akkor lenne olyan a,b € Q szam,
melyre a + bv/2 = /3. Nyilvan b # 0, hiszen ellenkezd esetben v/3 € Q teljesiilne, ez viszont nem lehet
igaz. Ha viszont a = 0 lenne, akkor byv/2 = v/3-bol b = Lg teljesiilne, ami a szdmelmélet alaptétele miatt
ismét nem lehetséges: nincs olyan racionélis szam, melynek egyszertisitett alakjabol a négyzetre emelés utan
%—et kapnank. Végezetiil, ha ab # 0, akkor az a + bv/2 = /3 egyenletet négyzetre emelve azt kapjuk, hogy
a? 4 2aby/2 + 2b? = 3, amibél azt kapnank, hogy v2 = 5 - (3 —a? — 2) € Q, tehat v/2 racionalis lenne. Ez

nyilvan ellentmondas.
. Igazoljuk, hogy Q(v/2,/3) = Q(V2 + V/3).

Megoldas. Mivel V2 + /3 € Q(\/i, \/3), ezért vilagos, hogy Q(v/2,v3) 2 Q(\/§ + \/§) Masrészt, ha
hasznaljuk az o = V2 +3 jelolést, akkor a? — 202+ 2 = 3, s ezért V2 e Q(«). Ekkor azonban V3 is
benne van a bévitésben. Ez azt jelenti, hogy Q(v2 + v/3) 2 Q(v/2,v/3). Ez azt jelenti, hogy a két bovités
megegyezik.

. Mutassuk meg, hogy ¥/5 nem eleme a K = Q(3/3) testnek. Mennyi a K(/5) testbovités foka K, illetve Q
f6l6tt?

Megoldas. Tudjuk, hogy ha S és T testek, S < T, és a € T, akkor degga/||T : S|, hiszen a fokszam-
tétel alkalmazhato az S < S(a) < T bévitéslancra: eszerint degg o - [T : S(a)| = |T : S|. Ez azt jelenti,
hogy K = Q(+/2), aminek a foka 3 a Q folétt, nem tartalmazhat Q folott 6todfokn elemet, mint amilyen
pl. /5. (Hasonloképpen igaz, hogy /3 sem eleme a Q(+/5) testnek.) Ebbdl az is kovetkezik, hogy a
K(¥/5) = Q(/3)(V/5) test, amely tartalmazza mind /3-at, mind ¥/5-6t, azaz tartalmaz Q folétt 3-adfoku
és b-odfoku elemet is, legalabb 15-6dfoka Q f6lott. Ugyanakkor, persze, |K (V/5): K | < 5, igy a szorzés-
tételt alkalmazva a Q < K = Q(/3) < K(v/5) = Q(v/3)(¥/5) bévitéslancra azt kapjuk, hogy egyrészt
|Q(V/3) : Q| - |Q(V5)(V/5) : Q(V/3)| < 3-5 = 15, masrészt ez a szorzat egyenls a |Q(v/3)(v/5) : Q| fokkal,
ami legalabb 15. Ez azt jelenti, hogy /5 foka K folétt pontosan 5 (azaz nincs ,,4j”, alacsonyabb fokt polinom
K folstt, aminek v/5 gyoke lenne, marad a Q folotti miniméalpolinom, azaz 2° — 5).
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a) Mutassuk meg, hogy ha o n-edfoki algebrai szdm, akkor ¥/« is algebrai szdm, melynek foka legfeljebb
nk.

b) Mutassunk példdt o & Q algebrai szdmra, amelyre deg+/a = 2dega, és olyanra is, amelyre deg/a =
deg .

Megoldas. a) Ha a gydke az f(x) € Q[z] polinomnak, akkor {/n gydke a g(x) = f(z*) € Q[z] polinomnak,
aminek a foka degg =k - deg f. Ez igazolja a kivant Gsszefliggést.
b) a = 2 esetén deg v/2 = 2v/2 deg 2, ugyanakkor a = 4-re degv/4 = 1 = deg4.

. Igazoljuk, hogy 72, ™+ 1 és \/m is transzcendens szdm.

Megoldas. Ha 72 algebrai lenne, akkor az el6z6 feladat értelmében m = V2 is algebrai lenne, ami viszont
nem igaz. Ugyanakkor, ha /7 algebrai lenne, akkor algebrai lenne a négyzete, azaz 7 is, ugyanis tudjuk,
hogy az algebrai szamok négyzete is algebrai (hiszen pl. az algebrai szamok testet alkotnak). (Megjegyzés:
Erdekesség, hogy az algebra szamok halmazanak a gydkvonasra valo zartsagat az el6zé feladat modszerével
konnyebb igazolni, mint azt, hogy zart az Osszeadasra és a szorzasra: ehhez kellett az egyszert algebrai
bévitések jellemzése a bovités fokaval.) Végezetiil, ha m 4+ 1 algebrai lenne, azaz gydke egy f(z) € Q[z]
polinomnak, akkor 7 gyoke lenne a g(x) = f(x+1) polinomnak, vagyis algebrai lenne. (Itt is hivatkozhatnank
arra, hogy az algebrai szamok teste alkotnak, tehat ha = + 1 algebrai, akkor (m + 1) — 1 = 7 is algebrai,
hiszen 1 nyilvanvaloan algebrai.) — Lasd még a kovetkezs feladatot is!

a) Igazoljuk, hogy egy algebrai és eqy transzcendens szdm osszege mindig traszcendens szam.

b) Mikor lesz egy algebrai és egy transzcendens szdm szorzata algebrai?

Megoldas. a) Tudjuk, hogy az algebrai szamok halmaza zart az 6sszeadasra, kivonasra, szorzéasra és osztéasra
(s6t, még a gybkvonasra is). Ha « algebrai, 7 pedig transzcendens, akkor « + 7 nem lehet algebrai, mert
ellenkez$ esetben (a4 7) — a = 7 is algebrai lenne.

b) Az el6z5 okoskodas majdnem elmondhato egy algebrai és egy transzcendens szam szorzatéara is: ha ar
algebrai lenne, akkor (a7)/a = 7 is algebrai lenne. A levezetéssel egyetlen esetben van gond: ha a-nak nincs
reciproka, azaz o = 0. Ilyenkor viszont valéban ar = 07 = 0 algebrai.

Legyen o az x° + 3x + 1 = 0 egyenlet egyik gyoke. Mi az a minimdlpolinomja Q folott? Irjuk fel a® + 1
négyzetét és inverzét is ao® + ba + ¢ alakban alkalmas a,b,c raciondlis szdmokkal. Keressiik meg o® + 1
minimdlpolinomgdat Q folétt.

Megoldas. A megadott polinom irreducibilis Q f6létt, mivel a racionalis gyokteszt alapjan nincs neki
racionalis gyoke, tehat nincs elséfoku faktora. Ez azt jelenti, hogy o minimalpolinomja az x3+43z+1. Vegyiik
észre, hogy most (mas, korabbi feladatoktol eltéréen, amikor pl. v/5 tipust szamokkal kellett szamolnunk)
a-r6l nincs méas informécionk, csak annyi, hogy gyoke a megadott polinomnak. A harom gydk koziil nem
is tudjuk, melyikkel szamolunk éppen (,ugyantugy kell szaimolni” mindharommal!), de egy csomé mindent
ki tudunk szamolni (legalabbis a-val kifejezve). A legfontosabb eszkoz a keziinkban az az Osszefiiggés lesz,
hogy a® +3a 4+ 1 =0, azaz pl. o® = —3a — 1, tovabba o* = —3a® — a. Igy tehat

(@®+1)2=a"+22>+1=(-3*>-a)+2a* +1=—-®—a+1.
A reciprokot a méar jol ismert modszerrel szamolhatjuk ki:

(@® 4+ 1)(ac® +ba+c) =1
act +ba® + (a+c)a? +ba+c=1
a(—=30% —a) +b(-3a—1)+ (a+c)a® +ba+c=1
(—2a + c)a® + (—a — 2b)a+ (=b+c) =1

Az a-hatvanyok egylitthatoit 6sszehasonlitva azt kapjuk, hogy —2a +c¢ =0, (—a —2b) =0, és —b+c = 1.
Ebbdl: a =2/5, b= —1/5, c = 4/5, vagyis:

(@®+1)71 = (2/5)a® 4 (=1/5)a + (4/5).
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A B = o®+1 minimalpolinomjanak a kiszamolasanal azt hasznaljuk ki, hogy 1, 8, 32, 8% biztosan lineariasan
Osszefiiggok, hiszen egy haromdimenzios vektortérnek az elemei. (Vagy, ha az eddig kiszamoltakat szeretnénk
kihasznalni, akkor a 82,8,1, 3" Osszefiiggéségét is hasznalhatnank. De a tort egyiitthatok miatt mégis
inkabb 33-bel j6 szamolni.) AB2-et mar folirtuk, maradt még, hogy kiszdmoljuk £3-6t a polinomjaként.

3

Ehhez hasznéaljuk a (2-re, illetve az o-re és az o*-re korabban kapott kifejezéseket.

=@+ +1)=(—®?—a+D)?+1)=-a*-a*+a?-a’—a+1=
=Ba?+a)+ Bat+1)—a+1=3a%+3a+2

Valojaban azt is tudjuk, hogy 8 nem raciondlis (ellenkezd esetben « legfljebb masodfokd lenne), tovabba
hogy 5 € Q(a), tehét a foka osztja |Q(a : Q| = 3-at, ezért azt kapjuk, hogy S harmadfoku, azaz gyoke lesz
egy pontosan harmadfok polinomnak, aminek a fsegyiitthatoja 1. Igy tehat a kovetkezd lineéaris egyenletet
kell megoldanunk:

B2 +ap?+yB+2=0, azaz
(Ba?+3a+2)+a(—a? —a+1)+y@®+1)+2=0, azaz
B-—z+y)a?+B-—2)a+2+r+y+2)=0

2

Mivel az o, « és 1 linearisan fiiggetlenek, ezért ez utobbi egyenlet csak tugy teljesiilhet, ha minden egytitt-

hatoja 0, vagyis az alabbi linearis egyenletrendszert kapjuk:

r — y = 3
x = 3
z + y + z = =2

Ebbsl: x = 3, y = 0 és z = —5 adodik. Mivel a megoldas egyértelmi, igy azt kapjuk, hogy [ egyetlen
normalt harmadfoki polinomnak gydke: m(z) = 2® + 322 — 5, vagyis ez 8 = a? + 1 minimalpolinomja.

a) Legyen e primitiv 5-6dik egységgyok. Mivel egyenld |Q(e) : Q| ?
b) Igazoljuk, hogy ha e primitiv 5-6dik egységgyok, akkor —e primitiv 10-edik egqységgydk.
c) Szdamitsuk ki ennek alapjdn a 10-edik kérosztdsi polinomot.

Megoldas. a) A bdovités foka megegyezik ¢ minimalpolinomjanak a fokaval, azaz deg ®5-tel, ami (5)-tel
egyenls (az 6todik korosztasi polinom, mint tudjuk, ®5(z) = 2% + 2% + 22 + 2 +1).)

b) Ha e 6todik egységgydk, akkor e® = 1, és igy (—¢)!® = 1. Ez viszont azt jelenti, hogy —e rendje 10-nek
oszto6ja. De 5 nem lehet, mert (—¢)® = (—1)°¢® = —1. Es nem lehet 2 sem a rend, mert ha (—¢)? = 1, akkor
€2 = 1 is teljesiilne, ami nem lehet. Ez tehat azt jelenti, hogy —e primitiv 10-edik egységgyok. Mivel ezek
szdma ¢(10) = 4 = p(5), ezért ily médon minden prmitiv 10-edik egységgyokot megkapunk. (Megjegyzés: Az
elébbi gondolatmenetet egy kicsit iigyesebben csinalva azt is megkaphatnank, hogy ¢ és —e rendje legfeljebb
egy 2-es faktorban térhet el; s ha ¢ rendje egy partalan n szam, akkor pontosan a —e alaki szamok lesznek
a 2n-edik primitiv egységgyokok.)

4 23 + 22 — x4+ 1. Ezt egyébként kozvetlen szamolassal

c) Az el6z6 két rész alapjan @1o(x) = O5(—2z) =
is ellendrizhetjik. (Megjegyzés: Az elbbi altalanositas miatt az is igaz, hogy ha n paratlan, akkor ®o,(x) =
D, (—x).)

Legyen € primitiv 17-edik eqységqyck és legyen X = 1—¢. Igazoljuk, hogy az 1, \, A2, ..., \
fiiggetlenek Q folétt, 1, A\, A2, ..., A6 viszont dsszefiiggok.

15 szdamok linedrisan

Megoldas. Konnyt latni, hogy Q(e) = Q()), és ezért deg@e = degQ A = 16, hiszen ¢ minimalpolinomja
a 17-edik korosztasi polinom, ®q7(z), aminek a foka ¢(17) = 16. Ez viszont azt jelenti, hogy A-nak az
els6 tizenhat hatvanya linearisan fiiggetlen (hiszen A nem gyoke egyetlen legfoljebb 15-6dfokit nem nulla
polinomnak sem), ugyanakkor A6 kifejezhet a kisebb (nemnegativ) kitevss hatvanyokkal, tehat 1, A, ..., A6

maér linearisan Osszefiiggdsk.



