Alg. és szamelm. 4 (tanéri) 8. feladatsor: megoldasok 2024. aprilis 16-17.
Testbévitések. Tobbszoros gyokok és derivalas

. Mennyi v/2 4+ /2 foka Q(v/2), illetve Q folott?

Megoldas. Legyen o = v/2 4+ v/2. El6szor megmutatjuk, hogy Q(a) = Q(v/2). Az, persze, nyilvanvalo,
hogy o = v2 + v/2 € Q(+/2), hiszen v/2 és v/2 = (+/2)? is benne van Q(v/2)-ben. Ez azt jelenti, hogy
Q(a) C Q(v/2). Masrészt tekintsiik az alabbi atalakitast:

N2
a=vV2+92 = a-v2=v2 L 4?2 20/242=v2 = a®—(2a+1)V2+2=0

Az utolso osszefiiggésbal v/2 kifejezhetd o segitségével, vagyis v/2 € Q(a), és akkor nyilvan az is teljesiil, hogy
V2 =a—2 € Q(a). Vagyis Q(v/2) C Q(a). Ezzel megmutattuk, hogy a és v/2 ugyanazt a bovitést generalja
Q folott. Viszont v/2 minimélpolinomja Q folott f(x) = 2* — 2 (hiszen gyoke neki, és f irreducibilis Q folstt
pl. a Schonemann—Eisenstein-kritérium miatt). Ez azt jelenti, hogy |Q({“/§) : Q| =4, és az el6bbiek miatt o
foka Q f6l6tt szintén 4. Ugyanakkor a fokszamtétel miatt a Q < Qv2 < Q(v/2) = Q(a) bévitéssorozatban
mindkét kis bévités foka 2: az nyilvénvalo, hogy v/2 foka Q flstt 2, és akkor |Q(a) : Q(v/2)| = 2 is teljesil,
hiszen |Q(a) : Q| = 4. Ezzel megkaptuk, hogy o foka Q(v/2) f515tt 2.

. Hatdrozzuk meg az 1 + V2i és a2 ++3i algebrai szamok fokdt.

Megoldas. deg(v/2i) = 2, hiszen nincs benne Q-ban — tehat a foka nagyobb 1-nél —, de gydke az x? + 2
polionomnak. Ekkor Q(1 +v/24) = Q(v/24) miatt 1 + /21 foka is 2 lesz.

Ugyanakkor megmutatjuk, hogy v/2 4 /31 foka Q f6lott 4. Az nyilvanvalo, hogy Q < Q(v2) < Q(v/2,v/31),
és ez utobbi negyedfokt bévitése Q-nak, mert két masodfoka bovités egymésutanjaval kaphatjuk meg. (Mind-
két generalo elem, azaz /2 és /31 is masodfoka Q folott, és a masodik koziiliik nincs benne az elsével valo
bévitésben, hiszen az els6 1épésben valos résztestet kapunk.)

Most mér elegendé igazolunk, hogy Q(v/2,v/34) = Q(v/2 + v/31i), ehhez pedig azt fogjuk belatni, hogy
V2,v/3i € Q(v2 4+ v/3i). A mar korabban is latott modon, ha o = /2 + /31, akkor az alabbi levezetést
kapjuk:

o 245
a=vV2+V3i — a-vZ=v3i L 2_2v2+2=-3 = \/§=0‘2+,
«Q

vagyis /2 kifejezhetd a-val (és racionalis szamokkal), és ekkor természetesen v/3i = a — v/2 € Q(«) szintén
teljesiil. — Megmutattuk tehat, hogy a negyedfoku Q folott.

. Legyenek c és d kiilonboz6 négyzetmentes szamok. Igazoljuk, hogy Q(y/c) # Q(\/d).

Megoldas. Az nyilvanvalo, hogy tetszdleges, 1-t61 kiilonb6z6 ¢ négyzetmentes szam négyzetgyoke irracinalis,
igy Q-nak a gyokkel, y/c-vel valo bivitése masodfoki a racionalis szamtest f6lott. Mutassuk meg, hogy az
igy kaphato testek mind kiilonb6zok. Erdemes észrevenni, hogy ha ¢ és d koziil az egyik pozitiv, a masik
negativ, akkor a c-vel és d-vel vett bévitések mindenképpen kiilénboznek, mert az egyik csak valos szamokat
tartalmaz, mig a masik nem. Az egyszertség kedvvéért foltehetjiik tehat, hogy ¢ is és d is pozitivak, és egyik
sem egyenld 1-gyel. A feltétel szerint vagy van olyan p prim, ami osztja c-t, de nem osztja d-t, vagy van olyan
q prim, ami osztja d-t, de nem osztja c-t. Tegyiik fol, hogy az els§ eset all fénn. Elegend6 megmutatnunk,
hogy d ¢ Q(y/c). Tegyiik fol, hogy vd = a 4 by/c valamilyen a,b € Q-ra. Ekkor b # 0, ellenkez6 esetben
Vd € Q teljesiilne. a = 0 esetén pedig azt kapnank, hogy b = \/T/Q és ez ut=Dbbi nem lehet racionalis,
hiszen van olyan p pri, amely osztja c-t, de nem osztja d-t. Végezetiil, ha a,b # 0, akkor a®+ 2ab\/c+b%*c = d
miatt y/c lenne raciondlis, ami ¢ # 1 és ¢ négyetmentessége miatt nem lehetséges.

. Tegyiik fel, hogy az a,b,c,d,r szimok benne vannak R valamely K résztestében, és az y = ax + b egyenleti
egyenes metszi az (v — c)? + (y — d)? = r? egyenleti kért. Mutassuk meg, hogy a metszéspontok koordindtdi

benne vannak R egy olyan résztestében, amely K-nak mdsodfokid bévitése.
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Megoldas. Egy koeregyenletbdl és egy linearis egyenletbdl (azaz egy egyenes egyenletébdl) allo rendszert
kell megoldanunk. Ilyenkor a linearis egyenletbdl kifejezve az egyik ismeretlent (pl. az y-t, ha lehet), majd
behelyettesitve a kor egyenletébe, egy olyan egyenletet kapunk, amely méasodfokt, s az egyiitthatéi benne
vannak K-ban. A masodfoku egyenlet megoldoképlete szerint az egyenlet gyokei benne vannak a K egy
mésodfoki bévitésében, s ugyanigy benne lesz ebben a testben az els§ valtozéval lineéris kapcsolatban 4llo
masodik valtozo értéke is.

Van-e tébbszorés komplex gyoke az x5 + x® + 5zt + 423 + 822 + 42 + 4 polinomnak?

Megoldas. A vélaszhoz ki kell szdmolni a megadott f(z) = 2% + 2 + 52 + 42 4 822 + 42 + 4 polinomnak
és a derivaltjanak, f’'(z) = 62° + 5x* + 2023 + 1222 + 162 + 4-nek a legnagyobb kozos osztojat. Euklide-
szi algoritmussal (ismételt maradékos osztasokkal) megéllapithatjuk, hogy a két polinom legnagyobb kozis
osztoja x2 + 2, és ez azt jelenti, hogy f(z)-nek van t&bbszords gydke (és ezek a —2-nek a négyzetgyokei). A
szamolas maga meglehetGsen hosszadalmas és cstunya, de elvileg végigszdmolhato, ellentétben azzal, mintha
a gyokoket kellene meghataroznunk. Persze, lehet triikkosen is: kicsit probalkozva a faktorizalassal ra lehet
jonni, hogy f(z)-bél ki lehet emelni 22 + 2 + 1-et: f(z) = (2® + 2+ 1)(2* + 422 +4) = (2% + 2 + 1) (2® +2)2.
Ebbél adodik, hogy x2 + 2 gyokei kétszeresek.— Megjegyzés: A kérdést masképpen is lehet értelmezni. Egy
masik, lehetséges értelmezés lehetne pl., hogy azt kérdezziik, f(x)-nek van-e t6bbszoros racionalis (esetleg
valos) gyoke. Az elsd esetben elegendd lenne a racionalis gyoktesztet alkalmazni, majd Horner-elrendezéssel
ellendrizni a racionalis gyokok multiplicitasat. A derivaltas teszt viszont azt mondja meg, hogy f(z)-nek a
racionalis szamtest semmilyen bévitésében sincs t6bbszords gyoke (tehat pl. C-ben sem), és ezt akkor is
elarulja a teszt, ha nem tudjuk, konkrétan mik is azok a komplex gyokok.

. Az R szokdsos qyiird folotti f = apx™ + ap_12™ ' + ...+ a1z +ag polinom derivdltja legyen f' = na,z" ' +
(n—1)an_12" 2+ ...+ 2a27 + a;.
a) Irjuk fel a definiciot a szummids jelélést haszndlva.
b) Ellendrizzik, hogy (cf) =cf’ és (f£g) =f +4'.
c) Igazoljuk, hogy (fg)' = fg' + f'g.
Megoldas. a) Ha f(z) = Zn: a; - o%, akkor f'(z) = i i-a; oL
i=0 i=1

b) Legyen f(z) = > a; - 2%, és g(z) = > b; - 2 (itt nem azonos fok esetén 0 egyiitthatokkal egészitjiik ki
i=0 i=0
valamelyik polinomot). Ekkor:

n n—1 n—1
(c f)'(a?)z(Zc a; x)/:Zi-c ai-rl=c Zz ai-xt=c- f(z)
i=0 i=1 i=1

illetve:

¢) Hasznaljuk az el6z6 rész eredményait konstansszorosra és tobbtagn Osszegekre. Ezeket hasznalva azt
kapjuk, elegendd a szorzasszabalyt (Leibniz-szabalyt) csak egytagiak szorzatara alkalmazni, hiszen f-et és
g-t is egytagiiak Gsszegeként irhatjuk fol. Igy tehat:

(xk_xn)/ _ (1’k+n)/ — (k—l—n)~1’k+n_1, és (l,k)(xn)/_’_(xk)/(xn) — xk~n~x”_1+k-xk_l~x" _ (TL—‘rk)n’ElH_n_l
Vezesstik le a ldncszabdlyt is: (fog) = (f og)g’.

Megoldas. Az el6z6 feladathoz hasonloan elegends arra az esetre szoritkozni, amikor f(x) egytaga (és
z-hatvany), azaz f(z) = 2™, mivel (f1 + f2) og = f1 0 g+ f2 0 g. Nézziik el6szor azt az esetet, amikor g is

egytagu:
("o (a-2") = (a" - 2"*) =a" -n-k-2"F!
k\/ _

((z") o (a- xk)) (a-2") = ((n- 2" o(a- :vk)) (a-k-2F) =

— (n . anfl _Jj(nfl)k) ca-k- xkfl =n-a® .xnkfkjtkfl
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Ez mutatja a képlet érvényességét erre a specialis esetre. Most a g-beli egytaguak szamara, ¢-re vonatkozo
indukcioval igazoljuk a képletet olyan esetben, amikor g-t két tagnak az osszegeként allitjuk el6: g = g1 + go,
és itt gy és go tagjainak a szama kisebb, mint ¢, tehat ezekre érvényes az indukcios foltevés:

(&" o (g1 + ) = (Xn: (?)g?‘i -g§>/ = zn: (?) (g?‘i (g5) + (977" gé) =

=0 =0
=Y (Z> (g0 i gh™ b+ (n—i)- gt g -g%)>
1=0

((fn)l o (g1 + 92)) (g1 +92)
Késdbb befejezni!

Legyen f € Clz|, k > 1. Igazoljuk, hogy ha a pontosan k-szoros gydke f-nek, akkor f'-nek pontosan (k—1)-
szeres gyoke.

Megoldas. Legyen k& > 1. Ekkor o pontosan k-szoros gydke f-nek, ha f = (z — a)* - g, ahol g(a) # 0.
Ekkor f' = k(z—a)* ' g+ (z—a)f ¢ = (z—a)F! (k: g+ (z—a) ~g’). Itt az utolso kifejezésben a nagy
zéardjel els6 tagjanak nem gyoke a, mig a mésodiknak igen, tehat az Gsszegnek o nem gyoke. Fz azt jelenti,
hogy f-nek az a pontosan k — 1-szeres gyoke.

a) Ismétlés: Legyen a = cosx +isinx. Az o komplex szdmot kétféleképpen felirva vezessiik le a cos 3z =
4cos® x — 3cosz azonossdgot.
b) Mutassuk meg, hogy cos20° harmadfoki algebrai szdm.

Megoldas. a) A de Moivre-képlet alapjan egyrészt a® = cos 3x + i sin 3x masrészt kobre emelve az dsszeget
(pl. hasznalva a binomialis tételt), azt kapjuk, hogy a® = cos® z + 3icos? zsinz — 3coszsin® z — isin® z. A
valos részeket Gsszehasonlitva az adodik, hogy

3 3

cos 3z = cos® & — 3cosxsin z = cos® z — 3cosz(1 — cos’ ) = 4cos® z — 3cos z.

b) Az a) rész alapjan cos 20°-ra igaz az alabbi Gsszefiiggés: cos 60° = 4 cos® 20° — 3 cos 20°. Itt cos 60° = %,

tehat 8cos®20° — 6c0s20° — 1 = 0, vagyis cos20° gydke az f(x) = 8% — 6z — 1 irreducibilis polinom-
nak (alkalmazhatjuk a racionélis gyoktesztet, hogy megmutassuk, f(x)-nek nincs raciondlis gyoke, igy f(x)
irreducibilis), tehat cos 20° harmadfoka Q {6l6tt.

a) Ismétlés: Igazoljuk, hogy 1 + cos 72° + cos 144° 4 cos 216° + cos 288° = 0.
b) Mi lesz cos 72° foka, illetve minimdlpolinomja Q folott?

Megoldas. a) Tekintsiik az w = cos 72° + i sin 72° primitiv 6t6dik egységgyokot. Ekkor a folirt kifejezésre
azt kapjuk, hogy:

1+ cos 72° 4 cos 144° 4 cos 216° + cos 288° = Re 1 + Rew + Rew? + Rew? + Rew? = Re(1 +w +w? +w? +w?).

De tudjuk, hgy w gydke az 6todik kérosztasi polinomnak, ®5(x) = 1+ 2 + 22 + 2® + z%-nek, tehat a fonti
egyenl6ség jobb oldalan a 0 valos része szerepel. A keresett Osszeg igy valoban 0. (Mondhattuk volna azt is,
hogy az w-hatvanyok fonti 6sszege épp az 6t6dikl egységgyokok Osszegét adja, ami 0. )

b) Mivel cos 72° = L (w+ @) = 3 (w +w?), ezért cos 72° € Q(w), és mivel az utobbi bévités foka 4 (az Gtodik
korosztasi polinom foka), a cos72° foka legfoljebb 4, s6t, a szorzéastétel miatt osztoja 4-nek. Persze, ez a
fok nem lehet 4, mert cos 72° € R, tehat Q(cos72°) C R, és w ¢ R, tehat Q(cos 72°) # Q(w). Ugyanakkor
o = isin72° esetén a® = —sin? 72° = cos? 72° — 1 € Q(cos 72°), ezért a foka Q(cos 72°) folott legfoljebb 2.
De ekkor w = cos 72° + isin 72° € Q(cos 72°)(isin 72°) = Q(w) miatt azt kapjuk a szorzasétel alapjan, hogy
|Q(cos72°) : Q| =2 és |Q(w) : Q(cos T2°)| = 2. Vagyis, cos 72° foka Q folott 2:

Q C Q(cos 72°) C Qw)
foka < 2 foka < 2
foka = 4
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Végezetiil, hogy a minimalpolinomot megtaléljuk, hasznaljuk ki, hogy az 6tddik korosztési polinom tn.
reciprok polinom: minden gyokkel egyiitt annak reciproka is gyéke a polinomnak (pl. w-val egyiitt w =1 = w?),
azaz x + (1/z) polinomjaként lehet folirni. Azaz o = w + w™! jeloléssel:

O=14+wtw+w?+wt=1+w+w H+ W H+wH)=1+a+a’?-2=a*+a—1.
Nekiink tkp. cos72° = 8 = «/2-re kellene az Osszefiiggés, tehat:

o ta—-1=(28)2+26-1=0,

vagyis 8 minimélpolinomja (hogy normalt legyen): m(z) = 2? + o — 1.

a) Legyen p primszdm. Mutassuk meg, hogy az xP — x — 1 polinomnak nincs gyoke Z,-ben.

b) Bizonyitsuk be, hogy az xP? — x — 1 polinom irreducibilis Z, féldtt. (A megolddshoz nem szikséges,
de felhaszndlhatjuk, hogy létezik olyan p karakterisztikdji test, amely folott a polinom gyoktényezdk
szorzatdra bomlik.)

Megoldas. a) Z, minden a elemére o = a (ez a kis Fermat-tétel), ezért o? — a — 1 = —1. Tehat
2P — x — 1-nek nincs gyoke Z,-ben.

b) Legyen K az a test, amelyben az f(x) = 2P — x — 1 polinom gyoktényezsk szorzatéra bomlik, és tegyilik
fol hogy f(z) nem irreducibilis Z,[z]-ben: f(x) = fi(z) - fa(x) - - - fx(z), és itt k > 1. Foltehets, hogy fi-k
irreducibilisek Zp[z]-ben. Mivel K-ban az f gyoktényezkre bomlik, minden f;-nek van «; gydke K-ban.
Az f;-k irreducibilitdsa miatt minden i-re «; foka Z, f6lott deg;-vel egyenls. Ugyanakkor ha o és 3 gyoke
f-nek, akkor a? —a—1=0¢és P — f—1 =0, és a két egyenlSséget kivonva egyméasbol, valamint hasznalva,
hogy p karakterisztikdban szabad tagonként hatvanyozni, azt kapjuk, hogy (a? — fP) — (v — B) = 0, azaz
(a = B)P — (o« — B) = 0. Ez azt jelenti, hogy a —  gyoke az xP — x polinomnak, aminek viszont minden
gybke Zy-beli: Z, minden eleme gytke, és p-nél tobb gytke nem is lehet még K-ban sem. Vagyis 8 € Z,(a),
minden «, 8 gyokpéarra, hiszen 8 = a + (8 — «). Ez azt jelenti, hogy f minden gyokének azonos a foka
(hiszen barmelyik gyok benne van a masik altal generalt bovitésben), vagyis f;-k fokai egyenlsk. De ekkor
k- deg fi = deg f = p, és ez csak gy lehet, ha deg f; = 1. Ez viszont ellentmondas, mert az a) rész alapjan
tudjuk, hogy f(z)-nek nincs gydke Z,-ben.



