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. Oldjuk meg a kvaternick kérében a q(1+ 25) = 5 — 10k egyenletet.

Megoldas. Elsd megoldds: Tudjuk, hogy kvaternioknal is miikédik a reciprok szamolasédra a komplex
szamoknal mar megismert konjugalos triikk:

11 1-2 1-2j
1425 1425 1-25 5 °

Ekkor az eredeti egyenlet mindkét oldalat jobbrél szorozva az 1 + 25 reciprokaval, azt kapjuk, hogy:

a(1+2j) =510k / () - g5

1-2j
q=(5-10k) — o (1—2k) - (1-2j)=1—4i—2j — 2k

Megjegyzés: Kvaternioknal altalaban nem beszélhetiink egyszertien két kvaternié hényadosarél: ha q és r
kvaterniok, akkor a ¢/r hanyados definici6ja nem vilagos, mivel a kvaternioszorzas nem kommutativ: a q/r
hanyados egyarant jelenthetné azt a szamot, amire (¢/r) - r = ¢, vagy azt is, amire r - (¢/r) = g teljesiil. Ez
viszont nem feltétleniil ugyanakkor teljesiil, és ezért nem is szoktunk kvaterniotorteket irni. A reciproknal
viszont nincs ilyen problémank, mert a bal és a jobb oldali reciprok ugyanaz: ezért beszélhetiink 1/g-r6l.
Madsodik megoldds: A g-t folirhatjuk (a + bi + ¢j + dk) alakban, és a formaélis szorzast elvégezve egyenlet-
rendszert kapunk az ismeretlen egyiitthatokra:

(14 bi + ¢j + dk)(1+j2) = 5 — 10k
(a—2¢)+ (b—2d)i + (x + 2a)j + (d + 2b)k =5 — 10k

Ez pontosan akkor teljesiil, ha a két oldalon a konstans tag, valamint az i-s, j-s és k-s tag egyiitthatoja
paronként megegyezik:
1 - 2 =
b - 2d =
2a + ¢ =
20 + d = -1

Az egyenletrendszert megoldva azt kapjuk, hogy a = 1, b = —4, ¢ = =2 és d = —2, vagyis a megoldas
qg=1—4i—2j—2k.
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. Mutassuk meg, hogy egqy adott test folétti 3 x 3-as mdtrizok gydrijének részqyirijét alkotjdk az
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alakd métrizok. Nullosztomentes-e ez a gytird?

Megoldas. Azt, hogy az adott alakti matrixok halmaza részgytrtit alkot, azzal lehet megmutatni, hogy
igazoljuk: az adott halmaz nem iires, és zart a miiveletekre (Gsszeadas, kivonas, szorzas). Ha a nem iirességet
pl. azzal igazoljuk, hogy a gytird nulleleme benne van az adott halmazban, akkor az 6sszeadéasra val6 zartsag
ellendrzését megsporolhatjuk, és elegendd csak a kivonast és a szorzast ellendrizni. De fontos tudnunk,
hogy az Gsszeadasra valo zartsag ellendrzése nem potolja a kivonasra (vagy az ellentettképzésre) valo zartsag
ellen6rzését (mint ahogy részcsoportoknal is ellendrizni kellett az inverzképzésre valo zartsagot is)!

Jelolje tehat H a megadott tipusi méatrixok halmazat! Vilagos, hogy a nullmétrix ilyen alaki, tehat H nem
ires. A kovetkezs szamolasok mutatjak, hogy H zart a folsorolt miveletekre:

a 0 b a 0 UV atad 0 b+ b
0 ¢c 0|x|0 ¢ 0]= 0 cktd 0 EH
d 0 e d 0 ¢ dE+d 0 ete
a 0 b a 0 bV aad' +bd 0 ab +be
0 ¢c O0|-]10 ¢ O0f= 0 cc 0 eEH
d 0 e d 0 ¢ da' +ed 0 db +ee

Vegyiik észre, hogy a fonti kovetkeztetéseknél azt is hasznaltuk, hogy az a + o/, illetve az aa’ + bd' vagy a
cc tipust elemek benne vannak a kiindul6 alaptestben. Ezzel tehat belattuk, hogy H részgytird.
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A nullosztémentesség azt jelentené, hogy H-beli nem nulla matrixok szorzata nem lehet nulla. Persze, a nem
nulla métrixokban még lehet egy csomd nulla, ezért konnyd példat gyartani, ami azt mutatja, hogy H nem
nullosztémentes:

A= €H és B= €H esetén A-B =0, noha A, B #0.

o O
o O O
o O O
o O O
O = O
o O O

Megjegyzés: Fontos észrevenniink, hogy az n x n-es matrixok kozott (azaz az 6sszes n X n-es matrix gytrdjé-
ben) pontosan azok a matrixok a nullosztok, amelyeknek a determinénsa 0. Itt most H-nak nagyon sok nem
nulla eleme olyan, hogy a datermnéansa 0. De ezek nem feltétleniil nullosztok, mert esetleg a nullosztopéarjuk
nem lesz benne H-ban. Elvben tehat nem elegend§ arra hivatkoznunk, hogy a H-beli matrixok egy jelentGs
részének nulla a determinénsa, és igy vannak a gytriben nullosztok. (Hogy ez tényleg gondot jelenthet, azt
pl. azoknak a 3 x 3-as matrixoknak a példaja mutatja, amelyeknek a harmadik soraban és harmadik oszlo-
péban minden elem 0: ezek olyan részgytrtt alkotnak, melyben minden elem determinansa 0, ugyanakkor
csak azok a matrixok lesznek nullosztdok, amelyekben a bal f6ls6 2 x 2-es aldeterminans nulla.)

Gytdrihomomorfizmus-e (vagyis mivelettarts-e) az aldbbi két ¢ : R — R leképezés?
a) R=C"? o(A) = AT;
b) R egy 2 karakterisztikdji test, p(a) = a®.

Megoldas. a) A leképezés tehat: ¢ ({Z) z]> = [:j Z] . Konnyt szamolas mutatja, hogy ¢ Osszegtarto.

De erre most nincs is sziikségiink, mivel ¢ nem tartja a szorzast. A transzponalas elemi tulajdonsagai k6zott
ugyanis az szerepel, hogy (AB)T = BT AT ez utobbi pedig nem feltétleniil egyenls AT BT-tal. A sejtés
megvan, most mar csak egy példat kell mutatnunk, hogy bizonyitsuk: ¢, azaz a transzponalas valéban nem
szorzattartd. Ilyen példa lehet a kovetkezd:

|1 0 |0 1 . aTpr |0 0 0 0| L7471
A—{O O]’B_[O 0} esetén A B _[O 0}7&{1 0}—314.

Ez tehat azt jelenti, hogy ¢ nem gytdrtthomomorfizmus.

b) A 2 karakterisztika azt jelenti, hogy 2z = 0 minden z € R-re, ezért ¢(a +b) = (a + b)? = a® +
2ab + b? = a? + b2 = p(a) + ©(b), tehat o Osszegtartd. Hasonloképpen, mivel R test, és igy a szorzas
kommutativ, ezért p(ab) = (ab)? = abab = a’b?> = ¢(a)p(b), tehit ¢ szorzattarté is. Ez mutatja, hogy
¢ gylrihomomorfizmus. (Vegyiik észre, hogy itt nem lenne elegendd csak valami ,hatvanyazonossag’ra
hivatkozni, hiszen nem kommutativ gytiriiben az (ab)? = a?b? Gsszefoggés nem feltétleniil igaz, vagyis a
hatvanyazonossag mar nem is hatvanyazonossag.)

Legyen P az R részbenrendezett gyidrid pozitivitdsi tartomdnya. Igazoljuk, hogy R pontosan akkor teljesen
rendezett, ha minden r # 0 elemére r € P vagy —r € P.

Megoldas. Azt kell megmutatnunk, hogy a gytiri tetszéleges a # b elemeire vagy a < b, vagy b < a teljesiil.
De az els6 Osszefiiggés azzal ekvivalens, hogy b — a € P, a méasik pedig azzal, hogy a — b € P. De mivel
b—a=—(a—0), és a—b # 0, ezért a feltétel szerint az egyik benne van P-ben. A gytri tehat teljesen
rendezett.

vagy

A természetes szamok halmazdn definidljuk a x kétvdltozos miveletet rekurzioval a kdvetkezé mdodon: minden
m,n € N esetén legyen m* 1 =m, ésm=*nT = (m=*n)*. Igazoljuk, hogy a mivelet asszociativ.

Megoldas. Elsé megoldds: A Peano-axiomakat (PA) és azok kozvetlen kovetkezményeit hasznaajuk. Azt
kell megmutatnunk, hogy

(%) (axb)yxc=ax(bxc)
teljestil minden a,b,c € N-re. Megmutatjuk, hogy azon ¢ € N szamok H-val jelolt halmaza, amelyekre az

igaz, hogy minden a-ra és b-re teljesiil vele a (x) Osszefiiggés, a teljes N. Ezt indukciéval bizonyitjuk (azaz
alkalmazzuk a megfelel§ Peano-axiomat). Vilagos, hogy 1 € H:

(a*b)*lg(a*b)ga*(b*l).
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Itt D azt jelenti, hogy a * miivelet definiciojat hasznaljuk. Bizonyitsuk most be, hogy ¢ € H esetén ¢t € H
is teljesiil: ekkor a teljes indukcios axiomaséma azt fogja eredményezni, hogy H = N. De itt:

~

(a*b)*c"”g((a*b)*c)Jr: (a*(b*c))+2a*(b*c)+£a*(b*c+).

(IH az indukcios hipotézist jelenti.) Ezzel az asszociativitast belattuk.

Masodik megoldds: A Peano-axiémarendszer segitségével mar folépitettiik a természetes szamok rendszerét
az alapmiveletekkel egyetemben. Igy hasznalhatjuk a szokésos tulajdonsagokat, ha megfejtjikk, mi is a
megadott fliggvény. Igazoljuk tehat, hogy:

axb=a-+b-1.

Ezt indukciéval bizonyithatjuk: 6 = l-re ax1 = a = a + 1 — 1, tehat erre teljesiil a foltevésiink. b-rél
bt = b+ 1-re:
axb* 2t Latv-1r=@+b-1)+1=a+ () - 1L

Ezzel a képletet belattuk. Innen az asszociativitas bizonyitasa csupan egy rutin szamolas a természetes
szamok korében:

(axb)xc=(a+b—1)xc=a+b—1+c—1=a+b+c—2
ax(bxc)=ax(b+c—1)=a+b+c—1—-1=a+b+c—2

Megjegyzés: Folmeriil a kérdés: mikor szabad hasznalni a természetes szamok szokasos tulajdonsagait, és
mikor vagyunk kotelesek a PA lépéseire szoritkozni? A valasz az, hogy az axiomatikus lépéseket mindig
lecserélhetjiik ,magasabb szint” érvekre, amint a hasznalni kivant lépéseket mar bebizonyitottuk. Igy pl.
az N-beli 6sszeadas alaptulajdonsagait mar batran hasznaltuk az egész szamok folépitésénél. A PA ismerte-
tésével nem az volt a célunk, hogy a magunk életét nehezitsiik, hanem hogy biztosabb alapokra helyezziik
a fogalmainkat, s ne azt kelljen elhinniink, hogy a természetes szamok szorzasa kommutativ, mert az ,tkp.
latszik”, hanem valami alapvet&bbet (pl. hogy hogyan épiilnek 6] a szamok az 1 ismételt Gsszeadasabol).
Ettol fiiggetleniil a mostani feladatban nem volt tal nehéz elemi eszkézokore szoritkozni.

. Adjunk meg egy olyan a egész szimot, melyre az ax® + (a® +5)z% + (a + 5) polinom irreducibilis Q folétt, és
egy olyat is, amelyre nem irreducibilis Z. folott.

Megoldas. Pl. a = 1-re a polinom x° + 622 + 6, ami pl. a Schonemann-Eisenstein-kritérium miatt, p = 2
vagy p = 3 hasznalatdval irreducibilis Q-ben. a = 5-re a polinom 52° + 3022 + 10 = 5(x% + 622 + 2), amirsl
latszik, hogy nem irreducibilis Z folott, hiszen az el6bbi szorzatra bontas Z folott nem trivialis (Z[z] egységei
csak a +1 és a —1). Erdemes észrevenniink, hogy az a = 5 esetben kapott polinom az elsg fetételnek is
eleget tesz: az 5 kiemelése Q[z]-ben nem szamit, amiagy meg p = 2-vel itt is alkalmazhato a Schonemann—
Eisenstein-kritérium, tehat a polinom irreducibilis Q[z]-ben.

. Szamitsuk ki ®12(2) értékeét.

Megoldas. Hasznaljuk a kdrosztdsi polinomok rekurziv képletét, valamint ®4(z) = (z —i)(z +1i) = 22 + 1
explicit alakjat:

12_1 12_1 6_1 6 1

Dip(7) = D (x)Po(2)P3(2)Py(2)Ps(z) (26 — 1)DPy(z) (26 —1)(22+1)

Itt hasznaltuk, hogy x'?2 — 1 = (2% — 1)(2® + 1), illetve 2% + 1 = (22 + 1)(2* — 22 + 1). Es fontos volt
észrevenniink, hogy a nevezGben szerelG tényezéket alkalmasan csoportositva spérolhatunk a szorzéason is,
vagy ami még lényegesebb, a polinomosztason: ®;(x)®s(z)®3(1)Pe(x) = 2% — 1.
Mindenesetre ebbél ®19(z) = 2* — 22 4+ 1 = 13 adodik.

Megjegyzés: Mivel csak helyettesitési értéket kellett szamolnunk, a polinomok maradékos osztasa (vagy a
kézépsikolabdl is ismert szorzattd bontos képletek alkalmazasa) helyett a rekurziv képletet hasznalhattuk
volna eleve ,behelyettesitett” forméban, s akkor csak egész szamokat kellett volna osztanunk egymassal. A
jelen esetben valosziniileg a polinom kiszamolasa nem volt tul nehéz, és attakinthatébbé tette a megoldést.



