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1. Bevezetés

Az operatorfélcsoportok — vagy maés néven linedris szemidinamikai rendszerek
— igen fontos szerepet toltottek be az elmult 6tven évben a funkciondlnalizis és
a parcialis differencidlegyenletek hatarteriiletén. Nagyon sok idéfligg6 parcialis
differencidlegyenlet (rendszer) frhaté &t természetes médon egy absztrakt Ca-
uchy feladatta

(ACP) {uf(t):uAu(t) =0 t>0,

alkalmasan megvalasztott X Banach fliggvénytéren, ahol A egy nemkorlatos
operator.

A megolddsokat fel tudjuk frni u(t) = T(¢)x alakban, ahol T'(t) € L(X).
Ilyenkor formélisan ,,T'(t) = e~4*” a (—A) operétor altal generalt operatorfél-
csoport vagy szemidinamikai rendszer. Mivel alkalmazasokban &dltaldban az A
operatorral talalkozunk, a megolddoperatorokat pedig csak nagyon ritkén, igen
egyszerl esetekben tudjuk megadni, kezdettdl fogva igen fontos kérdés volt,
hogy az A operator bizonyos funkciondlanalitikus tulajdonsdgaibdl tudunk-e a
megoldasok valamilyen aszimptotikus vagy regularitasi tulajdonsagaira kovet-
keztetni. Klasszikus példak ilyen irdanyu vizsgéalatokra azok a Ljapunov tételek,
melyek az A sajatértékeinek elhelyezkedésébdl kovetkeztetnek T' aszimptotikus
(exponencidlis) stabilitdsdra vagy hiperbolikussdgdra. Végtelen dimenziéban a
helyzet sokkal arnyaltabb, az ezirdanyd kutatasok legijabb eredményeit jol do-
kumentélja Engel és Nagel [7] valamint Arendt, Batty, Hieber és Neubrander
monografidja [3].

Az utébbi tiz évben szorvanyosan, elsOsorban hiperbolikus egyenletek és
rendszerek vizsgalata sordn, felbukkant egy olyan jelenség, melyre eddig nem
volt elméleti magyarazat. Ezt tomoren ugy lehet megfogalmazni, hogy klasszi-
kus megoldasok polinomidlis sebességgel konvergalnak a nulldhoz. Két példat
emlitenék, az olvashatésag érdekében bizonyos technikai részletek elhagyasaval.

* A kutatést a Bolyai Janos Kutatasi Osztondij és az OTKA F049624 pélyazata tamogatta.
Elhangzott a Magyar Tudomanyos Akadémia III. Osztdlya 2005. junius 8-adiki iilésén.



1.1 Példa Tekintsiik a kovetkez6, csillapitott hulldmegyenletet:

OZu(z,t) = Au(z,t) + d(z)dpu(z, t),
ulon =0,
u(z,0) = up(x), dru(x,0) = ui(x).

Itt = (0,7) x (0,7), d(x) > 0, d folytonos és
supp d D {(z1,22) €Q : a <z <b, x2 € (0,m)}

valamely 0 < a < b < 7 szdmokra. Hasonlé egyenleteket Tcheugoué Tébou [13]
valamint Liu és Rao [11] vizsgdltak. Eredményiik azt mutatja, hogy bar a
megoldasok nulldhoz tartanak, altaldban nem egyenletesen és nem exponencialis
sebességgel. A klasszikus megoldasok energidjara

C
E@t) < 7
becslés teljesiil ahogy t — +oo valamely 3 € (0,1) konstansra. A C kons-

tans a megoldashoz tartozé kezdeti feltétel megfelelé Szoboljev norméjanak
segitségével kaphaté meg.

1.2 Példa Tekintsiik a kdvetkez6 csatolt hullamegyenlet-rendszert.

OZu(x,t) + Au(x,t) + boyu(x,t) + ku(x,t) — kv(x,t) =0,
OZv(z,t) + Av(x,t) + ko(x,t) — ku(z,t) =0,

+Dirichlet peremfeltétel

+kezdeti feltételek.

Itt z € Q C R” elegendden sima tartomany, b > 0 és k egy kicsiny pozitiv
konstans. Ezt a rendszert Alabau, Cannarsa és Komornik vizsgélta [2] és az
el6z6 példahoz hasonléan azt kapta, hogy a klasszikus megoldasok energidjara

C
B(t) < .

A C konstans itt is fiigg a kezdeti feltétel Szoboljev-normajatol.

Osszefoglalva, azt 1atjuk, hogy bizonyos absztrakt Cauchy feladatokra az A
operatorra teljesiilé valamely feltételek mellett

1) T ()] < A%l

minden x € D(A®) esetén valamely a, > 0 konstansokra. Jelen el6adds
célja ennek a jelenségnek a magyarazata funkciondlanalitikus mddszerekkel.
A bemutatott eredmények nagy része K.-J. Engel, J. Priif és R. Schnaubelt
tarsszerzékkel {rt [4] cikkb6l szarmazik.

2. Polinomialis Stabilitas

A tovébbiakban (1) becslést szeretnénk alaposabban koriiljarni. Azzal a meg-
jegyzéssel kezdjiik, hogy beldthatd, ilyenkor mindig 0 € p(A), igy az egyenlStlenség
az ekvivalens

©) Ira=) <&



alakba frhaté, melyet konnyebb kezelhetOsége miatt inkabb fogunk hasznalni.
A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy A a korldtos T' operatorfélcsoport ge-
nerdtora és 0 € p(A)L.

Megmutatjuk, hogy a fenti egynlétlenség atskalazhaté g = 1 alakra.

2.1 Allitas FEkvivalensek a kévetkezok:

() Irwa— < ¢
y ) C
(ii) HT(t)A 57H < Tﬁﬁ

egy/minden 3 > 0 esetén.

Bizonyitds Vildgos, hogy csak az (i)=-(ii) irdnyt kell bizonyitani. Most csak

a f € N esetet vizsgaljuk, az altalanos &llitds a momentum-egyenl6tlenségbol
kovetkezik, 1asd [7, Theorem I1.5.34]. Ez az eset viszont a félcsoport-tulajdonsdghol
kovetkezik, hiszen

[T A = [[(7 () (~A)7) - (T () (~A)7) o (T (2) (-4) )|
o c)

= =
(%) e
A fenti &llitds egy specidlis esete mint Alabau lemméja ismeretes, 1dsd [1].

Lényege, hogy polinomidlis stabilitas esetén minél simabb kezdeti feltételeket
vesziink, annal gyorsabb konvergencidt kapunk.

2.2 Definicié Azt mondjuk, hogy a (—A) operétor altal generalt T" operatorfélcsoport
polinomidlisan stabil, ha taldlhat6 olyan C,~y > 0, melyekre
C
|Tt)A™] < - t>1.
2.3 Megjegyzés Ha T egy polinomidlisan stabil félcsoport, akkor 2.1 Allités
szerint minden € > 0 esetén
C/

[rwa=) <&

£
5

igy

(T()A™"°z) € L'(RT, X) VoeX.
Ebbol viszont, hasznalva, hogy RA > 0 esetén az A operdtor rezolvense az
operatorfélcsoport Laplace-transzformaltja, kapjuk, hogy

[(A+A4)7TA || < M., RA > 0.

Tehat a polinomiélis stabilitasnak sziikséges feltétele, hogy a fenti fliggvény
korlatos legyen a jobb félsikon minden pozitiv € esetén. A kdvetkezd tétel azt
mutatja, hogy ez majdnem elégséges is.

LA korldtossig tulajdonképpen nem lényeges, de jelentSsen leegyszeriisiti targyaldsunkat.
Mivel minden eddig ismert alkalmazis ebbe a kategéridba esik, gy véljiikk, ez nem nagy
megszoritas.



2.4 Tétel Legyen (—A) a T korldtos operdtorfélcsoport generdtora, melyre tel-
jestil, hogy o(A) NiR = 0 és tegyiik fel, hogy taldlhatd olyan C,~v > 0, melyekkel

lGp+A)1A7||<C,  peRr

Ekkor minden € > 0 esetén van olyan C. > 0, mellyel

o C.
|T(t)A=~¢| < e

A bizonyitas a 2.1 Allités és a félcsoportot a rezolvensbdl el6allitd

wHin
T(t)x = %% lim / eMR(=\, A)*zd\
L =0 Joyy—in

inverzids formula alkalmazdsabdl kovetkezik. A szdmolasokat most nem részletezziik.

A fenti allitasokban a megjelend € a bizonyitasi mdédszerek miatt jelenik meg
és pillanatnyilag egyaltalan nem vildgos, altaldban sziikség van-e ra. FEgyelore
nem ismert olyan példa, ahol valéban sziikség lenne ra.

A 2.3 Megjegyzésben és a 2.4 Tételben megjelend fiiggvény korldtossdganak
megtaldlhaté egy szemléletes atfogalmazdsa Latushkin és Shvidkoy [9, Lemma
3.2] cikkében.

2.5 Allitas Legyen iR C p(A). Ekvivalensek a kovetkezdk:
(i) |(ip+A)~tAT|| < C peER

i -1
N o+ 4|

< cR.
T+ = P

Ebbdl a rezolvens normara és a spektrumtol vett tavolsagra vonatkozd ne-
vezertes egyenlOtlenség segitségével egy fontos geometriai sziikséges feltételét
kapjuk a polinomidlis stabilitdsnak.

2.6 Példa Tekintsiik a 1.1 Példaban szerepld csillapitott hullamegyenletet. Fzt
a szokdsos modon rendszerré atirva kapunk egy absztrakt Cauchy feladatot a

H = H}(Q) x L*(Q)

térben az

A= (2 _Id>, DAY == {(*) €3 : ve HY(Q), Aue L2(Q))

operatorral. Egy viszonylag nem til bonyolult, de hosszadalmas indirekt gon-
dolatmenettel megmutathatd, hogy

iR C p(A)
és hogy talalhaté olyan M > 0, mellyel

(o + A)1]

<M pER.
1+ p|



2.7 Példa Tekintsiik az elészor J. Zabczyk altal vizsgdlt példa egy varidnsat,
lasd [7, Counterexample 3.4]. Legyen

€ M, (C),

o= O O

H = @,nC" T(t) := @,y (e7Te™e ). Megmutathaté, mivel ez a
félcsoport minden véges dimenziés blokkon fiiggetleniil hat, hogy generatora
(—A) =P, ey (An +in — 1), melyre o(A) C {A € C : RX < —1},wo(—4) =0,
valamint egyszeri szamolassal addodik, hogy

[1R(ip, Al ~ p (I = o0).

3. Specialis Egyenletrendszerek

Operétorok rezolvensének normajat becsiilni konkrét alkalmazdsokndl altaldban
igen nehéz feladat, igy természetesen vetodik fel a kérdés, hogy legalabb bizonyos
specialis operatorokra nem lehet-e valamilyen kénnyebben ellendrizheto, tisztan
spektralis feltételt adni. Idevagd vizsgalatainkat egy elemi példaval kezdjiik.

3.1 Példa Legyen X :=IP(N), ay, := 0y, +ipn, és A := M, az (ay) sorozattal

valé szorzds operdtora, azaz A(x,) := (apx,). Tegylik fel, hogy erre a sorozatra

teljesiil az el6z6 fejezetben szerepeltetett sziikséges geometriai feltétel, azaz hogy
op>0,0,—0, és3C >0,v>0: 0'n|pn|'y >C.

Egyszeri szamolassal addodik, hogy

oo p 00 »
tT (A 7 (z, P <t ""txn.|> < (t —ont |mn| >
|| ( ) (x )H Z ‘ |0'n+2pn|’y B 2::1 ‘ Ipn|’)’

n=1

1 - —ont p 1 p
< @; (tone™ " a,])" < WH(%)H .

Itt hasznaltuk a pozitiv z-ekre vonatkozé ze™" < % egyenlGtlenséget.

A fenti példaban latott gondolatmenet az alapja a kovetkezd, elméleti és
gyakorlati szempontbdl is érdekes allitasnak.

3.2 Tétel Legyen H egy szepardbilis Hilbert tér, X == H", A := (A;;) : X — X
ahol A;; : H — H felcserélheté normdlis operdtorok gy, hogy (—A) a ge-
nerdtora egy T(t) operdtorfélcsoportnak. FEkvivalensek a kovetkezdk egy adott
v > 0 konstanssal:

(i) Taldlhats olyan C > 0, mellyel

_ C
J70a=] < S,

(@3



(i) Van olyan C' > 0, hogy

|(ip+A) AT < C, peR.

(iii) Létezik olyan C" > 0, § > 0, melyekkel bérmely A € o(A), RA < 0 esetén
teljestl, hogy
RASA]Y > C”.

A bizonyités elsé 1épése annak megéllapitasa, hogy a A operdtor a spektraltétel
szerint (14sd [12, Section X.3]) unitér ekvivalens egy L%(£2, C") téren haté matrix-
multiplikator operatorral. Ezekre a tétel n szerinti teljes indukciéval bizonyithaté.
A bizonyitas fontos technikai eszkoze Kreiss matrixtétele, mely segitségével
egyenletes konstansokkal lehet haromszog-alakra hozni az eléfordulé matrixokat.

Tekintsiik egy alkalmazasit a fenti tételnek. A kovetkezo példat Alabau,
Cannarsa és Komornik [2] térgyalta.

3.3 Példa Legyen H (szeparabilis) Hilbert tér, A = A* > w > 0 adott operétor.
Példaul ha H = L%(Q), gondolhatunk arra, hogy —A = Ap a Dirichlet-Laplace
operator. Tekintsiik a kovetkezo csatolt egyenletrendszert

OPu+ A%u+ Pu/ + kv =0 in Q xR,
020 — Av+ Kku =0

megfelel6 kezdeti feltételekkel. Itt G > 0 és xk > 0 kicsi, egészen pontosan 0 <
k < w?. A szokdsos médon atirva rendszerré egy absztrakt Cauchy feladatot
kapunk a H := D(A) x H x D(Az) x H térben, ahol a megfelel§ értelmezési
tartomanyokat a graf-normakkal tekintjiilk. A hozzd tartozd operator a

0 -1 0 0
A2 B k0
A= o 0 0 -1
k 0 A 0

Konnyen megmutathatd, hogy ez unitér ekvivalens egy felcserélheté normalis
operatorokbdl 4ll6 operdtormatrixal a H* téren és disszipativ, tehat egy kont-
rakciofélcsoport generdtora. Tehat az el6zé tétel alkalmazhato.

Standard gondolatmenettel kapjuk, hogy

o(A)={AeC: (®+BA+N)(a+ ) =K% aco(4)}.

Klasszikus perturbacidelméleti eredményekbdl kovetkezik (lasd pl. [5, Theorem
A.4.1, A5.4], hogy a fenti negyedfoki egyenlet gyokeit % szerint sorba lehet
fejteni, igy kapjuk, hogy

2 2 2
, K _a K° 4 Ok® 1 9
)\172(04)::&7,\/5 (1—2(1 —?a > —TE‘FO(CL 2)7
. B -1
Asg.2(a) = Lia — ) + 0(a™).

Ezekbdl az egyenletekbdl kiolvashatd, hogy ha A € o(A) és R elegendden ki-

csiny, akkor )
S| > C|RA|7E.



Tehat alkalmazhaté 3.2 Tétel, melybol a klasszikus megoldasok energiajara a

_ C
IT@A? < 5

becslést kapjuk.
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