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Koszonetnyilvanitas

Nagy halaval tartozom témavezetémnek, Bérczi Kristofnak, aki hétrél-hétre érékat
szant a konzultaciora, végighallgatta majd tiirelmesen valaszolt a kérdéseimre. Bevezetett
a kutatés rejtelmeibe, altala megismerkedhettem ezen latasmod szépségeivel. Osszességeé-
ben a grafelmélet és igy az egész matematika egy szamomra eddig még ismeretlen arcdnak
vonésait pillanthattam meg. Rengeteg 6tlet, technika és ezeket inspirald jokedv jellemezte
a vele toltott szerda délelsttoket. Ugy vélem, hogy altala nem csak jobb matematikus,
hanem jobb ember is lettem.

Ez a rovidke iras kozel egy év munkija, mely soran én rengeteget valtoztam.

Jo, hogy a matematika ,,6rok”.

,Omnia ad maiorem Dei gloriam!”
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Bevezetés

Technikai megjegyzések

A grafokkal kapcsolatos alapvets fogalmakat, definicidkat ismertnek tekintjiik, de azért
felsorolunk néhany konyvet, melyekbdl a sziikséges ismeretek kikereshetSk. [1] nagyon jo
bevezetést ad a grafelméletbe és annak néhany alkalmazéasaba, mig [53]-ban 1j téma-
korokkel és modszerekkel ismerkedhet meg az érdeklédd. [2] remek kézikonyv, mely bé
attekintést ad a legfontosabb eredményekrdl, és végiil [24] a kombinatorikus optimalizalas

témakoreit, egymashoz fiiz6d6 viszonyat elemzi, mely bizonyos részeit mi is érinteni fogjuk.

A szakdolgozat célja Osszegytijteni és bemutatni a baratsagos particiokkal kapcsolatos
eredményeket. A tételek felsoroldsa mellett igyeksziink minél tobb bizonyitast k6zolni,
hogy ezéltal az Olvas6 a méar felfedezett technikdkkal is megismerkedhessen, de néhol
a bonyolultsaguk vagy a hossziisiguk miatt sajnos el kellett hagynunk a levezetéseket.
Viszonylag nagy terjedelemben foglalkozunk a téma kiilénb6z6 valtozataival, illetve lehet-
séges felhasznalasaival, hozza kapcsolodd méas grafelméleti fogalmakkal. Ez és az 50-nél is

tobb hivatkozas teremthet lehetséget a tovabbi kutatomunkéra.

A baratsagos particié fogalmanak bevezetése

Hétkoznapjaink folyaman gyakran szembesiiliink azzal, hogy egy csoportot két részre
szeretnénk osztani a csoport tagjai kozott fennallo barati viszonyok figyelembevételével,
mégpedig olyan moédon, hogy senki ne sajnalkozzon amiatt, hogy a masik csoportban t6bb
baratja van. Ezt hivatott szemléltetni a kovetkez6 példa. Egy n matematikusnak rendezett
konferencian az ebédl6ben tgy szeretnék leiiltetni a résztvevéket, hogy mindenki ahhoz az

asztalhoz keriiljon, ahol tobb emberrel van kézos publikacioja. Be fogjuk bizonyitani, hogy
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a feladat N P-teljes, igy joggal mosolyogjak meg a matematikusok a tulbuzgd szervezot,

aki nem tudja Gket polinom idében leiiltetni.

“, e,

ha a graf barmely csicsara teljesiil, hogy a sajat halmazaban legalabb annyi szomszédja

van, mint a masikban.

A dolgozat felépitése

Az 1. fejezetben felépitjiik a baratsagossig fogalmét a grafokban, azaz definidljuk
el6szor csticsra, majd halmazra, végiil pedig egy egész grafra, hogy mikor nevezziik Gket
baratsagosnak. Itt kozoljitk [12] alapjan a rengeteg kiilonféle valtozat definiciojat. Ezek
koziil j6 néhany felbukkan még késGbbi fejezetekben, és lesznek, amelyekkel részletesebben
fogunk foglalkozni.

Ezek utan sszegytijtjiik a 2. fejezetben a fent definiélt problémak bonyolutsagét, és ko-
z0ljiikk a BARATSAGOS PARTICIO N P-teljességének a bizonyitasat [9]. A legtobb valtozat
altalanossdgban N PC-beli, igy a kés6bbi fejezetekben a specialis grafosztalyra sziiletett
eredményeket tekintjiik at.

A 3. fejezetben elGszor elégséges feltételeket néziink meg, majd megmutatjuk, hogy
sem a baratsagos particio létezésének, sem a nemlétezésének nincs tiltott részgraf karak-
terizacioja [9].

A 4. fejezet az irodalomban leggazdagabb regularis grafok particionalhatosagarol szol.
Még csak d = 1,2,3,4,6-ra ismert, hogy véges sok kivételtdl eltekintve mindig 1étezik
baratsagos particiojuk a d-regularis grafoknak. [3|-ban a sejtés az, hogy minden k esetén
minden 2k-reguléris graf baratsagos, feltéve, hogy t6bb, mint 4k csticsa van. Ezt a sejtést
[39]-ben aszimptotikusan majdnem minden 2k-regularis grafra belattak.

Az operéacidkutatas vildgdban nem ritka, hogy kideriil egy probléma N P-teljessége.
Ilyenkor jo kozelitést, approximéciot probalunk adni. Ha egy grafban olyan baratsagos
particiot talalunk, hogy a két particié elemszama azonos, akkor ezt baratsagos bipartici-
onak nevezziik. Sziikség lehet arra, hogy a kiegyenstlyozottsag megmaradjon még olyan
aron is, hogy néhény csics ,elromlik”, azaz mar nem lesz baratsagos. Ha sikeriil ezen csi-
csok szdmat minimalizalni, azaz maximalizalni a baratsagos cstucsok szamat, akkor egy
maximalisan baratsagos biparticiot kapunk. A MAXIMALISAN BARATSAGOS BIPARTICIO

problémardl |7]-ben megmutatjak, hogy nem létezik polinom ideji approximéacios sémaéja,
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kivéve, ha P = N P, majd ugyanitt adnak ra egy 3-approximal6 algoritmust. A legfrissebb
eredmény 2011-bél, [48]-bol szarmazik, ahol bebizonyitjak, hogy 2-approximélhato. Az 5.
fejezetben ezeket az eredményeket tekintjiik at részletesebben.

Jogosan meriil fel, hogy matematikai szempontbol 6nkényesen koveteltiik meg egy
csics baratsagossaganal, hogy szomszédainak legalabb a fele tartozzon vele egy csoport-
ba. Ezt altalanositjak a 6. fejezetben az (a, b)-particiok, ahol minden cstcsra kiilonbozé
fokszamkritérium irhatéd el6. Stiebitz 1996-os cikke 6ta tobb publikacioban foglalkoztak
mar kiilonboz6 elégséges feltételekkel. Az (a, b)-particiok aktualitasat jelzi, hogy 2018-ban
is jelent meg eredmény a témaban. Itt csak a tételek felsorolasara szoritkozunk, mivel ezen
technikdk lényegesen komplexebbek az eddigi fejezetek modszereinél.

A 7. fejezetben felsoroljuk néhany lehetséges felhasznalasat a baratsagos particioknak,
ugyanis a biologiai és szocidlis hal6zatokon kiviil mérnoki alkalmazésai is ismertek. Ezutan
részletesebben ismertetjiik a hozza szorosan kapcsolodo szovetségek (alliances) és fiiggetlen
vagasok (matching cutset) problémakorét.

Végiil a 8. fejezetben feltesziink néhany kérdést, melyekre még nem érkeztek valaszok.

A nyitott problémék remélhetSleg gondolkodasra és kutatasra 6sztonzik az Olvasot.



1. fejezet
Definiciok

Ebben a fejezetben bevezetjiik a fontosabb jeloléseket és a baratsdgos grafok defini-
ciojat. ElGszor a csicsokra, majd halmazokra, particidkra, végiil pedig grafokra is meg-
mondjuk, hogy mikor nevezziik ket baratsagosnak.

Mivel rengeteg kiilonb6z6 valtozata ismert ezen particioknak, ezért itt egybegytjtve

felsoroljuk Gket, de a késébbiekben néhannyal részletesebben is foglalkozunk majd.

1.1. Terminolégia és alapfogalmak

Egy grafon végig egyszert, véges, dsszefiiggs grafot értiink. Innentél ezeket a jellemzo-
ket mar fel sem tiintetjiik, csak akkor, ha hangsilyozni kivanjuk a graf ezen tulajdonsagat.
Altaldban ha adott egy G = (V, E) graf, egy v € V cstics és egy nemiires A C V részhal-
maz, akkor d4(v) jeloli v cstics A-beli szomszédainak a szaméat, azaz da(v) = |N(v)NA[, és
azt mondjuk, hogy v befoka d4(v), ahol szokdsos modon N(v) a v cstics szomszédainak a
halmaza. Ahol egyértelmd, ott d(v)-t irunk dy (v) helyett, és természetesen a |V (G)| = n,
|E(G)| = m jeloléseket hasznaljuk.

V-nek egy (V1,Va,..., Vi) k-particiojat nemtrividlisnak mondjuk, ha Vi, V5, ... Vi nem
tiresek. Tovabba ha van G-nek egy nemtrividlis (A, B) particidja és v € A, akkor dg(v)

v-nek a kifoka.

A terminologiai bevezet§ utan végre ratérhetiink a baratsagossag fogalmanak felépi-

tésére.



1.1.1. Definici6o. Ha adott egy G = (V, F) graf, egy nemiires A C V részhalmaz ésv € A

csics olyan, hogy

da(v) = dy\a(v),
akkor v-t A-ra nézve baratsagos csiicsnak nevezziik.

Ahol egyértelmi, hogy melyik halmazra nézve baratsagos egy csiucs, ott réviden annyit
irunk, hogy v cstcs baratsagos.

Ezt a fogalmat bévitjiik ki halmazra, particiokra is.

1.1.2. Definicié. Ha adott egy G = (V, E) graf, egy nemiires A C V részhalmaz és

Vv € A cstcs bartasagos A-ra nézve, akkor az A részhalmazt baratsagosnak nevezziik.

1.1.3. Definici6. Ha adott egy G = (V, E) graf, és létezik V-nek olyan nemiires részhal-
mazokbdl all6 particidja, hogy minden csics az 6t tartalmaz6 halmazra nézve baratsagos,

akkor a particiot baratsagos particionak nevezziik.

1.1.4. Megjegyzés. Mi elsGsorban a k = 2 esettel fogunk foglalkozni, azaz két olyan
diszjunkt, nemiires részhalmazat keressiik a csicsoknak, melyek unidja kiadja V(G)-t, és

A, B is baratsagos halmazok.

Ha a 1.1.1. Definici6ban szigori egyenlétlenség teljesiil, akkor v-t A-ra nézve erdsen
baratsagos csticsnak hivjuk. Ezt kovetve beszélhetiink erdsen baratsagos részhalmazrol,
illetve particiordl is.

Végiil pedig az egyszeriibb megfogalmazhatosag miatt bevezetjiik az alabbi fogalmat.

1.1.5. Definici6. Ha adott egy G = (V, E) graf, és létezik baratsagos particidja, akkor a

grafot baratsdgos grafnak nevezziik, illetve azt mondjuk, hogy particionalhato.

1.2. Grafok baratsagos particidinak problémakore

Ebben a részben [12] alapjan Osszegytjtjiik a baratsagos particiok témakoréhez kap-

csolodo valtozatokat, altalanositasokat.

BARATSAGOS PARTICIO (Satisfactory/friendly/internal partition)
Input: Egy G = (V, E) graf.
Kérdés: Létezik-e V-nek nemtrivialis (V1,V5) olyan felbontasa, hogy barmely v € V
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csucsra igaz, hogy ha v € V; (i = 1, 2), akkor dy,(v) > (d(;)}?

ERGSEN BARATSAGOS PARTICIO (Strongly satisfactory partition)

Input: Egy G = (V, E) graf.

Kérdés: Létezik-e V-nek nemtrividlis (V4,V3) olyan felbontésa, hogy barmely v € V
csucsra igaz, hogy ha v € V; (i = 1, 2), akkor dy,(v) > L@ﬁ

A problémanak létezik kiegyensiilyozott valtozata is, ahol a particionalhatosag mellett

megkoveteljiik, hogy a |Vi| = |V5] feltétel is teljesiiljon.

BARATSAGOS BIPARTICIO (Satisfying bisection, balanced satisfactory partition)
Input: Egy G = (V, E) graf, melynek paros sok cstcsa van.

Kérdés: Létezik-e V-nek nemtrivialis (V}, V2) olyan felbontésa, hogy |Vi| = |Va| és bar-
mely v € V csticsra igaz, hogy ha v € V; (i = 1,2), akkor dy; (v) > [@1?

Elsfordulhat, hogy egy adott grafnak nincs ,kiegyensilyozott” baratsagos particioja,
azaz baratsagos biparticioja. Ilyenkor azt a kiegyenstulyozott felbontését keressiik, amiben

a baratsigos csiicsok szama maximalis.

MAXIMALISAN BARATSAGOS BIPARTICIO (Max satisfying bisection)
Input: Egy G = (V, E) graf, melynek paros sok csticsa van.
Kérdés: Adjunk meg V-nek (Vi,V5) olyan nemtrivialis felbontasat, hogy |Vi| = |Va| és

maximalizilja a baratsagos csicsok szamat!

A baratsagos particioknak szamtalan valtozata ismert. Ezek koziil a legismertebbek

a baratsagtalan particiok, amikre természetesen megfogalmazhatnank a fenti problémaéakat.

BARATSAGTALAN PARTICIO (Co-satisfactroy, unfriendly, external partition)

Input: Egy G = (V, E) graf.

Kérdés: Létezik-e V-nek nemtrivialis (V;,V5) olyan felbontasa, hogy barmely v € V
csucsra igaz, hogy ha v € V; (i = 1, 2), akkor dy,(v) < L@J?

Megjegyeztiik, hogy mi els6sorban azzal az esettel fogunk foglalkozni, amikor a cstcso-

kat két particioba osztjuk, de mér a definici6 is sugallta, hogy lehet k& darabba is. Ekkor
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viszont definidlhatunk a k-particioknak tobb kiilonbo6z6 valtozatat is aszerint, hogy milyen

fokszamkritériumot irunk elg.

BARATSAGOS k-PARTICIO (Sum satisfactory k-partition)

Input: Egy G = (V, E) graf.

Kérdés: Létezik-e V-nek (Vi,..., V) olyan felbontasa, hogy V;-k nemiiresek és barmely
v € V csticsra igaz, hogy ha v € V; (i = 1, ..., k), akkor dy,(v) > (@Tf

ATLAGOSAN BARATSAGOS k-PARTICIO (Average satisfactory k-partition)

Input: Egy G = (V, E) graf.

Kérdés: Létezik V-nek (V1,..., V) olyan felbontasa, hogy V;-k nemiiresek és barmely
v € V csticsra igaz, hogy ha v € V; (i = 1, ..., k), akkor dy,(v) > (@W

MAXIMALISAN BARATSAGOS k-PARTICIO (Max satisfactory k-partition)

Input: Egy G = (V, E) graf.

Kérdés: Létezik-e V-nek (V4,..., V) olyan felbontasa, hogy V;-k nemiiresek és barmely
v € V csticsra igaz, hogy ha v € Vi (i = 1,..., k), akkor dy,(v) = max;<;<pdy, (v)?

Ahogyan a 2-particioknél, gy itt az altalanos esetben is van kiegyenstlyozott verzio.

KIEGYENSULYOZOTT BARATSAGOS k-PARTICIO  (Balanced sum  satisfactory
k-partition)

Input: Egy G = (V, E) graf.

Kérdés: Létezik-e V-nek (Vi,...,Vk) olyan felbontasa, hogy V;-k nemiiresek, |V;| =
Vil (1 < i < j < k) és barmely v € V csicsra igaz, hogy ha v € V(i = 1,...,k),
alckor dy; (v) > [927]7

KIEGYENSULYOZOTT ATLAGOSAN BARATSAGOS k-PARTICIO (Balanced average sa-
tisfactory k-partition)

Input: Egy G = (V, E) graf.

Kérdés: Létezik V-nek (V4, ..., V) olyan felbontésa, hogy V;-k nemiiresek, |V;| = |V;[(1 <
i < j < k) és barmely v € V csucsra igaz, hogy ha v € V;(i = 1,...,k), akkor
dy,(v) > [477

11



KIEGYENSULYOZOTT MAXIMALISAN BARATSAGOS k-PARTICIO (Balanced max sa-
tisfactory k-partition)

Input: Egy G = (V, E) graf.

Kérdés: Létezik-e V-nek (Vi,...,Vk) olyan felbontasa, hogy V;-k nemiiresek, |V;| =
V(1 < i < j < k) és barmely v € V cstcsra igaz, hogy ha v € V; (i = 1,.... k), ak-

kor d\/l(v) = maXlSjSdej (7))7

A particiok szamanak novelése mellett a particiokra kiilonb6z6 fokszamkorlatokat is

megfogalmazhatunk. Ezek a ¢g-baratsagos particiok.

1.2.1. Definicié. A G = (V,E) graf egy S C V részhalmazat p-baratsagosnak (p-
cohesive) nevezziik, ha Vv € S, dg(v) > p.

1.2.2. Definici6. V egy (A, B) particiojat g-baratsagosnak (g-internal) nevezziik vala-
milyen ¢ € (0,1) esetén, ha Yu € A, d4(u) > qdg(u) és Vv € B,dg(v) > (1 — q)da(v).

1.2.3. Megjegyzés. Tehat az %—baratségos particiot hivjuk egyszertien baratsagos par-
ticionak.

Még altalanosabb lehet, ha a csticsokra irunk el kiilonboz feltételeket. Ezek az (a, b)-
particiok.
1.2.4. Definicié. Ha adott egy G = (V, E) graf, a,b: V — N fiiggvények és V-nek egy
nemtrivialis (A, B) particidja az alabbi feltételekkel:

Vu € A da(u) > a(u) és Vv € B dg(v) > b(v),

akkor ezt (a,b)-particionak nevezziik.
(a, b)-PARTiICI0 (Decomposition, (a,b)-partition)

Input: Egy G = (V, E) graf és a,b: V — N fliggvények.
Keérdés: Létezik-e G-nek (a,b)-particioja?

El6fordulhat, hogy nincs sziikségiink egy baratsagos particiora, de mégis szeretnénk
mondani valamit a grafban 16v§ szovetségekrol (alliance), azaz olyan csoportokat akarunk
meghatarozni, akik ,szorosabban” kapcsolédnak egymashoz, mint a tébbiekhez. A grafok-
ban lévs szovetségekkel a 7. fejezetben fogunk b&vebben foglalkozni, itt 1ényegében csak

a definicidkat emlitjiik meg.
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1.2.5. Definici6. Ha adott egy G = (V, E) graf és egy nemiires S C V részhalmaz,
melyre teljesiil, hogy

ds(U) +1> dv\s(v) Yv e S,
akkor S-t védekezd szovetségnek (defensive alliance) nevezziik.

1.2.6. Definicié. Ha adott egy G = (V, F) graf és egy nemiires S C V részhalmaz,
melyre teljesiil, hogy

ds(v) > dy\s(v) Vv € S,
akkor S-t erdsen védekezd szovetségnek (strong defensive alliance) nevezziik.

1.2.7. Megjegyzés. Tehat egy erGsen védekezs szovetség a cstucsok egy baratsagos rész-

halmazat adja.

A védekez§ szovetségek mellett a matematikaban is el6fordulnak tgynevezett tamado
szovetségek. Itt nem az egymaés kozott 16v6 kapcesolatokbol kell viszonylag soknak lennie,
hanem az altaluk ismert, de t6liik kiilénboz6 csticsoknak kell | fiiggniiik” a halmaz pont-
jaitol, ahol a fiiggés nyilvan azt jelenti, hogy tobb a halmazba bevezet6 élek szama, mint

az adott csucs tovabbi kapcsolatai.

1.2.8. Megjegyzés. Egy G = (V, E) grafban egy nemiires S C V részhalmazbol elérhetd

csicsok halmazat 9(S)-sel jeloljiik, azaz
I(S)={veV\S: IseS, hogy (s,v) € E(G)}.

1.2.9. Definicié. Ha adott egy G = (V, E) graf és egy nemiires S C V részhalmaz,
melyre teljesiil, hogy

ds(U) > dv\s(v) +1 VYo e 8(5)7

akkor S-t tamadoé szévetségnek (offensive alliance) nevezziik.
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2. fejezet

Bonyolultsag

Most ismertetjiik a legfontosabb véltozatok bonyolultsagat, és bebizonyitjuk, hogy egy

tetsz6leges grafban vald baratsagos particio keresése N P-teljes probléma. A baratsagos

particiokra vonatkozo eredmények még 5,27, 28| cikkekben talalhatok meg, a fejezetben

felhasznalt technikakrol b6 attekintést [42] ad.

2.1.

Valtozatok bonyolultsaga

2.1.1. Tétel [7,9]. Az aldbbi problémdk N P-teljesek:

BARATSAGOS PARTICIO

BARATSAGOS BIPARTICIO

BARATSAGTALAN BIPARTICIO

BARATSAGOS k-PARTICIO (3 < k)

KIEGYENSULYOZOTT BARATSAGOS k-PARTICIO (3 < k)
ATLAGOSAN BARATSAGOS k-PARTICIO (3 < k)
KIEGYENSULYOZOTT ATLAGOSAN BARATSAGOS k-PARTICIO (3 < k)
MAXIMALISAN BARATSAGOS k-PARTICIO (3 < k)

KIEGYENSULYOZOTT MAXIMALISAN BARATSAGOS k-PARTICIO (3 < k)

2.1.2. Tétel [26]. Az aldabbi problémdk N P-teljesek:

BARATSAGOS PARTICIO keresése csticssilyozott merev kord (chordal) grdfokon.

BARATSAGOS PARTICIO keresése élsulyozott teljes pdros grdfokon.
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2.2. A BARATSAGOS PARTICIO N P-teljességének bizonyi-
tasa

Ebben a részben elGszor belatjuk, hogy a BARATSAGOS PARTICIO probléma és a
BARATSAGOS BIPARTICIO probléma polinomidlisan ekvivalensek. Kolcsonosen visszave-
zetjiilk a problémakat egymaésra, majd bizonyitjuk, hogy a BARATSAGOS BIPARTICIO
probléma N P-teljes, hiszen a KLIKK probléma egy specialis esete visszavezethetd ré,

amirél mar régota ismert, hogy eleme N PC-nek.

2.2.1. Tétel [9]. A BARATSAGOS PARTICIO probléma polinomidlis iddben visszavezet-
hetd a BARATSAGOS BIPARTICIO problémdra.

Bizonyitds [9] alapjdn. Legyen G graf a BARATSAGOS PARTICIO probléma egy tetszéleges
bemenete, melynek n cstcsa van wvy,...,v,. Ezen G segitségével gyartsuk le a
BARATSAGOS BIPARTICIO probléma egy olyan G’ bemenetét melyre teljesiil, hogy G-ben
pontosan akkor van baratsagos particio, ha G’-ben van baratsagos biparticio. Legyen G’
az a graf, mely G-bdél olyan modon keletkezik, hogy hozzaadunk n — 2 izolalt uq, ..., u, o
csucsot.

Elsszor tegyiik fel, hogy G’-ben van baratsidgos biparticio. Ekkor mindkét particio
tartalmaz legaldbb egy csticsot G-bdl, igy tehat G particionélhato.

Most a mésik iranyt nézziik. Ha G baratsagos és Vi, V5 egy baratsdgos particidja,
akkor V{,Vj baratsagos biparticio, ahol Vi = Vi U {uy,...,up_yy — 1} és V5 = Vo U
Up— |V - - - Up—2-

[]

2.2.2. Tétel [9]. A BARATSAGOS BIPARTICIO probléma polinomidlis idében visszavezet-
hetd a BARATSAGOS PARTICIO problémdra.

Bizonyitds [9] alapjin. Legyen G graf a BARATSAGOS BIPARTICIO probléma egy tetszo-
leges bemenete, melynek n csicsa van, ahol most n paros. Ezen G segitségével gyartsunk
le egy olyan G’ = (V'  E’) bemenetét a BARATSAGOS PARTICIO probléméanak, melyre
teljesiil, hogy G-ben pontosan akkor van baratsagos biparticié, ha G’-ben van baratsagos
particio.

G' graf G-bdl az alibbi médon keletkezik. Hozzdadunk két § méreti klikket: A =
{a1, ... an2} és B ={by,...,b,2}. Behtizunk G élei mellett minden élt V' és A, illetve V'
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és B csucsai kozott, tovabba minden a; € A cstcsot dsszekotiink minden b; € B cstcesal,
kivéve ha i = j.

Legyen (V1,V4) egy baratsagos biparticioja G-nek. Ekkor (V/, V) egy baratsagos par-
ticioja G'-nek, ahol V] = Vi U A és V] = Vo U B. A és B cstcsai nyilvan baratsagosak,
hiszen példaul ha v € A, akkor dy;(v) = |A| +§ — 1 = dy;(v), tovabba V' csticsai is azok,
mivel G-ben is azok voltak.

Legyen (V{, V) egy baratsagos particioja G'-nek, ahol V] = V; U Ay U By, Vi =
VoUAyUByésV; CV,A; CA B, C B,i=1,2.

2.2.3. Allitas. (Vi,Vh) bardtsdgos biparticidja G-nek.

Bizonyitds. Elészor megmutatjuk, hogy A; U By # 0 és Ay U By # (), tehat az egyik
particié sem tartalmazhatja A U B-t.

Az indirekt bizonyitashoz tegyiik fel, hogy V] = ViUAUB és V; = V,. Ekkor specidlisan
egy v € V; csticsra teljesiil, hogy dy, (v) > dy; (v)-+n, ami lehetetlen. Igy két eset lehetséges:

1. A és B kiilon particiéban vannak, azaz V] =V, U A és V] =V, U B.

2. A és B koziil legalabb az egyiket elvagja a particio.

Az 1. esetben ahhoz, hogy egy A-beli cstics baratsagos legyen § —14|Vi| < & —14|V3]
kell, egy B-belihez pedig § — 1+ |Vi| > § — 1+ [V4], azaz V1| = |V;| adddik. Tovabba
V1 UV, esticsai nyilvan baratsagosak, igy ez egy baratsagos biparticidja lesz G-nek.

A 2. esethez tegyiik fel, hogy A-t két nemiires részre vagja a particio, azaz ) # A; C A
és ) # Ay C A, tovabba By, By C B koziil lehet, hogy az egyik iires. Megmutatjuk, hogy
ha a; € Ay, akkor b; € Bs.

Tegyiik fel indirekt, hogy b; € B;. Mivel a; baratsagos, igy |As| +|Ba| + V2| < (JA1] —
D)+ (|By] — 1) + V|, azaz V3] < V],

Legyen a; € Ay. Ha b; € By, akkor |Ay|+ |B|+|Vi| < (|A2| —1)+(|Ba| —1) + |V3|. Ha
bj € By, akkor |A;|+ (|B1| — 1) + |Vi] < (|A2| — 1) + |Ba| + |V2|. Mindkettsbdl |Vy| > [V/]
kovetkezik, ami ellentmond az el6zének. Tehat |A;| = |Bs| és |As| = | By|, vagyis mindkét
klikket elviagja a particio.

A fokszamkritériumok a; € Ay és b; € By csuicsokra: [As| 4 (|Ba| — 1) + [Va| < (JAs| —
1)+ |By|+ Vi és (JA1] = 1) + | B1| + V1| < |A2| + (| B2| = 1) 4 |V2|. Ezekbdl adodik, hogy
[Av] + [Bi] + Vi = [Az] + [Ba| 4 |Va|. Mivel |A1| = [Ba| és [Az| = |Bi], igy [Vi| = [Val.
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Tovabba mivel v € V} UV, baratsagos G'-ben, igy |Ai| + |Bi| = |Az| + |By| = § miatt
v G-ben is baratsagos.
[

Ezzel a tételt belattuk.
O

Most, a polinomiélis ekvivalencia bizonyitasa utan megmutatjuk, hogy altalanossag-

ban a BARATSAGOS PARTICIO és a BARATSAGOS BIPARTICIO probléma N P-teljes.

KLIKK
Input: Egy G = (V, E) nem teljes graf és egy pozitiv egész k < |V(G)].
Kérdés: Létezik-e G-ben legalabb k méreti klikk?

2.2.4. Megjegyzés. Most k = [@1 esetet fogjuk felhasznalni.

2.2.5. Tétel [9]. A BARATSAGOS PARTICIO és a BARATSAGOS BIPARTICIO probléma
N P-teljes.

Bizonyitds [9] alapjin. Megmutatjuk, hogy a KLIKK probléma polinom idében vissza-
vezethet6 a BARATSAGOS BIPARTICIO problémara, amibdl rogton kovetkezik, hogy a
BARATSAGOS BIPARTICIO és a BARATSAGOS PARTICIO problémék N P-teljesek, hiszen
[42] miatt KLIKK € NPC, és BARATSAGOS BIPARTICIO, BARATSAGOS PARTICIO € NP
trivialis.

Legyen G graf a KLIKK probléma egy tetszGleges bemenete, melynek n csicsa és m

éle van. Feltehetd, hogy n paros, hiszen egy 1j izolalt cstics hozzavételével a klikk keresése

n(n—1)
2

jelolje ney, ..., ne,. Ezen G segitségével gyartsuk le egy olyan G” = (V" E”) bemenetét a

ugyanolyan nehéz. Jelolje p a G-beli nemélek szamat, azaz p = — m és a neméleket
BARATSAGOS BIPARTICIO problémanak, melyre teljesiil, hogy G-ben pontosan akkor van
legaldbb 4 mérett klikk, ha G"-ben van baratsagos biparticio.

Legyen V/ =V U V' U F U F U T U T, ahol V' = {v],... 0.}, F =
Uroeeosfopinhs F'= {fleeo fpiids T = {teeotyyir by T = {fhee thy i} Fés T
két 2p + 1 meéreti klikk, V' fesziti E éleit, tovabba E”-ben T és V kozott minden élt
behtzunk, F' és V kozott csak azokat az éleket nem, akik (fo,v;) vagy (fat1,v;) alaki-

ak, ahol ne; = (v;,v;) nemél G-ben minden [ = 1,..., p-re. Végiil vegyiik be E”-be az
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(fi, fi), (i, t;) éleket minden i € {1,...,2p+1}-re és a (v}, v;) élt minden j € {1,... n}-re.

El6szor tegyiik fel, hogy G-ben van egy 4§ méretd C' klikk. Megmutatjuk, hogy ekkor
(V" VJ') G'-ben baratsagos biparticio, ahol V' = FUF'UCUC", V)’ =TUT'UCUC' a
C" = {v]:v; € C} jeldléssel. V' F, F', T, T" baratsagossaga trivialis. Kell még, hogy C' és
C is azok. C baratsagossagahoz elég azt latni, hogy ha egy v € C-bél nem megy valamely
F-belihez él, akkor az ennek megfelels nemél C-ben van. Igy dyr(v) =2p+1—(n—1-
de(v)) + (5 —1)+1=2p+1+de(v) = dyy(v), tehit C baratsagos.

Hasonlo igaz egy v € C csiics esetén is: dyy (v) = 2p+1—(n—1—dg(v)—dc(v))+dc(v) =
2p + 2+ de(v) — (n = 2de(v)) < 2p+ 2+ da(v) = dyy(v), tehat C' baratsagos.

Most tegyiik fel, hogy létezik G”-ben egy (V/',Vy') baratsagos biparticio. Belatjuk,
hogy ilyenkor létezik egy C' 5 méreti klikk is. Nyilvanvalo, hogy f; és fi, t; és t; illetve v;

¢és v; barmely baratsagos particioban azonos halmazban vannak.

2.2.6. Allitas. T-t és F-et nem vdghatja szét a particid.

Bizonyitds. Az indirekt bizonyitashoz tegyiik fel elgszor, hogy T-t (T}, Ts) részekre vagja,
ahol Ty C V" és Ty, C V. Tovabba V-t a particio (Vi, Vs) részekre vagja, ahol Vi C V/,
Vo C V' és Vi-k kozill az egyik akar iireshalmaz is lehet. Ekkor egy Tj-beli csucsra a
baratsagossag feltétele: |Ti 1|4 |Viy1| < |T5|+|Vi|, amibél |11 |+|Vi| = T3] +| V2| kovetkezik.
De tudjuk, hogy |T1| + [Vi| + |T2| + [V2| = n + 2p + 1, amely paratlansiaga okozza az
ellentmondast.

Most tegyiik fel, hogy F-et (F, Fy) részekre vagja, ahol Fy C V" és F, C V;'. Tovabba
V-t a particio (Vi, V,) részekre vagja, ahol Vi C V", Vo C V3’ és Vi-k koziil az egyik akar
tireshalmaz is lehet. Mivel (V}", V') biparticio, igy |Fi|+|Vi| = |Fs|+|T"|+|V2|. Tekintsiink

egy v € F, csticsot. 3 eset lehetséges:

e Ha v = fi, akkor |Vi| + |Fi| < |Va| + | F| kell, ami ellentmond a fentinek.
e Ha v nem kapcsolodik Va-beli csicshoz, akkor |Vi|+|Fi| < (|Va] — 1) 4 | F3| kell, ami

ellentmond a fentinek.

e Ha v nem kapcsolodik Vi-beli csiicshoz, akkor (|[Vi|— 1)+ |Fi| < [Va|+ | F3| kell, ami
ellentmond a fentinek 3 < |T'| miatt.
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Tehat belattuk, hogy az esetek mindegyike ellentmondéashoz vezet.

2.2.7. Allitas. T és I nem lehet ugyanazon particiéban.

Bizonyitds. Az indirekt bizonyitashoz tegyiik fel elGszor, hogy V! = V; U V] és V) =
VLUVZUFUF UTUT'. Mivel (V{,V}') biparticio, igy 2|Vi| = 2|F| + 2|T| + 2|V4|, azaz
[Vi| — |Va] = 2(2p + 1), holott barmely T-beli cstcsra kell, hogy |Vi| <2p+ 1+ |Vs|. O

Tehét feltehets, hogy (V/", Vy') V-t tigy vagja szét (Vi, Va)-re, hogy V" = FUF'UV,UV/
s Vy =TUT UV, UVy.
2.2.8. Allitas. V; egy 5 méretd klikk.

Bizonyitds. Egy v € Vi csticsra dyv(v) = 2p+ 1 — (n — 1 — dy, (v) — dy,(v)) + dy; (v) + 1,
tovabba dyy (v) = 2p+ 1+ dy,(v). Mivel v baratsagos G”-ben, igy dyy (v) < dyr(v), tehat
5 —1<dy,(v), azaz V| egy 5 méreti klikk. O

Ezzel a tételt belattuk. O
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3. fejezet

Elégséges feltételek

Ebben a fejezetben bemutatjuk, hogy milyen elégséges feltételek ismertek baratsagos
particiok létezésére. Néhany trivialis feltétel utan kozliink néhény érdekes eredményt, me-
lyek szerint sem a baratsdgos halmaznak, sem a baratsagos grafnak nincs tiltott részgraf
karakterizacioja. (Kiilon fejezetben foglalkozunk a szakirodalomban leggazdagabb regulé-

ris grafokkal.)

3.1. Néhany egyszerii feltétel

Az elsé elégséges feltétel azt mondja, hogy ha a grafban talalunk két, diszjunkt barét-
sdgos halmazt, akkor egy ligyes modszer segitségével ezeket kib&vithetjiik az egész grafot

,lefedd” baratsagos particiova.

3.1.1. Allitas. Egy grdfnak pontosan akkor létezik bardtsdgos particidja, ha tartalmaz

két, eqymdstol diszjunkt bardtsdigos részhalmaczt.

Bizonyitds. A nem trividlis irdnynéal tegyiik fel, hogy létezik a grafnak V) és Vs egyméstol
diszjunkt, baratsagos részhalmazai. Ha V; UV, = V', akkor készen vagyunk. Kiilénben ha
egy v € V'\ (V1UV,) csticsra teljesiil, hogy i = 1 vagy 2-re dy,(v) > dy\v, (v), akkor tegyiik
be v-t a V; halmazba. Ha mar nincs t6bb ilyen csics, akkor Vo € V' \ (V4 U V3) cstcsra
teljesiil, hogy dy, (v) < dy\1; (v) és dy,(v) < dy\v,(v). Helyezziik be V'\ (V3 U Va) elemeit
az egyik halmazba. Ekkor G-nek (V1,V5) egy baréatsigos particioja lesz. O
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Egy S C F élhalmazt elvagd élhalmaznak neveziink, ha az S-beli élek torlésével ng
a graf komponenseinek a szama. Ha S-nek nincs valodi, elvagd részhalmaza, akkor S-t
vagasnak nevezziik. Ha a csticsoknak van egy Vi, Vs particidja, és egy olyan S elvagd
élhalmaz, hogy minden S-beli él egyik végpontja Vi-ben, a méasik pedig Vo-ben van, akkor
ezt S = (V1, Va) jeloli. Egy Osszefiiggs G graf esetén kritikus vagasnak (critical cutset)
neveziink egy S = (V4,V5) halmazt, ha vagas, |V;| > 1, ahol i € {1,2}, és egy csiics az

egyik részhalmazbol a masikba torténd atmozgatasaval nem csokkenthetd S mérete.

3.1.2. Allitas [51]. Egy dsszefiiggd grifnak pontosan akkor létezik bardtsagos particidja,

ha van kritikus vdgdsa.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a grafnak létezik Vi, V, baratsagos particioja. Ekkor legyen
S := (W1, V3). Erre teljesiil, hogy S vagas, |V;| > 1, és egy cstics atmozgatasaval S mérete
nem csokkenthetd, ugyanis egy cstucsnak legfeljebb annyi szomszédja van a masik hal-
mazban, mint a sajatjaban, igy atvitel esetén nem csokkenne a két particio kozotti élek
szama.

Most tegyiik fel, hogy S a grafnak egy kritikus vagasa. Igy atmozgatassal nem csok-

kenthets S elemszama, azaz i = 1,2 esetén barmely v € V; cstcsra dy, (v) £ dy,,, (v). Ez

<, .

]

A kovetkezo allitas azt mondja ki, hogy ha taldlunk egy olyan parositast a grafban,
mely egyben vagas is, akkor az ebbdl természetese moédon adodo két particié baratsagos
particio is lesz. A fliggetlen vagasok (matching cutset) késébb is els fognak fordulni, illetve

a 7. fejezetben majd b6vebben foglalkozunk veliik.

3.1.3. Allitas. Ha egy grdfban van figgetlen élekbél dllé vdgds, amely nem tartalmaz

logo €lt, akkor a grdfnak létezik bardtsdgos particidja.

Bizonyitds. A vagast alkoto élek végpontjainak a foka legalabb 2, és az élek fiiggetlensé-
ge miatt minden ilyen csiicsnak létezik szomszédja azon csticshalmazban, mely a vagast
koévetGen Osszefiiggdségi komponenst alkot.

O

A kovetkezd két eredmény azt mutatja, hogy ha a graf él-, illetve pontosszefiigg@ségi

szama elég kicsi, akkor biztosan talalunk baritsagos particiot.
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3.1.4. Megjegyzés. Jelolje x(G) a G graf pontosszefiiggdségi szamat, A(G) pedig az él-

OsszefiiggBségi szamat, tovabba 0(G) a minimalis fokszamot G-ben.

3.1.5. Allitas [51]. Ha egy G grdf esetén N(G) < 6(G), akkor létezik G-nek bardtsdgos

particidja.

Bizonyitds. A M\(G)-t ado élek halmaza legyen S. Lassuk be, hogy S kritikus vagasa G-nek,
ugyanis ekkor a 3.1.2. Allitas alapjan készen lennénk. De S nyilvan vagas, a mérete nem
csOkkenthetd, hiszen akkor A(G) is kisebb lenne, tovabba |V;| > 1, ugyanis A\(G) < §(G).

O

3.1.6. Allitas [51]. Ha egy G grdf esetén x(G) < NG gkkor létezik G-nek bardtsdgos
particidja.

Bizonyitds. A k(G)-t add csucsok halmaza legyen S, illetve jelolje V; és V5 az S halmaz
elhagyasa utan keletkezends két komponenst. Mivel x(G) < %G), igy barmely V;-beli
csucsra teljesiil, hogy az 6t tartalmaz6 halmazra nézve baratsagos. Ekkor Vi és V; két,
diszjunkt baratsigos részhalmaza V(G)-nek. Igy pedig a 3.1.1. Allitas alapjan készen

vagyunk. O]

3.2. Tiltott részgraf karakterizaciok

Most bevezetjiik a tiltott részgraf karakterizacié nem létezésének bizonyitasdhoz sziik-
séges definiciokat, illetve kozliink egy felsé becslést a legkisebb baratsdgos halmaz elem-

szamara.

3.2.1. Definicié. Ha adott egy G = (V, E) graf, egy nemiires A C V baratsagos részhal-
maz és A-nak nincs valodi baratsagos részhalmaza, akkor az A részhalmazt minimalisan

baratsagosnak nevezziik.

[6]-ban a kovetkezs allitasnal erGsebbet latnak be, de nekiink most ennyi is elég.

3.2.2. Allitas [6]. Ha G = (V, E) grdfnak létezik egy nemiires A C V bardtsdgos részhal-

maza, akkor polinom iddben megadhato a grafban eqy minimdlisan bardtsdgos részhalmaz.
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3.2.3. Definici6. Ha adott egy G = (V, E) graf, egy nemiires A C V baratsagos részhal-
maz és Vv € V(G) cstcsra az A\ {v} nem baratsagos, akkor az A részhalmazt lokalisan

minimalisan baratsigosnak nevezziik.

3.2.4. Definicié. Ha adott egy G = (V, E) graf, egy nemiires A C V baratsagos rész-
halmaz és Vv ¢ A csucsra az AU {v} nem baratsagos, akkor az A részhalmazt lokalisan

maximalisan baratsagosnak nevezziik.

A lokalisan maximalisan baratsagos halmaz segitségével megadhato egy egyszeri sziik-

séges feltétel a baratsagos particio létezésére.

3.2.5. Megjegyzés. Ha adott egy G = (V, E) graf, egy nemiires A C V lokalisan maxi-

malisan baratsagos részhalmaz és |A| < |[V(G)|, akkor G particionalhato.

3.2.6. Definici6é. Ha adott egy G = (V, E) graf, egy nemiires A C V' miniméalisan barat-
sdgos részhalmaz és nincs nala kisebb csticsszami minimdlisan baratsagos részhalmaz a

grafban, akkor az A részhalmazt a legkisebb baratsagos halmaznak nevezziik.

Az ilyen részhalmaz méretére megfogalmazhato egy trivialis fels§ becslés.

3.2.7. Allitas [51]. Ha adott eqy G = (V, E) grdf, egy nemiires A C V legkisebb bard-

sagos részhalmaz, akkor |A| < |V(G)| — LQG).

De felirhaté egy masik Osszefiiggés is.

3.2.8. Allitas [51]. Ha adott eqy G = (V, E) grdf, egy nemiires A CV legkisebb bardt-

sdgos részhalmaz, akkor |A| < @ + 1.

Bizonyitds [51] alapjdn. Az indirekt bizonyitashoz tegyiik fel, hogy |A| > @ + 1. Ve-
zessiik be a B = V(G) \ A jelolést. Ha 3T C B és Jv € A, hogy T vagy T U {v}
baratsagos halmaz, akkor |T'| +1 < (@} — 1 < |A|, ami ellentmond annak, hogy A
legkisebb baratsagos halmaz volt. Igy létezik V(G)-nek olyan (V, V5) particioja (példaul
(A\ {v}, BU{v})), hogy VP, C V; nem baratsagos és VP, C V5 nem baratsagos. Ezen
particiok koziil valasszuk azt, ahol a V; és V, kozott futo élek szama a legkevesebb, és
jelolje ezen élek halmazat S.

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy |Vi| > (@W Mivel V; nem ba-
ratsagos, igy Jv € V) csics, melyre dy, (v) < dy,(v) teljesiil. Most tekintsiik a (V] \
{v}, Vo U{v}) particiot. Legyen S” a Vi \ {v} és Vo U {v} kézott futo élek halmaza. Ekkor
|S'| = |S| — dv,(v) + dy, (v) < |S|. Tehat nem lehetséges, hogy Vi \ {v} és Vo U {v} sem
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baratsagos, vagy nem tartalmaz baratsagos részhalmazt. Mivel V; \ {v} nem baratsagos,
igy vagy Vo U {v} baratsigos halmaz, vagy tartalmaz baratsagos részhalmazt.

Ekkor viszont |Va U {v}| < @ + 1 < |A|, ami ellentmond annak, hogy A legkisebb
baratsagos halmaz volt. O

Most belatjuk, hogy nincs olyan részgraf, ami ne lehetne egy specidlisan megkonstrualt

grafban baratsigos halmaz.

3.2.9. Lemma [51]|. A bardtsigos halmaznak nincs tiltott részgrif karakterizacidja.

Bizonyitds [51] alapjdn. Az indirekt bizonyitashoz tegyiik fel, hogy a G = (V, E) graf a
baratsagos halmazoknak egy tiltott feszitett részgrafja.

Konstrualjuk meg a G' = (V' E’) grafot az alabbi modon:

o V=V UX,ahol X ={zy,29,...,Zm,Y1,Y2,...,Yn} fliggetlen csicsok halmaza.

e F'=FEUY, ahol Y = {ay,as,...,am,b1,ba, ..., by} olyanok, hogy ha e; € E és s

és t kozott vezet, akkor a; él s és x;, b; él t és y; kozott.

Ekkor minden v € V/(G) csticsra dy (v) = dyny(v) a konstrukeié miatt, tovabba V'
baratsédgos halmaza G'-nek. Ez pedig ellentmond az indirekt feltevésnek, igy az éallitést
belattuk.

O

3.2.10. Allitas [51]. A bardtsdgos grafoknak nincs tiltott részgraf karakterizdcidjuk.

Bizonyitds [51] alapjdn. Az indirekt bizonyitashoz tegyiik fel, hogy a G = (V, E) graf egy
tiltott részgraf, azaz nem lehet egy baratsagos graf feszitett részgrafja. A 3.2.9. Lemma
konstrukciéja alapjan épitsiik fel a G’ = (V’, E') grafot. Igy V baratsagos halmaz lesz
G'-ben.

Huzzunk be egy élt z1,xo € V' \ V csticsok kozé. Mivel eddig elséfoku cstucsok voltak,
igy most {x, 25} baratsdgos halmaz.

Ekkor tehat V' és {xq,x2} baratsidgosak, és igy a 3.1.1. Lemma miatt G’ baratsagos.
Ez pedig ellentmond az indirekt feltevésnek, igy az allitast belattuk.

O

3.2.11. Allitas [51]. A bardtsdgos particid-mentes grafoknak nincs tiltott részgraf karak-

terizaciojuk.
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Bizonyitds [51] alapjdn. Az indirekt bizonyitashoz tegyiik fel, hogy a G = (V, E) graf egy
tiltott részgraf, azaz nem lehet egy baratsagos particio-mentes graf feszitett részgrafja.

Legyen G' = GV K, .1, ahol Gy V Gy = (V(G) UV(Gs), E(Gy) U E(Gy) U {(z,y) :
r € V(Gy),y € V(G2)}). Ekkor G’ baratsagos, mivel G a G’ graf egy feszitett részgrafja.
Legyen (A, B) G’ baratsagos particidja. Legyen v € V(K,41), feltehets, hogy v € A.
Mivel d(v) = 2n, igy |A| > 22 +1=n+1.Igy |B| < nés fv € K,41 : v € B, tehat
V(Kpy1) C A

Mivel minden u € V(G) cstcsra V(K11 C N(u)), igy ha v € B, akkor da(u) >
n+1>n—1> dg(u). Ezért tehat B-nek iireshalmaznak kell lennie, ami ellentmond (A, B)
baratsagos particio mivoltanak, igy pedig G’ baratsagos particio-mentessége kovetkezik.

O
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4. fejezet
Regularis grafok baratsagos particioi

Ebben a fejezetben attekintjiik, hogy mit tudunk a regularis grafok particionalhatosa-
garol. Ezen grafosztalyra ismert a legtobb elégséges feltétel, de még itt is rengeteg nyitott
kérdés van. Erdekes tény, hogy jelenleg csak d = 2,3, 4, 6-ra ismert, hogy véges sok ki-
vételtdl eltekintve biztosan létezik baratsagos particiojuk. |3]-ban fogalmaztik meg azt a
sejtést, miszerint minden péaros d esetén minden d-regularis graf baratsagos, amennyiben
tobb, mint 2d csucsa van. Ezt [39]-ben aszimptotikusan majdnem minden 2k-regulris
grafra belattak.

A kis esetek utan attekintjiik a komplementer grafra vonatkozo tételeket, majd meg-

vizsgaljuk az altalanos esetet.

4.1. Kis esetek

A d =1 eset trividlis, a d = 2, 3,4 még konnyen lathato, de a 6-regularis grafokra

torténd bizonyitas tobb el6késziiletet igényel, és joval bonyolultabb is.

4.1.1. Tétel. Ha eqy grdf 2-requldris és nem Kz, akkor létezik bardtsdagos particidja.

Bizonyitds. Mivel a graf 6sszefliggd és 2-regularis, igy nyilvan egy kor. Tovabba mivel nem
K3, ezért legalabb 4 cstuicsa van. Ekkor bontsuk a kor mentén két részre tigy a grafot, hogy
mindkét halmazba legalabb 2 cstics keriiljon. Igy minden cstcsra teljesiil, hogy legalabb az

egyik szomszédja a sajat particiojaban van. Tehat egy baratsdgos particiot kaptunk. [

A kovetkezo tétel ezen alakjaban elszor [51]-ben jelent meg, de [9]-ben egy egyszertibb
bizonyitas is fellelhets. Azonban t6bb, mint 10 évvel korabban |44]-ben belattak, hogy egy
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olyan 3-reguléris graf, ami nem K, vagy K33 mindig tartalmaz fiiggetlen vagast, amibdl
pedig kovetkezik, hogy a grafnak létezik baratsagos particidja. Az alabbiakban viszont

egy mindharomtol kiilonb6z§ bizonyitast kozliink.

4.1.2. Tétel |44,51|. Ha egy grdf 3-reguldris és nem K, vagy Ks3, akkor létezik bardt-

sdgos particidja.

Bizonyitds. Feltehets, hogy a G = (V, E) graf 3-élosszefiiggd, hiszen kiilonben a 3.1.5.
Allitas miatt nyilvan baratsagos. gy 2-l6sszefiiggs is, tehat a Petersen-tétel [45] alapjan
van a grafban teljes péarositas. Ha elhagyjuk a teljes parositast add éleket, akkor egy
2-regularis grafot kapunk, tehat vagy egy Hamilton-kért, vagy kérck diszjunkt uniodjat.

Ha van legalabb két komponensiink, akkor ezek az eredeti G graf egy baratsagos rész-
halmazai. Igy a 3.1.1. Allitas miatt készen vagyunk.

Ha egy koriink van, akkor tekintsiink két szomszédos uy,v; € V(G) csicsot a koron.
Ha az eredeti grafban bel6liik kimend harmadik élek nem metszik egymast, akkor megha-
taroznak két pontdiszjunkt kort, igy a fentiek miatt van a grafnak baratsagos particioja.
Ha metszik, akkor legyenek wu, illetve v; ezen szomszédai us és vy. Tegyiik fel, hogy 6k nem
szomszédosak, azaz létezik w € V(G), hogy a korén a w pont us és ve kozott helyezkedik
el. Ekkor tekintsiik a w-bdél kimend utolso élt. Ha ennek a méasik végpontja a kdrén vy és
uo kozOtt, vagy uy és vy kozott van, akkor két diszjunkt kort kapunk. Tehét csak vy és uo
k6zott lehet, de ekkor megint konnyen talalhatunk két diszjunkt kort.

Tgy tehat azt kaptuk, hogy v és us szomszédos csticsok. De ekkor a fenti megfontolasok
figyelembevételével adodik, hogy ha vi-nek nem wus, a szomszédja a korén, hanem wy,
akkor wy szomszédjanak u; és vy kozott kell elhelyezkednie a koron. Es igy tovabb a tobbi
csucsra. De |V(G)| > 8 esetén mar konnyen lathato, hogy van két diszjunkt kor a grafban,
kiilonben |V (G)| = 4 esetén a graf Ky, |V(G)| = 6 esetén pedig K 3.

O

4.1.3. Tétel [51]. Ha egy grdf 4-regquldris és nem Ks, akkor létezik bardtsdgos particidja.

Bizonyitds [9] alapjin. Legyen G egy olyan 4-regularis graf, ami nem Kj. Feltehetd rola,
hogy 0Osszefiiggs, kiilénben trividlis médon adédna, hogy G baratsagos.

Tegyiik fel, hogy G-ben létezik egy C' haromszog a vy, ve, v3 csticsokkal. Ha minden
V(G) \ V(C) csicsnak legfeljebb két szomszédja illeszkedik C-re, akkor G baratsigos,
hiszen V; = V(C) és Vo, = V(G)\V(C') halmazok baratsagos particiot alkotnak. Kiilonben
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legyen v, az a csics, amely szomszédja minden C-beli cstucsnak. Ha minden mas csticsnak
legfeljebb két szomszédja van ezen négy cstucs koziil, akkor az el6bbiekhez hasonléan V; =
{v1,v9,v3,v4} s V' \ Vi baratsagos particiojat alkotjak G-nek. Kiilonben mivel G # K,
létezik egy vs cstics, amelynek pontosan harom szomszédja van vy, vy, v3, v4 koziil. Ekkor
Vi = {v1,v9,v3, 04,05} és Vo =V \ Vi # () baratsagos particiot alkotnak.

Most tegyiik fel, hogy G haromszogmentes, és legyen G legrévidebb kore C'. Mivel C
hossza k > 4, nincs harom olyan csics C-n, akiknek kozos szomszédja lenne C-n kiviil,
kiilonben létezne egy legfeljebb |k/3] + 2 hosszi kor, ami k > 4 esetén révidebb, mint C.
Igy Vi = V(C) és Vo = V' \ V] egy baratsigos particio.

O

Habar nem tudjuk, hogy az 5-regularis grafok véges sok kivételtdl eltekintve barat-

sagosak-e, érdekes modon 6-regulérisokra igaz az allitas.

4.1.4. Tétel [3|. Ha egy grdf 6-requldris és legaldbb 14 csicsa van, akkor létezik bardt-

sdgos particidja.

A tétel bizonyitasdhoz sziikségiink lesz néhany ujabb fogalomra és egy segédallitasra.

EmlékeztetGiil kozoljiik a p-baratsagos részhalmaz és a ¢g-baratsagos particié fogalmat.

A G = (V,E) graf egy S C V részhalmazat p-baratsagosnak nevezziik, ha barmely
v € S csucsra dg(v) > p. llletve p-morzsoltnak (p-crumble) nevezziik, ha nincs p-
baratsagos részhalmaza.

Vu € A,da(u) > qda(u) és Vv € B,dp(v) > (1 —q)dg(v). Tehat az 3-baratségos particiot
hivjuk egyszertien baratsagos particionak.

Egy (A, B) g-baratsagos particiot egzaktnak neveziink, ha |A| = g¢n, és kozel-
egzaktnak, ha ||A|—gn| < 1, ahol n természetesen a graf csicsainak a szamat jeloli. ¢ = %
esetén az egzakt particiot biparticionak, a kozel-egzakt particiot kozel-biparticionak
nevezziik.

Tovabba jeldlje a G = (V, E) gratban az (A, B) particio altal indukalt vagast F(A, B),
tehat E(A, B) = {(u,v) € E(G),u € A,v € B}.

4.1.5. Lemma [3|. Legyen eqy G = (V, E) grdfban birmely 0 < k < |V| szamra az (A, B)
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particio a csucsoknak egy olyan felbontdsa, hogy E(A, B) minimdlis az dsszes |A| = k vagy

|B| = k tipusi particid kézil. Ekkor teljesiil az aldbbiak kézil az egyik:

1. Al-bardtsdgos és B m-bardtsigos valamilyen pozitiv, egész |, m-re, ahol l+m = 6(G),
vagy:
2. (a) Al-bardtsigos és B m-bardtsdgos valamilyen pozitiv, egész [, m-re, ahol l+m =
I(G) —1,
(b) azok az uw € A csicsok, akikre ds(u) = 1| és azok a v € B csicsok, akikre
dp(v) = m egytittesen eqy teljes pdros grdfot tartalmaznak részgrifként,
(¢c) minden uw € A csicsra, akire da(u) = 1, a B U {u} egy (m + 1)-bardtsdgos
halmaz. Es hasonldan, Yv € B csicsra, akire dp(v) = m, az AU {v} egy
(I + 1)-bardtsdgos halmaz.

Bizonyitdas [3] alapjdin. Legyen u € A és v € B. Ha (u,v) ¢ E(G), akkor
[E((AN {u}) U{o}), (B\ {v}) U{u}))| =
= da(u) — dp(u) + dp(v) — da(v) <
< 2[da(u) + dp(v) — 6(G)]
Ha (u,v) € E(G), akkor
[E((AN\ {u}) U {v}), (B\{v}) U {u}))]
= da(u) —dp(u) + (dp(v) +1) = (da(v) = 1) <
< 2[da(u) + dp(v) — (6(G) — 1)]

Mivel E(A, B) minimalis, igy tehat két kiilonb6zé halmazba tartozoé w és v csucsok

befokainak Gsszege legalabb §(G)—1, ha u és v szomszédok, kiilonben ez az 6sszeg legalabb
d(G). Most tegyiik fel, hogy u és v minimalis befokuak, és legyen példaul d4(x) = .

Ekkor ha (u,v) ¢ E(G), akkor kovetkezik (1), hiszen dg(v) > 6(G) — I a korabbi
szamolas miatt. Igy m := 6(G) — | valasztassal B m-baratsagos, ugyanis dg(v) > m,
mivel v minimalis volt.

Ha pedig (u,v) € E(G), akkor (2a) kovetkezik, hiszen akkor a korabbi szamolas miatt
dp(v) > 6(G)—1—1.Igy ham := d—1—1, akkor B m-baratsigos az elézekhez hasonléan.

A (2b) abbdl adédik, hogy barmely w és v minimalis befoku cstcsokra teljesiil, hogy
vagy nem fut koztiik él, és akkor az (1)-es eset all fenn, vagy fut, és ekkor pedig valoban

egy teljes paros részgrafot kapunk.
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Végiil (2¢)-t az alabbi vizsgalodasbol kapjuk. (2b) miatt az athelyezendd u cstics min-
den B-ben minimalis befokd cstccesal 0ssze van kotve, igy ha athelyezziik B-be, akkor
ezek befoka 1-gyel n6. A tobbi B-beli csiics befoka eddig is legalabb m + 1 volt, illetve
mivel az athelyezett u csiics A-ban minimalis befoku volt, azaz da(v) = [, és (2a) miatt
m+1+1=9(G), igy §(G) < d(u) = da(u) + dp(u) alapjan adodik, hogy m+1 < dp(u).

0

4.1.6. Kovetkezmény [3|. Minden n csicsi d-reguldris grifnak van egy legaldbb [% ]

csiest [g}-bardtsdgos részhalmaza, ha d pdros, és egy legaldbb 5 +1 csicsi, ha d pdratlan.

« .0,

amely minimalizalja |E(A, B)|-t. Ha d péaros, akkor A és B koziil legaldbb az egyik 2-
baratsagos. Ha d paratlan és sem A, sem B nem [2]-barétségos, akkor a 4.1.5. Lemma (2a)
része miatt mindkettd | 2|-baratsagos, és a (2c) rész miatt mindkettd [4]-baratsagossd
tehetd egy masik halmazbeli csics hozzavételével.

O

Most mar teljesen felkésziiltiink arra, hogy bebizonyitsuk a 4.1.4. Tételt, miszerint ha

egy graf 6-regularis és legalabb 14 csicsa van, akkor particionalhato.

4.1.4. Tétel bizonyitdsa [3] alapjdn. Az indirekt bizonyitashoz tegyiik fel, hogy a G =
(V, E) n cstcsu d-regularis grafnak nincs baratsagos particioja. Legyen (A, B) olyan kozel-
biparticié, amely minimalizalja |E(A, B)|-t. Ekkor a 4.1.5. Lemma miatt A vagy B 3-
baratsagos. Tegyiik fel, hogy A 3-bardtsagos, és B nem az.

Azokat a v € B cstcsokat, melyekre ds(v) > 3 helyezziik at B-bsl A-ba. Ha A 3-
baratsagos, akkor A U {v} is 3-baratsagos lesz. Tovabba tudjuk, hogy ha B 3-morzsolt,
akkor B\ {v} is az. B valoban 3-morzsolt, hiszen feltettiik, hogy G nem particionalhato,
igy a fenti eljarasnak trivialis particioval kell végzédnie, azaz oda kell jutnunk, hogy
B = (. Egy v csiics A-bol B-be torténd atmozgatasakor |FE (A, B)| értékét csokkentjiik,
méghozza legalabb | — d4(v) + dp(v)| = | — da(v) + (d(v) — da(v))| = |2da(v) — 6] > 2
mértékben. Tehat egészen addig, mig |B| = 1 nem lesz, minden lépésben legalabb 2-vel
csOkkentjiik a vagas méretét. Tehat az utolsod elGtti cstics athelyezésénél legalabb 4-gyel,
majd az utolsonal legalabb 6-tal csokken a |E(A, B)| értéke, s végiil |E(A, B)| = 0 lesz.
Ennek segitségével alulrol tudjuk becsiilni a kezdeti vagas értékét: |E(A, B)| > 2|B| + 6.
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Mivel A 3-baratsigos és B 2-baratsagos, a 4.1.5. Lemma miatt azok az A-beli csicsok,
amelyekbdl 3 él megy at, és azok a B-beli cstucsok, amelyekb6l 4 él megy at a masik
csticshalmazba, egyiitt egy teljes paros részgrafot alkotnak. Igy Vu € A esetén dp(u) <2,
kivéve legfeljebb 4 darab 3 kifoku csticsot, akik azokkal a B-beli csticsokkal szomszédosak,
akiknek a kifoka legfeljebb 4. (Az az eset nem allhat fenn, hogy B-ben nincs olyan, akibél
4 ¢l menne 4t A-ba, mert akkor vagy lenne olyan, akibdl 5 él megy at, de ez ellentmond
B 2-baratsagossaganak, vagy mindenkibdl 3 é1 menne at, de ekkor B 3-baratsagos lenne.)
Igy tehat feliilrsl is meg tudjuk becsiilni a vagas értékét: |E(A, B)| < 2|A| + 4.

A kettd becslést egybevetve adodik, hogy 2|B| + 6 < |E(A, B)| < 2|A| + 4. Ebbdl
azt kapjuk, hogy |B| + 1 < |A|, azaz |B| + 1 = |A|. Vagyis n paratlan és B 3-morzsolt,
pontosan 4 csics van A-ban, akinek a kifoka 3, és minden lépésben (kivéve az utolsd
kett6t) |E(A, B)| pontosan kettGvel csokkent. Ha n > 9, akkor |B| > 4, igy az els6 két
mozgatasnal a csucsok kifoka 4 volt. Legyen o', v” € B ez az els§ két csics, tovabba
legyen (A',B') = (AU {v'}, B\ {v'}) a keletkez particio az elsg, és (A", B") = (AU
{v/;,v"}, B\ {v',v"}) a mésodik mozgatas utan. Ekkor persze |E(A’, B')| = |E(A, B)| — 2
és |E(A”, B")| = |E(A, B)| — 4.

A 4.1.5. Lemma (2c¢) része miatt Yu € A’ csicsra dg(u) = 2. Tehat Yu € A” csucs-
ra dg(u) = 2 kivéve 4-et, akinek a kifoka 1. Tegyiik fel, hogy vannak a 2 kifoku csu-
csok kozott szomszédosak, jelolje Sket u’ és u”. At lehet helyezni mindkettd cstcsot B”-
be tgy, hogy a vagas értéke csak 3-mal né. Ekkor |E(A” \ {«/,v"}, B" U {«/,u"})| =
|E(A”, B")|+3 < |E(A, B)|. Ez a mozgatas egy olyan kozel-biparticiot eredményez, amely
ellentmond |F(A, B)| minimalis voltanak. Ha nincsenek szomszédosak, akkor A”-ban a 2
kifoki cstcsok fiiggetlen ponthalmazt alkotnak, tehat az 6sszes szomszédjuknak A”-ban
1 a kifoka, és 5 a befoka. Fz azt eredményezi, hogy legfeljebb 5 olyan cstcs van A”-ban,
akinek a kifoka 2. Tehat |A"| < 9= |A| <T7=n <13. O

4.2. A komplementer grafra vonatkoz6 eredmények

[3]-ban vizsgaltadk elészor, hogy vajon egy reguléris graf komplementerében létezik-e
baratsagos partici6. J6 néhany eredmény sziiletett, melyek segitségével a regularis gra-
fok particionalhatosagarol is tébbet tudunk, hiszen egy reguléris graf komplementere is
regularis.

Ehhez el6szor sziikségiink lesz a baratsagtalan particiok altalanositasara. Utana be-

latjuk, hogy bizonyos feltételek teljesiilése esetén minden (n — 2)- és (n — 3)-regularis graf
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baratsagos. Vegyiik észre, hogy az (n — 1)-regularis graf a teljes graf, ami nyilvanval6an
nem particionalhato.
Ezen rész minden eredménye [3]-bol valo, igy ezt kiilon a tételeknél és a bizonyitasok-

nal nem tiintetjiik fel.

V egy (A, B) particiojat g-baratsagtalannak nevezziik valamilyen ¢ € (0,1) értékre,
ha minden u € A cstcsra dg(u) > gdg(u) és minden v € B csticsra da(v) > (1 — q)dg(v).
Tehat az %—barétségtalan particiot hivjuk egyszertien bardtsagtalan particionak.

Egy (A, B) g-baratsagtalan particiot egzaktnak neveziink, ha |A| = gn, és kbzel-
egzaktnak, ha ||A| — ¢gn| < 1, ahol n természetesen a graf cstucsainak a szamat jeloli.

1

Egy %—egzakt particiot biparticidénak, és ¢ = 3 esetén a kozel-egzakt particiot kozel-

biparticiénak nevezziik.

Erdekes tény, hogy mig egy tetszéleges G graf esetén nem tudjuk, hogy létezik-e ¢-
baratsagos particioja, addig g-baratsagtalan particidja mindig létezik.
4.2.1. Allitas. Ha G egy tetszdleges grdaf, akkor minden q € (0,1) szdmra létezik G-nek
q-bardtsdagtalan particioja.

Az alabbi allitas teremt kapcsolatot egy G-beli egzakt, g-baratsagos, és egy G-beli
egzakt, (1 — g)-baratsagtalan particié kozott.

4.2.2. Allitas. Ha G = (V, E) egy tetszdleges grif, akkor minden q € (0,1) szamra G-nek
eqy egzakt, q-bardtsdgos particidja G-nek eqy egzakt, (1 — q)-bardtsdgtalan particidja.

Bizonyitds. Legyen |V| = n és legyen (A, B) G-nek egy egzakt, g-baratsagos particioja.
Ekkor a definiciok értelmében |A| = gn, |B| = (1 — ¢)n és Yu € A, ds(u) > qdg(u) és
Vv € B,dg(v) > (1 — q)dg(v).

A és B részhalmazok altal meghatarozott részgrafok komplementerét nézve kapjuk,

hogy

Yv € V esetén da(v) =n—dg(v) — 1
Yv € A esetén dg(v) = |B| —dg(v) = (1 — ¢)n — (dg(v) — da(v)) >

> (1=¢)(n—dg(v)) > (1 = ¢)dg(v)
Vv € B esetén di(v) =|A| —da(v) = gqn — (dg(v) — dg(v)) >

> q(n —da(v)) > (1 = q)dg(

<
~—

32



Igy (A, B) egy egzakt, (1 — q)-baritsigos particio G-ben.
0

4.2.3. Allitas. Ha G = (V, E) egy tetszileges grdf, akkor minden q € (0,1) szdmra G-
nek egy egzakt, (1 — q)-bardtsdgtalan particidja G-nek eqy egzakt, q-bardtsdgos particidja.
Sot, Yv € V(Q) csticsra qda(v) egész.

Bizonyitds. Legyen |V| = n és legyen (A, B) G-nek egy egzakt, (1 — ¢)-baratsagtalan
partici6ja. Ekkor a definiciok értelmében |A| = gn, |B| = (1 — ¢)n és Yu € A,dp(u) >
(1 —q)dg(u) és Yv € B,ds(v) > qdg(v).

Vv € V esetén da(v) =n—dg(v) — 1

Vo € A esetén di(v) = |A| —da(v) —1=gn — (dg(v) —dp(v)) —1 >
> q(n —da(v)) =1 = qdg(v) — (1 —q)

Tehét dz(v) > qda(v), mivel dj(v)qda(v) egészek és 0 < g < 1.

Vv € B esetén dg(v) = |B| —dp(v) = (1 —q)n — (dg(v) — da(v)) — 1
> (1=q)(n—da(v)) = 1= (1-q)da(v) -

Az el6z6 megfontolasokhoz hasonloan adodik, hogy dz(v) > (1—¢q)da(v), tehat (A, B)
G-nek egy egzakt, g-baratsagos particija. O

v

LS

4.2.4. Kévetkezmény. Ha G-nek van bardtsdgos biparticidja, akkor G-nek van bardt-
sagtalan biparticidja.
4.2.5. Kovetkezmény. Ha G-ben minden csics foka pdros és G-nek van bardtsdgtalan

biparticioja, akkor G-nek van bardtsdgos biparticidja.

4.2.6. Tétel. Ha n pdros, akkor minden (n — 2)-requldris grafnak van bardtsdgos bipar-

ticioja.

Bizonyitds. Egy (n— 2)-regularis grafnak a komplementere egy teljes parositas. A fiigget-
len élek egyik végpontja az egyik, a masik végpontja a mésik particioba keriiljon. Ez egy
baratsagtalan biparticio. Ekkor a 4.2.5 Kovetkezménybdl adodik az allitas.

O

4.2.7. Tétel. Egy G (n — 3)-reguldris grdfnak pontosan akkor van bardtsdgos particidja,

ha G-ben legfeljebb egy pdratlan hosszi kor van. Tovdbbd ez a particid kézel-biparticio.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy G = (V, E)-nek létezik (A, B) baratsagos particioja. G nyil-
van 2-reguléris, igy ha |V| = n péros, akkor G péros graf, igy nincsen benne paratlan
hosszi kor. Tovabba G-ben minden cstics befoka legalabb 5 — 1, ezért |[A| = |B| = 3.
Ha n paratlan, akkor legyen példaul |[A| > |B|. B-ben a minimélis befok 252, igy |B| =
2l A = 2 és ekkor (A, B) kozel-biparticio. Tovabba G-ben E(A, B) =2|B| =n — 1,
ésigy |F(A)| = (2|A|—|E(A, B)|)/2 = 1. Tehat egy él kivételével az (A, B) particié paros
grafot alkot, és mivel G-ben minden cstics foka 2, igy legfeljebb egy paratlan hosszi kor
van G-ben.

Tegyiik fel, hogy G-ben legfeljebb egy paratlan hosszi kor van. G nyilvin 2-reguléris,
igy elGall csicsdiszjunkt korok unidjaként. A korok csucsait alternaldo modon helyezziik el
az. A és B particioban. Mivel legfeljebb egy paratlan hossza kor van, igy ||A| — |B|| < 1,
tehat (A, B) kozel-biparticio. Ez egy baratsagos particioja G-nek. A nemnagyobb particiot
jelolje példaul B, ekkor B egy klikk. Ha |A| = | B|, akkor A is az, ha |A| = | B|+1, akkor egy
olyan klikk, amibél hianyzik egy él. Igy a minimélis befok |B| — 1. Es mivel |B| —1 > ”T_?’,
igy (A, B) egy baratsagos particio. ]

4.3. Altalanos eset

Lattuk, hogy mar d = 5-re sem tudjuk, hogy az 5-regularis grafok particionalhatoak-e,
illetve hogy a péaros reguléris esetre az a sejtés |3|, hogy minden péaros d esetén minden
d-reguléris graf baratsagos, ha tobb, mint 2d cstccsal rendelkezik. Habar ezt [39]-ben
aszimptotikusan majdnem minden 2k-regularis grafra bebizonyitottak, még mindig nyi-
tott a sejtés. Emellett érdekes megvizsgalni, hogy ha a regularitas mellett tovabbi felté-
teleknek is eleget tesz a graf, akkor vajon mindig baratsagos lesz-e. Latni fogjuk, hogy a

haromszogmentes és Euler-graf kritérium mar elegendd.
4.3.1. Tétel |[51]|. Ha eqy G = (V, E) FEuler-grdf haromszégmentes, akkor létezik bardt-
sdgos particidja.
Kozismert, hogy egy graf pontosan akkor Euler-graf, ha barmely csticsanak a fokszama
paros. Ennek egy speciilis esete, ha minden cstics foka 2k, és igy a graf reguléris.

4.3.2. Kovetkezmény [51]|. Ha eqy G = (V, E) grdf hdromszigmentes és 2k-requldris,

akkor létezik bardtsdgos particidja.

4.3.3. Megjegyzés. Konnyen lathato, hogy a paratlan regularis esetbdl kovetkezik a

paros, azaz ha tudnénk, hogy bizonyos csicsszam felett minden 2k + 1l-reguléris graf
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particionalhat6, akkor a paros sok és elegend@en nagy szamu csuccsal rendelkezé 2k + 2-
regularis grafokra igaz lenne a sejtés.

Minden péaros sok csticcsal rendelkezs, 2k + 2-regularis, 2k + 2-él6sszefiiggd gratban
létezik teljes parositas. Ezt elhagyva egy 2k + 1-regularis grafot kapunk, amire ha tud-
juk, hogy baratsagos, akkor abbol az is rogton kovetkezik, hogy erdsen baratsagos. Igy
visszatéve a péarositasbeli éleket semelyik csticsnédl sem tud elromlani a fokszamkritérium.
A masik esetben, azaz ha az élossszefiiggdségi szam kisebb, akkor a 3.1.6. Allitas miatt

vagyunk készen.

Végiil érdekességként megjegyezziik, hogy [3]-ban minden k-ra konstrualtak olyan 2k-
regularis 3k + 2 csicst grafot, mely nem particionalhato. A sejtésiik az, hogy azokban a
2k-regularis grafokban nem létezik baratsagos particio, melyeknek a komplementere nem

Osszefiiggd.
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5. fejezet
Approximacid

Grafelméleti, operdcidkutatasi feladatoknal gyakran jutunk arra az eredményre, hogy
egy probléma N P-teljes. Ilyenkor nem sok esély van gyors algoritmus kifejlesztésére, ezért
inkdbb az a cél, hogy egy elég jo kozelitést, approximaciot taldljunk. Ha sikeriil egy
hatékony, azaz polinomialis algoritmust alkotni, amir6l belathatd, hogy az altala adott
eredmény a tényleges megoldéstol nincs nagyon messze, akkor bizonyos helyzetekben jol

alkalmazhato. Ezek kérdések és modszerek vilagaba [54] ad jo bevezetést.

Lattuk, hogy annak eldontése, hogy egy tetszbleges graf baratsagos-e N P-teljes prob-
léma. Igy joggal meriil fel a kérdés, tudunk-e olyan particiot létrehozni, ami habar nem
baratsagos, de szinte minden csiics az. Azaz szeretnénk a graf csicsait olyan particiéra
bontani, hogy abban maximalizaljuk a baratsagos csticsok szdmat.

A MAXIMALISAN BARATSAGOS BIPARTICIO probléméja el6szor [7]-ben jelent meg, ké-
s6bb [11]-ben foglalkoztak vele, a legijabb eredmény pedig 2011-bdl, [48]-bol szarmazik,
ahol belatjak, hogy 2-approximalhato.

Emlékeztetiil kozoljiik az elsG fejezetben mér bevezetett BARATSAGOS BIPARTICIO,

P

BARATSAGOS BIPARTICIO

Input: Egy G = (V, E) graf, melynek paros sok csticsa van.

Kérdés: Létezik-e V-nek nemtrivialis (17, V5) olyan felbontasa, hogy |Vi| = |Va| és bér-
mely v € V csticsra igaz, hogy ha v € V; (i = 1,2), akkor dy,(v) > [@1?
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MAXIMALISAN BARATSAGOS BIPARTICIO
Input: Egy G = (V, E) graf, melynek paros sok csticsa van.
Output: Adjunk meg V-nek (V3,V5) olyan nemtrividlis felbontésat, hogy |Vi| = |Va] és

maximalizilja a baratsagos csicsok szamat!

5.1. MAXIMALISAN BARATSAGOS BIPARTICIO polinom
idejli approximacios sémaja

5.1.1. Definici6. Tekintsiink egy A maximalizalasi problémét, és annak egy I bemenetét.

Legyen S I-nek a megoldasa, jelolje f(I,S) a megoldas értékét, tovabba OPT(I) az [-re

adhaté optimélis megoldas értékét. Ekkor egy algoritmust k-approximdlé algoritmusnak

neveziink A-ra nézve, ha 1 < k és barmely I bemenetre adott S megoldas olyan, hogy
O < f(1,9).

5.1.2. Definicié. Egy A maximalizalasi problémanak van polinom idejii approximacios
sémaja (polinomial-time approxiation scheme, PTAS), ha barmely € > 0 konstanra létezik

A-nak polinom ideji (1 + €)-approximéacioja.

[7]-ben [46] egyik tételének felhasznalasaval belatjak, hogy ha P # NP, akkor nem
létezik PTAS a MAXIMALISAN BARATSAGOS BIPARTICIO problémara.
5.1.3. Tétel [7]. A MAXIMALISAN BARATSAGOS BIPARTICIO problémdnak nem létezik
polinom idejd approximdcids sémdja, kivéve, ha P = NP.

Erdekességként megjegyezziik, hogy a fentiek a baratsagtalan particiokra is igazak.

BARATSAGTALAN BIPARTICIO

Input: Egy G = (V, E) graf, melynek paros sok cstcsa van.

Kérdés: Létezik-e V-nek nemtrivialis (3, V2) olyan felbontasa, hogy |Vi|= |Va| és bar-
mely v € V csticsra igaz, hogy ha v € V;(i = 1,2), akkor dy,(v) < L@J?

MAXIMALISAN BARATSAGTALAN BIPARTICIO
Input: Egy G = (V, E) graf, melynek paros sok csticsa van.
Output: Adjunk meg V-nek (V1,V5) olyan nemtrivialis felbontéasat, hogy |Vi| = |Va] és

maximalizdlja a baratsagtalan csicsok szamat.
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5.1.4. Tétel [7]. A MAXIMALISAN BARATSAGTALAN BIPARTICIO problémdnak nem lé-

tezik polinom idejd approximdcids sémdja, kivéve, ha P = NP.

5.2. MAXIMALISAN BARATSAGOS BIPARTICIO konstans
approximacioja

5.2.1. Tétel [7]. A MAXIMALISAN BARATSAGOS BIPARTICIO probléma 3-approrimdl-
hato.

Ennek a bizonyitasahoz sziikségiink lesz néhény tételre, amit itt a levezetés nélkiil
kozliink. Emlékeztetsiil megjegyezziik, hogy egy (V1, V5) particiot majdnem kiegyensu-
lyozottnak neveziink, ha ||Vi| — |V3|| = 1.

5.2.2. Tétel |7|. Egy G pdratlan sok csiccsal rendelkezd grdfnak van olyan majdnem

V(G)|+1
2

kiegyensulyozott biparticidoja, amelynél az | elemszdmau részben minden csics bardt-

sagos. Rdaddsul ez a particio polinom iddben megtaldlhato.

5.2.3. Tétel [7|. Egy G pdros sok csicesal rendelkezd grafban polinom iddben megadhato

eqy olyan kiegyensulyozott biparticio, melyben legaldbb % bardtsagos csiucs van, ahol

t azon csiucsok szama G-ben, amelyek n — 1 fokiak.

5.2.1. Tétel bizonyitasa [7] alapjin. Adott egy G = (V, E) graf. Vezessiik be a kivetkezs
jeloleseket: |V (G)| = n, OPT(G) a baratsagos cstcsok maximalis szama egy (S) kiegyen-
stulyozott particioban és t = [{v € V(G) : d(v) = n—1}|, azaz azon csticsok szama, melyek
foka n — 1.

Ekkor OPT(G) < n — t. Felhasznalva az 5.2.3. Tételt polinom id6ében hozzajutunk
egy olyan biparticiohoz, ahol a baratsagos csicsok szama f(G,S) > [25] > %(G). O

Erdekességként megjegyezziik, hogy a MAXIMALISAN BARATSAGTALAN BIPARTICIO
problémara is adhato konstans approximaécio.
5.2.4. Tétel [7]. A MAXIMALISAN BARATSAGTALAN BIPARTICIO probléma 2-approxi-
mdalhato.

A [48]-ban a MAXIMALISAN BARATSAGOS BIPARTICIO problémara adott 2-approxi-
maci6 lényegesen bonyolultabb a fent kézoltnél, igy annak bizonyitdsat nem koézoljiik,

de megjegyezziik, hogy igazdbol a MAXIMALISAN EROSEN BARATSAGTALAN BIPARTICIO
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probléméra adnak 2-approximalé algoritmust. Majd ezt a komplementer grafra alkalmaz-

va allitjak el6 a MAXIMALISAN BARATSAGOS BIPARTICIO probléma 2-approximéciojat.

MAXIMALISAN EROSEN BARATSAGTALAN BIPARTICIO (Max strong co-satisfying bi-
section problem)

Input: Egy G = (V, E) graf, melynek paros sok csticsa van.

Output: Adjunk meg V-nek (V7,V5) olyan nemtrividlis felbontésat, hogy |Vi| = |Va] és
maximalizdlja az erésen baratsagtalan csiicsok szamat.

5.2.5. Tétel [48]. A MAXIMALISAN BARATSAGOS BIPARTICIO probléma 2-approzimdl-
hatgo.

A kérdés nyitott, azaz nem tudni, hogy létezik-e valamilyen ¢ < 2-re c-approximacioja

a fent targyalt problémaknak.
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6. fejezet
(a,b)-particiok

Mar a legels6 részben is lattuk, hogy a baratsagos grafok problémakorének rengeteg
valtozata ismert. A baratsagos particiok keresése mellett megismerkedtiink a p-baratsagos
halmaz, majd a g-baratsagos partici6 fogalméval is. Ebben a fejezetben pedig az (a,b)-
particiokat vezetjiik be, melyek az eddigieknél mind Aaltalanosabbak, hiszen itt minden
csucsra kiilon-kiilon irhatunk el6 feltételeket.

Stiebitz 1996-o0s cikke 6ta tobb publikacio jelent meg. A definiciok és fontosabb valtoza-
tok bemutatasa utan kozoljiik a témaban megjelent eredményeket, de ezek bonyolultsaga

és féleg hosszisdga miatt a bizonyitasokat elhagyjuk.

6.1. Definicidk, valtozatok

6.1.1. Definici6é. Ha adott egy G = (V, E) graf, a,b : V — N fiiggvények és V-nek egy
nemtrivialis (A, B) particidja az alabbi feltételekkel:

Vu e A da(u) > a(u) és Vv € B dg(v) > b(v),
akkor ezt (a,b)-particionak nevezziik.

(a,b)-PARTICIO
Input: Egy G = (V, E) graf és a,b: V — N fiiggvények.
Kérdés: Létezik-e G-nek (a,b)-particioja?

6.1.2. Megjegyzés. Konnyen lathato, hogy a baratsidgos particié egy specialis esete az

(a,b)-particionak. Legyen minden v € A csucsra a(u) = @ és minden v € B csicsra
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b(v) = d(;). Ekkor ha létezik a grafnak (a, b)-particidja, igy pont egy baratsagos particiot

kapunk.

6.1.3. Megjegyzés. SGt, a g-baratsdgos particioknak is egy altalanositasarol van szo.
esetén, ha minden u € A cstcs esetén da(u) > gd(u) és minden v € B csics esetén
dg(v) > (1 — q)d(v). Hiszen legyen minden u € A cstics esetén a(u) = qd(u) és minden
v € B csucs esetén b(v) = (1 — ¢)d(v). Ekkor ha létezik a grafnak (a,b)-particidja, agy
pont egy g-baratsagos particiot kapunk.

|8]-ban vezetik be a t-(a, b)-particio fogalméat, mely egy olyan (a, b)-particio, amelynél
az egyik csiicshalmaz mérete a graf cstcsszamanak t-szeresével egyenls.
Ennek specialis esete lesz az (a, b)-biparticio, ahol a szokasos feltételek mellett a |V | =

|Va| teljesiilését koveteljiik meg.

6.1.4. Definicié. Ha adott egy G = (V, E) graf, a,b : V — N fiiggvények, melyekre
teljesiil, hogy minden v € V(G) csucsra a(v), b(v) < d(v), valamint V-nek egy nemtriviélis
(A, B) particioja az alabbi feltételekkel:

Vu € A da(u) > a(u) és Vv € B dg(v) > b(v) és |Vi| = t(|V]),
akkor ezt t-(a, b)-particionak nevezziik.

t-(a,b)-PARTICIO

Input: Egy G = (V, E) graf, t € R és a,b : V — N fiiggvények, melyekre teljesiil, hogy
minden v € V(G) cstcsra a(v), b(v) < d(v).

Kérdés: Létezik-e G-nek t-(a, b)-particioja?

6.1.5. Definici6. Ha adott egy G = (V| E) graf, melynek paros sok cstcsa van, a,b: V —
N fiiggvények, melyekre teljesiil, hogy minden v € V(G) cstics esetén a(v),b(v) < d(v) és
V-nek egy nemtrivilis (A, B) particioja az alabbi feltételekkel:

Vue A da(u) > a(u) és Yo € B dg(v) > b(v) és |V1| = |Va,
akkor ezt (a,b)-biparticionak nevezziik.

(a,b)-BIPARTICIO

Input: Egy G = (V, E) graf és a,b: V — N fliggvények, melyekre teljesiil, hogy minden
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v € V(G) csics esetén a(v),b(v) < d(v).
Kérdés: Létezik-e G-nek (a,b)-biparticidja?

Persze el6fordulhat, hogy egy grafban nem létezik (a, b)-particio vagy t-(a, b)-particio.
Ekkor érdekes optimalizalasi kérdés lehet megadni a grafnak egy olyan particiojat, mely
habar nem (¢-)(a, b)-particio, de a lehetd legtobb cstcséara teljesiilnek az elgirt fokszam-

feltételek. Ez motivalja a kovetkezd problémékat.

MAXIMALIS (a,b)-PARTICIO (Max satisfying decomposition)
Input: Egy G = (V, E) graf és a,b: V — N fliggvények.

c s

legyen azon csticsok szama, melyekre teljesiil, hogyha u € A, akkor d4(u) > a(u) és ha
v € B, akkor dg(v) > b(v).

MAXIMALIS t-(a,b)-PARTICIO (Max satisfying t-decomposition)

Input: Egy G = (V, E) graf és a,b: V — N fiiggvények.

Output: Adjunk meg V(G)-nek olyan nemtrivialis (A, B)-particiojat, hogy |Vi| = t(|V])
és maximalis legyen azon cstcsok szama, melyekre teljesiil, hogyha u € A, akkor d4(u) >
a(u) és ha v € B, akkor dg(v) > b(v).

Természetesen az (a, b)-particiok fogalmat is altalanosithatjuk abba az iranyba, hogy
nem csak két részre bontjuk a csticsok halmazat, hanem k darabra, és igy persze mind-
egyikhez kiilon fiiggvény mondja meg, hogy az ottani csticsoknak milyen fokszamkritéri-

umokat kell kielégiteniiik.

6.1.6. Definici6o. Ha adott egy G = (V, E) graf, fi,..., fr : V — N fiiggvények és V-nek

k nemiires részhalmazbol allo (Vi ..., V) partici6ja az alabbi feltételekkel:
YoeV, V1<i<k: dy(v)> fi(v),
akkor ezt (fi,..., fx)-particionak nevezziik.

(f1,.-., fx)-PARTICIO
Input: Egy G = (V, E) graf és fi,..., fr : V — N fiiggvények.
Kérdés: Létezik-e G-nek (f1,. .., fi)-particidja?
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6.2. Eredmények

Lattuk, hogy az (a, b)-PARTICIO altalanosabb, mint a BARATSAGOS PARTICIO prob-
léméaja, igy természetesen ez is N P-teljes. Ezért itt is csak abban reménykedhetiink, hogy
specialis grafosztalyok esetén sikeriil megfogalmazni elégséges feltételt az (a, b)-particio
létezésére.

Az alabbi tételek koziil harmat az eredeti cikkekben [18,35,52| gyengébb alakban lattak
be (csak a minimalis fokszamu csticsra kovetelték meg az egyenlStlenség teljesiilését),
de [28]-ban bebizonyitottak, hogy az itt kozolt allitasok is igazak.

6.2.1. Tétel [52]. Legyen G grif, és a,b: V(G) — N két olyan figgvény, hogy minden
v € V(Q) estcs esetén d(v) > a(v) + b(v) + 1. Ekkor létezik V (G)-nek olyan nemtrividlis
(A, B) particidja, hogy minden u € A csics esetén da(u) > a(u) és minden v € Bdg(v) >
b(v).

6.2.2. Tétel [35]|. Legyen G grdf, és a,b : V(G) — N\ {0} két olyan figgvény, hogy
minden v € V(G) esics esetén d(v) > a(v) + b(v). Ha G Cs-mentes, akkor létezik V(G)-
nek olyan nemtrividlis (A, B) particidja, hogy minden u € A csics esetén da(u) > a(u)
és minden v € B csics esetén dg(v) > b(v).

6.2.3. Tétel [18]. Legyen G grdf, és a,b: V(G) — N\ {0,1} két olyan fiiggvény, hogy
minden v € V(G) csices esetén d(v) > a(v) + b(v) — 1. Ha G Cs-mentes és Cy-mentes,
akkor létezik V (G)-nek olyan nemtrividlis (A, B) particidja, hogy minden u € A csiics

esetén dy(u) > a(u) és minden v € B csics esetén dg(v) > b(v).

Az el6bbi tételnek 1lattak be az erdsebb alakjat 2017-ben, amikor is megmutattak, hogy
elég a Cy;-mentességet feltenni, mert mar ebbdl is kivetkezik a szokasos fokszamkritérium

mellett, hogy a grafnak lesz (a, b)-particidja.

6.2.4. Tétel [41]. Legyen G grdf, és a,b: V(G) — N\ {0,1} két olyan fiiggvény, hogy
minden v € V(G) csics esetén d(v) > a(v)+b(v)—1. Ha G Cy-mentes, akkor létezik V (G)-
nek olyan nemtrividlis (A, B) particidja, hogy minden u € A csiics esetén da(u) > a(u)

és minden v € B csics esetén dg(v) > b(v).

A [18, 35, 52]-beli tételek eredeti bizonyitasai nem konstruktivak. [10]-ben latjak be,
hogy mindegyik feltétel elegendd ahhoz, hogy polinom id6ben megtalaljunk egy (a,b)-
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particiot. Tovabba ebben a cikkben adnak egy elégséges feltételt az (fi, ..., fi)-particio

polinom idében torténd megkeresésére.

6.2.5. Tétel [10]. Legyen adott eqy G grdf, eqy k > 2 egész szam és f1, ..., fr : V(G) = N
fliggvények igy, hogy mindenv € V(G) : d(v) > fi(v)+...+ fr(v)+k—1. Ekkor polinom
iddben megadhatd eqy (fi, ..., fx)-particio.

6.2.6. Tétel [10]. Legyen adott egy hdromszégmentes G grif, eqy k > 2 egész szdm
és fi,..., fx : V(G) — N\ {0} figgvények gy, hogy minden v € V(G) csics esetén
d(v) > fi(v) + ...+ fe(v). Ekkor polinom idében megadhatd egy (f1,. .., fi)-particio.
6.2.7. Tétel [10]. Legyen adott eqy G grdf, melynek datmérdje legaldbb 5, eqy k > 2 egész
szam és f1,..., fr : V(G) = N\{0, 1} figgvények igy, hogy minden v € V(G) csics esetén
d(v) > fi(v)+.. .+ fr(v)—k+1. Ekkor polinom idében megadhatd egy (fi, ..., fr)-particid.

[40]-ben tovabbi elégséges feltételeket adtak az (a,b)-particio létezésére.

6.2.8. Tétel [10]. Legyen G legaldbb 4 csicsi graf, és a,b: V(G) — N\ {0} két olyan
figgvény, hogy minden v € V(G) csics esetén d(v) > a(v) +b(v). Ha G (K4 — e)-mentes,
akkor létezik V (G)-nek olyan nemtrividlis (A, B) particidja, hogy minden u € A csics
esetén da(u) > a(u) és minden v € B csics esetén dg(v) > b(v).

6.2.9. Tétel [40|. Legyen G grif és a,b : V(G) — N\ {0, 1} két olyan figguény, hogy
minden v € V(G) esics esetén d(v) > a(v)+b(v)—1. Hao G Cs-mentes és olyan, hogy bdr-
mely két négyszig éldiszjunkt, akkor létezik V (G)-nek olyan nemtrividlis (A, B) particidja,

hogy minden u € A csics esetén da(u) > a(u) és minden v € B cstics esetén dg(v) > b(v).

A legfrissebb (2018-as) eredmény bonyolultsaggal foglalkozik: belatja, hogy az (a,b)-
particiok egyik specialis alosztalya is N P-teljes. |[4]-ben bebizonyitjak, hogyha i = 1, 2-re
4 < ky + ko teljesiil, akkor N PC-beli, hogy a graf csticsinak van-e olyan (A, B) particioja,
melyekre £y < 0(G[A]) és ko < 0(G[B)).

6.2.10. Tétel [4|. Legyenck 1 < ky < ky egész szdmok. Ha ky + ko < 3, akkor poli-
nom idében eldonthetd, hogy létezik-e a grif csucsinak olyan (A, B) particidja, melyekre
k1 < 0(G[A]) és ky < §(G[B]). k1, ke minden mds értékére N P-teljes eldonteni, hogy
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létezik-e ilyen particid.

Csak érdekességként jegyezziik meg, hogy [8]-ban belattak: van olyan specialis eset,
hogy az (a,b)-PARTICIO és a t-(a,b)-PARTICIO probléma polinom idében eldénthetd.
Tovabba ugyan csak polinom idében megadhat6 egy optiméalis megoldasa a MAXIMALIS
(a,b)-PARTICIO és a MAXIMALIS t-(a,b)-PARTICIO probléméaknak, illetve az utobbi ket-

tének létezik polinom ideji approximacios sémaéaja a sikgrafokra.
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7. fejezet

Alkalmazasok, kapcsolatok mas

grafelméleti fogalmakkal

A baratsagos particidknak rengeteg alkalmazasa ismert. Egyrészt sok matematikai
problémaban felhasznéaljak, mint példaul az altala generalt valtozatok vizgalataban, vagy
grafokban 16v6 szovetségek [32, 37| leirasahoz. Kapcsolatba hozhat6 bizonyos optimélis
binaris kodokkal is [29]. Masrészt pedig a gyakorlati életben is jelentds szerepet tolt be.
Felhasznalhato a szocialis [20] és biologiai [33,50] halozatokban, az internet [22,23], mér-
noki modellek [30,31,34] vizsgalatanél, vagy éppen egy tarsasag két részre bontasanal [27].

Ebben a fejezetben két, a baratsagos particiohoz nagyon kozel all6 témaéaval ismerke-

diink meg: a szovetségekkel és a fliggetlen vagéisokkal.

7.1. Szovetségek a grafokban

A baratsagos particiok valtozataindl mar megemlitettiik a szovetségeket (alliance).

Most részletesebben foglalkozunk veliik, ezért el6tte emlékeztetiil alljon itt a definiciojuk.

7.1.1. Definici6é. Ha adott egy G = (V, E) graf és egy nemiires S C V részhalmaz,
melyre teljesiil, hogy

ds(v) = dis(v) — 1 Vo € 8,
akkor S-t védekezs szovetségnek (defensive alliance) nevezziik.

7.1.2. Definicié. Ha adott egy G = (V, E) graf és egy nemiires S C V részhalmaz,
melyre teljesiil, hogy
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ds(v) > dins(v) Vo € S,
akkor S-t erGsen védekezd szévetségnek (strong defensive alliance) nevezziik.

Lathato, hogy ha létezik V-nek egy nemtrivialis (V3, V,) particioja, melyre V; és Vs is

er6sen védekez6 szovetség, akkor a (V7, V3) felbontés egyben baratsagos particio is lesz.

Tekintsiink egy méar kevésbé aktualis, de szemléletes példat. A védekezd szovetséget
ugy is elképzelhetjiik, hogy tekintiink néhany varost, akik kozott vagy van 1t (ekkor fut él
a két varost reprezentald cstcs kozott), vagy nincs (ekkor nem fut él). (Nyilvanvalo, hogy
a kettd allapot koziil pontosan az egyik teljesiil barmely két varosra.) Minden varosnak
onall6 hadserege van, de ezek 1étszidma a telepiilések hasonlé anyagi helyzete miatt egyen-
16. A seregek csak az utakon tudnak koézlekedni. A varosok katonai idénként megtamadjak
egymast, de egyméssal semmilyen irasos egyezményt sem kotnek. A varosok kozott kiala-
kulhat olyan (rész)csoport, melyben teljesiil, hogy barmely tagjanak tobb ,szévetségese”,
azaz szomszédja van a csoporton beliil, mint kiviil. Ez egy felettébb el6nyos szituacio a
csoport ( = védekezd szovetség) tagjainak, hiszen nem kell tartaniuk a halmazon kivii-
li szomszédoktol, ugyanis egymast megvédve minden védekezG szdvetségen beliili varos
megmenekiilhet egy esetleges tamadéstol.

Erdekes tovabbgondolasa a problémanak, ha feltessziik, hogy a varosok eltérs haderével
rendelkeznek. Ez azt szemlélteti, hogy egy telepiilés milyen mértékben tud segiteni egy
szomszédjanak, amennyiben azt megtamadjak kiviilrsl. Tovabbi lehet&ség, hogy az élekhez
silyokat rendeliink, hogy a tavolsidgokat és az esetleges eltérs utviszonyokat is figyelembe
kelljen venniiik csatéazo héseinknek.

Ez a példa nem csak varosok kozotti harcokra, hanem cégekre, mas szervezetekre, or-

szagokra és emberekre is vonatkoztathato.

Természetesen ahogyan az életiink folyaman taladlkozhatunk tamado jellegti csoportok-

kal, igy a matematikdban is létezik erre definicio.

Egy G = (V, E) grafban egy nemiires S C V részhalmazbol elérhetd csticsok halmazat
J(5)-sel jeloljiik, azaz

0(S)={veV\S: IseS, hogy (s,v) € E(G)}.

7.1.3. Definicié. Ha adott egy G = (V, F) graf és egy nemiires S C V részhalmaz,
melyre teljesiil, hogy
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dS(U) > dv\s(v) +1 Vo e 8(5)7
akkor S-t tAmadoé szovetségnek (offensive alliance) nevezziik.

Azaz egy ilyen csoport megtiamadhatja a 0(S) elemeit, hiszen azoknak tébb szomszéd-

ja van S-ben, mint S-en kiviil, igy konnyen legy&zhetsk.

7.2. Fiiggetlen vagasok

Mar tobbszor utaltunk ra, hogy hasznos a baratsagos particiok keresésénél, ha tudjuk,
hogy egy grafban létezik fiiggetlen vagas (matching cutset). Ebben a részben nagyon ro-
viden 6sszegyiijtjiik, hogy mely grafosztalyokban tudunk polinom idében ilyen élhalmazt
keresni, illetve melyekben N P-teljes a feladat. Természetesen a masodik esetben is van

remény a particionalhatosagra, de ekkor mas modszerekhez kell folyamodnunk.

FUGGETLEN VAGAS (Matching cutset)
Input: Egy G = (V, E) graf.
Kérdés: Létezik-e V-ben olyan C' C E(G), hogy C vagas és parositas egyszerre?

A FUGGETLEN VAGAS probléma altalaban [17] és szamos mas esetben is N P-teljes.

Ezen grafosztalyok koziil néhany egyszertibbet kozliink csak:

A(G) = 4117,
G sikgraf es A(G) =4 [13],

G atmérdje 4 [38],

e (i paros graf és atmeérGje 5 [38],

G sikgraf és keriilete 5 [13].

A sok nehéz eset mellett akadnak olyan grafosztalyok is, melyekben a
FUGGETLEN VAGAS probléma polinom idében megoldhato. A teljesség igénye nélkiil fel-

sorolunk néhanyat:

o G (K4, K14+ e)-mentes graf [36],
o AG) <317,
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o G élgraf [44],

e G olyan graf, melyben nincs legalabb 5 hosszu atlo nélkiili kor [44],

e G paros graf és legfeljebb 3 az atmérdje [38].

[14]-ben egy nagyon bs és részletes targyalasa talalhatéo meg a témanak, mely nem
csak a FUGGETLEN VAGAS problémat vizsgélja, hanem a vele kapcsolatos fogalmakat is.
Az érdeklsdSknek ajanljuk még a stabil ponthalmaz (stable cutset) témakort, mivel ezen

két probléma szoros kapcsolatban all egyméssal. Err6l bdvebben [15,43, 47| cikkekben

talalhato informaécid.
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8. fejezet

Nyitott kérdések

Lathattuk, hogy a baratsagos particioknak szamtalan valtozata ismert, igy nem meg-
leps, hogy rengeteg kérdés tehets fel, melyekr6l még semmit sem tudunk. J6 néhany
cikkben fogalmaznak meg sejtéseket, de csak elszortan érkeznek ezekre valaszok. Ebben
a fejezetben igyeksziink lezérasként feltenni néhany érdekes kérdést, mely remélhetéleg
gondolkodésra és kutatasra 0sztonzi az Olvasot.

Az alabbiakban ko6zolt problémak tobbnyire tjak, valosziniileg eddig még nem vizsgal-
tak Gket nagyon részletesen. Nehézségiik akar igen eltérd is lehet; témék szerint vannak

csoportositva.

8.1. Baratsagos halmazok

Lattuk, hogy a baratsagos particiok létezésével ekvivalens két diszjunkt baritsagos
halmaz létezése. Erdemes lenne jobban megvizsgalni, hogy milyen feltételei vannak ilyen
halmazok létezésének, illetve ennek a probléméanak mi a bonyolultsdga. Vegyiik észre,
hogy ha a baratsagos halmazokra, mint a graf cstcsain értelmezett halmazrendszerre
gondolunk, akkor unié-zart halmazrendszert alkotnak. Eléfordulhat, hogy taldlunk egy
baratsagos halmazt, de ettsl diszjunkt mér nincs a grafban. Habar egy ilyen ,elrontja”
a baratsagos particio keresését (konnyt latni, hogy a bevett csicsok egyesével torténd
megyvizsgalasa, majd moho kidobésa nem vezet érdemi eredményre), azért szép lenne
megadni egy ilyen tulajdonsagti és rdadasul minimélis elemszamu baratsdgos halmazt,
azaz egy olyan baratsagos halmazt, amely minden mas baratsdgos halmazt metsz.

1979 6ta megoldatlan probléma a Frankl-sejtés [25], miszerint egy unié-zart halmaz-

rendszernek van olyan eleme, amely legalabb a halmazok felében benne van. Néhany ér-
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dekes specialis esetet mar megvizsgaltak [16,19,21,49], de meg lehetne vizsgalni a sejtést
a baratsidgos halmazok altal alkotott halmazrendszerre.

Ha a valasz igen, akkor joggal meriil fel a kérdés, hogy hogyan lehet megtalalni ezt a
csucsot. Ennek a dudlisa is elgondolkodtaté, azaz hogy vannak-e olyan csticsok a grafban,
amelyek az egész grafot leszamitva egyetlen baratsagos halmazban sem szerepelnek. Ebbdl
persze kovetkezne, hogy a graf nem particionalhato.

A 3.2.6. Definicioban szereplS legkisebb baratsagos halmaz elemszamara lattunk egy
fels6 korlatot, de hasznos lenne gyorsan megtaldlni egy ilyet. Illetve adodik a kérdés,
hogy rogzitett G graf esetén milyen X C V(G)-re lesz X egyszerre lokalisan minimalis és

lokélisan maximalis is.

8.2. Baratsagos particiok

Néhany speciélis grafosztaly, melyekrdl érdemes lenne kideriteni, hogy mikor particio-
nalhatok: sikgrafok, erésen regularis grafok, outerplanar grafok.

Habar N P-teljes eldonteni, hogy létezik-e baratsagos particioja, de felmeriil a kérdés,
hogy ha tudjuk, hogy létezik, akkor tudunk-e tobbet is talalni? Ilyenkor a masodik megke-
resésének mi a bonyolultsdga? Van-e valamilyen karakterizaciojuk azoknak a grafoknak,
melyeknek pontosan egy baratsagos particiojuk van? Tudunk-e a meglévs segitségével
specialis tulajdonsagut (fiiggetlen vagas, lefogo élhalmaz, stb.) is talalni? Mely grafoknak
van olyan felbontasa, hogy a baratsagos particié egyben baratsagtalan particio is?

2k-regularis grafokban az a sejtés [51], hogy azon grafok nem particionalhatok, melyek-
nek a komplementere nem &sszefiiggd. Lehet-e szépen karakterizalni mas grafosztalyokra
a baratsigos particid nem-létezését?

Emlitettiik a (2k+1)- és a (2k+2)-regularis grafok particionalhatosaganak kapcsolatat.
Fontos eredmény lenne, ha be tudnank valamit bizonyitani a paratlan csticsszamu esetrél.

Tudunk-e olyankor valamit allitani legalabb a gyengén baratsagos particié 1étezésérdl?

8.3. Baratsagos particidk valtozatai

Sokat vizsgalt kérdés, hogy létezik-e baratsagos biparticié. A probléma egy masik val-
tozata is érdekes, vagyis hogy az || A| —|B|| kiillonbség maximumardl mit tudunk mondani?

A BARATSAGOS PARTICIO probléma valtozatai kozott akad jo néhany, melyrdl csak
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annyi ismert, hogy altaldban N P-teljesek, holott nagyon természetes példaul az
ATLAGOSAN BARATSAGOS k-PARTICIO probléma altal felvetett kérdés. Erdemes lenne
tehat megnézni, hogy a k = 2 esetén a particionalhatésagra vonatkozo ismert elégséges
feltételek koziil mik teljesiilnek a 3 < k esetben. Konkrétan igaz-e, hogy egy grafban
pontosan akkor létezik atlagosan baratsagos k-particio, ha tartalmaz k, egymastol disz-
junkt atlagosan baratsagos részhalmazt. (Ahol az atlagosan baratsagos részhalmaz adott
hasznélatéaval.)

Nyitott probléma, hogy milyen elégséges feltételei vannak a baratsagos k-particioknak.
Specidlisan meg lehetne vizsgélni a k = 3 esetet, hogy vissza lehet-e vezetni valamely

kiilénleges grafosztalyok esetén a baratsagos particiokra.
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