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1. Kituzott kutatasi feladat

Az értekezésben érdeklédési és kutatasi teriiletemnek megfeleléen, geometriai mértékelmélethez és
dinamikus rendszerekhez kapcsolodé problémékat targyalok. Az egyes fejezetek anyagén lemérheto
matematikai {zlésem/érdeklédésem vialtozdsa, azonban az egyes fejezetek anyaga logikai-heuriszti-
kus gondolati lancot alkot.

A kandidétusi fokozatom megszerzése idején a 80-as évek végén hallott problémék koziil kett6
kiemelked6 fontossagu értekezésem szempontjabdl. Az egyik W. F. Pfeffer Regularis Specialis
Felosztasok 1étezésére vonatkozé probléméja volt. A masik C. E. Weil gradiensproblémaja.

A Regularis Specialis Felosztasok létezésére vonatkozd probléméat néhany honap alatt sikeriilt
megoldanom (errél szél az értekezésem elso fejezetének elso fele). E probléma sikeres megoldasanak
hatasdra kaptam oktatdi és kutatéi meghivast mastél évre a University of California, Davis-re, és
ekkor kezdddott a W. F. Pfeffer-rel kozos kutatémunkam, mely szamos cikket eredményezett,
az érdeklédd olvasé a [11] konferencia anyagban megtaldlhatja a részleteket. Mivel a doktori
értekezésem nem &ltalanositott integralokrol szdl, igy e cikkek zomét nem targyalom. A W. F.
Pfefferrel kozos kutatémunka soran a szereposztéas gyakran az volt, hogy 6 volt az altalanositott in-
tegralok fejlesztésének , féideolégusa” és amikor megakadt valamilyen geometriai mértékelmélethez
kapcsolédd probléman akkor megkérdezett, hogy tudok-e segiteni. Gyakran el6fordult, hogy tud-
tam. Az elsO fejezet masodik felében egy ilyen tovabbi problémat targyalok, mely egy jol ismert
topoldgiai/dimenzidelméleti ténynek - Brouwer Tartomény Invariancidjara vonatkozé tételének -
adja egy geometriai mértékelméleti variansat.

A maésodik fejezet els6 felében mérhetd, de (Lebesgue szerint) nem integrélhaté fiiggvények
fliggetlen forgatasoknal vett ergodikus kozepeinek konvergencidjat vizsgalom. E kérdéskor mogotti
motivacio még az elso fejezethez, és altalanositott integralokhoz kapcsolédik, de masik motivum-
ként megjelenik a majdnem mindeniitt konvergencidhoz, ergodelmélethez és dinamikus rendszerek-
hez kapcsolodo teriilet is. A mésodik fejezet masodik felében egyparaméteres, egydimenzids dina-
mikus rendszercsaladdal - a sator fiiggvénycsaladdal - foglalkozom. E fejezetrész K. M. Brucksszal
kozos [5] cikkemre épiil és K. M. Brucks és M. Misiurewicz egy kordbbi eredményét élesiti. Megmu-
tatjuk, hogy bizonyos ,,rossz paraméterértékek” kivételes halmaza o-pordzus, ami élesitése annak,
hogy Lebesgue szerint nullmértékii. Ezen a cikken, kiilonosen a bizonyitas egyes részletein vald
munka, jelentés heurisztikus és technikai segitséget nyujtott szamomra az értekezésem negyedik
fejezetében targyalt gradiensprobléma megoldésahoz.

A masodik fejezet eredményeirdl tartottam eldadast egy miskolci konferencian, amin R. D.
Mauldin is ott volt. O javasolta, hogy ha érdekeltek a masodik fejezetben emlitett problémak,
akkor kezdjek el dolgozni a Haight—Weizsacker problémén is. Errdl és az ehhez kapcsolédo ku-
tatasokrol szél az értekezés harmadik fejezete. Roviden megfogalmazva a Haight—Weizsacker
probléma a kovetkezs: Tegyiik 6], hogy f : (0,00) — R mérhets fliggvény. Igaz-e, hogy
> 2, f(nx) Lebesgue majdnem mindeniitt konvergens, vagy majdnem mindeniitt divergens, azaz
teljesiil-e nulla~egy torvény > f(nz)-re. R. D. Mauldinnal kézos [23] cikkben megmutattuk,
hogy vannak olyan ellenpéldafiiggvények, melyekre nem teljesiil a nulla-egy torvény. A Haight—
Weizsacker probléma J-P. Kahane kedvenc problémai kozott is szerepelt, igy hamarosan 6 is be-
kapcsolddott a kutatémunkdba és a vele, valamint R. D. Mauldinnal kéz6s [21] és [22] cikkek
anyaga is megtaldlhato ebben a fejezetben, valamint még egy R. D. Mauldinnal kozos cikké.

Az értekezés negyedik fejezetében a gradiensproblémat és a megoldasdhoz vezet6 utat targyalom.
Mivel a gradiensprobléma megoldésa tizenot évig tartott, ezért ,,utkozben” tébb kapcsolodd és
részeredményt értem el. Ezek a tételek adjak a negyedik fejezet elso felét, mig a negyedik fejezet
masodik felében vazolom a gradiensprobléma megoldasat.

Az doktori értekezésem angol nyelvii, igynevezett ,rovid értekezés”, a bizonyitasok részletei
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az értekezés mellékeltében 1évé tizennégy cikkben taldlhatok meg. (E tézisek hivatkozéslistajan
»oupplement” jeloli ezeket a cikkeket.)

2. Vizsgalati Mdédszerek

Az els6 fejezetben a Regularis Specialis Felosztasok 1étezésének megmutatasa egy triikkos kom-
paktsagi érvelés, amiben a kétdimenzids probléméat egydimenzidsra vezetem vissza. Az elso fejezet
masodik felében a mértékelméleti tételt egy indirekt bizonyitas soran hataratmenettel egy to-
polégiai tételre (Brouwernek az el6z6 részben emlitett tételére) vezetem vissza.

A masodik fejezet elsé felében a forgatdasokra vonatkozo ergodikus atlagok vizsgalata sordan
harmonikus analizist, direkt analizisbeli konstrukciékat és a Rokhlin lemma szabad Z? hatdsokra
vonatkozo altalanositdsat hasznalom. A masodik fejezet masodik felében ,Kneading Theory”,
Hofbauer tornyok és vagasi idok jatszanak jelentOs szerepet a mértékelméleti érvelésben.

A harmadik fejezetbeli eredmények szimultan inhomogén diofantikus approximaciéhoz kapcso-
l6dnak Kronecker tételén keresztiil. Ezenkiviil valamennyi harmonikus analizishez, Sidon halma-
zokhoz és Riesz tipusu szorzatokhoz kapcsolodé érvelés.

A negyedik fejezetben a Geometriai Mértékelmélet fegyvertara (pl. (Hausdorff) mérték becslés,
Coarea Formula) 6tvoz6dik klasszikus Valds Analizisbeli (pl. Baire kategdriatételre épité érvelés,
Denjoy-Young-Saks tétel), konvexitasi, topolégiai, komplex fiiggvénytani eszkdzokkel. Tovabbd,
mint ezt mar az elso részben emlitettem, a gradiensprobléma megoldasanak heurisztikus motivaciéi
k6zott szerepelnek dinamikus rendszerekbél illetve valdszintiségszamitasbdl (pl. megéllasi idék)
szarmazoé gondolatok is.

3. ij tudomanyos eredmények és azok alkalmazasai

Mivel az értekezésemben targyalt eredmények elméleti alapkutatas jellegtiek, igy azokat alapvetéen
mas matematikusok tudjak alkalmazni. Ezen lehetséges alkalmazdsok egy részét e tézisekben,
illetve az értekezésben is emlitem. Problémamegoldéként gyakran ,rendelésre dolgoztam”, azaz
masok altal felvetett problémakat oldottam meg, illetve fejlesztettem ki 11j bizonyitasi médszereket,
amiket késobb az adott elméletet fejlesztd kollégdk felhasznaltak. Az altalam targyalt ilyen
eredmények az adott elmélet fejlédését befolyasoltak, a tételeim bekertiltek a megfelel6 monogra-
fidkba, illetve kézikonyvekbe.

Az elso fejezet els6 felében W. F. Pfeffer Regularis Specialis Felosztasokra vonatkozé kérdésével
foglalkoztam.

Intervallum alatt R%-beli zart téglalapokat értiink. A P = {(A;,x;)}’_; rendszert az A fe-
losztdsdnak nevezziik ha az A; intervallumok egymadasba nem nyuldak, uniéjuk A és x; € A; tel-
jesiil minden i-re. B(z,r)-rel az x pont korilli r sugari nyilt gémbéot jeloljikk. § : A — (0,00)
ugynevezett ,gage fiiggvény”. A P felosztas -ndl finomabb ha A; C B(x;, §(z;)) teljesiil minden
i-re.

Magasabb dimenzidés problémék esetén gyakran sziikség van a fellépd tégldk, intervallumok
alakjanak megadott hatarértékek kozott tartasara, azaz ki kell zarnunk a nagyon ,lapos”, vagy
nagyon ,keskeny” alakzatokat. Egy m-dimenzids intervallum (zért tégla) regularitdsi szama a
legrévidebb és leghosszabb oldaldanak hanyadosa. Egy intervallumot r-regularisnak neveziink ha
regularitasi szdma nem kisebb, mint r. Rogzitett » > 0 esetén a Henstock-Kurzweil-integral
definicigjaban r-reguldris particidkat megengedve konnyen definidlhatunk ,regularis” magasabb
dimenzids integralokat. Azonban ezekre az egyszerii altalanositasokra nem teljesiil az integrél



3 UJ TUDOMANYOS EREDMENYEK 3

additivitasi tulajdonsiga. Nem tulsdgosan nehéz példat adni (Id. [50]), olyan C' C R™ interval-
lumra, mely az A és B egymésba nem nytl6 intervallumok unidja és olyan f : C' — R fiiggvényre,
hogy a fenti ,reguldris” integralokat hasznélva létezik | 4 ¢s / g [, de nem létezik fC f- W. F.
Pfeffer az [50] dolgozatban e probléma elkeriilésére azt javasolta, hogy az integréal definiciéjdban
csak specialis felosztdasokra kellene szoritkozni, azaz olyan P = {(A;, x;)} felosztasokra, melye-
kre minden i-re az x; pont az A; intervallum egyik csicsa. Ha r-reguldris specidlis felosztasokat
engediink meg az integral definiciéjaban, akkor a kapott integral valoban additiv lesz, azonban
felmeriil egy 1j probléma: adott 6 : A — (0, 00) gage fliggvény és r > 0 regularitasi dllandé esetén
vajon létezik-e az A intervallumnak 6-nél finomabb, r-regularis, specialis felosztasa? E problémara
[7]-ben kétdimenzids, sikbeli felosztasok esetén pozitiv vélaszt adtunk.

1. TETEL. Tetszdleges A C R? téglalap és r > 1/1000 > 0 dllandd esetén minden 6 : A — (0, 00)
gage fligguényhez taldalhato A-nak 0-ndl finomabb, r-requldris, specidlis felosztdsa.

Specidlis felosztasok fenti értelemben vett 1étezése ketténél magasabb dimenzids terekben meg-
oldatlan probléma. A tobbdimenzids integralasi eljarasok targyalasa soran a kés6bbiekben a
specialis felosztasok nem bizonyultak olyan hasznosnak, mint amilyennek kezdetben tiintek. Azon-
ban kideriilt, hogy a specidlis felosztdsok kapcsolatban dllnak/éallhatnak harmonikus analizisbeli
problémakkal, igy H. Fejzi¢, C. Freiling és D. Rinne [33] mér ezen 1j lehetséges alkalmazasok dltal
motivalva jelentésen, 1/1000-r6l 1/4/2-re javitotta a fenti tételben szereplé regularitasi allandot.
Erdekes lenne kideriteni, hogy vajon 1/v/2-e a leheté legnagyobb regularitési konstans, melyre a
fenti tétel érvényes. M. Ash, J. Cohen, C. Freiling és D. Rinne az [1] dolgozatban a hullimegyenlet
altalanositasaival foglalkoztak. A parcialis differencialast, valamely altalanosabb differencialasi
eljarasra cserélve azt vizsgaltdk, hogy vajon érvényes marad-e a fenti tétel. Ezeket az altalano-
sitdsokat, mint ez az [1] cikkb6l kideriil, t6bbszorés Fourier-sorok unicitdsi problémai motivalték.

Az [1] cikk egyik megjegyzése alapjan a specidlis felosztdsok létezésére vonatkozé 1. Tételt
altalanositott differencialoperatorokat tartalmazo hulldimegyenlet megoldashalmazanak meghata-
rozasara lehet hasznalni.

Az elso fejezet méasodik felében W. F. Pfeffer egy kérdésére valaszolva a kovetkezo tételt bi-
zonyitottam:

2. TETEL. Ha f: A — R™ lipeomorfizmus, akkor Lebesque stiriiségi pontok képe stiriiségi pont és
diszperzios pontok képe diszperzios pont.

Azt konnyt belatni, hogy majdnem minden striiségi pont képe siirtiségi pont, a fenti tétel
f6 eredménye az, hogy nincs nulla mértékii kivételes halmaz. Brouwer-nek a tartomany inva-
riancidjara vonatkozé klasszikus tétele [39, Chapter VI, §6, Theorem VI 9, p.95] szerint: Ha
X C R™ tetszoleges részhalmaz és f : X — R™ adott homeomorfizmus akkor ha z belsé pontja
X-nek, akkor f(x) belsé pontja f(X)-nek. Tehdat a 2. Téltel e klasszikus eredmény stirtiség-
topoldgia/lipeomorfizmus véltozatdnak tekintheté. Ezek az altalanositasok kvézikonform /kvazi-
szimmetrikus leképezésekkel foglalkozé matematikusok szamara is érdekesek voltak.

A miésodik fejezet elsé felében nem L'-beli fiiggvények ergodikus kozepeivel foglalkozom.
Az altalanositott integralok és az ergodtétel kapcsolatanak tisztazasa céljabdl feltett kérdéseink
egyikére Major Péter készitett egy példat, mely azt mutatta, hogy az ergodtétel és az dltalanositott
integralok kapcsolatanak vizsgalatakor évatosnak kell lenniink. Major Péter eredménye a kovet-
kez6:
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3. TETEL. Létezik egy valdsziniségi mértéktér (X, A, pn) és egy ragta értelmezett f : X — R
meérhetd figguény, valamint Sy, Sy : X — X ergodikus transzformdciok, melyekre

1 n
I > f(Stx) =0 m.m.
Mg 2 S =0
és
1 n
li > f(S§x)=a#0mm.
MLy B e F 0m

Birkhoff Ergodtétele szerint nyilvdn f & L' (X, u).

Laczkovich Miklés vetette fel azt a kérdést, hogy vajon a fenti példaban vélaszthatjuk-e az
S1, Sy transzforméaciokat az egységkor, T, irraciondlis forgatdsainak. Major Péter példajaban sze-
repl6 transzformaciok konjugaltak és konjugalt forgatdsoknak ugyanaz a forgatdsi szdama, azaz
megegyeznek. fgy 1j modszerekre volt sziikség a valaszadashoz.

Tegyiik fol, hogy f : T — T mérheto fiiggvény és legyen

1 n
I'y=A{a: ] kZ:O f(z + ka) m. m. konvergdl}.

A T; halmazt az f forgatdsi halmazdnak nevezziik. E forgatasi halmazokra vonatkozik a kovetkezo6
eredmény (I1d. [10]):

4. TETEL. (i) ATy halmaz akkor és csak akkor pozitiv Lebesque-mértékii ha f € L*(T);

(ii) Tetszbleges, a raciondlis szamok félétt fiiggetlen, {o;}52, sorozathoz taldlhaté olyan nem
Lebesgue integrdalhato f : T — R fiiggvény, melynek forgatdsi halmaza, I'y tartalmazza a
fenti sorozat osszes elemét.

Az (i) tulajdonsag szerint ha I'y ,nagy”, azaz pozitiv Lebesgue mértéki, akkor f integralhaté
T-n és igy az Osszes irraciondlis szam I'p-hez tartozik, valamint az irraciondlis forgatdsok ergodi-
kussdga miatt az Osszes ergodikus kozép a fiiggvény integraljahoz tart. Azonban a (ii) allitasbol
kévetkezik, hogy I'y nem integralhaté fliiggvények esetén is lehet siirii az egységkoron. A [60]
cikkben R. Svetic megmutatja, hogy c-slirliség is elérhetd, azaz I'yj-nek minden nemtres nyilt
intervallumban kontinuum sok eleme is lehet nem integralhaté f-re.

Nem ismeretes, hogy mit mondhatunk a forgatédsi halmaz Hausdorff-dimenziéjarol, azaz létezik-
e olyan nem integralhaté f : T — R fiiggvény, melyre I'y Hausdorff-dimenzidja pozitiv.

A kovetkezd tételben adtam pozitiv valaszt Laczkovich Miklés kérdésére, 1d. [9]. E tételt egy
lektor javaslatdra kicsit altaldnosabban, szabad Z? hatdsokra mondtam ki. Az egységkoron két
fiiggetlen irraciondlis forgatas szabad Z? hatds.

Tegyiik fol, hogy az S és T transzformacidk az (X, S, i) véges atommentes Lebesgue téren hat-
nak, a 77S* minden (j, k) € Z*re mértéktarté transzformacié. A T és S generalta Z? csoporthatds
szabad ha T7S*z # x teljesiil 4 majdnem minden x-re ha (4, k) # (0,0).

5. TETEL. Tegyik fol, hogy (X,S, 1) véges atommentes Lebesque tér és az S,T : X — X p-
ergodikus transzformdcick szabad Z* hatdst generdlnak X-en. FEkkor tetszbleges ci,co € R-hoz
talalhato olyan p mérhets f: X — R, melyre

N
M) = g S S(ST) = e, s

J=0
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N
1 .
M f(r) = —— E f(Tz) — co, u m.m. x-re ha N — oo.

N+1 4

Tovabbi mas jellegii, de az ergodtételre és nem integralhaté fiiggvényekre vonatkozé eredmények
taldlhatdk J. Wos [67] és [68] dolgozataiban.

A masodik fejezet masodik felében egydimenziés dinamikus rendszerekkel kapcsolatos kivételes
halmazokkal foglalkozom. Ez a szakasz K. M. Brucks-szal kozos [5] cikkemen alapul.

Tegyiik {61, hogy (X, p) kompakt metrikus tér, F C X, z € X és 0 > 0. Jeloljik v(E, z, d)-val
az 1 és a kovetkezd szam minimumat

sup{2n | n > 0 és létezik y € X melyre B(y,n) C B(z,0) \ E}.

Ha nem létezik fenti y akkor v(FE, z, 5)d§f0.

6. DEFINiCc1O. Ha x € E, akkor az E halmaz X -beli porozitdsa az v pontban

E x0
p(E, z) = limsup (B, z,9)
§—07t 0

Ha p(E,z) > 0, akkor az E halmaz pordzus az X tér x pontjiban. Az E halmaz pordzus X -ben
ha p(E,z) > 0 minden = € E-re. Az X minden olyan részhalmazat, mely el6all megszamlélhatd
sok X-ben porézus halmaz unidjaként X-ben o-pordzusnak nevezzik. Az A C X ko-o-pordzus,
ha X \ A o-porézus.

Ha nincsenek X-ben izolalt pontok, akkor minden X-beli megszamlalhato részhalmaz o-pordzus.

a € (1,2]-re legyen T,(z) = az ha 0 < o < £ és T,(z) = a(l —z) ha 3 <z < 1. Ezt az
egyparaméteres fliggvénycsaladot sdator fliggvénycsaladnak hivjuk.

A [v/2,2] paraméterintervallumban fogunk dolgozni. Ha v/2 < a™ < 2 valamely m € {1, 2, 22,
23, ...}-re, akkor a T, dinamikus rendszer nemvandorlé halmaza m darab diszjunkt zéart interval-
lumbdl és véges sok periodikus pontbdl all [59, p.78]. Ilyen a értékekre ha T!™-et megszoritjuk az
elobb emlitett intervallumok valamelyikére, akkor a™ meredekségii sator leképezést kapunk, mely
igy affin-konjugéltja T,m-nek. fgy kisebb paraméterértékekre konnyt atvinni az eredményiinket.
T.-t megszoritjuk [T2(3), T,(3)]-re, a leképezés dinamikus magjara, mely a legrovidebb (el6refele)
invarians intervallum, amely tartalmazza a szélsoértékhelyet, azaz az %—et. Pélya alatt az elérefele
(pozitiv iteraltakra vett) palyat értjik.

A [4] cikkben K. M. Brucks és M. Misiurewicz megmutatta, hogy Lebesgue majdnem min-
den a € [v2,2)-re a széls6értékhely pélydja a T, dinamikus rendszerre nézve stirtt [T2(3), T,(3))-
ban, azaz a dinamikus magban. Jeldljiik D-vel azon a € [v/2,2] paraméterértékeket, melyekre a
sz6ls6értékhely palydjéjénak lezdrdsa a T, rendszerre nézve megegyezik [T72(3), To(3)]-vel. Az [5]

cikkben megmutattuk, hogy
7. TETEL. A [v/2,2]\ D halmaz o-porézus.

A porozitdssal kapcsolatos tulajdonsidgoknak példaul [69]-ben és [61] Appendixében nézhet
utana az érdeklodo olvasd. Minden valds o-pordzus halmaz elsé kategdrids és Lebesgue szerint
nullmértékii, de nem minden elsé kategorias és nullmértéki halmaz o-porédzus. Azaz a o-pordzus
halmazok o-idedlja a nullmértékii és elso kategdrids halmazok o-idedljanak valodi része. fgy a 7.
Tétel a [4] eredményének élesitése.

A harmadik fejezet a Haight—Weizsacker problémardl szél.
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Alapprobléma: Legyen f : (0, +00) — R mérheté fiiggvény. Igaz-e, hogy >~ | f(nz) vagy
majdnem mindentitt konvergens, vagy majdnem mindeniitt divergens?

Ebben a fejezetben kizardlagosan a Lebesgue mértékkel foglalkozunk, igy mérheto alatt Lebes-
gue mérheto6t értiink, és az A halmaz Lebesgue mértékét | A|-val fogjuk jeldlni. Kicsit pongyolén az
alapprobléma gy is megfogalmazhato, hogy vajon érvényes-e a » . f(nx) sorra a nulla-egy térvény.

Miel6tt megvalaszolnank az alapproblémat roviden sszefoglaljuk annak torténetét.

Az American Mathematical Monthlyban jelent meg 1957-ben a K. L. Chung &ltal kittizott
kovetkezo:

Feladat [34]: Ha f € C[0,00), f >0, és [ f(z)dx = oo, akkor mutassuk meg, hogy talalhaté
z >0, melyre > 7 | f(nz) = ool

Azt nem nehéz belétni (1d. pl. [64]), hogy ha [;° f(z)dz < oo, akkor >, f(nz) < oo
majdnem mindentitt.

Az alapprobléma nem csak H. v. Weizsdcker diplomamunkajdban, hanem J. A. Haight egy
cikkében [35] is felmeriilt. Ugy tinik, hogy e kérdés 1970-ben a ,levegdben légott” hiszen tu-
domdsom szerint Weizsdcker nem tudott Haight cikkérsl. A [35] cikk 6 eredménye annak megmu-
tatdsa, hogy létezik olyan végtelen mértékii H C (0, 00) halmaz, melyre minden z,y € H, = # y
szamra x/y nem egész, tovabba
x minden x > 0-ra nx € H ha n elég nagy.

Ez utobbi tulajdonsaghdl kovetkezik, hogy ha f = xg, a H halmaz karakterisztikus fiiggvénye,
akkor ), f(nz) < co majdnem mindeniitt és mivel H végtelen mértékil, igy fooo f(x)dx = oc.

A x-gal jelolt tulajdonsdgi halmazokkal mar Lekkerkerker is foglalkozott 1958-as [42] dolgo-
zataban.

Haight az alapprobléma kovetkezo specialis esetét fogalmazta meg:

8. KERDES. Ha f valamely A C (0,00) mérhetd halmaz karakterisztikus fiiggvénye, akkor az
alapproblémara mi a valasz?

Igen érdekes a periodikus fliggvényekre vonatkozé problémakor torténete is. Arrdl az esetrol
van tehat szo, amikor f : R — R periodikus mérheto fliggvény és az altalanossag megszoritasa
nélkiil foltessziik, hogy periédusa p = 1.

Ha a megfelel6 sor helyett csak az f(nx) sorozatot tekintjiik, akkor Mazur és Orlicz, [46],
1940-ben bebizonyitottdk, hogy majdnem minden x-re

limsup f(nz) = esssup f.

n—oo

Ez a tulajdonsdg érvényben marad akkor is, ha az (n) sorozat helyett tetszoleges (\,,) végtelenhez
konvergald sorozatot vesziink.

Ebbdl az eredménybdl mar kovetkezik, hogy ha f valamely pozitiv mértékii, 1 szerint periodikus
halmaz karakterisztikus fiiggvénye, akkor majdnem minden z-re ) f(nz) = oo igy a periodikus
esetben érvényes a nulla-egy torvény.

Sokkal érdekesebb tehdt a részlettsszegek szamtani kozepeibdl képzett sor (Cesaro 1 kozepek)
konvergenciajat vizsgdlni. Erre vonatkozik a

Hincsin sejtés [40] (1923): Tegyiik {61, hogy E C (0, 1) mérheté halmaz és f(z) = xg({z}),
ahol {z} az x tortrészét jeloli. Igaz-e, hogy majdnem minden x-re

k
> f(nx) — |E|?

| =
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H. Weyl [65] egy 1916-0s cikke nyomdn ismeretes volt, hogy a Hincsin sejtés igaz ha f Riemann
integralhato.

Raikov [53] (1936), illetve Riesz [55] (1945) megmutatték, hogy ha az 1 szerint periodikus f
figgvény [0, 1]-en Lebesgue integralhatd, akkor tetszéleges ¢ > 1 egész szamra

1 k
=3 f(q"e) — |
n=1

teljesiil majdnem minden x-re.
Erd6s, [31], 1949-ben viszont bebizonyitotta, hogy taldlhat6 olyan a, — oo sorozat és f, L'(0,1)-
beli fiiggvény, hogy

fanz) — |E]

T =
]~

S
Il
—

nem teljesiil majdnem minden z-re.
Végiil 1969-ben Marstrand [45] megmutatta, hogy nem igaz a Hincsin sejtés.

1998-ban D. Mauldinnal kozos [23] cikkiinkben sikeriilt megmutatni, hogy az alapproblémara
a Hincsin sejtéshez hasonléan negativ a vélasz.

9. TETEL. Taldlhatd olyan mérhetd f : (0,400) — {0,1} figguény és két intervallum Jg, Js C
3.1), hogy minden x € Jo-re Y oo, f(nx) = 400 és majdnem minden x € Jp-re > | f(nz) <
+o0o. Az f figguény vdlaszthato egy nyilt halmaz karakterisztikus figguényének.

A fenti tétel tehat Haight kérdésére is valaszt ad.

1975-ben J. A. Haight a [36] cikkben az 1970-es [35] cikk altaldnositdsait vizsgdlta. Meg-
mutatta, hogy tetszéleges A C [0,400) megszamldlhaté és csak a +oo-hez torl6dé halmazhoz
taldlhaté olyan végtelen mértékii, mérhet6 £ C R* halmaz, hogy minden z,y € E-re x/y & A,
tovabba rogzitett x-re csak véges sok olyan A € A talalhatd, melyre Ax € E. Ebbdl kovetkezik,
hogy f = xg vélasztédsa esetén »_, . f(Az) < oo, de nyilvan [, f(x)dz = oc.

Nyilvan, 07, f(nx) = Y07, f(2'8=Hoen) “azaz 4tjelolés utéan additiv alakban is megfogal-
mazhaté a probléménk. A > > | f(x+logn) konvergenciatulajdonsdgait vizsgaljuk R-en, mérhetd
f fiiggvények esetén.

Ebben az ,additiv’ megkozelitésben az alapproblémat a kovetkezo modon altalanosithatjuk:

Adott A C [0, 00) diszkrét halmaz esetén az

s() =3 fla+A) (1)

AEA

sorra teljesiil-e a nulla-egy torvény, azaz tetszoleges f > 0 mérhet6 fiiggvényre igaz-e, hogy az (1)
sor, vagy majdnem mindeniitt konvergdal, vagy majdnem mindeniitt divergal?

E a probléma motivalta a J-P. Kahane-nal és D. Mauldinnal kozos [21] és [22] cikkeinket. A
kovetkezdkben felsorolunk néhany eredményt.

Legyen C = C(f,A) = {z : s(x) < oo}, valamint D = D(f,A) = {x : s(z) = oo}.

10. DEFINICIO. A A halmaz I-es tipusi, ha tetszéleges mérhetd f-re, vagy C(f,A) = R majd-
nem mindeniitt, vagy C'(f, A) = 0 majdnem mindeniitt (azaz teljesiil A-ra a nulla-egy torvény).
Egyébként A 2-es tipusi.

11. PELDA. Ha Ay = 27*N N [2F,25FY) és A = UpenAy, akkor A 1-es tipusi (ez a késébb megfo-
galmazandd 14. Tétel kivetkezménye).
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12. PELDA. Legyen A = {logn,n =1,2,....}. A 9. Tétel szerint A 2-es tipusi.
13. DEFINiCIO. Azt mondjuk, hogy A aszimptotikus stiriisége végtelen, ha minden a > 0-ra

lim #(A N[z, 2+ a]) = 00
teljestil. Ha A nem végtelen aszimptotikus strtségi, akkor azt mondjuk, hogy aszimptotikusan
hézagos.

Az el6z6 két példaban A aszimptotikusan strii volt.

14. TETEL. Legyen (ni) a természetes szdmok tetszbleges szigorian monoton novekvd sorozata
Ay = 27NN [ng, ng1) €s A = UpenAy. Ekkor A 1-es tipusii.

A kovetkezd tétel a 9. Tétel pontositasa. Cy (R)-rel a nemnegativ, folytonos, végtelenben
nullahoz tarté fliggvények terét jeloljik.

15. TETEL. A A = {logn : n = 1,2,...} halmaz 2-es tipusi. Tovdbbd taldlhats olyan f, C; (R)-
beli fiigguény, melyre C' teljes mértéki a (0, 00) félegyenesen és D tartalmazza a (—o0,0) félegyenest.
Ha minden c,-re [ eVg(y)dy < +o0, akkor C(g,A) = R majdnem mindeniitt. Ha g € Cf (R)
és C(g, ) nem elsé kategdrids, akkor C =R m. m. Ezenkivil taldlhaté olyan g € Cy (R), melyre
Clg,A) =R m.m. és [ e¥g(y)dy = +c0.

16. TETEL. Tegyik fol, hogy (m(k)) természetes szamok egy tetszdleges, (ny.) pedig egy szigorian
monoton névekvd részsorozata Ay = 27™HFN N [Ny Mps1) €s N = UgenAg. Ekkor adott ny-hoz
megudlaszthato az (m(k)) sorozat gy, hogy A 2-es tipusi és m(k) — oo.

17. TETEL. Az aszimptotikusan hézagos A halmazok 2-es tipusiiak. Tovdbbd, valamely f € C; (R)-
hez taldalhatdk olyan I és J intervallumok, hogy I a J-t6l balra helyezkedik el és C(f, A) tartalmazza
I-t, mig D(f,A) tartalmazza J-t.

A kovetkezo tétel tartalmazza azt a fliggetlenségen alapulo feltételt, mely elegend6 ahhoz, hogy
egy A halmaz 2-es tipust legyen.

18. TETEL. Tegyiik fol, hogy létezik hdrom intervallum I, J, K, melyekre J = K + I — I (itt
algebrai, komplexus dsszegrél van szd), 1 a J-t6l balra helyezkedik el és dist(1,J) > |I| (ahol
dist(I, J)-vel az I és J intervallumok egymdstdl vett tavolsagdt jeldltik). Tegyiik fol tovabbd, hogy
taldlhatd két végtelenhez tartd sorozat: (y;) és (N;) (y; € RT, N; € N), hogy minden j-re y; — I
legaldbb N; olyan A-beli pontot tartalmaz, melyek figgetlenek a AN (y; — J)-beli pontoktol abban
az értelemben, hogy e halmazok dltal generdlt additiv csoportok egyetlen kozos eleme a 0. FEkkor
A 2-es tipusi. Tovdbbd, taldlhaté olyan f € Cy (R) figgvény, melyre D(f, \) tartalmazza I-t és
C(f,A) teljes mértéki K-n.

A [24] cikkben R. D. Mauldinnal A halmazok egy speciélis osztalyat vizsgaltuk.
A 14. Tétel szerint ha adott az n; < ny < ... természetes szamokbol all6 sorozat, akkor 1-es
1\k 1\k
tipustt a A2)" = UzozlA,(f) , ahol A,Ef) := (3)"Z N [y, ny11). Azonban a 16. Tétel szerint ez az
1-es tipusu halmaz médosithaté gy, hogy 2-es tipust legyen. Azaz van olyan m(k) — oo sorozat,
o 1ym(k) .
melyre 2-es tipusi a A2)"" = UzozlA,(f) ,A@T ()™PZ N g, nger1).
At > 0 szamot a A transzlatoranak hivjuk, ha (A +1¢) \ A véges.
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A (1) Tulajdonsdg teljesiil, ha a A transzlatoraibdl all6 T'(A) megszamlalhaté additiv félcsoport
stirti R*-ban.

Megmutattuk, hogy a ()-b6dl kovetkezik, hogy C(f, A) vagy (), vagy R, vagy egy zart félegyenes
(modulo nullmértékii halmaz). A fent emlitett két halmaz eleget tesz (1)-nek. Igy a (1) onmagéban
nem elegend6 annak eldontésére, hogy A 1-es, vagy 2-es tipusu.

Adott o € (0,1) esetén tekintsiik a kvetkez6 halmazt A := U2 A2 AY" = o¥ZN [ng, ngyq).

Ha a = % valamely ¢ € {2,3,...}-ra, akkor a 14. Tétel bizonyitasanak kis megvéltoztatasaval

megmutathatd, hogy A" 1-es tipusu és a (1) feltétel is teljesil. Ha o ¢ Q, akkor a 18. Tétel
alkalmazhaté, igy A°" 2-es tipust.
Az o = g, (p,q) =1,p,q > 1, p < q eset bizonyult nehéznek. Ekkor is sikeriilt megmutatnunk,

hogy A(g)k, 2-es tipusu.
k
A kévetkezé tételben A"t A-val jeloljik.

Valasszunk olyan r egész szamot, melyre r > 8, (r,p) =1, és (r,q) = 1.
A [24] cikk {6 eredménye:

19. TETEL. A fenti A 2-es tipusi. Tovdbbd létezik olyan karakterisztikus figguény f : R — RT,
melyre [+, 2] majdnem minden pontja C(f, A)-hoz tartozik, |D(f,A) N [1+ £,1+ 2]| > & és

Ez egyben azt is illusztralja, hogy a C(f, A) konvergenciahalmaz lehet félegyenestél és R-tél
kiilonb6z6 nemiires halmaz. Nem ismeretes, hogy pontosan milyen halmazok lehetnek konvergen-
ciahalmazok.

A negyedik fejezetben a gradiensprobléma megoldasaval foglalkozom. Kozismert, hogy ha az f :
(a,b) — R fiiggvény az (a, b) nyilt intervallum minden pontjaban differencialhaté, akkor derivéltja,
f" Darboux tulajdonsagu és Baire egy osztalyu, azaz eléall, mint folytonos fliggvények pontonként
vett hatdrértéke. Kevésbé ismert az tgynevezett Denjoy—Clarkson féle tulajdonsdg [28], [29].
Ez a tulajdonsdg azt mondja ki, hogy tetszoleges (a, ) nyilt intervallumnak a derivéltra vonat-
kozé inverz képe, (f')7(a, 3) vagy iires, vagy pozitiv egydimenziés Lebesgue mértékii. Ha a de-
rivaltfiggvény folytonos, akkor ez nyilvanval6 kovetkezménye annak, hogy nemiires nyilt halmazok
pozitiv mértékiiek, azonban a derivaltfiiggvény nem feltétleniil folytonos, igy a Denjoy-Clarkson
tulajdonsag azt mondja ki, hogy ennek ellenére egy derivaltfiiggvény nem tud ,silytalanul”
athaladni egy intervallumon. Nem nehéz azonban olyan Darboux és Baire egy tulajdonsigu
fiiggvényeket konstrualni, melyek nem rendelkeznek a Denjoy-Clarkson tulajdonsaggal.

C. E. Weil gradiensprobléméja a Denjoy—Clarkson tulajdonsdg tobbdimenziés altaldnositasara
vonatkozott.

Tegyiik fol, hogy n > 2, és G C R" nyilt halmaz, tovabba f : G — R a G minden
pontjdban differencidlhaté n-valtozés fiiggvény. Ekkor az f gradiense, Vf = (01 f,...,0.f) a
G nyilt halmazbdél R™-be mend leképezés. Tegyiik fol, hogy 2 C R™ nyilt halmaz. Igaz-e, hogy
(VHHQ) ={p € G : Vf(p) € N} vagy iires, vagy pozitiv mértékii az n-dimenziés Lebesgue
mértékre vonatkozolag? Folytonosan differencidlhaté fiiggvényekre a valasz nyilvanvaléan pozitiv.

A gradiensprobléma egy masik, ekvivalens és érdekes atfogalmazasa a kovetkezo:

Jelolje B; az n-dimenziés Euklideszi tér egységgombjét. Létezik-e olyan f : R” — R min-
deniitt differencialhaté fiiggvény, melynek a gradiense eltiinik az origoban, de Lebesgue majdnem
mindeniitt a gradiensének norméja nagyobb, mint egy. Ez ugyebér azt jelenti, hogy (V f)~!(B;)
nemires, de nulla Lebesgue mértékii. Azaz differencidlhaté fiiggvényiink az origd egy kis kornye-
zetében ,globdlisan” alig valtozik, bar ,egy valdszintliséggel” gyorsan valtozik (ha a Lebesgue
mértéket mint ponthalmazok valdésziniiségét interpretéljuk).
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A gradiensprobléma a Valés Analizis egy jél ismert és hires megoldatlan problémaja volt. A
60-as évektdl [63] megjelenése dta dolgoztak rajta. En 1987-ben hallottam réla elészor. 15 éven
keresztiil, hosszabb-rovidebb intenzivebb munkaperiodusok utan félretettem, majd amikor valami
ujat tanultam ismét elovettem. Néha, amikor igy éreztem, hogy valamilyen énmagaban is érdekes
részeredményt kaptam, akkor azt egy-egy cikkben megirtam, konferencidkon eléadast tartottam
rola. Végiil 2002 nyaranak végén sikeriilt megoldanom. Bér Pélya Gyorgy jol ismert tandcsat meg-
fontolva igyekeztem mindkét irdnybdl dolgozni a problémén, de az idom tilnyomé részét mégis
azzal toltottem, hogy megprébaltam bizonyitani egy, a Denjoy—Clarkson tulajdonsag n-dimenziés
valtozatara vonatkozo tételt. Azonban valami aprésdg mindig hianyzott... 2000-ben egy kiilfoldi
konferencian L. Zajicek-kel még fogadast is kotottem arra, hogy a gradiensprobléma megoldasa az
elébb emlitett tétel lesz. Azonban 2002-ben feliil kellett birdlnom az eddigi &llaspontomat és ko-
molyan elkezdtem dolgozni egy kétdimenzids ellenpéldan, ami aztan el is juttatott a megoldashoz,
illusztralva azt a koznapi bolcsességet, hogy rugalmasan kell gondolkozni és egy korrekt eljaras
soran mindkét , felet” meg kell hallgatni.

A gradiensprobléma megoldasa tehat egy kétdimenzios ellenpéldafiiggvény konstrukcidja. A
[17] cikkben lényegében a kivetkez6 tételt ldtom be:

20. TETEL. Taldlhaté olyan f : G — R, valamely G C R? nyilt halmazon értelmezett diffe-
rencidlhatd figguény és eqy Q1 C R? nyilt halmaz, hogy valamely p € G-re Vf(p) € Q; de a
kétdimenzios Lebesque mérték, o, szerint majdnem minden q € G-re a gradiens V f(q) nincs

Q4 -ben.

A negyedik fejezet elso felének ot szakaszaban attekintem azokat a publikdlt, 6nmagukban
is érdekes részeredményeket, melyek a gradiensprobléma megoldasahoz vezettek. Eldszor A H;
Denjoy-Clarkson tulajdonsag-rol van szo.

Nem nehéz beldtni, [12], hogy ha az n-dimenziés Lebesgue mértéket az egydimenziés Hausdorff
mértékkel, Hi-gyel helyettesitjiik, akkor a Denjoy—Clarkson tulajdonsdg a tobbdimenzids esetben
is érvényben marad:

21. TETEL. Tegyiik fol, hogy G C R™ nyilt és f : G — R differencidlhatd. Ekkor minden Q C R™
nyilt halmazra (V f)~1(Q) vagy 1ires, vagy pozitiv Hy-mértékii.

Azaz nyilt halmazok gradiensleképezésre vonatkozo nemiires inverz képei legalabb a Hi-mértékre
vonatkozolag nem lehetnek sulytalanok.

P. Holicky, J. Maly, C. E. Weil és L. Zajicek a [38] cikkben megmutatta, hogy a fenti inverz kép
mas értelemben se lehet ,silytalan”. A kovetkezo tételben visszatér a 6. Definiciéban megadott
porozitas fogalma.

22. TETEL. Legyen G C R™ nyilt és leqgyen f, G-n értelmezett differencidlhatd figguény. Tegyiik
fol, hogy Q@ C R™ olyan nyilt halmaz, melyre (Vf)"1(Q)) # 0. Ekkor a kévetkezd tulajdonsdgok
teljestlnek:

(i) (Vf)71(Q) egyetlen pontjdban sem pordzus.

(ii) Ha H C R™ nyilt és HN (Vf) Q) # 0, akkor nincs olyan nem azonosan nulla linedris
fiiggvény, L : R" — R melyre vonatkozélag L(H N (V f)71()) nulla egydimenzids Lebes-
gue mértéki lenne. EbbSL kovetkezik, hogy H N (Vf)~HQ) pozitiv egydimenzids Hausdorff
meértéki.

(1ii) Ha H C R™ nyilt és HN (Vf)"YQ) # 0, akkor HN (Vf)~1(Q) nem o-pordzus.
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A fenti tétel (ii) pontjédban linedris fliggvénynek tetszoleges egyenesre valé vetitést is vélasztha-
tunk, azaz ha (Vf)~1(Q) nemiires, akkor tetszéleges egyenesre vett vetiilete pozitiv H;-mértékii.

A kovetkezo szakaszban a ,,paradox konvexitasi” tulajdonsaggal foglalkozom.

Az el6z8 szakasz eredményei azt mutatjak, hogy a [17] cikkben konstruélt ellenpéldafiiggvénynek
meglehetésen komplikaltnak kell lennie. A kovetkezo, meglehetOsen sok technikai részletet tartal-
mazd eredmény bizonyitdsakor arrél voltam meggy6zédve, hogy ilyen komplikalt fiiggvények nem
is létezhetnek. Erdekes, hogy valészintileg a technikai részletek miatt, ez a cikk nemigen keltette
fol még a gradiensprobléma irant egyébként érdeklodo kollégak figyelmét se, bar utdlag visszagon-
dolva az itt megfogalmazott ,,paradox konvexitasi” tulajdonsag vezetett el végiilis a [17] cikkbeli
végso konstrukciohoz.

Belathatd, hogy a 20. Tételbeli ellenpéldafiiggvény létezésébdl kovetkezik, hogy vannak olyan
fiiggvények, melyek eleget tesznek a kovetkezd tétel feltételeinek ([15]). (int(A) és cl(A) az A
halmaz belsejét, illetve lezdrasat jeloli.)

23. TETEL. Tegyik fol, hogy f differencidlhaté a G C RQ_nyﬂt halmazon. Legyen A, = cl{x €
G :Vf(x) € B(0,1)}. Tegyiik fol, hogy Ay nemiires és Aa(A1) = 0. Legyen R = B(0,1) N Vf(QG)
és G = B(0,1)\ cl(R). Ekkor G a sik konvex és nyilt részhalmaza, tovibbd G # (-bdl még az is

kovetkezik, hogy tetszéleges p € int(cl(R))-re Hi({y : Vf(y) = p}) > 0.

A Baire egy tulajdonsagot kihasznalva alkalmas helyettesités és egy linedris fliggvény hozzaa-
ddsa utén elérhetd, hogy G # ) és 0 € R, amennyiben f eredetileg egy 20. Tételbeli ellenpélda-
fiiggvény volt a kétdimenziés Denjoy-Clarkson tulajdonsdgra. Ekkor B(0, 1) tartalmaz egy olyan
félkérlemezt, melynek tetszbleges p pontjara Hi({x : Vf(x) = p}) > 0 teljesiil. Ez azt mu-
tatja, hogy differencidlhaté fiiggvényiink nagyon eltér azoktol a sima feliiletektol, melyekhez
hozzaszoktunk. Példdul ha valaki az x3 = f(z1,22) = /a3 + 23 felsd egységfélgombfelilletet
tekinti, akkor tetszéleges p € R%*re (Vf)~}(p) vagy iires, vagy egyetlen pontbdl all. Tehat az
ar, amit fizetniink kell azért, hogy legyenek olyan nemiires nyilt halmazok melyeknek inverz V f
képe nulla A\y-mértékii az, hogy létezzen sok olyan pont, aminek inverz V f képe nagy a Hi-mérték
szerint.

Mivel int(cl(R)) nem megszamlalhatd, igy a 23. Tételbdl az is kovetkezik, hogy
(VF)"HB(0,1)) nem o-véges H;-mértékii.

Tehét lehetséges, hogy (Vf)~1(B(0,1))) nemiires, de nulla Ay mértékii, de a fentiek szerint
legalabb nem o-véges H; mértékii. Nyilvan nem lenne érdektelen pontosabban feltérképezni az
itt fellépé hézagot, azaz megvalaszolni a kovetkezod kérdést:

24. KERDES. Tegyiik fol, hogy G C R” nyilt és f : G — R differencidlhatd, tovdbba Q C R™ olyan
nyilt halmaz, melyre (V f)~}(Q) # 0. Mi mondhaté ekkor (V f)~(Q) Hausdorff dimenzi¢jérél?

A probléma ugy tinik masokat is érdekel, mivel M. Zeleny-nek van egy friss preprintje,
[70], melyben olyan differencidlhaté f : R® — R, (n > 2) fiiggvényt konstrudlt, melyre a
(V£)"(B(0,1)) nemiires 1 Hausdorff dimenziés halmaz.

A harmadik szakaszban olyan fiiggvényeket vizsgédlok, amiknek ,;sok” érintésikjuk van.

Visszatérve a 23. Tételhez. Tegyiik 6], hogy e tétel feltételei teljesiilnek és p € int(cl(R)).
Legyen fP(x) = f(x)—p-X, ahol - az R%-beli skaldris szorzdst jeloli. f szinthalmazaira a kovetkezd
jelolést hasznaljuk ffd:ef{x . fP(x) = c¢}. A 23. Tétel bizonyitdsat elemezve belathatd, hogy
taldlhato c-k, olyan pozitiv A\;-mértéki halmaza, hogy minden ilyen c-hez van az fP szinthalmazan
olyan x. pont, hogy V fP(x.) = 0, azaz, V f(x.) = p. Tehat az f grafikonja altal megadott feliileten
sok olyan pont talalhato, ahol a feliilet érintosikjanak gradiense p.
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Ez az érdeklédésemet olyan differencialhato fliggvények felé forditotta, melyeknek sok érintosikja
van. Ezzel kapcsolatos eredményeimet a [16] cikkben publikdltam. E cikk 6 eredménye a kovet-
kez6:

25. TETEL. Létezik olyan f : R? — R, C! fiigguény és hozzd eqy seholsem stirt, zdrt, nulla \s-
mértéki E C [0,1] x [0,1] halmaz, tovdbbd eqy nemiires nyilt H C R, hogy minden (a,b,c) € H
ponthoz van olyan (xg,yo) € E melyre a z = f(x,y) felilet (xo,yo, f(xo,y0)) pontbeli érintdsikja
z=axr+ by + c.

Tehat nemcsak differencidlhaté, hanem C! fiiggvényeknek is lehet sok érintésikjuk. Kie-
melendd, hogy a fenti tételben H a hiaromdimenzidés paramétertér egy nemiires nyilt halmaza,
mig E egy nullmértékii halmaz a kétdimenzids térben azaz a fenti leképezésnél egy dimenzidt
nyeriink és ez a ,,Peano” gorbékre emlékeztet. Egydimenzids érveléseknél megszoktuk, hogy a
C! fiiggvények elegendéen simak. Magasabb dimenziéban azonban sokszor C*, vagy magasabb
osztalyu simasag még nem elegendd. Erre a jelenségre sok példat talalhatunk példaul a parcialis
differencidlegyenleteknél, pl. a j6l ismert Szoboljev Lemma ([56] Th. 7.25) ahol a simasagi fel-
tevések és a konkluzié dimenziéfiiggo.

Egy masik, az altalunk targyalt problémakorhoz szorosan kapcsolédé eredmény a Morse—Sard
tétel [47], [57].

26. TETEL. [37], Theorem 1.3. Legyenek M és N, m és n dimenzids differencidlhatd sokasdgok
tovabbd f : M — N, C" leképezés. Ha r > max{0,m —n} akkor f(X;) nulla Lebesque mértéki
N-ben (X5 az f kritikus pontjainak halmazdt jeléli).

Igy, ha f : R? — R, C? fiiggvény, akkor tetszéleges (a,b) € R? pontra az f(z, y) —ax — by fiiggvény
kritikus értékeinek halmaza, c(qp) nulla Aj-mértékii. Igy nem tartalmazhat intervallumot és Fubini
tétele szerint az

{(a,b,c) €ER®: a z = ax + by + c sik érinti a z = f(z,y)-t}

halmaz nulla A\3-mértéki, és igy a belseje iires.

A sikon értelmezett C! fiiggvények még sok mas érdekes tulajdonsdggal rendelkezhetnek. Egyik
kedvenc, téméankhoz kapcsol6dé tételem Whitney [66] hires példaja, melyben egy R%-n értelmezett
olyan C"! fiiggvényt és hozza egy nem elfajulé folytonos v gorbét konstrual, melyre Vf = 0, azaz a
gradiens eltilinik a v gérbe minden pontjdban, de f nem allandé a vy mentén. (Ez ugyebdr minden
hegymasz6 alma, gy nyerni szintet, hogy kozben nem megyiink folfele. Sajnos az ar, amit ezért
fizetni kell az, hogy a v gorbe végtelen ivhosszu...) Ha a C! simasagi foltevést differencidlhatdésaggd
enyhitjiik, akkor emlitésre mélté Korner [41] ,,szuper Whitney” fliggvénye, egy olyan nem &llandd,
a sfkon értelmezett, differencialhaté fiiggvény, hogy R? barmely két pontja dsszekothetd egy olyan
v folytonos gorbével, hogy V f = 0 a v minden, a végpontoktdl kiilonb6z6 pontjaban.

Erdemes néhany szét szélni a 25. Tétel egydimenzids valtozatardl is. Tegyiik fol tehat, hogy
f : R — R differencidlhaté figgvény. Ha y = ax + b az f, (o, f(xo)) pontbeli érintdje, akkor
legyen Si(zg) = (a,b). Lehetséges-e, hogy S1(R) belseje nemiires?

Az egydimenziés esetben C! fiiggvények mar elegendSen simdk a Morse-Sard tétel alkalmaz-
hatdésagahoz, {gy a C! esetben a vélasz nemleges. Tetszéleges a € R pontra az f(z) — ax fiiggvény
kritikus értékeinek halmaza nulla mértékii. fgy, rogzitett a-ra nulla A\;-mértéki azon b-k halmaza,
melyekre (a,b) az Sy értékkészletéhez tartozik.

Azt varhatnank, hogy ha csak differencialhatésagot tesziink fol, akkor a fenti kérdésre egy-
dimenziéban pozitiv valaszt kapunk. Azonban a valasz még differencidlhaté fiiggvényekre is ne-
gativ. Ezuttal egy mésik kedvenc Valds Analizisbeli tételem, a Denjoy-Young-Saks tétel ([58],
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y=dx+1V

1. dbra. Az y = d'x + b egyenesre torténé n’ vetités

Chap. IX, (3.7) Theorem, p. 267) egyik kovetkezménye adja meg a vélaszt. Tegyiik fol, hogy
y =d'x+V adott sikbeli egyenes és 7’ jeloli az erre az egyenesre valé merdleges vetitést. Tegytik
fol, hogy f : R — R tetszdleges fliggvény és E’ jeloli azon f grafikonjan levé pontok 7’ képét, ahol
f érint6je merdleges y = a’x + b'-re, 1d. a 1. abrat. Ekkor A\;(E’) = 0. Ebbél ismét kovetkezik,
hogy A2(S1(R)) = 0 teljesiil még differencidlhaté fiiggvényekre is.

A negyedik fejezet elso felének negyedik szakaszéban a szinthalmazokat vizsgalom.

A gradiensprobléma kétdimenzids esetén dolgozva érdeklédésem a sikon értelmezett diffe-
rencidlhaté fiiggvények szintvonalrendszerének vizsgalata felé fordult. (Ez az a szintvonalrendszer
amivel barki, aki szeret kirandulni a turistatérképeken, vagy més foldrajzi térképeken talalkozhat.)

2. dbra. f(z,y) bifurkaciés szintvonalakkal

Tegyiik fol, hogy f : R? — R differencidlhaté kétvéltozés fiiggvény. Kritikus pontokban a
szintvonalak furcsan nézhetnek ki. fgy természetes feltevés, hogy a gradiens legyen zérusvektortél
kiillonbozo. E feltétel mellett vajon igaz-e, hogy az {(x,y) : f(x,y) = c} szintvonal differencidlhatd
gorbékbdl &l1?7 A vélasz nemleges 1d. [13]. Ha tekintjiik az

4

f(%y):{ y;;yxa’ ha (z,y) # (0,0);
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fliggvényt, akkor a kovetkezd tétel szerint e fiiggvénynek van olyan szintvonala, mely bifurkacios
pontot tartalmaz. A 2. abra bal felén ezt a fiiggvényt abrazoltuk. A jobb latoszog kedvéért a
koordinatatengelyeket elforditottuk és az y tengely balrdl jobbra mutat. Az abra jobb oldalan e
fliggvény szinthalmazrendszerét illusztraltuk, az x és y tengelyek a szokdasos irdnyokba mutatnak.
E fliggvény bifurkacios tulajdonsagait fogalmaztuk meg a kovetkezo tételben.

27. TETEL. Taldlhaté olyan f : R? — R differencidlhatd fiigguény, melynek a gradiense sehol se
tiinik el, azaz V f(x,y) # 0 tetszdleges (z,y) € R%-re, de Sy = {(z,y) : f(z,y) = 0} = {(z,y) :
ly| = 22, vagy y = 0}, és igy a (0,0) pontnak nincs olyan G nyilt kornyezete, amelyre U N Sy egy
nyilt intervallummal lenne homeomorf.

Ez a tétel azonban a gradiensproblémahoz kapcsolodd kutatasok szempontjabdl nem jelentett
lényeges akadélyt, hiszen a Baire egy tulajdonsagot haszndlva és egy alkalmas linearis fliggvényt
hozzaadva, mint a 23. Tétel esetén, mindig lehetéség volt arra, hogy olyan fliggvényekkel dol-
gozzunk, amiknek gradiense az origdtdl elhatarolhatd. Ez a feltevés mar elegendé ahhoz, hogy
megszabaduljunk a szintvonalak bifurkdciés pontjaitl ([13], Theorem 2.):

28. TETEL. Tegyiik fol, hogy G C R? nyilt és f : G — R olyan differencidlhaté fiiggvény, melyre
|V f(x,y)|| > r > 0 teljesil minden (x,y) € G-re. Ha valamely (xq,yo) € G-re ¢ = f(xo,yo) akkor
taldlhatd az (xo,yo) pontnak olyan Gy kérnyezete, hogy S. = Go N {(z,y) : f(z,y) = ¢} egy nyilt
intervallummal homeomorf és S.-nek minden pontjaban van érintdje.

Elegendden erds simasagi feltevések mellett hasonld eredmény kaphaté az implicit fiiggvénytétel
segitségével, azonban még az implicit fliggvénytétel kiillonbozé dltaldnositasaihoz (1d. pl. [26])
is feltétel, hogy az f(z,y) fiiggvény y-szerinti parcidlis derivaltja nem tinik el, valamint az
(altaldnositott) parcialis derivaltak lokalis korldtossaga is sziikséges. Emlitésre érdemes azonban,
hogy az implicitfiiggvény tétel ikertestvéréhez az inverzfiiggvény tételhez a differencialhatosag ele-
gend§ feltevés. Az [52] cikkben a szerzOk megmutattdk, hogy ha f : G — R™ differencialhaté a
G C R™ nyilt halmazon és det f'(x) # 0 minden x € G-re, akkor f lokdlis diffeomorfizmus. Ez a
tétel jol ismert egyetemi tananyag ha f elegendGen sima, azonban ha csak differencidlhatésédgot
tesziink fol, akkor nemtrivialis topoldgia, (Degree Theory) van a hattérben.

A 27. és 28. Tételekben megkezdett kutatdsi irdnyt folytatta Elekes Mérton. A [30] cikk
eredményei azt mutatjak, hogy ha egy f : R?> — R differencidlhaté fiiggvény gradiense nem
tiinik el, akkor tetszéleges {x € R? : f(x) = ¢} szinthalmaz lokalisan homeomorf, vagy egy nyilt
intervallummal, vagy (a bifurkaciés pontokban) egy kozos végpontbdl kiinduld véges sok szakasz
unidjaval. Ezenkiviil a bifurkaciés pontok diszkrét halmazt alkotnak.

A negyedik fejezet elsé felének utolsd, 6todik szakaszaban derivaltak approximativ folyto-
nossagaval és parcidlis derivaltakkal foglalkozom.

29. DEFINiCIO. Az f : R" — R™ fliggvény az x pontban approximativ folytonos, ha taldlhaté
olyan Lebesgue mérheté £ C R™ melynek az x Lebesgue stirliségi pontja és limy .x.yep f(y) =
f(x). Egy f fiiggvény approximativ folytonossagi pontjait Ag-fel jeloljiik.

Az [49] cikkben Petruska Gyorgy megmutatta, hogy ha f : R — R az F derivaltja, akkor
f minden értékét felveszi approximativ folytonossagi pontjai halmazan, azaz, f(R) = f(Ay).
Ebbdl nyilvanvaléan kovetkezik az egydimenzios Denjoy—Clarkson tulajdonsdg. Ezért keltette fel
érdeklodésem e tétel tobbdimenzids altaldnositdsanak probléméja. Az [14] cikkben a kovetkezo6
tételeket bizonyitottam. Ha a parcialis derivaltakat tekintjiik, akkor:
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3. dbra. f(r,¢)

30. TETEL. Tegyik fol, hogy F : R" — R differencidlhaté és i € {1,...,m}. FEkkor [ = O;F
minden értékét felveszi Ag-en.

fgy differencialhatoé fliggvények parcidlis derivaltjai rendelkeznek a Denjoy—Clarkson tulajdonsaggal.
F differencidlhatosaganak feltevése sziikséges, mivel ha csak a parcidlis derivalt 1étezését tessziik
fol, akkor:

31. TETEL. Taldlhaté olyan folytonos F : R?* — R fiigguény, melynek f = OF/Ox, parcidlis
derivdltja mindeniitt létezik és f nem veszi fel minden értékét Ag-en.

Differencialhaté fiiggvények gradiensével kapcsolatban is az el6z6hoz hasonld a helyzet.

32. TETEL. Taldlhato olyan f : R? — R differencidlhato fligguény, hogy V f nem veszi fol minden
értékét Ay y-en.

E fliggvény polarkoordinatas definiciéja a kovetkezo:

[ rsin(¢+ %), ha r#(0,0);
f(?“,gb)—{ 0, ha r=0.

Ezt abrazoltuk a 3. abran. Az f fiiggvény gradiense csak a 0-ban egyenl6 a nullvektorral és ez az
érték nem tartozik Ayg-hez, ugyanis ahogy kozelediink az origéhoz spiralvonalak mentén ,egyre
meredekebben hullamzik” az f grafikonja.

33. KERDES. Tegyiik {61, hogy f : R" — R differencidlhaté fiiggvény. Egy y € R" vektor
a Vf reguldris értéke ha taldlhaté x € Ayy, hogy Vf(x) = y. Jeldlje a reguldris értékek
halmaziat REG(V f). A gradiensprobléméara adott ellenpéldank a [14] cikkben megfogalmazott
REG(Vf)-nek a V[ értékkészletében vald siirtiségére vonatkoz6 kérdésre is negativ valaszt ad.
Masrészt a REG(V f) karakterizaldsdra vonatkozé kérdésiink tovédbbra is megvalaszolatlan, sot
még érdekesebbé valt.

A negyedik fejezet masodik felében vazolom a gradiensprobléma megoldasat ado 20. Tétel
konstrukeiot aminek részletei a [17] cikkben jelentek meg.
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