Golay-kédos feladatok megoldasai

2. A Gy Golay-kod egy [24,12, 8], paraméteri kod. Egy koordinatajat
elhagyva kapjuk a Gaz [23,12, 7], paramétertd Golay-kodot. Mutasd meg,
hogy Go3 perfekt kod.

Megoldas: A Goz kod perfektsége kovetkezik abbol, hogy a Hamming-
korlatot egyenlGséggel teljesiti :
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3. (a) Legyen A; az ¢ sulyu szavak szama Gas-ban. A Gz kod perfektségét
felhasznalva mutasd meg, hogy Ag = Az = 1, Ay = A1 = 253, Ag = A5 =
506, All - A12 - 1288

(b) L@éyen A; a Gy Golay-kodban a i stlyt szavak szama Gos-ban. Hatérozd
meg az A; szamokat.

Megoldas: A Gs3 kéd perfekt ami azt jelenti, hogy minden 23 hossza 0 — 1
sorozat pontosan egy kodszo koriili hdrom Hamming-sugart gombben van
benne. Jelolje A; az i hosszu kodszavak szédmat, ekkor az el6bbi észrevétel

szerint
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Ebbdl rekurziot kapunk A;-re Ay = 1-t felhasznélva. Ebbdl kapjuk, hogy
A(] = Agg = 1, A7 = A16 = 253, Ag = A15 = 506 és AH = A12 = 1288.
Ebbdl az eredeti C' kod silypolinomjanak A; egyiitthatoi:

1210 = A24 =1 Ag - Alﬁ - 759 Alg - 2576

(Az eredeti kodban nem lehet példaul 7 sulyu szo, mert akkor az egyik ilyen
sz6 1-est tartalmazo helyén lyukasztva a kapott 23 hosszt kddban lennének
6 sulyu szavak is. Hasonloan Ag = A5 = Aj; = Ayz = 0. )

4. Tekintsiik a Go4 Golay-kod 8 sulyt szavait és tekintsiik ezeket egy blokkrend-
szer elemeinek. Mutasd meg, hogy az {1,2,...,24} barmely 5 elemére pon-
tosan egy blokk illeszkedik. (Ez a blokkrendszer a Witt-design.)

Megoldas: Bérmely 5 pontra legfeljebb egy blokk illeszkedhet, mert ha
valamely 5 pontra két blokk is illeszkedne akkor lenne c¢i,co € C kddok
8 sillyal, melyekre ¢; + ¢y siilya legfeljebb 6 lenne, ez pedig nem lehet,
mert a Golay-kod linearis kod, igy minden nem 0 kodszavanak a silya
legalabb 8. Most szamoljuk meg kétféleképpen az (M, B) parokat, ahol
M c {1,2,...,24} |M| = 5 és M C B ahol B egy blokk. Mivel ezutob-
biak szama Ag = 759, igy az ilyen parok szdma 759 - (g) Masrészt az ilyen
parok szama legfeljebb (254), mert minden 5 elemi halmazra legfeljebb egy

blokk illeszkedik.
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Mivel 759- (g) = (254 ) igy minden 5 elemt halmazra pontosan egy blokknak
kell illeszkednie.

5. Tekintsiik a Gy3 Golay-kod 7 stulyu szavait. Hany kozos 1-es lehet két ilyen
kodszoban?  Konstrualj egy (253,140,87,65) paraméterii erésen reguléris
grafot. Mi a komplementerének, mint erésen regularis grafnak a paraméterei?

Megoldas: Vegyiik észre, hogy (G53 minden 7-silyu szava ugy keletkezik,
hogy a Gay kod letordlt koordinatajaban 1-es allt ezen kodszavakban. A
G4 kodban 0, 8,12, 16, 24 silyta szavak voltak, ez a kod linearitasa miatt azt
jelenti, hogy két 8 sulyt szénak 0,2 vagy 4 kozos 1-ese volt. Tehat a Gog két
7 sulyu szavaban 1 vagy 3 darab kozos 1 van.

Legyen G az a graf, melynek csiicsai a Gy3 7-stlyd szavai és kettG Ossze
van kotve ha pontosan 3 darab kozos 1-esiik van. Megmutatjuk, hogy ez egy
(253,140, 87,65) paramétertd erdsen reguléris grafot hatéroz meg.

Azt méar lattuk a 2. feladatban, hogy ennek a grafnak 253 csticsa van.

Miel6tt belekezdenénk a tovabbi paraméterek bizonyitasédba, két dolgot
megjegyziink. Mostantol a kodszavakat azonositjuk azon 7-elemii halma-
zokkal, ahol 1-eseik vannak és B blokkrendszerbeli halmazokrél fogunk beszélni
az esetilkben. A tovdbbiakban aktivan hasznalni fogjuk, hogy minden 4-
elemt halmazra pontosan egy ilyen blokkrendszerbeli 7-elemii halmaz illeszkedik,
ez kovetkezik a 4. feladatbol. Azt is hasznalni fogjuk implicite, hogy ha két
B-beli halmaznak legalabb két kozos eleme van és 6k nem egyeznek meg
akkor valojaban pontosan harom kozos elemiik van.

Belatjuk, hogy a graf 140-regularis. Rogzitsiink egy A 7-elemi halmazt a
blokkrendszerbdl. Legyen S C A, melyre |S| = 3. Vegyiink mégegy p ¢ A el-
emet. Ekkor SU{p}-re illeszkedik pontosan egy B 7-elemi blokkrendszerbeli
halmaz. Viszont minden ilyet pontosan 4-szer szamoltunk, mert |B\ A| = 4.
Mivel S-t (;) = 35, p-t pedig 23 — 7 = 16 féleképpen valaszthattuk, igy
az ilyen B halmazok széma 35 - 16/4 = 140. Ezek éppen azon halmazok,
amelyek A-t pontosan 3 elemben metszik. Tehat belattuk, hogy a G graf
140-regularis.

Legyen A, B € B, melyekre |A N B| = 3. Keressiik azon C' € B halmazok
szaméat, melyekre [ANC| = |BNC| = 3. Legyen ANBNC =T. Ha
|T| = 3 akkor ezeket tugy kaphatjuk, meg, hogy vesziink egy p ¢ AU B
elemet és T'U {p}-re pontosan egy ilyen halmaz illeszkedik, viszont minden
ilyet 4 elemnél is megszamoltunk. Tehat (23 — |[AU B|)/4 = 12/4 = 3 ilyen
halmaz van. Ha |T'| = 2 akkor |C N (A\ B)| =|CnN(B\ A)| =1, igy erre a
2+ 1+1 = 4 elemre éppen pontosan egy B-beli halmaz illeszkedik. Mivel T-t
3,aCN(A\B) és CN(B\ A) halmazokat (igazabol elemeket) 4 —4 féleképpen
valaszthatjuk meg, igy ilyenbdl 3 -4 -4 = 48 darab van. Ha |T| = 1 akkor
|ICN(A\B)| =|CN(B\A)| =2, igy ezutobbi 2+ 2 elemre illeszkedik éppen
egy B-beli halmaz. Ilyenbdl (3) (4) = 36 halmaz van. Maradt az az eset, hogy

2
|T'| = 0. Valojaban ilyen nem lehet, mert ekkor a v4 + v + ve vektorban

|AABAC| = 3 darab 1-es lenne, de ilyen vektor nincs a Gy Golay-kodban.
Tehat két Osszekotott csicsnak 3 4 48 4+ 36 = 87 kozos szomszédja van.
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Most legyen A, B € B, melyekre |A N B| = 1. Keressiik azon C' € B
halmazok szamat, melyekre |ANC| = |BNC| = 3. Legyen ANBNC =T. Ha
r azon C halmazok szama, melyre |T| = 1 és s azon halmazok szama, melyre
|T'| = 0. Ha kivalasztjuk AN B elemet és még két elemet B\ A-bol illetve 1
elemet A\ B-bol akkor ezekre illeszkedik pontosan egy B-beli halmaz. Ekkor
|T'| = 1, de minden halmazt kétszer szamoltunk meg, mert |C'N(B\ A)| = 2.
Tehat 2r = (5) (9), {gy = 45. Ha kivalasztunk két-két elemet A\ B és B\ A-
bol akkor ezzel 9-szer szamoltuk meg azon halmazokat, melyekre |7 = 0 és

pontosan 1-szer azokat, melyekre |T| = 1. Igy (2)2 =9s+r, azaz s = 20.
Tehat r 4+ s = 65 kozos szomszédja van a grafban két osszekotetlen csiicsnak
a grafban.

Altalaban egy (n, k, \, ;1) paramétert ersen regularis graf komplementere
erGsen regularis graf (n,n—k—1,n—2k+ p—2,n—2k+ \) paraméterekkel.
Tehat G komplementerének a paraméterei (253,112, 36, 60).

6. Legyen N az ikozaéder élgrafjanak adjacencia méatrixa. J a csupa 1
matrix. Mutasd meg, hogy az (I12, J — N) méatrix a G4 generatorméatrixa.

Megoldas: Az ikozaéder minden csicsénak 5 szomszédja van, tovabba két
atellenes csticsdnak nincs, két nem atellenes csiicsanak pontosan két kozos
szomszédja van. Ebbdl kovetkezik, hogy H = (12, J — N) barmely soraban
8 darab 1-es van és barmely két sor merdGleges egymasra . Ezutobbibol
kovetkezik, hogy barmely két kodszo is meréleges egymaésra.

Igy a kod minden szava 4-gyel oszthato stlyt, ez teljesiil C' soraira és ha
c1, co-re teljesiil, akkor ¢; + co-re is :

lsupp(c1 + ¢2)| = [supp(c1)| + |supp(c2)| — 2|supp(cr) N supp(cz)|

hiszen [supp(c1) Nsupp(ce)| paros, mert (¢1,c2) = 0.

Az is vilagos, hogy a matrix 12 dimenzids teret generél, hiszen az els6
12 oszlop mutatja, hogy a 12 general6 vektor linearisan fiiggetlen. Ebbdl
kovetkezik, hogy a C = C*+. Ha C kédot a H = (I, A) matrix generdlja
akkor a C* altere H* = (— AT, I) métrix altal generalt altér. Most azonban
C = O+ 12 dimenzids, F, felett vagyunk és A szimmetrikus igy C-t generalja
a (J — N, I;3) matrix is.

Most mar bebizonyithatjuk, hogy C' nem tartalmaz 4-silyt szot. Tegyiik
fel, hogy ¢ € C ¢és w(c) = 4. Irjuk fel c-t ¢ = (a,b) alakban ahol a és b
két 12 hosszu vektor, w(a) + w(b) = 4. Ha w(a) = 0 akkor H matrixbol
latszik, hogy ¢ = 0, ez nem lehet. Ha w(a) = 1 akkor szintén H matrixbol
latszik, hogy ¢ a H egyik sora, de ekkor w(c) = 8, ez sem lehet. Ha w(a) = 3
vagy w(a) = 4 akkor w(b) = 1 vagy w(b) = 0 és H helyett H* matrixot
hasznalva jutnank ellentmondésra. Ha w(a) = 2 akkor ¢ két bazis vektor
Osszege, de a bizonyités elsé mondatabol koévetkezik, hogy ezen vektorok
silya 8 vagy 12 aszerint, hogy két nem atellenes vagy két atellenes csticshoz
tartozo vektorokrol van szd. Tehat C-ben nincs 4 sulya sz6, de minden sz6
sily oszthato 4-gyel, igy a minimalis suly 8. Mivel a kod 12 dimenzids, igy
a Golay-kod egyértelmtiségébdl kdvetkezik, hogy C a Golay-kod.
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7. Mutasd meg, hogy az alabbi méatrix egy [11, 6, 5|3 paraméterd perfekt kod
generatormatrixa

1000001 1 1 1 1
01 000O0TO0OT1 -1-11
0010001 0 1 -1 -1
00010O0-11 0 1 -1
0oo00010-1-11 01
0000011 -1-11 0

Ez a G1; ternaris Golay-kod. Hogy kapunk ebbdl egy G2 [12, 6, 6]3 paramétert
kodot?

Megoldas: Tegyiink be egy 7. oszlopot a méatrixba az alabbi médon. Meg-
mutatjuk, hogy a kapott matrix egy [12,6,6]; paraméterti kod generator-
matrixa.

10000001 1 1 1 1
601000010 1 -1-11
0060100011 0 1 -1 -1
0o001001-11 0 1 -1
0oo0o0o0101-1-11 0 1
0oo0o0o00111-1-11 0

El6szor is vegyiik észre, hogy ezen 01j méatrix minden sordban 6 darab nem
0 elem van vagyis minden vektor meréleges 6nmagara (IF5 felett szamolunk!).
S6t ez a 6 vektor egymaésra is merdleges: elég leellenérizni, hogy az elsé és
a masodik sor mer6leges az Osszes tobbire, mert a bal als6 5 x 5 matrix cik-
likus. Ez minddssze 9 gyorsan ellenérizhets dolog. Tehat a generatormatrix
barmely két sora merdGleges egymaésra, igy ez igaz tetszdleges két kodszora is.
Specialisan minden kodszo6 sulya 3-mal oszthato.

Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy minden kodszo silya legalabb 6, elég
megmutatni, hogy minden koédszé sulya legalabb 4. Ez igaz a generator-
matrix soraira és ha két ilyen sorvektort elGjelesen Osszeadunk akkor az
els6 6 helyen is lesz két nem 0 és az utols6 két helyen is lesz két nem 0
elem a generatormatrix utolsé 6 helyében taldlhaté 0-k miatt. Mar csak azt
kell megmutatni, hogy harom vektort elGjelesen Gsszeadva nem kaphatunk
az utols6 harom koordinataban csupa 0 vektort. Megallapitottuk, hogy a
sorvektorok merélegesek egymasra, igy ez igaz az utols6 6 koordinata altal
meghatarozott vektorokra is. Igy az altaluk meghatéarozott 6 x 6 A matrixra
AAT = —]. Vagyis A invertalhato, tehat a 6 vektor linearisan fiiggetlen,
specidlisan barmely 3 vektor is linearisan fiiggetlen. Ezzel megmutattuk,
hogy a kapott matrix egy [12, 6, 6]3 paraméterd kod generatormatrixa.

Elhagyva a 7. koordinatat kapjuk egy [11,6,5]3 paramétert kod genera-
tormatrixat. Ez perfekt, mert egyenlGséggel teljesiti a Hamming-becslést:

311
6:
1+11-24 (4)-2%
mert 1+ 11-2+4 (1)) - 2% =1+ 224 220 = 243 = 3°.




