Elemi bizonyitas a baratsag tételre

Tétel (baratsag tétel): Egy G egyszert grafban barmely két kiilonb6z6 csicsnak pontosan
egy kozos szomszédja van. Ekkor van olyan csics aki minden maés csiccsal ssze van kotve,
és a graf ugy néz ki, hogy k darab haromszognek van egy kézos csiicsa, ahol n = 2k + 1 a
graf csucsainak szama.

Megjegyzés: Sajnos nem tudom, hogy az aldbbi bizonyitas kitél szarmazik, de amint
megtudom, azonnal megirom, hiszen megérdemli, hogy a neve szerepeljen fantasztikus bi-
zonyitasa mellett.

Bizonyitas: A tételben szerepld graf valoban teljesiti, hogy barmely két kiilonb6z6 csucsnak
pontosan egy kozos szomszédja van. A bizonyités els6 1épéseként megmutatjuk, hogy ha egy
graf teljsiti a feltételt, de nem a tételben leirt alaku, akkor sziikségszertien regularis graf.

Megmutatjuk, hogy ha u és v nincs Osszekotve akkor az 6 fokszdmaik megegyeznek.
Legyen u és v két Gsszekotetlen csiics. Legyen a kozos szomszédja w. Legyen u és w kozos
szomszédja u’, v és w kozos szomszédja v'. Az u és v’ nincs Osszekotve, mert akkor u
és w-nek két szomszédja is lenne: u’ és v’. Hasonléan v és u' sincs Osszekotve. Legyen
u tovabbi szomszédjai uq,...,ug, v tovabbi szomszédjai v,...,v;. Az u; csucsok egyike
sincs Osszekotve w illetve v’-vel, mert akkor u,u’ illetve u,w-nek legalabb két kozos szom-
szédja lenne. Ugyanakkor uq,...,u; mindegyikének van pontosan egy koz0s szomszédja
v-vel, vagyis minden u;-b6l vezet él az egyik v;-be. Hasonléan vy, ..., v; mindegyikének van
pontosan egy kozos szomszédja u-val, vagyis minden v;-bdl vezet él az egyik u;-be. Tehat
k =11gy u és v-nek is k + 2 szomszédja van.

Most térjink &t a G graf komplementerére. Az el6zGek szerint ha két cstcs Ossze van
kotve akkor az 6 fokszamuk megegyezik. Tehat ha egyetlen Gsszefiiggségi komponens van
akkor a graf reguléris, ahogy azt allitottuk. Ha van egy izolalt pont akkor 6 az eredeti
grafban mindenkivel Gssze van kétve, ebbdl pedig mar kovetkezik, hogy a graf a tételben
leirt alaki. Az utolsé eset, hogy a komplementer grafban van legalabb ketts legalabb két
cstcsot tartalmazo komponens. Ez azonban nem lehet, mert akkor az egyik komponensben
lev6 cstcsok mindegyik masik komponensben levs csiccsal 6ssze vannak kotve az eredeti
grafban, igy ezeknek legalabb két kézos szomszédja van. Tehat a graf nem a tételben leirt
alaka akkor regularis.

Tovabbiakban feltesziik, hogy az n cstcsa, d regularis graf teljesiti a tétel feltételét.
Szémoljuk le a cseresznyék szamat. Ez egyrészt n(9), hiszen minden csics (§) cseresznye
kozépsd csicsa. Masrészt (Z) cseresznye van, barmely két csticsra pontosan egy cseresznye
illeszkedik. Ebbdl kivetkezik, hogy n = d? —d + 1.

A kovetkezs 1épés a bizonyitas legravaszabb lépése. Legyen W a k-hosszu zéart sétdk
szama. Felirunk egy rekurziot Wy-ra. Egy csticsbdl elindulva mindig d irdnyba léphetiink
tovabb. Nézziik meg mi torténik k — 2 1lépés utan. Wy _o esetben éppen visszaértiink, ekkor
minden ilyen zart setat d féleképpen tehetiink zérttd: d szomszéd valamelyikébe lépiink,
majd vissza. Masik lehetséges eset, hogy k — 2 1épés utdn nem ériink vissza az eredeti
csucsba, ekkor ezt a sétat csak egy félekeppen lehet befejezni k hosszu zart sétava, az utolso
pontbdl ellépiink az elsd és utolsé egyetlen kdzos szomszédjaba, majd onnan az elsé csiicsba.
Az n cstcs valamelyikébdl elindulva, majd k — 2 lépést megtéve Wy _o esetben fordul el§ az
els eset és nd*~2 — Wj,_o esetben a masodik. igy

Wi = dWi—o + nd"* ™2 — Wj_s.



Altalaban egy tetsz6leges p primre p | W, ugyanis tetszéleges p-hosszii zart sétat el lehet
"forgatni" p-szer, igy osztva be a p hosszu zart sétakat p-es csoportokba. Masrészt tegyiik
fel, hogy d — 1 > 1 és p egy primosztdja d — 1-nek, ekkor

W, = dWi_o+nd* 2 =Wy o = (d(d— 1)+ 1)d?"2 =1 (mod p).

Ez ellentmond annak amit éppen most allapitottunk meg, nevezetesen, hogy p | W,. Tehat
d—1=1vagyis d = 2 és n = 3, igy G egy haromszdg, ez azonban a tételben leirt alaku
graf.



