Regularitasi lemma alkalmazéasai !

Néhany definicié, jeldlés. (X,Y) paros graf élsdrisége: d(X,Y) = %
G, H grafokra a H C G jeloli, hogy H részgrafja G-nek, de néha abban az ér-
telemben is hasznaljuk, hogy bedgyazhatoé. ||H — G|| a szdmozott bedgyazasok
szama.

Definicié: e-regularitas Legyen € > 0. Adott a G graf és annak két diszjunkt
csicshalmaza: A C V, B C V. Azt mondjuk, hogy (A, B) e-reguléris par ha
minden olyan X C A, Y C B halmazokra, melyre | X| > ¢|A4| és |Y]| > ¢|B|,
teljestil, hogy

|[d(X,Y)—d(A,B)| <e

Regularitasi lemma

Tétel: regularitasi lemma, Szemerédi 1978 Minden ¢ > 0 és z egészre
léteznek M (e, z) és N (e, z) egészek a kovetkezd tulajdonsaggal: minden G graf-
nak, melynek n > N(g,z) cstcsa van, létezik a csicsoknak k + 1 részre vald
particidja, hogy

V=W+Vi+Va+...V;

olyan, hogy 2 < k < M(e,2), |[Vo| < en, V4] = |Va| = -+ = |Vi| és ek? par
kivételével minden (V;,V;) par e-regularis.

Tétel: hasznalhaté alak Minden ¢ > O-ra létezik M = M(e), hogy ha
G = (V,E) graf és d € [0,1] akkor létezik a V-nek particioja k + 1 részre:
Vo, Vi,Va,..., Vi és egy G' C G részgraf a kovetkezd tulajdonsagokkal: k < M,
[Vo| < e|V], minden V; (i > 1) ugyanakkora: |V;| = m, e(G'(V;)) = 0 minden
i > 1-re, |[E(G")| > |E(G)| — 4(d + 3¢)|V|?, minden G'(V;,V;) pér e-regularis 0
vagy d-nél nagyobb striiséggel.

Megjegyzés: Ezutdn G’-bdl elhagyjuk Vo-t és a ra illeszkedd éleket, igy a
kapott G gréafra teljesiil, hogy |E(G")| > |E(G)| — 5(d + 5¢)|V]2.

Az alabbi altalanosabb is igaz:

Tétel: fokszam alak Minden ¢ > 0-ra létezik M = M (e), hogy ha G = (V, E)
graf és d € [0, 1] akkor létezik a V-nek particioja k + 1 részre: Vo, Vi, Va,..., Vi
és egy G' C G részgraf a kovetkezd tulajdonsagokkal: &k < M, |V < |V,
minden V; (i > 1) ugyanakkora: |V;| =m < [¢|V]],

deger (v) > dega(v) — (d + €)|V| mindenv € V

e(G'(V;)) = 0 minden ¢ > 1-re, minden G'(V;,V;) par e-regularis 0 vagy d-nél
nagyobb strtiséggel.

1z az eladasjegyzet Komlds Janos és Simonovits Miklés Szemerédi’s Regularity T.emma
and its applications in graph theory cimti cikke alapjan késziilt, a cikk megtaladlhat6é a
http://www.math.ucsd.edu/ fan/teach/262/read/reg.pdf helyen



Megjegyzés: Altalaban a fokszam alak alkalmazasa utan elhagyjuk Vo-t és
kapjuk G” = G’ — V. Erre a G”-re tovabbra is teljesiil, hogy

deger (v) > deg(v) — (d + e)n — |Vo| > dege(v) — (d + 2e)n
minden v € V(G”)-re, igy e(G”) > e(G) — (d + 3¢)n?/2.

Definicié redukalt grafra: adott egy tetszdleges G = (V, E) graf és a V csics-
halmaznak egy P particidéja Vi, Vs, ... Vi halmazokra, tovabba adott €,d. Ek-
kor a kdvetkezSképpen definidljuk a redukilt grafot: a csicshalmaza a Vi, ...V
halmazok és V; 6ssze van kétve a Vj-vel ha a (V;,V;) par e-regularis legalabb d
stirtiséggel. ( Tipikusan a hasznéalhaté vagy fokszam alak utan kapott G” graf
redukalt grafjat vizsgaljuk.)

Néhany allitas.

1. Allitas: a siirtiség konvexitasa Adott egy paros graf A és B szinoszta-
lyokkal. Ekkor minden k < |A|, | < |B| egészekre:

1
d(A,B) = —— d(X,Y
SN CIT UM

Megjegyzés: Ez alapjan elég az e-regularitast az |X| = [e|4]] + 1, |Y] =
[e|B|] + 1 teljesité X, Y halmazokra ellendrizni.

2. Allitas: nagy halmazba mend fokszamok nagyok Legyen (A, B)
e-reguléris par d strtséggel. Ekkor minden Y C B, |Y| > ¢|B|-re

[{z € Ardeg(z,Y) < (d—e)[Y|}[ <elA]

3. Allitas: metszet tulajdonsag Tegyiik fel, hogy Y C B és
(d—¢e)!7Y| > ¢|B|, 1 > 1, ekkor

{122, ya0) s € A, [V 0 (N N(@a)| < (d— ) Y]} | < lefA]

Megjegyzés: Az utolso két éllitasnak van deg(x,Y) > (d + ¢)|Y| valtozata is,
de azokra nem lesz sziikség.

4. Allitas: szeletre vonatkozé lemma Legyen (A, B) e-regularis par d
strtiséggel. Valamely o > e-ralegyen A’ C A, |A'| > o|A|, B’ C B, |B’| > «|B].
Ekkor (A’, B') &'-reguléris par ahol ¢/ = max(e/«, 2¢), tovabba d’ strtiségére
teljesiil, hogy |d — d'| < e.

Kulcs lemma

Definicié: Egy R graf és t poritiv egész esetén az R(t) grafot ugy kapjuk,
hogy minden cstcsot kicseréliink ¢ fiiggetlen csticsra és két t-es kdzott behtizunk
minden élet ha az eredeti grafban a két csics kozott volt él, kiilonben egyetlen
élet se hiizunk be.



Kulcs lemma: Egy G grathoz adott d > ¢ > 0 mellet elkészitjiik az R redu-
kalt grafjat, ahol minden osztaly m csucsot tartalmaz. Legyen H az R(t) egy
részgrafja h csiccesal és maximélis A > 0 fokszammal, tovabbéa legyen § = d — e
és g9 = Q‘i_—AA. Ekkor ha e <eg ést—1<egm akkor H C GG. S6t

1H — G| > (som)"

Bizonyitas: A kovetkezd altalanosabb becslést bizonyitjuk:

Hat— 1< (6% — Ae)m akkor ||H — G|| > [(6® — Ae)m — (t — 1)]".

Ez valéban altalanosabb, mert 62 = (2 + A)eg > 2¢¢ + Ac, igy
(62 — Ae)m > 2egm > egm +t — 1 azaz (62 — Ae)m — (t — 1) > ggm.

A H graf vi,...,v, cstcsat egyesével dgyazzuk be G-be. A v; szidmara
fenntartunk egy folyamatosan zsugordé C;; halmazt amihez tartozik, v; végsd
helyét csak a j.-edik id6pontban valasztjuk ki. A 0. lépésben Cp; a természe-
tesen ad6d6 m-elemd halmaz. Tehat minden j-re |Cy;| = m. Az algoritmus az
i.-edik id6pontban két lépésbdl all.

1. lépés: Vesziink egy v; € C;_1,; cstcsot ugy, hogy dega(vi, Ci—1,5) > 0|Ci—1 4]
minden olyan j > i-re, amelyre {v;,v;} € E(H)
2. lépés: Atirjuk a halmazokat: minden j > i-re legyen

O — Ci_LjﬂN(’Ui) ha{vi,vj} GE(H)
E Ci—l,j kiilonben

Ha i < jlegyen di; = |[{l €[] : {vw,v;} € E(H)}|

Egyszerti észrevétel, hogy ha d;; > 0 akkor |Cy;| > §%im. (Ha d;; = 0 akkor
|Cij| =m.)

Ha i < j akkor |Cy;| > §%m > em. Mivel nagy halmazba meng fokszamok
nagyok, ezért a v; valasztasdnak C;_; ; halmaznak Aem kivételével minden cstics
megfelel a fokszam feltételeknek, tovabbé persze az R(t) adott osztélybeli tobbi
csucsat sem vélaszthatjuk, igy v; valasztasara legalabb

|Ci14] — Aem — (t — 1) > (0% — Ae)ym — (t — 1)
lehet6ség van. Ezzel bebizonyitottuk az allitast.

Megjegyzés: Valojaban nem hasznaltuk ki az e-regularitast teljes erésségében,
csak az aladbbi egyoldali valtozatéat:

ha X C A, |X|>¢|Al, Y CB, |Y|>¢|B| akkor e(X,Y) > 6| X||Y]

Megjegyzés: A legtobb alkalmazasban el@szor alkalmazzuk a Regularitasi lem-
méat, majd megkonstrualjuk a redukalt grafot. Aztén erre alkalmazunk egy
klasszikus grafelméleti tételt (példaul a Konig-Hall tételt, Dirac-tételt vagy a
Turan-tételt). Majd valamilyen a Kulcs lemmahoz hasonlé tétellel visszahtizzuk
az eredményt a redukalt grafrol az eredetire.



Néhany alkalmazas

Tétel (Erdss-Stone 1946): Tetszileges p > 2-re és t > 1-re

ex(n, Kt ... ) = (1— ——) (Z) +o(n?)

p—1

Bizonyitas: Legyen 3 > 0 és G,,-nek legyen t&bb, mint (1 — p_il + B)% éle,
ahol n elég nagy. Alkalmazzuk a regularitési lemma hasznalhaté alakjat d = g
és e = (1%)1”5. Legyen G = G/ — Vj és legyen R a G graf redukalt grafja e, d
paraméterekkel. Ekkor

o(R) _ o(G") 1

k2/2 = n?/2 p—1

Ekkor a Turan-tétel szerint R tartalmaz p-klikket. Ekkor a Kulcs-lemma szerint

G, tartalmaz Kp(t,...,t) ha n elég nagy, ehhez az kell, hogy ¢ = Qi_—AA > és

t—1<egm. =5 — (L)', A= (p-1)t, igy

(% _ (%)pt)(pfl)t (g _ 1%)(zafl)t _ (%)(pfl)t _ 4p=1)t B
2+ (-1t T 24+ (p-1)t 2+ (-1t 2+ (p—1)t

0= 10

A miésodik egyenlStlenség pedig elég nagy m-re teljesiil.
Ezzel bebizonyitottuk az allitast.

Val¢jaban az alabbi erdsebb tételt bizonyitottuk.

Tétel: Legyen H egy graf h csicson p kromatikus szimmal. Legyen 5 > 0
adott és legyen e = (%)h Ha n elég nagy és G,, grafra teljesiil, hogy

1 n?
(G > (1= —5 + 05

akkor a Szemerédi tétel hasznalhato alakjanal kapott M (e)-nal

()

Tétel: Minden 3 > O-ra és H egyszeri grafra létezik egy v = v(6,H) > 0 a
kovetkezd tulajdonsagokkal: ha G,, graf legfeljebb yn*(D) példanyat tartalmazza
H-nak akkor kitdrolhetd legfeljiebb Sn? éle, hogy a kapott graf H-mentes.
Bizonyitas: Legyen h = v(H) és ¢ = (5)", tovabba valasszuk y = (37)"- Te-
gyiik fel, hogy n elég nagy és alkalmazzuk a regularitasi lemma fokszam alakjat
d = (B-val, és legyen G” = G” — V. Megmutatjuk, hogy G” H-mentes. Legyen
R a G” redukalt grafja. Ha G” tartalmazza H egy példanyat, akkor R maga
is tartalmazza H-t vagy legaldbbis egy H' gréafot, melyre H C H'(h). Ekkor
azonban a Kulcs lemma adja, hogy

[H = Gull > (em)" > (en/k)" > (en/M(e))" = yn"

(1) = (

B
10

=



ellentmondas. Ezzel bebizonyitottuk az allitast.
Harom tagi szamtani sorozat

Allitas: Az alabbiak ekvivalensek:

(1) (A (6,3)-tétel, Ruzsa-Szemerédi 1976) Ha H,, 3-unifom hipergraf n csi-
cson olyan, hogy semely 6 pontja nem tartalmaz 3 vagy annal t&bb élet, akkor
e(H,) = o(n?).

(2) Ha G,, graf minden éle pontosan egy haromszogben van benne akkor
e(Gp) = o(n?).

(3) (feszitett matching) Ha G, n feszitett matching uniéja akkor e(G,) = o(n?).
(G egy M matchingje feszitett ha minden olyan él, ami két M-beli cstcsot kot
Ossze M-beli.)

Bizonyitas: (1) és (2) ekvivalenciaja trivialis.

(3) = (2) Minden (2)-beli graf felbonthaté n feszitet matching unidjara:
legyen {v;,v;} € E(G) a k matchingben ha {v;,v;, vy} haromszdget alkot
Gp-ben. Ekkor valoban n feszitett matchinget kapunk, melynek G,, az unioja.
Igy (3) szerint e(G,,) = o(n?).

(2) = (3) Vegyiink fel n darab j pontot. A k. 4j pontot kossiik Gssze a
k. matching csicsaival. Sajnos az igy kapott graf élei még nagyon sok harom-
szOgben lehetnek benne. Ez az 0j graf csak akkor teljesitené (2) feltételeit ha az
eredeti grafban nem volt hdromszog. Javitas: az eredeti G gréafban van olyan
G* paros graf, amely G éleinek legalabb a felét tartalmazza (miért?). Ez a G*
is n feszitett matching uni6ja, igy alkalmazhatjuk ra az el6bb leirt konstrukciét
és a kapott graf mar teljesiti (2) feltételeit. Igy 3E(G)/2 < 3e(G*) = o((2n)?),
azaz E(G) = o(n?).

Tétel (feszitett matching) Ha G,, n feszitett matching unidja akkor e(G,,) =

o(n?).

Bizonyitas: Tobbet fogunk bizonyitani: legyen ¢ > 0 tetszéleges és n >
2M(e)/e?. Ha G, k feszitett matching uni6ja akkor e(G,) < 4en? + ken.

Alkalmazzuk a Regularitasi lemma hasznalhat6 alakjat d = 2e-nal, és legyen
G" = G —Vy. Megmutatjuk, hogy minden G”-beli feszitett matching legfeljebb
en élet tartalmaz.

Legyen M egy feszitett matching G”-ben és legyen U = V(M) M csicshal-
maza, U; = UNV,. Legyen I = {i:|U;| > ¢|V;|}, tovabba legyen L = U;c;U;
és S = U — L. Ekkor persze |S| < en. Ha tehat |U| > 2en akkor |L| > |U|/2,
tehat létezik w,v € L szomszédosak M-ben. Legyen u € V; és v € V. Ekkor
az. R redukalt grafban van él V; és V; kozott, azaz a stirtiség tobb, mint 2e ko-
zottiik. Mivel U; és U; legalabb em elemi, igy kozottiik a strtség legaladbb e.
Ez azonban t6bb, mint €|U;||U;| > min {|U;], |U;|} élet jelent, ez ellentmond M
feszitettségének. Ezzel bebizonyitottuk az allitast.



Tétel (Roth): Minden € > 0-ra létezik egy no = no(e), hogy ha n > ny,
A C{l,...,n} és|A| > en akkor A tartalmaz 3 hosszt szamtani sorozatot.

Bizonyitas: Jelolje r3(n) azt a legnagyobb szdmot, amelyhez létezik egy A C
{1,...,n} 3-hosszu szamtani sorozat mentes halmaz, hogy |A| = rs(n). Toviabba
jelolje f(k,n) azt a legnagyobb szamot, ahany éle lehet k feszitett matching
uniojanak n ponton. Elébbiek szerint elég nagy n-re

f(k,n) < 4en® + ken
Megmutatjuk, hogy r3(n) < f(n,5n)/n. Igy ha n elég nagy akkor
r3(n) < (4e(5n)* + 5nen)/n = 105en

Legyen ay,...ar(< n) a maximéalis hosszusdga sorozat, amely nem tartalmaz
3-hosszu szamtani sorozatot, R = r3(n). Tekintsiik a kovetkezs grafot: Gs, =
(A,B,E), A= [2n], B=[3n] és

EcAxB E={(x+a,z+2a): z€n],i€[R]}

Ekkor G5,-nek pontosan Rn éle van és a kdvetkezd n matching unidja:
M, = {(z + a;,z + 2a;) : i € [R]}. Ezek feszitett matchingek G,-ben:
z+2a; =y +2a, és x +a; =y + a, akkor x —y = a, — a; = 2a, — 2a; azaz

allitast.
Ramsey-Turan K,-re

Tétel (Ramsey-Turan K, -re, Szemerédi 1972) Ha G,, nem tartalmaz K-t
és o(n) fiiggetlen csticsa van akkor e(Gy) < n* + o(n?)

Bizonyitas: A bizonyitas a kdvetkezd két trivialis allitason muilik:

[1] Legyen G = (AU B, E), |A| = |B| = m és tegyiik fel, hogy
(i) G(A4, B) e-regularis legalabb 3 + ¢ strtséggel, ahol § > 1/2, € > 0,
(ii) a(G) < (28— 1)m

Ekkor K4 C G.

[2] Legyen G = (AUBUC, E), |A| = |B| = |C| = m és tegyiik fel, hogy
(i) G(A, B) e-regularis legalabb (3 + ¢ siirtiséggel, ahol 8 > ¢ > 0, és ugyanez
teljesiil (A, C) és (B, C) parokra.
(i) (G) < Fm
Ekkor K, C G.

Ebbdl mar kovetkezik az allitas: tegyiik fel, hogy valamely e-ra

e(G) > <é + 55) n?

végtelen sok n-re. Legyen n olyan nagy, hogy

g2 M(e)
— —1 & >
M) =T

a(Gy) <



Alkalmazzuk a regularitasi lemma hasznalhato alakjat d = 2e-nal. Legyen G =
G’ — Vp és R a redukalt grafja. Ekkor e(G") > (1/8 + ¢)n?.
Tovabbé

a(Gy) < €2 (% —1) <e? (% —1) <em

I. eset Ha R-nek tobb, mint k2 /4 éle van akkor a Turén-tétel szerint van benne
haromszog. Ekkor alkalmazhatjuk [2]-t 8 = e-nal és kapjuk, hogy K4 C G.

II. eset

Z d(V;, V) = e(G")/m? > e(G")k*/n* > (1/8 + ) k?
1<i<j<k

Mivel ezen stirtiségek koziil legfeljebb k2/4 nem 0, ezért az atlaguk legalabb
d = 1/2 + 4e. Tehat van olyan péar, ahol a stirtiség legalabb d. Legyen H az a
graf, amely ezt a reguléris part tartalmazza és a csoportokon beliil visszatessziik
az éleket. Erre a H-ra alkalmazzuk [1]-t 8 =d — e = 1/2 + 3¢, mivel

a(H) <a(Gp) <em < (28 —-1)m

igy K4 C G,
Ezzel bebizonyitottuk az allitast.

Megjegyzés: Bollobas és Erdds 1976-ban bebizonyitotta, hogy az 1/8 nem
javithato.



