
Regularitási lemma alkalmazásai 1Néhány de�niió, jelölés. (X, Y ) páros gráf éls¶r¶sége: d(X, Y ) = e(X,Y )
|X|·|Y | .

G, H gráfokra a H ⊂ G jelöli, hogy H részgráfja G-nek, de néha abban az ér-telemben is használjuk, hogy beágyazható. ||H → G|| a számozott beágyazásokszáma.De�niió: ε-regularitás Legyen ε > 0. Adott a G gráf és annak két diszjunktsúshalmaza: A ⊂ V , B ⊂ V . Azt mondjuk, hogy (A, B) ε-reguláris pár haminden olyan X ⊂ A, Y ⊂ B halmazokra, melyre |X | > ε|A| és |Y | > ε|B|,teljesül, hogy
|d(X, Y ) − d(A, B)| < εRegularitási lemmaTétel: regularitási lemma, Szemerédi 1978 Minden ε > 0 és z egészreléteznek M(ε, z) és N(ε, z) egészek a következ® tulajdonsággal: minden G gráf-nak, melynek n > N(ε, z) súsa van, létezik a súsoknak k + 1 részre valópartiiója, hogy

V = V0 + V1 + V2 + . . . Vkolyan, hogy z ≤ k ≤ M(ε, z), |V0| < εn, |V1| = |V2| = · · · = |Vk| és εk2 párkivételével minden (Vi, Vj) pár ε-reguláris.Tétel: használható alak Minden ε > 0-ra létezik M = M(ε), hogy ha
G = (V, E) gráf és d ∈ [0, 1] akkor létezik a V -nek partiiója k + 1 részre:
V0, V1, V2, . . . , Vk és egy G′ ⊂ G részgráf a következ® tulajdonságokkal: k ≤ M ,
|V0| ≤ ε|V |, minden Vi (i ≥ 1) ugyanakkora: |Vi| = m, e(G′(Vi)) = 0 minden
i ≥ 1-re, |E(G′)| > |E(G)| − 1

2 (d + 3ε)|V |2, minden G′(Vi, Vj) pár ε-reguláris 0vagy d-nél nagyobb s¶r¶séggel.Megjegyzés: Ezután G′-b®l elhagyjuk V0-t és a rá illeszked® éleket, így akapott G′′ gráfra teljesül, hogy |E(G′)| > |E(G)| − 1
2 (d + 5ε)|V |2.Az alábbi általánosabb is igaz:Tétel: fokszám alak Minden ε > 0-ra létezik M = M(ε), hogy ha G = (V, E)gráf és d ∈ [0, 1] akkor létezik a V -nek partiiója k + 1 részre: V0, V1, V2, . . . , Vkés egy G′ ⊂ G részgráf a következ® tulajdonságokkal: k ≤ M , |V0| ≤ ε|V |,minden Vi (i ≥ 1) ugyanakkora: |Vi| = m ≤ [ε|V |],

degG′(v) > degG(v) − (d + ε)|V | mindenv ∈ V

e(G′(Vi)) = 0 minden i ≥ 1-re, minden G′(Vi, Vj) pár ε-reguláris 0 vagy d-nélnagyobb s¶r¶séggel.1Ez az el®adásjegyzet Komlós János és Simonovits Miklós Szemerédi's Regularity Lemmaand its appliations in graph theory ím¶ ikke alapján készült, a ikk megtalálható ahttp://www.math.usd.edu/ fan/teah/262/read/reg.pdf helyen1



Megjegyzés: Általában a fokszám alak alkalmazása után elhagyjuk V0-t éskapjuk G” = G′ − V0. Erre a G”-re továbbra is teljesül, hogy
degG”(v) > deg(v) − (d + ε)n − |V0| ≥ degG(v) − (d + 2ε)nminden v ∈ V (G”)-re, így e(G”) > e(G) − (d + 3ε)n2/2.De�niió redukált gráfra: adott egy tetsz®leges G = (V, E) gráf és a V sús-halmaznak egy P partiiója V1, V2, . . . Vk halmazokra, továbbá adott ε, d. Ek-kor a következ®képpen de�niáljuk a redukált gráfot: a súshalmaza a V1, . . . Vkhalmazok és Vi össze van kötve a Vj -vel ha a (Vi, Vj) pár ε-reguláris legalább ds¶r¶séggel. ( Tipikusan a használható vagy fokszám alak után kapott G” gráfredukált gráfját vizsgáljuk.)Néhány állítás.1. Állítás: a s¶r¶ség konvexitása Adott egy páros gráf A és B színosztá-lyokkal. Ekkor minden k < |A|, l < |B| egészekre:

d(A, B) =
1

(

|A|
k

)(

|B|
l

)

∑

X⊂A,|X|=k

Y ⊂B,|Y |=l

d(X, Y )Megjegyzés: Ez alapján elég az ε-regularitást az |X | = [ε|A|] + 1, |Y | =
[ε|B|] + 1 teljesít® X, Y halmazokra ellen®rizni.2. Állítás: nagy halmazba men® fokszámok nagyok Legyen (A, B)
ε-reguláris pár d s¶r¶séggel. Ekkor minden Y ⊂ B, |Y | > ε|B|-re

| {x ∈ A : deg(x, Y ) ≤ (d − ε)|Y |} | ≤ ε|A|3. Állítás: metszet tulajdonság Tegyük fel, hogy Y ⊂ B és
(d − ε)l−1|Y | > ε|B|, l ≥ 1, ekkor

|
{

(x1, x2, . . . , xl) : xi ∈ A, |Y ∩ (∩l
i=1N(xi))| ≤ (d − ε)l|Y |

}

| ≤ lε|A|lMegjegyzés: Az utolsó két állításnak van deg(x, Y ) ≥ (d + ε)|Y | változata is,de azokra nem lesz szükség.4. Állítás: szeletre vonatkozó lemma Legyen (A, B) ε-reguláris pár ds¶r¶séggel. Valamely α > ε-ra legyen A′ ⊂ A, |A′| ≥ α|A|, B′ ⊂ B, |B′| ≥ α|B|.Ekkor (A′, B′) ε′-reguláris pár ahol ε′ = max(ε/α, 2ε), továbbá d′ s¶r¶ségéreteljesül, hogy |d − d′| < ε.Kuls lemmaDe�niió: Egy R gráf és t pozitív egész esetén az R(t) gráfot úgy kapjuk,hogy minden súsot kiserélünk t független súsra és két t-es között behúzunkminden élet ha az eredeti gráfban a két sús között volt él, különben egyetlenélet se húzunk be. 2



Kuls lemma: Egy G gráfhoz adott d > ε > 0 mellet elkészítjük az R redu-kált gráfját, ahol minden osztály m súsot tartalmaz. Legyen H az R(t) egyrészgráfja h súsal és maximális ∆ > 0 fokszámmal, továbbá legyen δ = d− εés ε0 = δ∆

2+∆ . Ekkor ha ε ≤ ε0 és t − 1 ≤ ε0m akkor H ⊂ G. S®t
||H → G|| > (ε0m)hBizonyítás: A következ® általánosabb beslést bizonyítjuk:Ha t − 1 ≤ (δ∆ − ∆ε)m akkor ||H → G|| > [(δ∆ − ∆ε)m − (t − 1)]h.Ez valóban általánosabb, mert δ∆ = (2 + ∆)ε0 ≥ 2ε0 + ∆ε, így

(δ∆ − ∆ε)m ≥ 2ε0m ≥ ε0m + t − 1 azaz (δ∆ − ∆ε)m − (t − 1) ≥ ε0m.A H gráf v1, . . . , vh súsát egyesével ágyazzuk be G-be. A vj számárafenntartunk egy folyamatosan zsugordó Cij halmazt amihez tartozik, vj végs®helyét sak a j.-edik id®pontban választjuk ki. A 0. lépésben C0j a természe-tesen adódó m-elem¶ halmaz. Tehát minden j-re |C0j | = m. Az algoritmus az
i.-edik id®pontban két lépésb®l áll.
1. lépés: Veszünk egy vi ∈ Ci−1,i súsot úgy, hogy degG(vi, Ci−1,j) > δ|Ci−1,j |minden olyan j > i-re, amelyre {vi, vj} ∈ E(H)
2. lépés: Átírjuk a halmazokat: minden j > i-re legyen

Cij =

{

Ci−1,j ∩ N(vi) ha {vi, vj} ∈ E(H)
Ci−1,j különbenHa i < j legyen dij = | {l ∈ [i] : {vl, vj} ∈ E(H)} |.Egyszer¶ észrevétel, hogy ha dij > 0 akkor |Cij | > δdij m. (Ha dij = 0 akkor

|Cij | = m.)Ha i < j akkor |Cij | > δ∆m > εm. Mivel nagy halmazba men® fokszámoknagyok, ezért a vi választásánakCi−1,i halmaznak ∆εm kivételével minden súsmegfelel a fokszám feltételeknek, továbbá persze az R(t) adott osztálybeli többisúsát sem választhatjuk, így vi választására legalább
|Ci−1,i| − ∆εm − (t − 1) > (δ∆ − ∆ε)m − (t − 1)lehet®ség van. Ezzel bebizonyítottuk az állítást.Megjegyzés: Valójában nem használtuk ki az ε-regularitást teljes er®sségében,sak az alábbi egyoldali változatát:ha X ⊂ A, |X | > ε|A|, Y ⊂ B, |Y | > ε|B| akkor e(X, Y ) > δ|X ||Y |Megjegyzés: A legtöbb alkalmazásban el®ször alkalmazzuk a Regularitási lem-mát, majd megkonstruáljuk a redukált gráfot. Aztán erre alkalmazunk egyklasszikus gráfelméleti tételt (például a König-Hall tételt, Dira-tételt vagy aTurán-tételt). Majd valamilyen a Kuls lemmához hasonló tétellel visszahúzzukaz eredményt a redukált gráfról az eredetire.3



Néhány alkalmazásTétel (Erd®s-Stone 1946): Tetsz®leges p > 2-re és t ≥ 1-re
ex(n, Kp(t, . . . , t)) = (1 −

1

p − 1
)

(

n

2

)

+ o(n2)Bizonyítás: Legyen β > 0 és Gn-nek legyen több, mint (1 − 1
p−1 + β)n2

2 éle,ahol n elég nagy. Alkalmazzuk a regularitási lemma használható alakját d = β
2és ε = ( β

10 )pt. Legyen G′′ = G′ − V0 és legyen R a G′′ gráf redukált gráfja ε, dparaméterekkel. Ekkor
e(R)

k2/2
≥

e(G′′)

n2/2
> 1 −

1

p − 1Ekkor a Turán-tétel szerint R tartalmaz p-klikket. Ekkor a Kuls-lemma szerint
Gn tartalmaz Kp(t, . . . , t) ha n elég nagy, ehhez az kell, hogy ε0 = δ∆

2+∆ ≥ ε és
t − 1 ≤ ε0m. δ = β

2 − ( β
10 )pt, ∆ = (p − 1)t, így

ε0 =
(β

2 − ( β
10 )pt)(p−1)t

2 + (p − 1)t
≥

(β
2 − β

10 )(p−1)t

2 + (p − 1)t
=

(2β
5 )(p−1)t

2 + (p − 1)t
=

4(p−1)t

2 + (p − 1)t
(

β

10
)(p−1)t ≥ (

β

10
)pt = εA második egyenl®tlenség pedig elég nagy m-re teljesül.Ezzel bebizonyítottuk az állítást.Valójában az alábbi er®sebb tételt bizonyítottuk.Tétel: Legyen H egy gráf h súson p kromatikus számmal. Legyen β > 0adott és legyen ε = (β

6 )h. Ha n elég nagy és Gn gráfra teljesül, hogy
e(Gn) > (1 −

1

p − 1
+ β)

n2

2akkor a Szemerédi tétel használható alakjánál kapott M(ε)-nal
||H → Gn|| >

(

εn

M(ε)

)hTétel: Minden β > 0-ra és H egyszer¶ gráfra létezik egy γ = γ(β, H) > 0 akövetkez® tulajdonságokkal: ha Gn gráf legfeljebb γnv(H) példányát tartalmazza
H-nak akkor kitörölhet® legfeljebb βn2 éle, hogy a kapott gráf H-mentes.Bizonyítás: Legyen h = v(H) és ε = (β

3 )h, továbbá válasszuk γ = ( ε
M(ε)h. Te-gyük fel, hogy n elég nagy és alkalmazzuk a regularitási lemma fokszám alakját

d = β-val, és legyen G′′ = G” − V0. Megmutatjuk, hogy G′′ H-mentes. Legyen
R a G′′ redukált gráfja. Ha G′′ tartalmazza H egy példányát, akkor R magais tartalmazza H-t vagy legalábbis egy H ′ gráfot, melyre H ⊂ H ′(h). Ekkorazonban a Kuls lemma adja, hogy

||H → Gn|| > (εm)h > (εn/k)h ≥ (εn/M(ε))h = γnh4



ellentmondás. Ezzel bebizonyítottuk az állítást.Három tagú számtani sorozatÁllítás: Az alábbiak ekvivalensek:(1) (A (6, 3)-tétel, Ruzsa-Szemerédi 1976) Ha Hn 3-unifom hipergráf n sú-son olyan, hogy semely 6 pontja nem tartalmaz 3 vagy annál több élet, akkor
e(Hn) = o(n2).(2) Ha Gn gráf minden éle pontosan egy háromszögben van benne akkor
e(Gn) = o(n2).(3) (feszített mathing) Ha Gn n feszített mathing uniója akkor e(Gn) = o(n2).(G egy M mathingje feszített ha minden olyan él, ami két M -beli súsot kötössze M -beli.)Bizonyítás: (1) és (2) ekvivaleniája triviális.

(3) ⇒ (2) Minden (2)-beli gráf felbontható n feszítet mathing uniójára:legyen {vi, vj} ∈ E(G) a k mathingben ha {vi, vj , vk} háromszöget alkot
Gn-ben. Ekkor valóban n feszített mathinget kapunk, melynek Gn az uniója.Így (3) szerint e(Gn) = o(n2).

(2) ⇒ (3) Vegyünk fel n darab új pontot. A k. új pontot kössük össze a
k. mathing súsaival. Sajnos az így kapott gráf élei még nagyon sok három-szögben lehetnek benne. Ez az új gráf sak akkor teljesítené (2) feltételeit ha azeredeti gráfban nem volt háromszög. Javítás: az eredeti G gráfban van olyan
G∗ páros gráf, amely G éleinek legalább a felét tartalmazza (miért?). Ez a G∗is n feszített mathing uniója, így alkalmazhatjuk rá az el®bb leírt konstrukiótés a kapott gráf már teljesíti (2) feltételeit. Így 3E(G)/2 ≤ 3e(G∗) = o((2n)2),azaz E(G) = o(n2).Tétel (feszített mathing) Ha Gn n feszített mathing uniója akkor e(Gn) =
o(n2).Bizonyítás: Többet fogunk bizonyítani: legyen ε > 0 tetsz®leges és n ≥
2M(ε)/ε2. Ha Gn k feszített mathing uniója akkor e(Gn) < 4εn2 + kεn.Alkalmazzuk a Regularitási lemma használható alakját d = 2ε-nal, és legyen
G′′ = G− V0. Megmutatjuk, hogy minden G′′-beli feszített mathing legfeljebb
εn élet tartalmaz.Legyen M egy feszített mathing G′′-ben és legyen U = V (M) M súshal-maza, Ui = U ∩ Vi. Legyen I = {i : |Ui| > ε|Vi|}, továbbá legyen L = ∪i∈IUiés S = U − L. Ekkor persze |S| < εn. Ha tehát |U | > 2εn akkor |L| > |U |/2,tehát létezik u, v ∈ L szomszédosak M -ben. Legyen u ∈ Vi és v ∈ Vj . Ekkoraz R redukált gráfban van él Vi és Vj között, azaz a s¶r¶ség több, mint 2ε kö-zöttük. Mivel Ui és Uj legalább εm elem¶, így közöttük a s¶r¶ség legalább ε.Ez azonban több, mint ε|Ui||Uj | ≥ min {|Ui|, |Uj |} élet jelent, ez ellentmond Mfeszítettségének. Ezzel bebizonyítottuk az állítást.
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Tétel (Roth): Minden ε > 0-ra létezik egy n0 = n0(ε), hogy ha n ≥ n0,
A ⊂ {1, . . . , n} és |A| > εn akkor A tartalmaz 3 hosszú számtani sorozatot.Bizonyítás: Jelölje r3(n) azt a legnagyobb számot, amelyhez létezik egy A ⊂
{1, . . . , n} 3-hosszú számtani sorozat mentes halmaz, hogy |A| = r3(n). Továbbájelölje f(k, n) azt a legnagyobb számot, ahány éle lehet k feszített mathinguniójának n ponton. El®bbiek szerint elég nagy n-re

f(k, n) < 4εn2 + kεnMegmutatjuk, hogy r3(n) ≤ f(n, 5n)/n. Így ha n elég nagy akkor
r3(n) ≤ (4ε(5n)2 + 5nεn)/n = 105εnLegyen a1, . . . aR(≤ n) a maximális hosszúságú sorozat, amely nem tartalmaz

3-hosszú számtani sorozatot, R = r3(n). Tekintsük a következ® gráfot: G5n =
(A, B, E), A = [2n], B = [3n] és

E ⊂ A × B E = {(x + ai, x + 2ai) : x ∈ [n], i ∈ [R]}Ekkor G5n-nek pontosan Rn éle van és a következ® n mathing uniója:
Mx = {(x + ai, x + 2ai) : i ∈ [R]}. Ezek feszített mathingek G5n-ben:
x + 2ai = y + 2ar és x + aj = y + ar akkor x − y = ar − aj = 2ar − 2ai azaz
2ai = ar + aj ellentmond a sorozat de�niiójának. Ezzel bebizonyítottuk azállítást.Ramsey-Turán K4-reTétel (Ramsey-Turán K4-re, Szemerédi 1972) Ha Gn nem tartalmaz K4-tés o(n) független súsa van akkor e(Gn) < 1

8n2 + o(n2)Bizonyítás: A bizonyítás a következ® két triviális állításon múlik:[1℄ Legyen G = (A ∪ B, E), |A| = |B| = m és tegyük fel, hogy(i) G(A, B) ε-reguláris legalább β + ε s¶r¶séggel, ahol β > 1/2, ε > 0,(ii) α(G) < (2β − 1)mEkkor K4 ⊂ G.[2℄ Legyen G = (A ∪ B ∪ C, E), |A| = |B| = |C| = m és tegyük fel, hogy(i) G(A, B) ε-reguláris legalább β + ε s¶r¶séggel, ahol β > ε > 0, és ugyanezteljesül (A, C) és (B, C) párokra.(ii) α(G) ≤ β2mEkkor K4 ⊂ G.Ebb®l már következik az állítás: tegyük fel, hogy valamely ε-ra
e(Gn) >

(

1

8
+ 5ε

)

n2végtelen sok n-re. Legyen n olyan nagy, hogy
α(Gn) <

ε2

M(ε)
− 1 és n ≥

M(ε)

ε6



Alkalmazzuk a regularitási lemma használható alakját d = 2ε-nal. Legyen G′′ =
G′ − V0 és R a redukált gráfja. Ekkor e(G′′) > (1/8 + ε)n2.Továbbá

α(Gn) < ε2

(

n

M(ε)
− 1

)

≤ ε2
(n

k
− 1

)

≤ ε2mI. eset Ha R-nek több, mint k2/4 éle van akkor a Turán-tétel szerint van benneháromszög. Ekkor alkalmazhatjuk [2℄-t β = ε-nal és kapjuk, hogy K4 ⊂ G.II. eset
∑

1≤i<j≤k

d(Vi, Vj) = e(G′′)/m2 ≥ e(G′′)k2/n2 > (1/8 + ε) k2Mivel ezen s¶r¶ségek közül legfeljebb k2/4 nem 0, ezért az átlaguk legalább
d = 1/2 + 4ε. Tehát van olyan pár, ahol a s¶r¶ség legalább d. Legyen H az agráf, amely ezt a reguláris párt tartalmazza és a soportokon belül visszatesszükaz éleket. Erre a H-ra alkalmazzuk [1℄-t β = d − ε = 1/2 + 3ε, mivel

α(H) < α(Gn) < εm < (2β − 1)mígy K4 ⊂ Gn.Ezzel bebizonyítottuk az állítást.Megjegyzés: Bollobás és Erd®s 1976-ban bebizonyította, hogy az 1/8 nemjavítható.
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