VARHATO ERTEK MODSZER ES JAVITOTT VELETLEN
CSIKVARI PETER

ABSTRACT. Ebben a jegyzetben a varhato érték modszer néhany alkalmazasat
mutatjuk be.

1. BEVEZETES

A matematikédban igen gyakran szembesiiliink azzal a problémaval, hogy azt kell
igazolnunk, hogy létezik egy bizonyos P tulajdonsagi S struktira. Az esetek nagy
részében ekkor tgy jarunk el, hogy megkonstrualjuk ezt az S strukturat. Sajnos
azonban ez az Ut nem mindig jarhato, néha csak egzisztencia bizonyitést tudunk
adni az adott struktura létezésére vagyis a létezésén kiviil nem sok mindent tudunk
mondani. Az egyik legaltalanosabban hasznalhaté modszer dolgok létezésének a
bizonyitasara a valoszintiségi modszer. Ilyenkor azt mutatjuk meg, hogy egy alka-
Imasan valasztott valoszintiségi térben pozitiv valoszintiséggel lesz az S struktira
P tulajdonséagu.

Ebben a jegyzetben ennek a modszernek a két legtrivialisabb esetével foglalkozunk.
Ezek koziil is a varhato érték modszer az egyszertibb. Nagyon gyakran azt kell iga-
zolnunk, hogy van egy olyan S struktira, aminek egy f(.S) paramétere legalabb p
értékd. Ha taladlunk egy valoszintiségi teret, amelyben egy véletleniil valasztott S
strukturara éppen p az f(5) varhato értéke akkor pozitiv valoszintiséggel f(S) > p
és persze pozitiv valosziniiséggel f(S) < p.

A masik modszer egy kicsit rafindltabb ennél. Ekkor a véletlentil valasztott
S struktira még nem lesz jo, de csak kicsit lesz hibas, igy azt még meg tudjuk
javitani. Ez a gyakorlatban ugy mikodik, hogy f(.) valamilyen moédon éppen azt
fogja mutatni, hogy mennyire rossz a strukttra (illetve ha adott egy f(.) paraméter
akkor készitiink egy f’(.) paramétert ami egyszerre nézi f(.)-t és a hiba mértékét).
Igy ha ennek kicsi a varhato értéke akkor pozitiv valoszintiséggel létezik kicsit hibas
struktira amit aztan megjavithatunk.

Ez a modszer meglehetSsen egyszertinek tiinik, de a valésdgban két egymaéssal
Osszefiiged dolog okozhatja a problémét. Az elsé dolog, hogy az embernek eszébe
kell jutnia, hogy ezt a modszert alkalmazza és felejtse el a konstrukciot. A ma-
sodik pedig a valoszintiségi tér megkonstruéalasa lehet nagyon triikkkos. Az alabbi-
akban lassunk néhany példat, ezek kozott lesz nagyon trivialis és lesz meglehetGsen
triikkos is.

Végezetiil szeretném mindenkinek a figyelmébe ajanlani Noga Alon és Joel
Spencer The Probabilistic Method cimd konyvét. Ez egy nagyon szépen megirt
konyv, ezen jegyzetben szerepls Osszes allitas megtalalhatd ebben a konyvben és
még sok tovabbi szép alkalmazasa a valoszintiségi modszernek.

2. BEMELEGITES: NAGY PAROS RESZGRAF

2.1. Tétel. Adott eqy n csicsi és e(G) éli G graf. Ekkor van G-nek olyan pdros
H részgrafja amelynek legaldbb e(G)/2 éle van.
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Bizonyitds. A tétel allitasa ugy is tjrafogalmazhatd, hogy adjuk meg G-nek egy
(A, V' \ A) vagasat, hogy a keresztbe mend élek szama (e(A,V \ A)) legalabb e/2
legyen, ahol e = e¢(G).

Egy v € V(G) cstcsot tegytink 1/2 valoszintiséggel A-ba és 1/2 valoszintséggel
V' \ A-ba. (Tehat definialtuk a valészintiségi teret, valasztottunk egy véletlen A
halmazt.) Legyen

X =¢(A,V\A)
valoszintiségi valtozo. Nekiink azt kell megmutatni, hogy pozitiv valoszintiséggel
X > e/2. Ehhez elég megmutatni, hogy EX = ¢/2. Ez valoban igy van: minden
f € E(G) élre legyen Xy az az indikator valoszintségi valtozo, amely 1 ha f az
(A, V' \ A) vagasban van ¢és 0 ha nem. Ekkor

X = Z X;.
feE(G

Igy a varhato érték linearitasa miatt

EX=E( ) X; Z EX;.

fEE(G) feE(G
(Figyelem, itt nem kell a valoszintiségi valtozoknak fuggetlennek lennie.) Mas-
részt minden f € E(G) esetén EX; = 1/2 ugyanis az f ¢él két végpontja 1/2
valoszintiséggel van ugyanabban a kupacban és 1/2 valoszintiséggel kiillonb6z6 ku-
pacokban vagyis 1/2 valoszintiséggel X; = 1 és 1/2 valoszintiséggel 0. Tehat

EX = ) EX;= Y %:%e(G).

feB(G) feB(G)
Ezzel kész vagyunk. 0

3. DIAGONALIS RAMSEY-SZAMOK

3.1. Tétel. Az n,k pozitiv egészekre teljesiil, hogy ( )21 () < 1. Ekkor R(k, k) >
n. Specidlisan R(k,k) > |2¥/%] ha k > 3.

Bizonyitds. Azt kell megmutatnunk, hogy létezik K,-nek olyan szinézese, amely
nem tartalmaz sem piros, sem kék Kj-t. Szinezziink minden élet 1/2 — 1/2
valoszintiséggel kékre illetve pirosra. Becsiiljiik annak a valoszintiségét, hogy a
szinezés rossz vagyis létezik kék vagy piros K. Legyen S C V(G), melyre |S| = k,
tovabba legyen Ag az az esemény, hogy az S altal feszitett részgraf minden éle kék
vagy piros. Ekkor

Pr(szinezés rossz) < Z Pr(Ag) = (Z) %

|S|=k 2

A feltétel szerint (2)21_(5) < 1, igy annak a valoszintisége, hogy a szinezés jo
pozitiv.

Megmutatjuk, hogy k > 3 esetén n = |2¥/2] értékre teljesiil a feltétel. Valoban,

k k2/2 9(k+2)/2

") < o) < 2 01-08)
o2t=2) « —92172) « 277 \2) = < 1.
(k) k! K k!

ha k£ > 3. O
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4. FUGGETLEN HALMAZ

4.1. Tétel. Legyen G grdf csucsainak fokai dy,...,d,. Legyen a(G) a G grdf
legnagyobb fiiggetlen halmazdnak a mérete. Ekkor

SN |

— d; +1

a(G@) >

Bizonyitds. Vegyiik a cstcsoknak egy véletlen © € S, sorrendjét. Egy adott sor-
rendben karikédzzuk be azon csiicsokat, amelyek megel6zik minden szomszédjukat
az adott sorrendben. Legyen X (m) az a valészintségi valtozo, hogy a 7 sorrend-
ben héany cstcsot karikdztunk be. Egy adott v € V(G) cstcs esetén legyen az X,
indikator valoszintségi valtozo, hogy a v cstucsot bekarikaztuk-e vagy sem (vagyis
1 ha bekarikaztuk és 0 ha nem). Ekkor X = ZUEV X, igy

EX = Z EX,.
veV(G)

Adott v € V(G) esetén EX, = I +1 ugyanis a v cstics és a szomszédai sorrendje is
véletlen lesz az Osszes csticsok sorrendJeben 1gy annak a valészintisége, hogy a v

lesz az els csucs a (d, + 1) cstcs koziil éppen I +1 Tehat

-2 BN >

veV (G

Tehat pozitiv valoszintiséggel X legalabb ekkora. Maésrészt tetszdleges sorrend
esetén a bekarikazott cstucsok fiiggetlen halmazt alkotnak ugyanis ha lenne egy él
két bekarikazott csiics kozott akkor a sorrendben hatrébb levét nem karikaztuk

volna be. Tehat
"1
G)>EX =
)220

Ezzel kész vagyunk. 0

4.2. Megjegyzés. A fenti tételbdl konnyedén levezethetd a Turén-tétel.

5. GRAFOK NAGY KROMATIKUS SZAMMAL ES GIRTHSZEL

5.1. Tétel. Tetszdleges (k,l) szampdrra létezik olyan G grdf, melynek kromatikus
szama legaldbb k és a legrovidebb kor hossza nagyobb, mint L.

Bizonyitds. Legyen G(n,p) az a véletlen graf, amlynek n cstcsa van és minden
cstcspart egymaéstol fiiggetlentil p = p(n) valoszintséggel bevalasztjuk a graf élei
kozé és 1—p valoszintséggel nem. Ebben a bizonyitasban legyen p = n=*, ahol a >
0 kés6ébb megvélasztandd paraméter. ElGszor is becsiiljuk az £-nél rovidebb korok
szamat. Egy adott vjvs...v, csiucsok akkor alkotnak kort ha v;v;q (r+1 = 1)
mindegyike él, ennek a valoszintisége p”. Nyilvan a vivy ... v, cstucssorozatot n(n —
1)...(n—r+1) féleképpen valaszthatjuk ki, csak arra kell figyelni, hogy ugyanezt
a kort megszamoltuk 2r-szer (elforgatva és tiikrozve). Legyen X a legfeljebb ¢
hosszt korok szama egy véletlen grafban és X(vy...v,) (r < ¢) az az indikator
valoszintségi valtozo, hogy vy . .. v, egy kor alkot vagy sem. Igy

X = Z X(vy...v).

T, Vl...0p
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Tehat
EX = ) EX(vi...v,)=
T, V1..Up
¢ ¢ .
nn—1)...(n—r+1) . (np)
> pey
2r 2r
r=3 r=3
Legyen M = Z£:3 (”2’; )" Tegyiik fel, hogy p megfelels megvalasztasaval M-t Kic-

sinek tudjuk valasztani, ekkor pozitiv valoszintséggel a legfeljebb ¢ hosszi kordk
szama legfeljebb M lesz, igy mindegyik ilyen korrol kidobva egy cstucsot kapunk
egy legalabb n — M cstcsu grafot amiben nincs legfeljebb ¢ hosszu kor. Valgjaban
nekiink egy kicsit tigyesebbnek kell lenni: az kell nekiink, hogy nagy valészintisége
legyen annak, hogy kevés legfeljebb ¢ hosszu kor legyen. Szerencsére ezt azonnal
megkapjuk: legalabb 1/2 valoszintséggel a legfeljebb ¢ hosszu kérok szama legfel-
jebb 2M . (Persze, ha tobb, mint 1/2 valoszintiséggel a legfeljebb ¢ hosszt korok
szama legalabb 2M | akkor a varhato érték nagyobb lenne M-nél.)

Miel6tt ratérnénk p megvalasztasdra nézziikk meg, hogyan becsiilhaté a G graf
X(G) kromatikus szdma. Itt azt az egyszertd észrevételt tesziik, hogy

n

X(G) > m7

ugyanis minden szinosztaly fiiggetlen halmazt feszit, igy méretiik legfeljebb a(G)
méretd. Tehat ahhoz, hogy x(G) nagy legyen, elég biztositani, hogy a(G) kicsi
legyen. Becsiiljiik annak a valoszintiségét, hogy a(G) > s. Egy s méretd S hal-
mazra legyen Ag az az esemény, hogy S nem feszit élet. Ekkor

Pr(a(G) > s) < > Pr(Ag) = (Z) (1-p)&) <31 - p)&) < (nepDi2ys,

IS]=s

(Az utolso lépésben azt hasznaltuk, hogy 1 + =z < e” teljesiil minden x valds
szamra, ez egy meglehetésen standard becslés ami nem is rossz ha x kicsi.) Most
mar lathato, hogy mit kell szem el6tt tartanunk: legyen M kicsi (konkrétan o(n)),
amihez az kell, hogy p kicsi legyen, mésrészt legyen s nem til nagy, de neP(s=1/2 <
1. Ez konnyedén elérhetjiik, legyen p = n?~! ahol 6 = 5, és s = f% logn]. Ekkor

=N )

¢ ¢
1 n
2 5 = n ;3 o n ogn < 1

ha n elég nagy. Mig
Pr(a(G) > s) < (ne Pe~D/2)s < 1/4

ha n elég nagy. Mivel Pr(X > 2M) < 1/2 és Pr(a(G) > s) < 1/4, ezért poz-
itiv valoszintséggel 1étezik egy graf, melyben a legfeljebb ¢ hosszi korok szama
kevesebb, mint n/2 és a(G) < s. Most dobjunk ki minden legfeljebb ¢ hosszu kor-
r6l 1 pontot és legyen G* a kapott graf. Ekkor a G* grafnak legalabb n/2 cstcsa
van és nincs benne legfeljebb ¢ hosszu kér. Tovabba mivel a(G*) < a(G) (hiszen
G* feszitett részgrafja G-nek) igy

V(G| nf2 o

a(G*) T 3nl-flogn  6logn’

Ha n elég nagy akkor ez nagyobb, mint k. Ezzel kész vagyunk. OJ

X(G") >
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6. KERESZTMETSZESI SZAM

6.1. Tétel (Ajtai-Chvatal-Newborn-Szemerédi; Leighton). Adott G egyszerd grdf
n csucson e éllel. Legyen X (G) a G grdf keresztezési szama. Ha e > 4n akkor

3
X(G) > .

(@) = 64n?
Bizonyitds. Emlekeztets: egy egyszerd n cstesu sikgrafnak legfeljebb 3n — 6 éle
van. Igy egy n csucsu e éli grafnak legalabb e — (3n—6) élparja keresztezi egymast
(miért?). Tehat

X(G) > e(G) — 3v(G).
(Itt a +6 nem lesz fontos szamunkra.) A triikkk az, hogy ezt az egyenlStlenséget
nem az eredeti grafra hasznaljuk hanem egy véletlen feszitett részgrafjara. Legyen
0 < p < 1 és tekintsiik azt a G, véletlen grafot, amelyet ugy kapunk, hogy G
minden csicsat p valészintiséggel megtartjuk és 1 — p valoszintiséggel kitoroljiik.
Az élek természetesen a megtartott csiicsok kozott mennek. Nézziik meg, hogy
Gp-nek varhatéan hény csicsa, éle és keresztezése lesz. Nyilvan
Ev(Gy) = pu(G) & Ee(G,) = p’e(G),

hiszen annak a valdszintisége, hogy egy csiics megmarad az p, annak a valoszintisége,
hogy egy él megmarad (vagyis egyik végpontjat sem toroljiik ki) p?. Kicsit 6vatosabb-
nak kell lenniink EX (G,) kiszamolasaval, valojaban ezt csak becsiilni fogjuk. Ki-
indulva G egy optimaélis lerajzolasabol minden keresztezés p? eséllyel marad meg,
ennyi a valoszinlsége annak, hogy a keresztmetszé élpar egyetlen cstcsat sem
toroltiik ki. Tehat G optimalis lerajzolasabol kiindulva p? X (G) lesz a keresztmet-
szések szaménak varhato értéke. Viszont lehet, hogy G,-nek van egy jobb leraj-
zolésa, mint amit G-bdl kapnank, igy mi a kovetkezs egyenlStlenséget allithatjuk:

EX(G,) < p*X(G).
Tehat
p'X(G) — p*e(G) + 3pv(G) > EX(G,) — Ee(G,) + 3Eu(G)) =
_B(X(Gy) — el(Gy) + 30(G)) 2 0.
Tehat p'X(G) — p*e(G) + 3pv(G) > 0 minden 0 < p < 1 esetén. Valasszuk p-t

4:((5))—1161{, ez a feltételek szerint legfeljebb 1. Ekkor
G)3
X(G) = p2e(G) — 3p~*u(@) = G
( ) — p 6( ) p U( ) 64U(G)2
Ez pedig éppen a bizonyitandé allitas. OJ

Mivel az elébbi tételnél nem magatol érthet6ds, hogy mire jo, ezért nézzik
meg egy kovetkezményét. (Utédna ennek a kovetkezménynek is egy nagyon elegéns
kovetkezményét fogjuk latni.)

Adott néhany pont és egyenes a sikon. A pontok halmaza legyen P, az egyene-
seké L. A pont-egyenes illeszkedések szama éppen az amire az ember gondol:

I(P,L)=|{(P,L)e Px L|PelL}.
Legyen I(n,m) a maximaélis illeszkedések szdma ha n pont van és m egyenes:

I(n,m) = \P\:Ig,%:ml(P’ﬁ)'
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Az alabbi tétel I(n, m)-re ad jo becslést.
6.2. Tétel (Szemerédi-Trotter).
I(n,m) < 4(m*3n?? 4+ m+n).

Bizonyitds. Tekintsiik azt a G grafot, melynek csiicsai a pontok (vagyis P elemei)
és két pont Ossze van kotve ha egy L-beli egyenesen szomszédos pontok. Ekkor
ezen GG graf cstcsainak a szdma n. Nezziikk meg, hogy hany éle van. Ha egy
egyenesen k pont van akkor ez meghataroz k — 1 darab élet. Ezt Osszeadva az
Osszes egyenesre, azt kapjuk, hogy ezen graf éleinek szama I(P,L) — m. Vegiil
becstilhetjitk az X (G) szamot: két el metszete akkor fordulhat elé ha két egyenes
metszi egymast, igy legfeljebb (’;) a keresztmetszések szama. Ha e(G) < 4n akkor

I(P,L) < 4n+m < 4m**n?? 4+ m +n).
Ha e(G) > 4n akkor hasznalhatjuk az el6z6 tételt:

m e(G)?  (I(P,L)—m)?
(2) = X(6) 2 Gpr = 64n>

Igy
I(P, L) < (32m*n®)Y3 +m < 4(m**n® 4 m +n).
Tehat
I(n,m) < 4(m*3n?? 4+ m+n).
OJ

6.3. Megjegyzés. Valojaban nagyon keveset hasznaltunk ki abbél, hogy egyene-
seket tekintettiink, csak az kellett, hogy két egyenesnek legfeljebb egy metszéspon-
tja van. Tekinthettiink volna kordket is vagy tetszéleges legfeljebb d foku sikgor-
béket is, ezeknek is korlatos sok metszéspontja van. Természetesen a tételben a
konstansok romlottak volna, de egy O4(n?3m??3 + n + m) alakt becslés tovabbra
is teljesiil az illeszkedési szamra.

A kovetkezSkben egy szép alkalmazésat adjuk a Szemerédi-Trotter tételnek.
Legyen A C R véges halmaz. Legyen

A+A={a+d |ad e A}
és

A-A={a-d|a,d € A}
Ha A= {1,2,...,n} akkor A+ A = {2,...,2n} vagyis |[A + A| = 2n — 1. Ekkor
azonban |A - A| = ﬁ. Ha A = {1,2,22,...,2" '} akkor |[A- A| =2n — 1, de
|A+ Al = (g) Vagyis az az érzése tamad az embernek, hogy az egyik halmaz a
ketts koziil nagy lesz akdrmit csindlunk. Ezt sejtésként is megfogalmaztak:

6.4. Sejtés (Erdgs-Szemerédi). Minden e > 0 esetén létezik c(e), hogy tetszsleges
A C R véges halmaz esetén

|A+ Al +|A- Al > c(e)|APP<.

A sejtés bizonyitasatol nagyon messze allunk. A kovetkezd eredmény oOriasi
attorésnek szamitott 1997-ben.
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6.5. Tétel (Elekes). Legyen A C R véges halmaz. Ekkor
[ A+ Al |A- Al > AP,
specidlisan
A+ Al +|A-A] > AP

Bizonyitds. Legyen P = {(a,b) [a € A+ A,b € A-A}. Ez egy ponthalmaz a sikon,
melynek mérete |A+ A[|A- Al
Tekintsiik azon egyeneseket, melyek a kovetkez6 alakuak:
Ethb = {(x,y) | Y= a(x - b)}7
ahol a,b € A. Ezen egyenesek halmaza legyen L. Ekkor |L| = |A]%. Minden ilyen
egyenes tartalmaz | A| pontot P-bsl: (b+c,ac) € by hac € A. Igy I(P, L) > |A]>.
A Szemerédi-Trotter tétel szerint
AP < 4((JA+ A |A- APPPAP)YE + [A+ Al - [A- Al + |AP).

Ebbdl mar adodik az allitas kis szamolas utén. OJ

6.6. Megjegyzés. Jelenleg a csiics eredmény Solymosi Jozsef nevéhez flizédik:
A+ Al +|A- Al > c(e)| A3



