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Katona Gyula egy régi tételére 3] (melyet téle fiiggetleniil J. B. Krus-
kal is belatott [4]) adunk 1j bizonyitast, mely egy korabbi, Frankl Pétertél
szarmazo6 bizonyitast rovidit [2]. A cikk irdsa kozben jutott tudomésunkra,
hogy R. Ahlswede és masok nevéhez fiiz6dik a legtijabb (2003) bizonyitas
erre a tételre [1]. A mi bizonyitasunk leginkabb az 6vékre hasonlit (habar mi
ezt nem ismertiik), de a mienk egy kicsit egyszeriibb és a cimiink is sokkal
frappansabb.

Az alapprobléma az alabbi: Adott S tetszGleges véges alaphalmazon egy
F k-uniform halmazrendszer (azaz k elemii halmazokboél all6 halmazrend-
szer). Ekkor egy adott F' halmaz illetve az F halmazrendszer drnyéka az
alabbi halmazrendszer:

o(F)={G:GCF,|G|l=k-1}
o(F):={o(F): F e F}

0.1. Tétel. [/(Katona-Kruskal) Legyen |F| = (%) + ...+ (%). (Jol ismert,

hogy minden szdm elddll ilyen alakban.) Ekkor |o(F)| > () + ...+ (,)-

Feltehetjiik, hogy az S alaphalmazon adott egy < rendezés. Jelolje min(H)
ill. max(H) a H legkisebb ill. legnagyobb elemét. Ez a rendezés értelemsze-
riien kiterjed S részhalmazaira is: F' < G < max(F\G) < mazx(G\ F). (Ha
F C G, ez értelmetlen, de mi csak ugyanakkora halmazokat fogunk 6sszeha-
sonlitani.) Ezt megint egy lépéssel tovabbterjeszthetjiik ugyanigy P(S)-re,
azaz S halmazrendszereire: F < G < max(F \ G) < max(G \ F).

Az egyszertiség kedvéért z-vel fogjuk jelolni {z}-t egyelemii halmazok
esetén. A bizonyitas kulcsa az alabbi operacio, melyet balratémoritésnek
hivnak:



0.2. Definicié. [[Legyen X, Y C S, |[X|=|Y|>1, XNnY =0, X > Y.
Ekkor

_ ,F\XUY haXCFésYNF=0
Ty (F) =1 F eqyébként

TX’y(f) = {TX’y(F)ZFGf,TX,y(F)%f}U{FIFGf,T)QyﬂF)EF}.

)

Egy balratomdritést 1-balratémoritésnek hivunk, ha | X| = 1.
Egy F halmazrendszer 1-baljo, ha bdarmely T l-balratomoritésre 7(F) = F.

Tehat egy halmazrendszer balratomoritettje egy ugyanannyi elemi hal-
mazrendszer, mely ugyanakkora halmazokbél 4ll. Raadasul X > Y miatt
Txy(F) < F. Mésfelsl, ha F nem minimalis, akkor van hozza egy 7xy bal-
ratOmorités, ami egy masik halmazrendszerbe viszi; csak annyit kell tenniink,
hogy garantaljuk, hogy F valamelyik eleme megsziinik a balratomorités alatt:
Legyen G < F. Ekkor van G € G, F' € F, amikre G < F. Ekkor nyilvan
F ¢ tpaewr(F), tehat F valoban megvéltozott a balratomorités soran.
Az el6z6 észrevétel miatt csakis kisebbedhetett, ebbdl kovetkezik, hogy csak
egyetlen adott elemszamu halmazrendszer van, ami minden [-re [-baljo, még-
hozz4 az, amelyik minimalis a rendezés szerint.

Most megmutatjuk, hogy [-balratomorités soran az arnyék nem néhet, ha
a halmazrendszeriink méar (I — 1)-baljo volt a tomorités el6tt.

0.3. Lemma. [[Ha F (I —1)-baljé és X, Y C S, |X|=1|Y|=1, XNY =0,
max(X) > max(Y), akkor |o(1xy (F))| < |o(F)].

Bizonyitds. B := o(1xy(F))\o(F), A:=0o(F)\o(rx,y(F)). Nekiink egy f:
B — A injektiv leképezést kéne mutatnunk. Minden B € B -re megmondjuk
mi legyen f(B). Tudjuk, hogy BNX =0, |[BNY|>1—1. Legyen K = B\Y.

0.4. Allitds. [|[BNY|=1.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy Y\ B = y. Ekkor B nyilvan KUY € 7x vy (F)\F
arnyékaként allt el6. Tehat K U X € F. De ekkor F' 1= Tx\min(x),y\y(K U
X) € F az | — 1-baljosag miatt. B € o(F), ez pedig ellentmond B € B-
nek. O]

Tehat B= KUY. A:= f(B) := KUX. Ez a fliggvény nyilvan injektiv.
Mivel B € B, ezért A € o(F), az el6z6 gondolatmenethez hasonléan. Csak
azzal lehet baj, ha A = o(T'), ahol T' € 7xy(F). Ekkor nyilvan 7' € F is
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teljesiilni fog. Két esetet kiilonboztetiink meg:

1. eset: T = AUz, ahol z ¢ Y. Ekkor F' := 7xy(T) € F, kiilonben
nem lehetne a balratolds utan még 7' a halmazrendszeriinkben. De ekkor
B € o(F), ez pedig ellentmond B € B-nek.

2. eset: T'= AUy, ahol y € Y. Ekkor F' := Tx\min(x)y\y(1) € F az
[ — 1-baljosag miatt. Itt FF = K UY Umin(X), tehat ekkor B € o(F), ez
pedig ellentmond B € B-nek.
Ezzel a lemma bizonyitasat befejeztiik. O]

Tehat elég lenne a tétel bizonyitasidhoz azt megmutatnunk, hogy a <
szerint minimélis F-re o(F) > (%) + ... + (,%,), de ez trivialis. Ezzel a
tételt belattuk. /
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