
Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 1
1. fejezetAs��k darabol�asaiDEF. A s��k darabol�as�anak nevezz�uk a G s��kbarajzolt gr�afot, ha minden �el k�et k�ul�onb�oz}o lappal �erintkezik.(Ez azzal ekvivalens, hogy a gr�afnak nins sz�etv�ag�o �ele, azaz k�etszeresen �el�osszef�ugg}o.)Megjegyz�es: Megenged�unk v�egtelenbe ny�ul�o �eleket (f�elegyeneseket) is; ezek egy k�oz�os �v�egtelen t�avoli"pontra illeszkednek.S��kdarabol�as nyilv�antart�asa leg�elszer}ubben a lapok, �elek �es s�usok egy-egy rekordban t�arol�as�avalt�ort�enhet a k�ovetkez}ok�epen:s�us: koordin�at�ak plusz a r�a illeszked}o �elek iklikus k�or�ulj�ar�asban (az �elekre mutat�o pointerek k�etszerk�orbel�anolt list�aja)�el: k�et pointer a v�egpontokrameredeks�eg (ha sz�uks�eges. Pl. ha az �el f�elegyenes, akkor kell.)k�et pointer az �erintkez}o lapokralap: r�a illeszked}o �elek iklikus k�or�ulj�ar�asban (az �elekre mutat�o pointerek k�etszer k�orbel�anolt list�aja)1. Milyen m�eret}u lehet az adatstrukt�ura a pontsz�am f�uggv�eny�eben?2. Hogyan t�aroln�al egyetlen poligont?3. (folytat�as) �Es egy poli�edert a t�erben?4. Hogyan t�aroln�ad a t�er egy darabol�as�at?1.1. Pont hely�enek visszakeres�ese.A k�ovetkez}o t��pus�u k�erd�eseket vizsg�aljuk a tov�abbiakban:hogy lehet eld�onteni adott pontr�ol, benne van-e adott (konvex vagy nem felt�etlen�ul konvex) sok-sz�ogben vagy poli�ederben; illetve a s��k vagy t�er adott darabol�as�anak mely lapj�ara ill. ell�aj�abaesik.5. Adott egy konvex soksz�og a pontok k�orbel�anolt list�aj�aval. Hogyan d�onten�ed el, hogy egy | koor-din�at�aival megadott | pont benne van-e?6. (folytat�as) Ha sok pontot kell vizsg�alni, de a poligon mindig ugyanaz, �elszer}u olyan adatstrukt�ur�atkeresni, amib}ol o(n) id}oben v�alaszolhatsz. Mutass ilyet!7. Hogyan d�onten�ed el nem felt�etlen�ul konvex soksz�ogr}ol, hogy tartalmaz-e egy adott pontot?



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 2Bin�aris keres�es s��kdarabol�asban.Ha s��kdarabol�asban keres�unk egy adott pontot tartalmaz�o lapot, nem l�atszik jobb m�odszer, mint mindenlapot egyenk�ent megn�ezni, benne van-e a pont. Ez kb. �elsz�amnyi, azaz O(n) l�ep�es. Jobb a helyzet, hasok pont hely�enek keres�es�ehez keres�unk adatstrukt�ur�at.Adott: A s��k tetsz}oleges darabol�asa.Keresend}o: Adatstrukt�ura, melynek alapj�an a s��k tetsz}oleges pontj�ar�ol gyorsan (azaz o(n) id}oben)eld�onthetj�uk, melyik lapon van.Megjegyz�es: A tov�abbiakban feltessz�uk, hogy az �elek egyike sem f�ugg}oleges. Ez a m�odszer le��r�as�atmegk�onny��ti, ugyanakkor az �altal�anoss�agot nem sorb��tja; pl. az �abr�at k�epzeletben alkalmasan elfor-gathatjuk egy piit pozit��v ir�anyban. Tehnikailag a forgat�as nem is sz�uks�eges, el�eg, ha a f�ugg}olegesegyenesek jobb oldal�at tekintj�uk �magasabban lev}o"{nek.A k�ovetkez}okben ismertetend}o m�odszer �otlete bin�aris keres�es. Ehhez a lapokat �alulr�ol felfel�e" sz�amoz-zuk; sak az a k�erd�es, mi van �lent" �es mi �fent". El}ofordulhat ugyanis, hogy egy lapnak egy m�asik alattis �es felette is van pontja. Ez�ert a sz�amoz�ast sak spei�alis, �u.n. monoton darabol�asokra v�egezz�uk:DEF. A s��k egy darabol�asa monoton, ha b�armely f�ugg}oleges egyenes minden lapot legfeljebb egy interval-lumban metsz.8. Bizony��tsd be, hogy ez azzal ekvivalens, hogy minden s�usb�ol indul �el jobbra is �es balra is. (Perszeehhez sz�uks�eges egy �v�egtelen t�avoli" pont.)9. Mutasd meg, hogy egy nem monoton darabol�as monotonn�a tehet}o � n �el hozz�av�etel�evel O(n logn)id}oben!DEF. Egy s��kdarabol�as L1 lapja akkor van az L2 lap alatt, ha vannak azonos x{koordin�at�aj�u pontjaik, pl.P1(x; y1) 2 L1 �es P2(x; y2) 2 L2, hogy y1 < y2.K�ozvetlen�ul egym�as alatt vannak, ha emellett m�eg k�oz�os �el�uk is van.10. Mutasd meg, hogy monoton darabol�asokra a fenti rel�ai�oa) antiszimmetrikus;b) k�ormentes.Megjegyz�es: Sajnos a tranzitivit�as nem igaz; szerens�ere a k�ormentess�eg is el�eg lesz a tov�abbiakban.(Ennek alapj�an lehetne �tranzit��v lez�artat" de�ni�alni, de erre nem lesz sz�uks�eg�unk.)11. Adott monoton darabol�ashoz hogyan hat�arozn�ad meg a �k�ozvetlen�ul egym�as alatt lev�es" (ir�any��tottvagy ir�any��tatlan) gr�afj�at line�aris id}oben?12. Bizony��tsd be, hogya) a fenti rel�ai�ora n�ezve pontosan egyminim�alis (�es egyetlen maxim�alis) lap van (abban az �ertelemben,hogy nins m�as lap alatta ill. felette);b) ezek a lapok x ir�anyban �v�egtelent}ol v�egtelenig" mennek!13. Keress O(n){es algoritmust monoton darabol�as lapjainak olyan sz�amoz�as�ara 0{t�ol l�1{ig, hogy mindenlap kisebb sz�amot kapjon, mint a felette lev}ok!14. Legyen adva a s��k tetsz}oleges monoton darabol�asa, amiben nins f�ugg}oleges �el. Jel�olje Sk a k{n�al kisebbindex}u lapok egyes��t�es�et a legal�abb k index}u lapok egyes��t�es�et}ol elv�alaszt�o �elek halmaz�at! (1 � k � l�1.)Mutasd meg, hogy Sk{nak minden f�ugg}oleges egyenesen �eppen egy pontja van!15. (folytat�as) Hogyan keresn�ed meg 1 � k � l � 1{re a fenti Sk{kat?



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 31.1.1.A. algoritmus.I. �Ep��t�es:1. Rendezd a pontokat x koordin�at�aik szerint n�ovekv}oleg!2. Ha a darabol�as nem monoton, �nom��tsd olyann�a!3. Sz�amozd a lapokat �alulr�ol felfel�e"!4. Minden 1 � k � l� 1{re keresd meg a k{n�al kisebb index}u �es a legal�abb k index}u lapok egyes��t�es�etelv�alaszt�o Sk �elsorozatot �es t�arold a s�usait a k{adik rendezett t�ombben!Az els}o h�arom l�ep�es legfeljebb O(n logn) id}o. A negyedik l = O(n){szer O(n), azaz a teljes �ep��t�esO(n2).II. Adott pont hely�enek keres�ese: k szerinti bin�aris keres�essel eld�ont�od, melyik Sk �es Sk+1 k�oz�ott vana pont. Egy Sk vizsg�alata (�bels}o iklus"): bin�aris keres�es a s�usok koordin�at�ai szerint. Ez logn db.logn{es iklus; a keres�es O(log2 n) l�ep�es. (1. �Abra.)S8S4S2/ nS1/ nL0 L1 S3/ nL2 L3
S6/ nS5/ nL4 L5 S7/ nL6 L7

S10/ nS9/ nL8 L9 S11/ nL10 L111. �Abra. Bin�aris keres�es l = 12 lap eset�en.Az i{edik lapot Li, a k{adik szepar�al�o �elsorozatot pedig Sk jel�oli.Megjegyz�es: egy �el t�obbsz�or is beker�ulhet az adatstrukt�ur�aba. Ez n�oveli O(n2){re a helyet is �es az �ep��t�esidej�et is. (A kor�abbi l�ep�esek mind O(n logn) idej}uek voltak.)A k�ovetkez}okben ezen pr�ob�alunk jav��tani:16. Ha az Li �es Lj lapok k�ozvetlen�ul egym�as alatt vannak, az }oket elv�alaszt�o �elre a keres�es sor�an melyikSk{n�al van sz�uks�eg?17. (folytat�as) Hogyan sz�amoln�ad a fenti k{ta) O(logn) id}oben;�b) O(n) el}ok�esz��t�es ut�an b�armely 0 � i < j � l � 1 p�arra O(1) id}oben? (Minden aritmetikai �esbit{m}uvelet megengedett.)1.1.1.B. algoritmus.�Ep��t�es:1-2-3. Ugyanaz, mint az el}obb.4. �Topologikus s�opr�es":A v�egtelen t�avoli pontb�ol indulva j�ard be az �eleket balr�ol jobbra (a �balr�ol j�ov}o megel}ozi a jobbramen}ot" r�eszben rendez�es szerint n�ovekv}oleg)! Amikor �uj �elhez �ersz, ami az i-iedik �es j{edik lapotv�alasztja el, tedd az �elet abba az Sk{ba, melyre k = lkk}o(i; j). �Igy ez a l�ep�es O(1) id}o �elenk�ent,azaz O(e) = O(n) id}o �osszesen.Megjegyz�es: A fenti Sk{k tov�abbi �nom��t�as�aval O(n) t�arban elhelyezhet}o, O(logn) idej}u visszakeres�estbiztos��t�o m�odszer is tal�alhat�o.



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 418. Konvex poli�ederr}ol hogyan d�onten�ed el, hogy a t�er adott pontja benne van-e?19. (folytat�as) �Es ha sok pont vizsg�alat�ahoz kell adatstrukt�ura, lehet}oleg kis t�arig�ennyel?1.2. Darabol�as egyenesekkelAdott: a s��kban n egyenes.Keresend}o: az �altaluk meghat�arozott s��kdarabol�as pontjai, �elei �es lapjai a szok�asos adatstrukt�ur�aval(kieg�esz��tve minden szakaszn�al azzal, melyik egyenesnek r�esze �es minden egyenesr}ol nyiv�antartva, melyszakaszokra esett sz�et).20. Milyen m�eret}u lesz az adatstrukt�ura? Azaza) h�any pont;b) h�any �el;) h�any lap keletkezhet legfeljebb?21. (folytat�as) �Es a teret legfeljebb h�any r�eszre v�aghatja n s��k?� 22. (folytat�as) Mi a helyzet a d dimenzi�os t�er n hipers��kj�aval?1.2.1.A. algoritmus.�Ep��t�es: egyenesenk�ent.Ha n� 1 egyeneshez m�ar fel�ep��tett�uk az adatstrukt�ur�at:1. Meghat�arozzuk a r�egi egyenesek metsz�espontjait az n{edikkel.2. Rendezz�uk a metsz�espontokat pl. x koordin�at�aik szerint (ha az egyenes f�ugg}oleges, akkor y szerint.)3. Sorra v�eve a pontokat:a) megkeress�uk, melyik �atmetszett r�egi szakaszon vannak; ezek helyett k�et{k�et �uj szakaszt f}uz�unk bea lapok (pozit��v k�or�ulj�ar�as�u) �el{list�aj�aba, m�egpedig egyiken az egyik �elet el}ore, m�asikon a m�asikat.Meghat�arozzuk az �uj �elek v�egpontjait.b) Sz�etv�agjuk a b}ov��tett �el{list�akat, bef}uzve az n{edik egyenesre es}o �uj �eleket.Id}o: az els}o l�ep�es O(n) idej}u; a m�asodik O(n logn). Ha a 3.a) l�ep�est nem el�eg �ugyesen sin�aljuk, az lesza leghosszabb: minden �atmetszett szakasz keres�ese O(n) id}o; �osszesen O(n2) lehet.Ha minden egyeneshez kiegyens�ulyozott dinamikus (pl. 2{3) f�aban tartjuk a szakaszait (vagy a rajtal�ev}o metsz�espontokat), akkor egy{egy �uj metsz�espont adminisztr�ai�oj�anak ideje O(logn){re szor��that�ole; ��gy e l�ep�es teljes ideje O(n logn) lesz.V�eg�ul a 3.b) l�ep�es konstans idej}u; �osszesen O(n).Az id}o teh�at egyenesenk�ent O(n logn); az eg�esz algoritmus O(n2 logn) ideig tart.Azt gondoln�a az ember, hogy enn�el gyorsabban nem is lehet; egy �uj egyenes hozz�av�etel�ehez, az �ujmetsz�espontok k�oz�otti szakaszok beh�uz�as�ahoz kell egy rendez�es, ami 
(n logn) id}o. Szerens�ere az els}on�1 egyenesb}ol fel�ep��tett adadstrukt�ur�aban olyan sok inform�ai�o van elrejtve, hogy a rendez�es felesleges;a metsz�espontok j�o sorrendben �nyerhet}ok ki" bel}ole:1.2.1.B. algoritmus.�Ep��t�es: most is egyenesenk�ent.Ha n� 1 egyeneshez m�ar fel�ep��tett�uk az adatstrukt�ur�at:1. Keresd meg a r�egi egyenesek metsz�espontjait az n{edikkel!2. Hat�arozd meg, hogy az �uj egyenes meredeks�ege melyik k�et r�egi�e k�oz�e esik; az �altala metszett �balsz�els}o" (v�egtelen) lapot ezek (is) hat�arolj�ak. (Ha vannak az �ujjal p�arhuzamos r�egi egyenesek, akkor| fel�ulr}ol vagy alulr�ol, vagy mindk�et ir�anyb�ol | }ok hat�arolj�ak ezt az els}o lapot. Ha pedig azegyenes f�ugg}oleges, �bal sz�els}o" helyett �legals�o" lapot keres�unk.)3. A �v�egtelen t�avoli" pontb�ol indulva j�ard k�or�ul e lap �eleit, m��g olyat tal�alsz, amin �uj metsz�espontvan. Itt adminisztr�alj, mint az eredeti 3. l�ep�esben.



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 54. Ism�eteld a megtal�alt metsz�espontot tartalmaz�o m�asik lap k�or�ulj�ar�as�at �es az adminisztr�ai�ot, m��gminden metsz�espont elfogy.Id}o: az els}o l�ep�es most is O(n) idej}u. Egy{egy megtal�alt metsz�espontn�al most is konstans idej}u azadminisztr�ai�o; �osszesen O(n). Az a k�erd�es teh�at, hogymennyi ideig tart az n lap k�or�ulj�ar�asa; azaz h�any �ele lehet �osszesen az n{edik egyenes �altal�atmetszett (r�egi) lapoknak?Megmutatjuk a k�ovetkez}o feladatokban, hogy a v�alasz: O(n). �Igy egy egyenes hozz�av�etelekor O(n) id}othaszn�alunk el; a jav��tott algoritmus l�ep�essz�ama O(n2).Davenport-Shinzel sorozatokFeltessz�uk a tov�abbiakban, hogy e1; e2; . . . ; ek egyenesek ut�an beh�uzott ek+1 egyenes v��zszintes. (Hanem, akkor az eg�esz �abr�at elforgatjuk.) Ugyansak feltessz�uk, hogy m�as v��zszintes egyenes nins. (Halenne, ezt is megbillenthetn�enk egy kisit | sak annyira, hogy ne l�epjen �at meglev}o metsz�espontot| ez nem s�okkenti a szakasz{sz�amot). A v��zszintes egyenes alatt ill. felett l�ev}o s��kr�eszekre �als�o" ill.�fels}o" f�els��kk�ent hivatkozunk. Ha ek+1 �atmetsz egy L lapot, annak oldal�elei bal{ ill. jobboldaliakaszerint, hogy L{nek bal{ vagy jobboldal�ara esnek. (M�ask�epp: az oldal�el egyenes�et}ol L | a v��zszintesek+1 ir�any�aban mozogva | jobbra ill. balra van.)DEF. Rendelj�uk ek+1{hez a k�ovetkez}o, �ugynevezettDavenport{Shinzel sorozatokat: az �altala �atmetszettlapok fels}o (als�o) bal (jobb) oldali �elei balr�ol jobbra sorra v�eve (a lapokat is �es az egyes lapokon bel�ulaz �eleket is balr�ol jobbra) ��rjuk le, hogy az �el milyen sz�am�u egyenesre esik. N�egy sorozatot kapunk. Azek+1 �altal �atmetszett �elek alul is, fel�ul is sz�am��tanak (�osszesen n�egyszer). Egy egyenes egy sorozatbat�obbsz�or is beker�ulhet; a �majdnem v��zszintesek" ak�ar �majdnem n{szer" is.23. Bizony��tsd be, hogy az ek+1 hozz�av�etelekor keletkez}o bal (jobb) fels}o (als�o) sorozatban nem fordul el}oa) sem . . . ; x ; x; . . . ;b) sem . . . ; x; . . . ; y; . . . ; x; . . . ; y; . . . t��pus�u r�esz.24. (folytat�as) Mutasd meg, hogy k elemb}ol k�epezett, sem a), sem b) t��pus�u r�eszt nem tartalmaz�o sorozatlegfeljebb 2k � 1 tag�u lehet!25. Bizony��tsd be, hogy egy egyenes �altal �atmetszett soksz�ogek �ossz-�elsz�ama O(n).Mutatunk egy k�ozvetlen bizony��t�ast is az el}oz}o �all��t�asra.DEF. Egy ek+1 �altal �atmetszett lap legals�o �es legfels}o s�us�at a tov�abbiakban t�avoli-nak nevezz�uk. Ugyanezzela n�evvel illetj�uk a lap r�ajuk illeszked}o k�et-k�et �el�et.Fontos: a bal (jobb) fels}o (als�o) kifejez�eseket a tov�abbiakban sak a nem{t�avoli �elekre �ertj�uk!26. Bizony��tsd be, hogy egy ei egyenesen legfeljebb egy nem t�avoli bal (jobb) fels}o (als�o) �el lehet!27. Bizony��tsd be ebb}ol is, hogy egy egyenes �altal �atmetszett soksz�ogek �ossz-�elsz�ama O(n).



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 6
2. fejezetDualit�asDEF. A s��k du�alis vagy p�olus{pol�aris transzform�ai�oj�anak nevezz�uk azokat a megfeleltet�eseket, amelyek{ pontokhoz egyeneseket rendelnek;{ egyenesekhez pontokat rendelnek;{ illeszked�estart�oak.Fontos szerepe lesz a tov�abbiakban a k�ovetkez}o D hozz�arendel�esnek, ami a s��k pontjait �es a nemf�ugg}oleges egyeneseket felelteti meg egym�asnak:P (a; b) D$ e: y = 2ax� b:D{t parabolikus p�olus{pol�aris transzform�ai�onak nevezz�uk. Az elnevez�est a k�ovetkez}o feladat a)�all��t�asa motiv�alja:1. Mutasd meg, hogya) ha P az y = x2 parabola pontja, akkor a fenti D �altal hozz�arendelt e egyenes a parabola P{beli�erint}oje;b) ha e = D(P ) �j Q, akkor P �j D(Q), azaz e pontjaihoz a transzform�ai�o P{re illeszked}o egyeneseketrendel;) ha a P pont az f egyenes felett van, akkor a D(f) pont a D(P ) egyenes felett lesz.VIGY�AZAT! Nem a fels}o k�epe lesz fel�ul! Ehelyett ink�abb �a pont az egyenes felett van" rel�ai�o maradmeg.2. (folytat�as) P�arhuzamos egyenesek milyen pontoknak felelnek meg?DEF. Rd parabolikus p�olus{pol�aris transzform�ai�oja aP (a1; a2; . . . ; ad) D$ xd = 2a1x1 + 2a2x2 + . . . 2ad�1xd�1 � ad:Megjegyz�es: d = 3{ra ez a z = x2 + y2 forg�asparaboloiddal, �altal�aban pedig az xd = Pd�11 xi2 �d di-menzi�os forg�asparaboloiddal" van szoros kapsolatban; az el}oz}o feladathoz hasonl�o �all��t�asok mondhat�okegyenesek helyett s��kokkal (ill. d� 1 dimenzi�os hipers��kokkal).Az egyenesek �es pontok illeszked�es�enek axi�om�ai szimmetrikusak; az �egyenes" �es �pont" szavak egy-m�assal felser�elhet}oek. Ebb}ol k�ovetkez}oenminden olyan t�etelnek, amiben sak a fenti k�et fogalom �es az �illeszkedik" rel�ai�o szerepel, vanegy du�alisa, ami a k�et sz�o felser�el�es�evel keletkezik.Az, hogy igaz �all��t�as du�alisa is igaz, �eppen a fenti D du�alis megfeleltet�es l�etez�es�eb}ol igazolhat�o a legegy-szer}ubben. (Az �uj alakzat du�alis�ara alkalmazzuk az eredeti �all��t�ast.) L�assunk egy p�eld�at:A kombinatorikus geometriai k�erd�esek k�oz�ul az egyik legr�egebbi Sylvester sejt�ese, amitGallai oldottmeg:1.T�etel. Ha a s��k P1; P2; . . . ; Pn pontjai ninsenek mind egy egyenesen, akkor van olyan egyenes, amipontosan k�et Pi{t tartalmaz.



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 7� 3. Igazold az 1.T�etelt!A t�etel du�alisa a k�ovetkez}o:2.T�etel. Ha a s��k e1; e2; . . . ; en egyenesei nem mennek �at mind egy ponton �es nins k�ozt�uk k�et p�arhu-zamos, akkor van olyan pont, ahol pontosan k�et ei metszi egym�ast.Hogy jobban l�atsz�odj�ek a dualit�as, kimondjuk a k�et t�etelt kiss�e m�as alakban:1'.T�etel. Ha a s��k P1; P2; . . . ; Pn pontjai nem illeszkednek mind egy egyenesre, de b�armely kett}oreilleszkedik egyenes, akkor van olyan egyenes, ami pontosan k�et Pi-re illeszkedik.2'.T�etel. Ha a s��k e1; e2; . . . ; en egyenesei nem illeszkednek mind egy pontra, de b�armely kett}ore illesz-kedik pont, akkor van olyan pont, ami pontosan k�et ei-re illeszkedik.Megjegyz�es: Az 1'.T�etelbe beker�ult a semmitmond�o �b�armely kett}ore illeszkedik egyenes" felt�etel. Eztelker�ulhett�uk volna, ha a 2.T�etelben a p�arhuzamos egyeneseket (minden ir�anyhoz k�ul�on) egy{egy ide�alisponttal kieg�esz��tve k�epzelj�uk.4. Bizony��tsd be a 2.T�etelt k�etf�elek�eppen:a) k�ozvetlen�ul;b) az 1.T�etel �es a D du�alis transzform�ai�o seg��ts�eg�evel!DEF. Azt mondjuk, hogy egy ponthalmazt a s��k k�et egyenese ugyan�ugy v�ag sz�et, ha az egyenes f�ol�e es}o pontokhalmaza mindk�et esetben azonos. P�eld�aul a 0{t�ol k�ul�onb�oz}o term�eszetes sz�amok halmaz�at az y = x �esy = 2x egyenesek egyform�an v�agj�ak kett�e, de az y = �x egyenes m�ask�epp (az als�o ill. fels}o pontokhalmaza megser�el}od�ott).� 5. A s��k n pontja legfeljebb h�anyf�elek�eppen v�aghat�o sz�et egyenesekkel?



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 8
3. fejezetKonvex halmazok3.1. AlapfogalmakDEF. A s��k (t�er, Rd) egy K r�eszhalmaza konvex, ha b�armely P1; P2 2 K pontp�arral egy�utt a P1P2 szakaszis K{ban van.1. Konvex halmazok k�oz�os r�esze konvex. (Ak�ar v�egtelen sok konvex halmaz metszete is!)2. Tetsz}oleges H ponthalmazhoz van olyan C(H) halmaz (�es sak egy), amii) konvex;ii) C(H) � Hiii) az i){ii) tulajdons�agokra legkisebb, azaz b�armely konvex K{raK � H ) K � C(H):DEF. A fenti C(H){t a H konvex burk�anak nevezz�uk.3. Legyen A, B �es C egy K konvex halmaz h�arom pontja. Bizony��tsd be, hogy az �altaluk meghat�arozottteljes h�aromsz�oglap K{ban van!4. (folytat�as) �Altal�anos��ts!5. Ha a P pont nins benne a K z�art konvex halmazban, akkor van olyan z�art f�els��k (f�elt�er), ami nemtartalmazza P{t, de K{t igen.6. B�armely z�art konvex halmaz el}o�all f�els��kok (f�elterek) metszetek�ent.Megjegyz�es: Eszerint z�art halmaz konvex burk�at az }ot tartalmaz�o z�art f�els��kok (f�elterek) k�oz�os r�eszek�entis de�ni�alhatjuk.DEF. A v1; v2; . . . ; vn vektorok konvex kombin�ai�oi (vagy konvex line�aris kombin�ai�oi):�1v1 + �2v2 + . . . + �nvn ; ha �i � 0; (i = 1; 2; . . . ; n) �es nX1 �i = 1:Megjegyz�es: Ha v�egtelen sok vektorunk van, akkor is sak v�eges sok szerepelhet a kombin�ai�okban!DEF. Ponthalmaz konvex kombin�ai�oi a helyvektorok konvex kombin�ai�oi.7. Mutasd meg, hogy tetsz}oleges H halmaz konvex burka pontosan a pontok konvex kombin�ai�oib�ol �all!8. Konvex halmaz vet�ulete (egyenesre, s��kra, . . ., hipers��kra) szint�en konvex.9. Az egyenes konvex halmazai pontosan az intervallumok.10. A s��kban (t�erben, Rd{ben) tetsz}oleges K korl�atos konvex halmazhoz �es tetsz}oleges i ir�anyhoz van olyane egyenes (s��k, hipers��k), hogyi) e mer}oleges i{re;ii) K{nak nins pontja e{t}ol i ir�anyban;iii) B�armilyen kev�essel mozd��tjuk el i{vel ellent�etes ir�anyban e{t, az �uj egyenest}ol i ir�anyban m�ar leszpontja K{nak.



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 9DEF. A fenti e{t a K konvex halmaz i ir�any�u t�amaszegyenes�enek (t�amaszs��kj�anak, t�amasz-hipers��kj�anak)nevezz�uk.T�etel. Konvex halmaz hat�ar�anak b�armely pontj�ara illeszkedik t�amaszegyenes (t�amaszs��k, t�amasz-hipers��k).(A bizony��t�ast l�asd a �Helly t�etel alkalmaz�asai" . r�esz v�eg�en.)3.2. AÆn kombin�ai�ok. Radon t�etele.DEF. A v1; v2; . . . ; vn vektorok aÆn kombin�ai�oi (vagy aÆn line�aris kombin�ai�oi):�1v1 + �2v2 + . . . + �nvn ; ha nX1 �i = 1:DEF. Ponthalmaz aÆn kombin�ai�oi a helyvektorok aÆn kombin�ai�oi.(A konvex kombin�ai�okn�al teh�at annyival �altal�anosabbak ezek, hogy a �i{k negat��vak is lehetnek. P�eld�aulk�et pont (vektor) konvex kombin�ai�oi az �osszek�ot}o szakasz pontjai, aÆn kombin�ai�oik a rajtuk �atmen}oegyenes �osszes pontja.)Megjegyz�es: Ha v�egtelen sok vektorunk van, akkor is sak v�eges sok szerepelhet a kombin�ai�okban!DEF. A v1; v2; . . . ; vn vektorok aÆn �osszef�ug}oek, ha valamelyik�uk a t�obbi aÆn kombin�ai�oja.AÆn f�uggetlenek,ha nem �osszef�ugg}oek.11. Bizony��tsd be, hogy v1; v2; . . . ; vn akkor �es sak akkor aÆn �osszef�ugg}oek, ha van olyan nem{trivi�alisline�aris (nem aÆn!) kombin�ai�ojuk, amelyre�1v1 + �2v2 + . . . + �nvn = 0 �es nX1 �i = 0:12. Bizony��tsd be, hogy az v0; v1; v2; . . . ; vn vektorok akkor �es sak akkor aÆn �osszef�ugg}oek (ill. f�uggetlenek),ha a v0 � v1; v0 � v2; . . . ; v0 � vn vektorok line�arisan �osszef�uggnek (ill. f�uggetlenek)!13. A s��k (t�er, . . . ;Rd) b�armely n�egy (�ot, . . . ; d+ 2) vektora aÆn �osszef�ugg}o.Radon t�etele. A s��k (t�er, . . . ;Rd) b�armely n�egy (�ot, . . . ; d+ 2) pontja k�et r�eszre oszthat�o �ugy, hogya r�eszek konvex burkainak legyen k�oz�os pontja.14. Igazold Radon t�etel�et!3.3. Konvex burok keres�ese a s��kbanAdott: a H = fP1; P2; . . . ; Png v�eges ponthalmaz a s��kban.Keresend}o: C(H), a halmaz konvex burka (azaz a s�usok, megfelel}o k�or�ulj�ar�asban).15. Mi a feladat du�alisa �es hogyan oldan�ad azt meg O(n2) id}oben?



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 10A somag{k�ot�oz}o algoritmus.3.3.1. algoritmus.1. V�alaszd ki a legkisebb x koordin�at�aj�u pontot!2. Nevezd ezt aktu�alis pontnak; legyen az aktu�alis meredeks�eg �1.3. K�osd �ossze az aktu�alis pontot a t�obbivel �es keresd ki az aktu�alisn�al meredekebb �osszek�ot}o szakaszokk�oz�ul a legkisebb meredeks�eg}ut (ha t�obb van, akkor a leghosszabbat)! Ennek v�egpontja lesz a konvexburok k�ovetkez}o (aktu�alis) pontja; a szakasz meredeks�ege az aktu�alis meredeks�eg.4. Am��g ad�odik �ujabb pont, ism�eteld a 3. l�ep�est!5. Legyen az aktu�alis pont �ujra a legkisebb x koordin�at�aj�u �es az aktu�alis meredeks�eg +1.6. Ism�eteld a 3. l�ep�est legkisebb meredeks�eg helyett legnagyobbal, am��g eljutsz az utols�o pontba!Id}o: O(h � n), ahol h a konvex burkon lev}o s�usok sz�ama. Ez legrosszabb esetben szint�en O(n2), de havalami inform�ai�onk van a pontok eloszl�as�ar�ol, akkor jobb is lehet. P�eld�aul egy n�egyzetben egyenleteseloszl�as eset�en h v�arhat�o �ert�eke O(logn), k�orlemezen egyenletes eloszl�asn�al 3pn, norm�alis eloszl�asraplogn.K�et gyors algoritmus.A k�ovetkez}o algoritmusok el}ore rendezett pontok eset�en line�aris id}oben m}uk�odnek. (Ha rendezni kell}oket, az persze O(n logn) id}o.) Az algoritmusokat arra a spei�alis esetre ismertetj�uk, ha nins k�et azonos xkoordin�at�aj�u pont. Az �altal�anos elj�ar�ast l�asd a feladatok k�oz�ott.3.3.2.A. algoritmus.(Pontok hozz�av�etele egyenk�ent.)1. Rendezd a pontokat x koordin�at�aik szerint n�ovekv}oleg! (Feltessz�uk a tov�abbiakban, hogy a sz�amoz�asm�ar ilyen.)2. Az els}o h�arom pont konvex burka trivi�alis.3. k = 4{t}ol n{ig v�egezd el a k�ovetkez}oket:4. K�osd �ossze Pk{t Pk�1{gyel;5. Mozgasd az �osszek�ot}o szakasz kezd}opontj�at (eredetileg Pk�1{et) a P1; P2; . . . ; Pk�1 pontok (m�ar meg-hat�arozott) konvex burk�an felfel�e addig, am��g a meredeks�eg s�okken;6. Mozgasd az �osszek�ot}o szakasz kezd}opontj�at (eredetileg Pk�1{et) a kor�abbi konvex burkon lefel�e addig,am��g a meredeks�eg n}o;7. Megkaptad P1; P2; . . . ; Pk konvex burk�at. Ism�eteld a 4. l�ep�est}ol az eggyel n�ovelt k{ra.Id}o: L�atsz�olagmost is�(n2). (Pk hozz�av�etelekor el}ofordulhat, hogy�(n) kor�abbi pontot kell �atl�epn�unk.)Val�oj�aban a rendez�es kiv�etel�evel (ez O(n logn)) a t�obbi l�ep�es line�aris! N�ezhetj�uk ugyanis a dolgok m�asikoldal�at: egy pontot sak egyszer ugorhatunk �at! (Ha �atugrottuk, kiker�ul a konvex burokb�ol �es m�ar sohanem t�erhet vissza.) �Igy minden ponthoz (Pk szerep�eben) k�et megtal�alt hat�ar{szakasz tartozik; Pk�1szerep�eben pedig legfeljebb egy �atugr�as. Eszerint a rendez�esen k��v�ul minden t��pus�u l�ep�esb}ol �osszesen issak O(n) t�ort�enik.16. M�odos��tsd az algoritmust �ugy, hogy egym�as alatti pontok eset�en is m}uk�odj�on!3.3.2.B. algoritmus. (�Oszd meg �es uralkodj!")1. Mint el}obb, most is rendezd a pontokat x koordin�at�aik szerint n�ovekv}oleg! (Feltessz�uk a tov�abbiakban,hogy a sz�amoz�as m�ar ilyen.)2. Ha legfeljebb h�arom pont van, a konvex burok trivi�alis.3. Rekurz��ve hat�arozd meg P1; P2; . . . ; Pbn=2 �es a marad�ek ponthalmaz konvex burk�at!4. K�osd �ossze a Pbn=2 �es Pbn=2+1 pontokat!



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 115. Am��g a k�et pontot �osszek�ot}o szakasz valamelyik v�egpontj�anak fels}o szomsz�edja a szakasz felett van,mozgasd azt a v�egpontot felfel�e!6. Am��g az eredeti k�et pontot �osszek�ot}o szakasz valamelyik v�egpontj�anak als�o szomsz�edja a szakasz alattvan, mozgasd azt a v�egpontot lefel�e!Id}o: Az el}oz}o elemz�es �otlet�evel itt is O(n) az O(n logn){es rendez�es ut�an.� 17. Legyenek adva az e1; e2; . . . ; en egyenesek (melyek k�oz�ott nins f�ugg}oleges). Tegy�uk fel, hogy nem ateljes s��kdarabol�asra vagy k��v�ansi, hanem sak arra a r�eszre, amelyik az �osszes ei felett helyezkedik el.Mutass(a) O(n2);(b) O(n logn) idej}u algoritmust!() Tal�alj olyant is, ami meredeks�eg szerint rendezett egyenesek eset�en O(n) idej}u!3.4. Konvex burok keres�ese a t�erben �es magasabb dimenzi�obanA h�arom dimenzi�os t�erben van O(n) idej}u konvex burok keres}o algoritmus. Ezt itt terjedelmiokokb�ol nem r�eszletezz�uk, de a tov�abbiakban ismertnek t�etelezz�uk fel �es rendszeresen haszn�aljuk.18. Tegy�uk fel, hogy a t�er A1; A2; . . . ; An pontjainak du�alisai az a1; a2; . . . ; an s��kok. Jel�olje b1; b2; . . . ; bm aC(fA1; A2; . . . ; Ang) konvex burok als�o lapjait tartalmaz�o s��kokat (teh�at azokat, amelyek a burok alatthelyezkednek el), tov�abb�a B1; B2; . . . ; Bm az ai (nem f�ugg}oleges) s��kok f�ol�e es}o t�err�esz s�usait. Ekkor(a) a bi{k �es Bi{k egym�as du�alisai;(b) a bi{re �es bj{re es}o lapok pontosan akkor szomsz�edosak, ha a Bi �es Bj pontokat �el k�oti �ossze.19. Hat�arozd meg a t�er adott n darab nem{f�ugg}oleges s��kja f�ol�e es}o t�err�esz lapjait, �eleit �es s�usait(a) O(n2) id}oben;(b) O(n logn) id}oben!A d dimenzi�os t�erben van O(ndd=2e) idej}u konvex burok keres}o algoritmus.3.5. Als�o besl�esekAls�o besl�es a s��kbanEls}o �elunk annak igazol�asa, hogy a s��kbeli konvex burok keres�es�enek id}oig�enye mindenf�ele �ertelembenn logn. (Ebb}ol persze ugyanilyen als�o besl�es ad�odik a t�erre is.)20. Mutasd meg, hogy konvex burok keres}o algoritmussal rendezni is lehet!Eszerint az algoritmus id}oig�enye val�oban legal�abb n logn.Mi a helyzet, ha sak azt v�arjuk az algoritmust�ol, hogy a s�usokat megadja (de a sorrendet nemfelt�etlen�ul)? Persze ekkor a fenti �otlet nem m}uk�odik. Bebizony��tjuk azonban, hogy ekkor is �erv�enybenmarad ugyanez az als�o besl�es.A m�odszert el}osz�or egy egyszer}ubb probl�em�an mutatjuk be.T�etel: (Ben{Or). Ahhoz, hogy n sz�amr�ol sup�an magukra a sz�amokra vonatkoz�o �kisebb-egyenl}o-nagyobb" d�ont�esek sorozat�aval eld�onts�uk, mindegyik k�ul�onb�oz}o-e, legal�abb  � n logn l�ep�es sz�uks�eges(�es annyi persze el�egs�eges is, pl. ha rendez�unk).Bizony��t�as: K�epzelj�uk az n sz�amot az n-dimenzi�os euklideszi t�er egy pontja koordin�at�ainak.



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 12DEF. Algebrai d�ont�esi fa (r{edfok�u): minden s�us�aban az adatokb�ol k�epzett egy{egy legfeljebb r{edfok�upolinomr�ol d�ontj�uk el, negat��v vagy 0 vagy pozit��v. Egyes levelekben �IGEN", m�asokban �NEM" jeltal�alhat�o, mint az algoritmus v�alasza a d�ont�esi probl�em�ara.Megjegyz�es: Az algebrai d�ont�esi fa teh�at nemmag�at az algoritmustmodellezi, sak a d�ont�esek strukt�ur�aj�at.Term�eszetesen, ha seg��ts�eg�evel als�o besl�es ad�odik a d�ont�esek sz�am�ara, akkor ez als�o besl�es lesz a teljesl�ep�essz�amra is.A Ben{Or{t�etelben szerepl}o feladatot megold�o algoritmusokat els}ofok�u d�ont�esi fa modellezi.21. Legyen egy d�ont�esi fa magass�aga h.(a) Mit jelent ez az �altala modellezett algoritmus l�ep�essz�am�ara?(b) H�any levele lehet (legfeljebb) a f�anak?DEF. D�ont�esi fa egy L level�ehez tartoz�o pontok halmaza: Rn azon pontjai, amelyek koordin�at�ait adatk�entadva az algoritmusnak, a f�anak ebbe a level�ebe �erkez�unk.22. Bizony��tsd be, hogy az egy lev�elbe �erkez}o pontok halmaza konvex.23. Korrekt v�alaszt ad�o algoritmus eset�en az egy �IGEN" lev�elbe �erkez}o �osszes pontra a koordin�at�ak ugyan-olyan nagys�ag szerinti sorrendben vannak. (Azaz ha az egyik pontra xi > xj , akkor a t�obbire is; perszea sorrend �altal�aban se nem n�ovekv}o, se nem s�okken}o.)24. Bizony��tsd be Ben{Or t�etel�et!Most r�at�er�unk a konvex burok keres�es bonyolults�ag�anak als�o besl�es�ere.T�etel: (Ben{Or). Legyen adva a s��kon n darab pont. Ahhoz, hogy legfeljebb r{edfok�u d�ont�esekkelmeg�allap��thassuk, mindegyik�uk s�usa-e a konvex burkuknak, legal�abb  � n logn d�ont�es sz�uks�eges.Megjegyz�es: A term�eszetes algoritmusokn�al az �osszehasonl��t�as alapja a pontokat �osszek�ot}o szakaszokmeredeks�ege. Ha p�eld�aul az y2 � y1x2 � x1 t�ortet hasonl��tjuk az y4 � y3x4 � x3 t�orth�oz, ez az �osszehasonl��t�as (anevez}okkel val�o �atszorz�as ut�an) m�asodfok�u. A t�etelben magasabb (de �x) fok�uakat is megenged�unk.Bizony��t�as: Ez�uttal rendelj�uk hozz�a az n darab s��kbeli ponthoz a koordin�at�aikkal meghat�arozott R2n{beli pontot. Ekkor az egy �IGEN" lev�elbe �erkez}o (R2n{beli) pontok olyan (R2{beli) pont{n{eseknekfelelnek meg, amelyek mindny�ajan s�usai a konvex buroknak. Van �ertelme teh�at ezek iklikus sor-rendj�er}ol besz�elni. (Ez azt jelenti, hogy az n{edik pontban �ulve, milyen sorrenben l�atjuk balr�ol jobbraa t�obbi n� 1{et.)25. H�any iklikus sorrendje van n elemnek?Seg�edt�etel (Milnor �es Thom t�etele). A 2n dimenzi�os teret h darab r{edfok�u d�ont�es legfeljebb(2r)2n+h �osszef�ugg}o r�eszre osztja.26. Mutasd meg, hogy korrekt v�alaszt ad�o algoritmus eset�en az egy �IGEN" lev�elbe �erkez}o pontoknakmegfelel}o pont{n{esek legfeljebb (2r)2n+h k�ul�onb�oz}o iklikus sorrendet hat�arozhatnak meg.27. Bizony��tsd be a m�asodik Ben{Or{t�etelt is!Als�o besl�es d dimenzi�oban. A momentum{g�orbe.DEF. d dimenzi�os momentumg�orb�enek nevezz�uk (�es a r�ovids�eg kedv�e�ert MG{vel jel�oljuk) a k�ovetkez}o,val�os t param�eterez�es}u g�orb�et: '(t) := (t; t2; t3; . . . ; td) 2 Rd28. Az Rd-beli momentumg�orbe tetsz}oleges d+ 1 k�ul�onb�oz}o pontja �altal�anos helyzet}u.T�etel. Tegy�uk fel, hogy k � d=2 �es P1; P2; . . . ; Pk a d-dimenzi�os MG k�ul�onb�oz}o pontjai. Ekkor l�etezikolyan H hipers��k Rd-ben, amely pontosan ezen pontokban �erinti a a MG-t, azaz amelynek ezek �es sakezek a k�oz�os pontjai a MG-vel �es a MG a H hipers��k egyik oldal�an helyezkedik el.



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 1329. Legyenek a t�etelben szerepl}o pontok param�eterei t1; t2; . . . ; tk, azaz maguk a pontok Pi(t1i ; t2i ; . . . ; tdi ). Ap(t) = kYi=1 (t� ti)2egyv�altoz�os polinomot kifejtve | alkalmas i egy�utthat�okkal |p(t) = 0 + 1t+ 2t2 + . . . + 2kt2k + 2k+1t2k+1 + . . . + dtdalakot kapunk. Bizony��tsd be, hogy a0 + 1x1 + 2x2 + . . . + dxd = 0egyenlet}u H hipers��k megfelel a t�etel k�ovetelm�enyeinek!(Itt term�eszetesen 2k = 1 �es i = 0 ha i > 2k.)30. R2k-ban tetsz}oleges n term�eszetes sz�amra megadhat�ok P1; . . . ; Pn pontok �ugy, hogy k�oz�ul�uk b�armely ka C(P1; . . . ; Pn) egy k � 1 dimenzi�os burkol�oj�at hat�arozza meg.31. R2k-ban a konvex burok keres�ese legal�abb 
(nk) id}o.3.6. Nagy konvex soksz�ogekNagy konvex soksz�og l�etez�eseK�ovetkez}o t�emak�or�unk alapk�erd�ese:Igaz-e, hogy el�eg sok (�altal�anos helyzet}u) pont k�oz�ul kiv�alaszthat�o nagy konvex soksz�og?Pre��zebben:L�etezik-e minden m{hez olyan K, hogy ha n � K pont k�oz�ul semelyik h�arom sins egy egye-nesen, akkor kiv�alaszthat�o m darab, amelyek egy konvex m{sz�og s�usait alkotj�ak?A probl�em�atErd}os �es Szekeres vetette fel; az itt k�ovetkez}o eredm�enyek is t}ol�uk sz�armaznak. Kiindul�o�eszrev�etel�uk a k�ovetkez}o volt:32. A s��k �ot �altal�anos helyzet}u pontja k�oz�ott mindig van n�egy, amelyek konvex n�egysz�oget hat�aroznak meg.A k�erd�es e feladatban szerepl}o, igen spei�alis eset�enek seg��ts�eg�evel (�es felhaszn�alva Ramsey t�etel�et)megoldott�ak az �altal�anos probl�em�at is:� 33. Bizony��tsd be, hogy a sejt�es minden m{re igaz!K�ovetkez}o k�erd�es�uk a legkisebb alkalmas K meghat�aroz�asa lett volna. A tov�abbiakban ezt K(m){meljel�olj�uk. Sajnos ennek �ert�ek�et nem siker�ult pontosan meghat�arozniuk; megoldottak viszont egy rokonfeladatot, amib}ol j�o besl�es ad�odott K(m){re is.Konvex��vek.Ha az ember megpr�ob�al adott pontokb�ol nagy konvex r�eszt �osszerakni, �es k�et kis ponthalmazt m�ar tal�alt,ezek nem felt�etlen�ul illeszthet}ok �ossze egy nagy konvex darabb�a. Ehhez az is sz�uks�eges, hogy �egym�asfel�e" legyenek nyitottak; pl. az egyik lefel�e, a m�asik felfel�e. (Persze �onmag�aban m�eg ez sem el�egs�eges!)DEF. A Q1; Q2; . . . ; Qk pontsorozat konvex (konk�av) ��v, ha az x koordin�at�ak n�ovekv}oek �es a QiQi+1 szaka-szok meredeks�egemonoton n}o (s�okken). M�assz�oval akkor, ha van olyan konvex (konk�av) f�uggv�enyg�orbe,amelyre a Qi pontok illeszkednek.



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 14� 34. Mutasd meg, hogy ha n � R23(k; l) �altal�anos helyzet}u pont k�oz�ott nins kett}o egym�as alatt, akkortartalmaznak vagy k pont�u konvex, vagy l pont�u konk�av ��vet!35. (folytat�as) Milyen besl�es ad�odik K(m){re az el}oz}o feladatb�ol?Lehets�eges, hogy kevesebb pont nem is el�eg? Megpr�ob�altak nagy ponthalmazt tal�alni, amiben nins sek pont�u konvex ��v, se l pont�u konk�av.� 36. Mutass �k + l� 4k � 2 � ilyen pontot!Enn�el t�obbet nekik sem siker�ult tal�alniuk. Bebizony��tott�ak h�at, hogy nem is lehet:T�etel. (Erd}os{Szekeres) Ha a s��k �k + l � 4k � 2 �+1 �altal�anos helyzet}u pontja k�oz�ott nins kett}o egym�asalatt, akkor tartalmaznak vagy k pont�u konvex, vagy l pont�u konk�av ��vet!37. Milyen besl�es ad�odik K(m){re a t�etelb}ol?A fenti t�etel bizony��t�as�ahoz egy Ramsey{t��pus�u seg�edt�etelt haszn�altak.DEF. Rendelj�unk a P1; P2; . . . ; Pn pontokon adott teljes gr�af �eleihez tetsz}olegesen w(PiPj) s�ulyokat! Az i0 <i1 < . . . < ir indexek �altal meghat�arozott pontsorozat szomsz�edos tagjait �osszek�ot}o ej = (Pij�1Pij )�elek monoton n�ov}o (s�okken}o) �ell�anot alkotnak, ha w(e1) � w(e2) � . . . � w(er) (illetve haw(e1) � w(e2) � . . . � w(er)).Erd}os{Szekeres Lemma. Ha n � �k + l � 4k � 2 �+ 1, akkor a fenti s�ulyozott �el}u teljes gr�afban vagy vank pont�u monoton n�ov}o, vagy van l pont�u monoton s�okken}o l�an.38. Mutasd meg, hogyan k�ovetkezik a lemm�ab�ol a t�etel!A lemma bizony��t�asa:I. Rendelj�unk hozz�a minden e �elhez egy ha(e); b(e)i sz�amp�art �ugy, hogy a(e) ill. b(e) jel�oli a leg-hosszabb olyan n�ov}o ill. s�okken}o �ell�an hossz�at, melynek els}o tagja e.II. Azt mondjuk, hogy az e1 = (PiPj1) jobb az azonos kezd}opont�u e2 = (PiPj2) �eln�el, ha a(e1) � a(e2),b(e1) � b(e2) �es legal�abb az egyik egyenl}otlens�eg szigor�u.III. Az e �el a Pi kezd}opontb�ol n�ezve maxim�alis, ha nins vele azonos kezd}opont�u, n�ala jobb �el.IV. V�eg�ul minden 0 � i � n {re rendelj�uk hozz�a a Pi ponthoz a k�ovetkez}o halmazt:Hi = fha(e); b(e)i j e kezd}oponja Pi �es onnan n�ezve maxim�alisg:Vizsg�aljuk meg a fenti Hi{k tulajdons�agait:39. Bizony��tsd be, hogy(i) i 6= j{re Hi 6= Hj ;(ii) Hi-t egy�ertelm}uen meghat�arozz�ak a sz�amp�arokban szerepl}o a-k ill. b-k halmazai.40. (folytat�as) Bizony��tsd be a fenti feladat seg��ts�eg�evel az Erd}os{Szekeres lemm�at!�Ujra a konvex soksz�ogek.�� 41. Mutass 2k �altal�anos helyzet}u pontot, amelyek k�oz�ott nins konvex k + 2{sz�og!Az el}oz}o �es a 37. feladat szerint teh�at2m�2 + 1 � K(m) � �2m� 4m� 2 �+ 1 = O(4m=pm):Sejt�es: a bal oldali egyenl}otlens�eg az �eles.



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 15
3.7. Maxim�alis konvex soksz�og keres�eseAdott: Tetsz}oleges v�eges ponthalmaz a s��kban �ugy, hogy nins h�arom pont egy egyenesen.Feltessz�uk, hogy nins k�et azonos x koordin�at�aj�u pont. (Ha lenne, elforgatjuk az �abr�at.)Keresend}o: A ponthalmaz maxim�alis sz�am�u olyan pontja, melyek konvex soksz�og s�usai.Az el}oz}oek szerint nagy ponthalmazb�ol sok ilyen pont v�alaszthat�o. De hogy tal�aljuk meg a lehet}olegt�obbet?A feladatra k�et algoritmust ismertet�unk. K�oz�os benn�uk, hogy mindkett}o konvex �es konk�av ��veket keres aP1; P2; . . . ; Pn ponthalmazban. K�oz�os v�egpont�u konvex �es konk�av ��vek �osszeolvaszt�asa adja a maxim�alisoldalsz�am�u konvex soksz�og s�usait. (Konvex (konk�av) ��vnek nevezz�uk a Q1; Q2; . . . ; Qk pontsoroza-tot, ha van olyan konvex (konk�av) f�uggv�enyg�orbe, amelyre a Qi pontok illeszkednek.)3.7.1. algoritmus.(Dinamikus programoz�as.)1. Rendezd a Pi pontokat x koordin�at�aik szerint!2. K�et darab h�aromdimenzi�os t�omb�ot haszn�alunk. Ha i < j < k, akkorK+(i; j; k) = max. konvex Pi; . . . ; Pj ; Pk ��v �elsz�ama (Pj az utols�o el}otti pont);K�(i; j; k) = max. konk�av Pi; . . . ; Pj ; Pk ��v �elsz�ama (Pj az utols�o el}otti pont).Iniializ�al�as: Minden 1 � i < k � n{ra legyen K+(i; i; k) := K�(i; i; k) := 1.Felt�olt�es:Minden i � n� 2{reMinden i+ 2 � k � n{reMinden i < j < k{raK+(i; j; k) := ( 1 + maxi�t<jfK+(i; t; j) j PtPjPk konvexg , ha PiPjPk konvex;0 , ha nem.�es hasonl�oanK�(i; j; k) := ( 1 + maxi�t<jfK�(i; t; j) j PtPjPk konk�avg , ha PiPjPk konk�av;0 , ha nem.3. Output maxi<k f maxi<j<kK+(i; j; k) + maxi<j<kK�(i; j; k) gT�arig�eny: O(n3).Id}o: O(n4). Ugyanis a t�omb�ok egy{egy elem�enek meghat�aroz�as�ahoz O(n) id}o kell (legfeljebb n darabsz�amb�ol kell a maxim�alisat keresni); �osszesen O(n4). A t�obbi l�ep�es (n2 pont rendez�ese O(n2 logn),iniializ�al�as O(n2), n2 darab maximum keres�es O(n3)) enn�el r�ovidebb.(L�asd m�eg a k�ovetkez}o du�alis probl�em�at megold�o jobb algoritmust.)



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 163.7.0.1. A du�alis probl�emaDEF. A s��k egyeneseinek adott halmaza (melyek k�oz�ott nins f�ugg}oleges) homok�ora, ha b�armelyik belemetszvagy az �osszes t�obbi f�ol�otti, vagy az �osszes t�obbi alatti s��kr�eszbe. (�Ugy is mondhatjuk, hogy mindegyiknekvan szakasza vagy az �osszes egyenes alatt, vagy az �osszes felett l�ev}o s��kr�esz hat�ar�an.)Megjegyz�es: Ha az egyenesek alatti s��kr�eszt a homok�ora als�o, a felett�uk l�ev}ot a fels}o �uveg�enek k�epzelj�uk,�erthet}ov�e v�alik az elnevez�es. Az el}obi hat�ar�at alkot�o �eleket als�o��vnek, az ut�obbit hat�arol�okat fels}o ��vneknevezz�uk a tov�abbiakban.Adott: tetsz}oleges v�eges egyeneshalmaz a s��kban �ugy, hogy semelyik h�arom nem megy �at egy ponton.Feltessz�uk, hogy nins k�ozt�uk f�ugg}oleges. (Ha van, elforgatjuk az �abr�at.)Keresend}o: maxim�alis sz�am�u olyan egyenes, amelyek homok�or�at alkotnak.42. Mutasd meg, hogy ez a probl�ema az el}oz}o, konvex soksz�oget keres}o k�erd�es du�alisa.3.7.2. algoritmus.(Egyben �ujabb algoritmus maxim�alis konvex soksz�og keres�es�ere.)1. Rendezd az adott e1; e2; . . . ; en egyeneseket meredeks�eg�uk szerint n�ovekv}oleg!2. �Ep��tsd fel az �altaluk meghat�arozott s��kdarabol�as adatstrukt�ur�aj�at az 1.2.1.B.O(n2) idej}u algoritmusszerint.3. Minden e egyenesre sin�ald a k�ovetkez}oket:3.1. a darabol�as minden szakasz�ara sz�amolj ki k�et �ert�eket: ha e a homok�ora legkisebb meredeks�eg}uegyenese, akkor a szakasz a homok�or�anak e{t}ol sz�am��tott h�anyadik egyenes�en lehet az als�o ill.a fels}o ��ven. (Maga e a nulladik egyenes.)Ez a k�ovetkez}ok�eppen t�ort�enik:Iniializ�al�as: e minden szakasz�ara ��rj 0{t!Ciklus:az e{n�el meredekebb f egyenesekre n�ovekv}o meredeks�eg�uk sorrendj�ebenhat�arozd meg f metsz�espontj�at e{vel;indulj el a metsz�espontb�ol f{en mindk�et ir�anyban;az f egyenes innen indul�o szakaszaira ��rj 1{et;ha x{et ��rt�al utolj�ara �es olyan szakaszt metszel, melyen y > 0 van,��rj f onnan kifel�e indul�o szakasz�ara maxfx; y + 1g{et!3.2. Minden f egyenesre add �ossze a k�et v�egtelen szakaszra ��rt sz�amokat!(Ezzel meghat�aroztad, mekkora homok�or�anak lehet e a legkisebb �es f a legnagyobbmeredeks�eg}uegyenese.)3.3. Vedd ezen �osszegek maximum�at!4. A k�ul�onb�oz}o e egyenesekre kapott maximumok k�oz�ul vedd a legnagyobbat!T�ar: a darabol�as nyilv�antart�as�ahoz O(n2) hely kell.Id}o: a 3.1. l�ep�es bels}o iklusa (egyetlen egyenes szakaszainak v�egigj�ar�asa)O(n) id}o. V�egrehajtva mindenf{re, a 3.1. l�ep�es O(n2). Ezt minden e{re meg kell sin�alni: O(n3). A t�obbi l�ep�es r�ovidebb.



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 17
4. fejezetAHelly t�etelk�or.4.1. Helly t�etelei.Helly t�etele a s��kban. Ha a s��k K1;K2; . . . ;Kn konvex halmazai k�oz�ul b�armely h�aromnak van k�oz�ospontja, akkor az �osszesnek is van.1. Mutasd meg, hogy az �all��t�as igaz n = 4{re!2. (folytat�as) Bizony��tsd be Helly t�etel�et!Helly t�etele egy�eb dimenzi�okban is kimondhat�o. K�ozismert az egydimenzi�os v�altozat:3. Ha a sz�amegyenes v�eges sok (pl. legyenek z�artak, de m�as t��pusokra is igaz) intervalluma k�oz�ul b�armelykett}o egym�asba metsz, akkor van olyan pont, ami minden intervallumban benne van.Helly t�etele d dimenzi�oban. Ha Rd K1;K2; . . . ;Kn konvex halmazai k�oz�ul b�armely d + 1{nek vank�oz�os pontja, akkor az �osszesnek is van.4. Mutasd meg, hogy az �all��t�as igaz n = d+ 2 darab halmazra!5. (folytat�as) Bizony��tsd be az �altal�anos d dimenzi�os Helly{t�etelt!6. Mutass az egyenesen (s��kban, t�erben, Rd{ben)a) korl�atos, de nem z�art;b) z�art, de nem korl�atos konvex halmazokb�ol v�egtelen sokat, amelyek k�oz�ott b�armely kett}o (h�arom,n�egy, . . . ; d + 1) egym�asba metsz, m�egsins az �osszesnek k�oz�os pontja. (Vagyis tov�abbi felt�etelekn�elk�ul v�egtelenre nem �altal�anos��that�o a Helly{t�etel!)V�egtelen Helly{t�etel d dimenzi�oban. Ha Rd ak�arh�any z�art korl�atos konvex halmaza k�oz�ul b�armelyd+ 1{nek van k�oz�os pontja, akkor az �osszesnek is van.(A bizony��t�as egy analitikus seg�edt�etelb}ol k�ovetkezik:Ha Rd ak�arh�any korl�atos z�art halmaza k�oz�ul b�armely v�eges soknak van k�oz�os pontja, akkoraz �osszesnek is van.(Ez a Borel{f�ele fed�esi lemm�aval ekvivalens.)Megjegyz�es: �Erdekes (�es gyakran hasznos), hogy el�eg egyetlen halmazr�ol megk�ovetelni a korl�atoss�agot:Er}os v�egtelen Helly{t�etel d dimenzi�oban. Ha Rd ak�arh�any z�art konvex halmaza k�oz�ul b�armelyd+ 1{nek van k�oz�os pontja a korl�atos z�art konvex H{ban, akkor az �osszesnek is van.7. Bizony��tsd be az er}os v�egtelen v�altozatot a v�eges t�etelb}ol �es az eml��tett analitikus seg�edt�etelb}ol!� 8. Tegy�uk fel, hogy az egys�egk�orvonal (egys�egg�ombfel�ulet) n�eh�any, ak�ar v�egtelen sok z�art f�elk�or{vonala(f�elg�omb{fel�ulete) k�oz�ul b�armely h�aromnak (n�egynek, . . . d + 1{nek) van k�oz�os bels}o pontja. Mutasdmeg, hogy ekkor az �osszesnek is van k�oz�os (esetleg hat�ar)pontja!



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 18
4.2. Jung t�etele.A probl�ema:mekkora k�orrel fedhet}o egy s��kbeli ponthalmaz, ha a benne el}ofordul�o legnagyobb t�avols�ag D?9. Fedhet}o-e biztosana) r = D=2 sugar�u k�orrel;b) r = D sugar�u k�orrel?10. Ha egy H h�aromsz�og leghosszabb oldala a, akkor H befoglalhat�o alkalmas k�oz�eppont�u r = a=p3 sugar�uk�orbe!11. Adott v�eges ponthalmazr�ol hogyan d�onten�ed el, hogy lefedhet}o-e adott r sugar�u k�orrel?Jung t�etele. Ha egy s��kbeli ponthalmazban nins D{n�el nagyobb t�avols�ag, akkor a halmaz lefedhet}oD=p3 sugar�u k�orrel.12. Bizony��tsd be Jung t�etel�et v�eges halmazokra!13. (folytat�as) Bizony��tsd be Jung t�etel�et tetsz}oleges v�egtelen halmazokra is!14. �Altal�anos��tsd Jung t�etel�et�a) a t�erre;��b) d dimenzi�ora!4.3. Tov�abbi alkalmaz�asok.15. Legyen K konvex halmaz �es P1; P2; . . . ; Pn tetsz}oleges s��kbeli (t�erbeli, . . . ;Rd{beli) pontok. Tegy�uk fel,hogy ak�arhogy v�alasztva h�arom (n�egy, . . . ; d+1) darab Pi{t,K eltolhat�o �ugy, hogy mindh�armat (n�egyet,. . . ; d+ 1{et) fedje. Bizony��tsd be, hogy alkalmas eltoltja egyszerre fedi az �osszes pontot!16. (folytat�as) Igaz-e a fenti �all��t�as v�egtelen sok pontra?� 17. Bizony��tsd be, hogy a s��k (t�er, . . . ;Rd) b�armely korl�atos konvex halmaz�anak van olyan pontja, mely arajta �atmen}o h�urokat legfeljebb 2:1 (3:1, . . . ; d:1) ar�anyban osztja!18. Mutasd meg, hogy ha egy P pont nem bels}o pontja egy H h�aromsz�ognek (tetra�edernek, szimplexnek),akkor van olyan P{b}ol indul�o egys�egvektor, ami a P{b}ol az X 2 H pontokra mutat�o vektorokkal der�ek-vagy tompasz�oget z�ar be.19. (folytat�as) Bizony��tsd be, hogy konvex halmaz hat�ar�anak b�armely pontj�ara illeszkedik t�amaszegyenes(t�amaszs��k, t�amasz-hipers��k).4.4. Blashke t�etele.DEF. A s��k (t�er, Rd) korl�atos H halmaz�ahoz �es tetsz}oleges i ir�any�ahoz a H halmaz i ir�any�u sz�eless�eg�eneknevezz�uk az i{re mer}oleges t�amaszegyenesek (s��kok, hipers��kok) t�avols�ag�at.Jel�ol�ese: bH(i).DEF. A korl�atos H halmaz sz�eless�ege az i ir�any�u sz�eless�egek in�muma/minimuma.Megjegyz�es: A minimum mindig l�etezik.Jel�ol�ese: bH .



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 1920. Mennyi a sz�eless�ege egya) k�ornek;b) t�eglalapnak;) h�aromsz�ognek;�d) szab�alyos tetra�edernek;��e) szab�alyos d{dimenzi�os szimplexnek?A k�ovetkez}o k�erd�est fogjuk most vizsg�alni:mekkora k�orlemezt tartalmaz egy b sz�eless�eg}u konvex alakzat?Az ember el}osz�or b=2 sugar�u (b �atm�er}oj}u) k�orre gondolna, de egy szab�alyos h�aromsz�og be��rt k�or�eneksugara sak a magass�ag harmada. H�aromsz�ogekre ez a legrosszabb lehet}os�eg:21. Mutasd meg, hogy bH sz�eless�eg}u h�aromsz�og be��rt k�or�enek sugara % � bH=3.Blashke t�etele. b sz�eless�eg}u z�art korl�atos konvex halmaz mindig tartalmaz b=3 sugar�u k�orlemezt. (Haa halmaz nem z�art, akkor is tartalmaz megfelel}o m�eret}u ny��ltat.)22. Hogyan d�onten�ed el adott konvex soksz�ogr}ol, hogy tartalmaz-e (alkalmas k�oz�eppont�u) adott % sugar�uk�orlemezt?23. Bizony��tsd be Blashke t�etel�et konvex soksz�ogekre.� 24. (folytat�as) Bizony��tsd be a t�etelt tetsz}oleges z�art korl�atos konvex halmazokra!25. �Altal�anos��tsd Blashke t�etel�eta) a t�erre;b) d dimenzi�ora!26. Mutasd meg, hogy minden b sz�eless�eg}u, k�oz�eppontosan szimmetrikus z�art korl�atos konvex halmaz tar-talmaz b=2 sugar�u k�orlemezt!4.5. Ponthalmazok entrumaEgy k�ort (g�omb�ot, d{dimenzi�os g�omb�ot) a k�oz�eppontj�an �atmen}o b�armely egyenes (s��k, hipers��k) ponto-san egyforma r�eszekre v�agja. Ugyanez igaz a k�oz�eppontosan szimmetrikus alakzatokra �es szimmetria{k�oz�eppontjukra. �Altal�aban, ha a halmaz nem szimmetrikus, hasonl�o �all��t�as nem v�arhat�o. Esetleg abbanb��zhatunk, hogy | alkalmas pontra | a r�eszek m�erete nem nagyon t�er el egym�ast�ol. De mennyi leheta �nem nagyon"?Egy h�aromsz�og (tetra�eder, szimplex) s�usai k�or�e ��rt kis k�orlemezek (t�om�or g�omb�ok) k�oz�ul egyet mindigel lehet v�alasztani a t�obbit}ol, a s��k (t�er) b�armely el}ore megadott pontj�an �atmen}o egyenessel (s��kkal).Nem v�arhat�o teh�at jobb ar�any, mint 2:1 (3:1, . . . ; d : 1). K�erd�es, hogy van-e m�eg kev�esb�e szimmetrikusalakzat?DEF. A s��k (t�er, Rd) egy korl�atos ponthalmaz�anak entruma olyan pont, amelyen �atmen}o b�armely egyenes(s��k, hipers��k) �altal lev�agott darabok (a z�art f�els��kokba, f�elterekbe es}o r�eszek) m�erete az eredetineklegal�abb 13{a (14{e, . . ., 1d+ 1{ed r�esze).Megjegyz�es: Csak korl�atos halmazokkal foglalkozunk. Ezen bel�ul k�et alap{eset �erdekes:(i) ha a halmazok v�eges sok pontb�ol �allnak; ekkor a r�eszek m�erete a darabsz�amuk;(ii) ha ter�ulet�uk pozit��v; akkor ez a m�er}osz�am.(Hasonl�o �all��t�asokat mondhatn�ank | de most nem mondunk | g�orb�ek ��vhossz�ara, s�ulyozott pontok�osszs�uly�ara, t�erfogatra, fel�uletre, stb.)T�etel. Minden korl�atos ponthalmaznak van entruma.



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 2027. Egy ny��lt vagy z�art f�els��kra (f�elt�erre) mondjuk azt, hogy rossz, ha benne a halmaznak kevesebb, mint1/3 (1/4, . . . ; 1=(d + 1){ed) r�esze van. Mutasd meg, hogy egy pont akkor �es sak akkor nem entrum,ha valamely rossz ny��lt f�els��kban (f�elt�erben) van!28. (folytat�as) Bizony��tsd be a fenti t�etelt!Lehet-e jobbat mondani konvex halmazokra? A szab�alyos h�aromsz�og s�ulypontj�an �atmen}o egyenesekp�eld�aja azt mutatja, hogy nem v�arhat�o jobb, mint az eg�esz alakzat 4/9{ed r�esze. Ez viszont mindig elis �erhet}o:T�etel. A s��k tetsz}oleges konvex halmaz�anak ter�ulet�et a s�ulypontj�an �atmen}o b�armely egyenes 4:5 vagyegyenletesebb ar�anyban osztja.



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 21
5. fejezetPonthalmazok egyenletes sz�etv�ag�asaiA k�ovetkez}o �altal�anos k�erd�es spei�alis eseteit vizsg�aljuk:Mennyire egyenletesen lehet n�eh�any halmazt egyszerre, egyetlen egyenessel sz�etv�agni?Megjegyz�es: Mint a entrum l�etez�es�en�el, most is sak korl�atos halmazokkal foglalkozunk, �espedig:(i) ha a halmazok v�eges sok pontb�ol �allnak; ekkor a r�eszek m�erete a darabsz�amuk;(ii) ha ter�ulet�uk pozit��v; akkor ez a m�er}osz�am.(Itt is igazak hasonl�o �all��t�asok g�orb�ek ��vhossz�ara, s�ulyozott pontok �osszs�uly�ara, stb.)1. Tetsz}oleges adott i ir�any eset�en a s��k (t�er, Rd) b�armely korl�atos H halmaza k�et r�eszre v�aghat�o i{remer}oleges egyenessel (s��kkal, hipers��kkal), hogy a k�et ny��lt f�els��k (f�elt�er) mindegyik�ebe a halmaznaklegfeljebb fele essen.(Ha ter�ulet szerint v�agunk, akkor | mivel a hat�arra es}o r�esz m�ert�eke 0 | mindk�et darab pontosan azeredeti fele lesz. Darabsz�am szerint ezt nem mindig biztos��thatjuk; pl. ha sok pont kev�es p�arhuzamosegyenesen helyezkedik el.)2. (folytat�as) Igaz-e hasonl�o �all��t�as, ha az egyenes (s��k, hipers��k) ir�any�at nem szabjuk meg, de �at kell mennieegy adott P ponton?3. Legyen a H s��kbeli halmaz korl�atos, p�eld�aul az orig�o k�or�uli M sugar�u k�orlemez r�esze. Az i ir�anytjellemezz�uk az x tengely pozit��v fel�evel bez�art sz�oggel, '{vel. Az i{re mer}oleges egyenesek k�oz�ul azt,amelyik H{t k�et egyenl}o ter�ulet}u r�eszre v�agja �es ezek k�oz�ul az orig�ohoz a lehet}o legk�ozelebb van, jel�oljef('). V�eg�ul ennek t�avols�aga az orig�ot�ol legyen d('). Mutasd meg, hogya) val�oban l�etezik az adott ir�any�u felez}o egyenesek k�oz�ott az orig�ohoz legk�ozelebbi;b) t�avols�aguk, d('), folytonos f�uggv�enye '{nek.DEF. A s��k (t�er, Rd) n�eh�any korl�atos halmaz�anak sonk�as{szendvis v�ag�asa egy egyenes (s��k, hipers��k), hamindk�et fel�ere minden halmaznak legfeljebb a fele esik.(Az elnevez�es abb�ol a probl�em�ab�ol ered, hogy egy sonk�as szendvis sz�etv�aghat�o-e egyetlen egyenesv�ag�assal �ugy, hogy a sonk�at is �es a kenyeret is k�et egyenl}o nagys�ag�u r�eszre v�agjuk.)T�etel. A s��k (t�er, Rd) b�armely k�et (h�arom, . . ., d) korl�atos halmaz�anak van sonk�as{szendvis v�ag�asa.Megjegyz�es: Eszerint m�eg akkor is sz�etv�aghat�o a szendvis, ha rajta a sonka mellett (alatt, felett) sajtis van; s}ot akkor is, ha a sajtot a boltban felejtett�uk.A tov�abbiakban sak a k�etdimenzi�os eset bizony��t�as�aval foglalkozunk.4. Legyen H1 �es H2 a s��k k�et pozit��v ter�ulet}u korl�atos halmaza �es | az el}oz}o feladathoz hasonl�oan |jel�olje f(') a H1 halmaz ' ir�any�u felez}o egyenes�et; t2(') pedig legyen a H2{b}ol f(') bal oldal�ara es}or�esz ter�ulete. Mutasd meg, hogy t2(') folytonos!5. (folytat�as) Bizony��tsd be a k�etdimenz���os �sonk�as{szendvis v�ag�as" t�etelt korl�atos halmazok ter�ulet�ere!



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 22
5.1. V�eges ponthalmazok sonk�as{szendvis v�ag�asai.6. Bizony��tsd be a k�etdimenz���os �sonk�as{szendvis v�ag�as" t�etelt v�eges halmazok darabsz�am�ara is!7. (folytat�as) Mutasd meg, hogy olyan sonk�as{szendvis v�ag�o egyenes is van mindig, ami (a k�et halmazb�ol�osszesen) legal�abb k�et pontot tartalmaz!8. Hogy lehet adott i ir�anyr�ol eld�onteni, van-e i ir�any�u sonk�as{szendvis v�ag�as?Adott: P1; P2; . . . ; Pn �es Q1; Q2; . . . ; Qm pontok a s��kban.Keresend}o: a k�et ponthalmaz sonk�as{szendvis v�ag�asa.5.1.1.A. algoritmus.I. Az �n+m2 � pontp�ar �osszek�ot}o egyeneseit rendezd n�ovekv}o meredeks�eg szerint!II. Legyen a legkisebb meredeks�eg az aktu�alis ir�any! Az el}oz}o feladat megold�as�at k�ovetve vet��tsd apontokat!III. Ha van az aktu�alis ir�anyban sonk�as{szendvis v�ag�as, STOP. Egy�ebk�ent tov�abb.IV. Legyen a k�ovetkez}o meredeks�eg az aktu�alis ir�any! Vet��tsd a pontokat �es vissza a III. r�eszre.(Hogy mi�ert �all le az algoritmus? Erre az a biztos��t�ek, hogy van sonk�as{szendvis v�ag�as.)Id}o: Az I. l�ep�es: O(n2 +m2) meredeks�eg rendez�ese: O�(n2 +m2) log(n+m)�.II{III{IV. l�ep�es: O(n2 +m2){szer vet��t�es �es vizsg�alat: O(n3 +m3).5.1.1.B. algoritmus.Az I. l�ep�es ugyanaz, mint az el}obb, de most minden ir�anyhoz egy{egy list�aba f}uzz�uk azon p�arhuza-mos egyeneseket, amiken van legal�abb k�et pont. Tov�abb�a minden ilyen egyeneshez list�aba f}uzz�uk ar�aes}o pontokat az egyenes ir�anya szerint sorbarakva }oket.II. �es III. mint el}obb, de a vet�uleket egy t�ombben t�aroljuk, els}osorban i{re mer}oleges ir�any�u �koor-din�ata" szerint n�ovev}oen, ezen bel�ul i ir�any�u �koordin�ata" szerint s�okken}oleg.IV. helyett nem vet��t�unk �ujra, hanem a vet�ulet{t�omb el}oz}o aktu�alis ir�any�u �allapot�ab�ol sz�amoljuk az�ujat; megford��tjuk az �uj aktu�alis ir�any�u egyenesek list�ainak megfelel}o szakaszokat. (K�onny}u bel�atni,hogy ��gy val�oban az �uj vet�ulet{sorrendet kapjuk.)Id}o: Az I. �es II. l�ep�es: O�(n2 +m2) log(n+m)�.III. minden egyes alkalommalO(1), mert a k�oz�eps}o elemek k�ozvetlen�ul kivehet}ok. �Osszesen O(n2+m2).IV{ben van az igazi v�altoz�as. Egy{egy forgat�as sok�aig tarthat ugyan, de minden elemp�art sakegyszer ford��thatunk meg! �Osszesen O(n2 +m2) ez is.A teljes id}o teh�at O�(n2 +m2) log(n+m)�.5.2. A sonk�asszendvis{faAdott: P1; P2; . . . ; Pn pontok a s��kban.Keresend}o: adatstrukt�ura, amib}ol tetsz}oleges egyenesr}ol gyorsan eld�onthet}o, mely Pi-ket tartalmazza.Megjegyz�es: O(n) idej}u lenne a pontok egyenk�enti vizsg�alata mindenf�ele adatstrukt�ura n�elk�ul. Enn�eljobbat szeretn�enk. Jel�olj�uk k{val azt, h�any pont esik az adott egyenesre. Ha v�eletlen�ul k = n (vagymajdnem annyi), akkor persze a megtal�alt Pi{k felsorol�asa is�(n) l�ep�es; o(n){es algoritmus nem v�arhat�o.Amire es�ely van: maga a keres�es o(n), a felsorol�as O(k). Tal�aljunk teh�at o(n) + O(k) l�ep�esben m}uk�od}oadatstrukt�ur�at!



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 235.2.1.A. algoritmus.A sonk�asszendvis{fa t�arig�enye O(n); �ep��t�esi ideje O(n logn).A keres�es idej�et f(n){nel jel�olve f(n) = f(n=2) + f(n=4) +O(logn);teh�at f(2m) = f(2m�1) + f(2m�2) +O(m):Innen | a Fibonai{sz�amokhoz hasonl�oan | a � = p5+12 jel�ol�essel f(2m) = O(�m), azaz a keres�esideje f(n) = O(n�);ahol � = log� 2 < 0; 69.5.2.1.B. algoritmus.P�olus{pol�aris transzform�ai�oval a du�alis feladat:Adott: a s��k n egyenese.Keresend}o: Adatstrukt�ura, amib}ol b�armely pontr�ol gyorsan eld�onthet}o, mely egyenesek tartalmazz�ak.Erre m�ar van algoritmusunk: az 1.2.1.B. algoritmus meghat�arozza a s��k darabjait; ezekb}ol az 1.1.1.B.algoritmus �ep��ti a megfelel}o adatstrukt�ur�at a bin�aris keres�eshez.T�ar: O(n2).�Ep��t�es: O(n2).Keres�es: O(k + log2 n).Megjegyz�es: A sonk�asszendvis{fa kisebb t�arig�eny}u �es gyorsabban �ep��thet}o, de lassabb a visszakeres�es;a du�alis adtstrukt�ura nagyobb, lassabban is �ep�ul, de a keres�es gyorsabb.



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 24
6. fejezetVoronoi{diagrammok6.1. A �posta{probl�ema".Adott: A s��k n pontja: P1; P2; . . . ; Pn.Keresend}o: adatstrukt�ura, amib}ol b�armely Q 2 R2 pontra gyorsan | o(n) id}oben | kikereshet}o(ek)a hozz�a legk�ozelebbi Pi pont(ok).Megjegyz�es: A probl�ema neve a k�ovetkez}o, szok�asos interpret�ai�ob�ol ered. K�epzeld el, hogy az ut�anodal�ep hozz�ad valaki �es megk�erdezi: �J�o napot k��v�anok, hol van itt a legk�ozelebbi postahivatal?" Haagyadban (vagy ink�abb a zsebedben, kis �edul�akon) rendszerez�es n�elk�ul, �omlesztve van az �osszes bu-dapesti posta ��me, akkor nins jobb m�odszered, mint mindegyikr}ol egyenk�ent meg�allap��tani (esetlegsak k�ozel��t}oleg) az adott helyt}ol val�o t�avols�agukat, �es megnevezni a legk�ozelebbit. Ilyen �ertelembenline�arisn�al jobb algoritmus nem v�arhat�o. A val�os�agban persze nem ��gy keresel; az inform�ai�ok rendsze-rezve (�preproessz�alva") vannak az emberi agyban.C�elszer}u p�eld�aul minden egyes Pi{hez meghat�arozni a s��k azon darabj�at, amelynek pontjaihoz �eppen Pivan a legk�ozelebb. Jel�olj�uk ezeket a tartom�anyokat Ci{vel (i = 1; 2; . . . ; n)!DEF. Adott P1; P2; . . . ; Pn pontokhoz a s��k azon darabol�asa, melynek tartom�anyai a fenti Ci halmazok, aponthalmaz Voronoi{diagrammja.1. Mutasd meg, hogy a Voronoi{diagramm minden Ci tartom�anyaa) a PiPj (j 6= i) szakaszok felez}o mer}olegesei �altal hat�arolt f�els��kok metszete;b) konvex soksz�og.2. Mennyi a Voronoi{diagramm t�arig�enye; azaz n pont eset�en h�any hat�arvonal �es azoknak h�any metsz�es-pontja keletkezhet legfeljebb?Algoritmus{v�azlat a �posta{probl�em�ahoz":I. Keresd meg a ponthalmaz Voronoi{diagrammj�at;II. �Ep��tsd fel hozz�a az 1.1.1.B. algoritmus adatstrukt�ur�aj�at!A II. l�ep�es O(n logn) ideig tart, mert az el}oz}o feladat szerint a Voronoi{diagramm m�erete line�aris;az adatstrukt�ur�ab�ol a visszakeres�es O(log2 n) id}o. De hogyan kereshet}o a Voronoi{diagramm? Ezt ak�ovetkez}o szakaszban vizsg�aljuk.6.2. AVoronoi{diagrammmeghat�aroz�asa.A feladat:Adott: A s��k n pontja: P1; P2; . . . ; Pn.Keresend}o: a ponthalmaz Voronoi{diagrammja.



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 25Egy egyszer}u (de lass�u) m�odszer.Az 1. feladat alapj�an k�onnyen ad�odik egy (nem optim�alis) algoritmus. (Az egyszer}us�eg kedv�e�ert fel-tessz�uk, hogy a pontok y koordin�at�ai mind k�ul�onb�oz}oek; �altal�aban persze nem azok, teh�at a f�ugg}olegesfelez}o mer}olegeseket k�ul�on kell kezelni.)6.2.1.A. algoritmus.Minden i = 1 . . .n{reaz 1.2.1.B. algoritmust haszn�alva k�esz��tsd el a PiPj (j 6= i) szakaszok felez}o mer}olegesei �altalmeghat�arozott s��kdarabol�ast, benne a Ci konvex soksz�oggel. Minden Ci minden hat�ar{szakasz�ar�olt�arold, hogy mely Pj{vel k�esz�ult felez}o mer}olegesnek darabja.V�eg�ul rakd �ossze a lapokat egy szok�asos adat{strukt�ur�aba.T�ar: Az adatstrukt�ura m�erete O(n).Id}o: Az egyenes{darabol�as algoritmus�at n{szer kell v�egrehajtani; n �O(n2) = O(n3).3. Jav��tsd meg az algoritmust O(n2 logn) idej}ure a 3.17. feladat alapj�an!A �ki{a{t�erbe{�es{vissza" algoritmus.Az algoritmus �otlete: a s��kb�ol a fP1; P2; . . . ; Png ponthalmazt felvet��tj�uk a z = x2+y2 forg�asparaboloidra�es az ��gy keletkez}o P�1 ; P�2 ; . . . ; P�n pontokra alkalmazzuk a p�olus{pol�aris megfeleltet�est. (Ez ut�obbimost sak annyit jelent, hogy a pontokban �erint}os��kot illeszt�unk a paraboloidhoz.) A s��kok feletti t�err�eszlapjainak vet�ulete | meglep}o m�odon | �eppen a keresett Voronoi{diagramm lesz. L�assuk ezt r�eszletesen:Legyen P (a; b) �es Q(; d) k�et tetsz}oleges pont a s��kban. Tekints�uk a z = x2+y2 forg�asparaboloid felett�ukl�ev}o pontjait, P�(a; b; a2 + b2){t �es Q�(; d; 2 + d2){t. Legyen S az a s��k, amely a P� pontban �erinti aparaboloidot; v�eg�ul e s��knak �es a Q{b�ol indul�o f�ugg}oleges egyenesnek a d�of�espontj�at jel�olj�uk D{vel.4. Bizony��tsd be, hogy a f�ugg}oleges Q�D szakasz hossza sak az alaps��kban l�ev}o PQ szakasz hossz�at�olf�ugg, annak hely�et}ol nem; �espedig Q�D = PQ2:(Az �all��t�as �erdekes k�ovetkezm�enye, hogy ha egy forg�asparaboloid �es egy henger tengelyei p�arhuzamosak,akkor a metszetg�orbe egy s��kban van; mindig egy ellipszis. Ugyanez m�ask�epp: a forg�asparaboloid s��k-metszeteik�ent ad�od�o ellipszisek vet�uletei az alaps��kon mindig k�or�ok.)5. (folytat�as) A fP1; P2; . . . ; Png ponthalmazb�ol a fenti m�odon k�esz��tett P�1 ; P�2 ; . . . ; P�n pontokban il-lessz�unk p�1 ; p�2 ; . . . ; p�n �erint}os��kokat a paraboloidhoz! Legyen Q az alaps��k tetsz}oleges pontja; felette aparaboloidonQ�. A Q{b�ol indul�o f�ugg}oleges egyenes �es a p�i s��kok d�of�espontjait jel�olj�uk Di{vel. Mutasdmeg, hogy a Di{k k�oz�ul az(ok) van(nak) a legmagasabban | azaz Q�{hoz legk�ozelebb |, amely(ek) aQ{hoz legk�ozelebbi Pi pont(ok)b�ol sz�armaznak!T�etel. A p�i s��kok f�ol�e es}o t�err�esz lapjainak vet�uletei �eppen a fP1; P2; . . . ; Png ponthalmaz Voronoi{-diagrammj�anak Ci lapjai.(A bizony��t�as az el}oz}o feladatb�ol nyilv�anval�o.)6. Mennyi ideig tart a t�etelben szerepl}o t�err�esz szok�asos adatstrukt�ur�aj�ab�ol a vet�ulet adatsrukt�ur�aj�anakfel�ep��t�ese?



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 266.2.1.B. algoritmus.I. Sz�amold ki a P�i pontok z{koordin�at�ait;II. Hat�arozd meg a konvex burkukat;III. Dualiz�ald az als�o r�eszt;IV. V�eg�ul felejtsd el a z{koordin�at�akat!T�ar: O(n).Id}o: A m�asodik r�esz domin�al; ideje O(n logn).7. A Pi �es Pj pontok felez}o mer}olegese pontosan akkor v�alasztja el a Voronoi{diagramm k�et v�egtelentartom�any�at (akkor �es sak akkor tartalmazza a diagramm egy f�elegyenes�et), ha Pi �es Pj a konvexburok hat�ar�anak szomsz�edos pontjai. (Ha t�obb pont is eshet egy egyenesre, akkor ez �ugy �ertend}o, hogya hat�ar azonos szakasz�an vannak �es k�ozt�uk tov�abbi Pk nem lehet.)6.3. Delaunay h�aromsz�ogel�esekDEF. A P1; P2; . . . ; Pn ponthalmaz Delaunay h�aromsz�ogel�ese (jel�ol�ese D�):PiPj szakasz 2 D� () felez}o mer}oleges�en van �ele VD{nek.Ez nem mindig val�odi h�aromsz�ogel�es!! El}ofordulhat, hogy a s��kdarabok k�oz�ott h�aromn�al t�obb oldal�uakis lesznek. Ezek mindig h�ursoksz�ogek (azaz s�usaik egy k�or�on vannak). Ilyenkor a D� elfajul�o; hapedig minden darabja h�aromsz�og, akkor val�odi.DEF. (ekvivalens): Minden korl�atos tartom�any h�ursoksz�og �es k�or�ul��rt k�or�enek belseje �ures (azaz nem tartalmaztov�abbi Pi{t).8. Bizony��tsd be, hogy PiPj szakasz 2 D� () 9 k�orlemez, aminek belseje �ures �es a k�orvonalon sak Pi�es Pj van.9. Mutasd meg, hogy a k�et de�n��i�o val�oban ekvivalens!10. A D�{nek O(n) �ele van.Algoritmus D� keres�es�ere6.3.1. algoritmus.Adott: P1; P2; . . . ; Pn 2 R2Keresend}o: D�I. Sz�amold ki a 18. feladatban szerepl}o P�i pontok z{koordin�at�ait;II. Hat�arozd meg a konvex burkukat �es vedd annak als�o r�esz�et;III. V�eg�ul felejtsd el a z{koordin�at�akat!T�ar: O(n).Id}o: A m�asodik r�esz domin�al; ideje O(n logn).Az algoritmus a 3.18. feladat szerint val�oban a D�{t adja.



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 27A legk�ozelebbi szomsz�edok gr�afjaAdott: A s��k n pontja: P1; P2; . . . ; Pn.Keresend}o: minden Pi{hez a hozz�a legk�ozelebbi Pj pont(ok halmaza).L�atsz�olag nins gyorsabb m�odszer, mint minden p�ar t�avols�ag�at kisz�am��tani �es ��gy �(n2) l�ep�esben meg-keresni a legk�ozelebbi szomsz�edokat.11. Mutasd meg, hogy a legk�ozelebbi szomsz�edok gr�afjaa) r�esze D�{nek;b) O(n) �el}u;) O(n logn) id}oben meghat�arozhat�o.Euklideszi minim�alis fesz��t}o f�akAdott: A s��k n pontja: P1; P2; . . . ; Pn.Keresend}o: olyan fa, melynek s�usai a Pi{k �es �eleinek �osszhossza minim�alis.Itt is �ugy t}unik, ki kell sz�am��tani minden egyes t�avols�agot; az el}oz}oek ut�an azonban nem meglep}o, hogygyorsabban is lehet:12. (a) Bizony��tsd be, hogy D� minden euklideszi minim�alis fesz��t}o fa minden �el�et tartalmazza;(b) mutass O(n logn){es algoritmust!



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 28
7. fejezetMegold�asok7.1. Megold�asok az 1. fejezethez1.1. e � 3n� 6; l � 2n� 4, ha az esetleges �v�egtelen t�avoli" pont is besz�am��t n{be.1.2. A s�usok k�etszer k�orbel�anolt list�aj�aval.1.3. Ugyan�ugy, mint a s��k darabol�asait.1.4. A t�er darabjaihoz (nevezz�uk ezeket ell�aknak) szint�en egy{egy rekordot rendel�unk a hat�arol�o lapoklist�aj�aval. A lapokhoz szint�en kell k�et{k�et pointer az �altaluk hat�arolt ell�akra.1.6. A pontokat pl. x-koordin�at�aik szerint rendezve, bin�aris keres�essel O(logn) id}o alatt megtal�alod, melyikk�et s�usp�ar k�oz�ott men}o oldalakr}ol kell eld�ontened, hogy a pont alattuk ill. felett�uk van-e. Ez ut�obbiO(1) ideig tart.1.7. H�uzz a pontb�ol f�elegyenest, pl. f�ugg}olegesen! Ha a soksz�ognek p�aros sok �ele metszi, akkor a pont k��v�ulvan; ha p�aratlan, bel�ul. Vigy�azz a f�elegyenesre es}o s�usokkal!1.8. Ha egy s�usb�ol nem indul �el pl. jobbra (�es | feltev�es�unk szerint | f�ugg}olegesen sem), akkor az }ot�k�or�ulfog�o" lap megs�erti a felt�etelt. Visszafel�e, ha pl. az L lap az x = a egyenest nem egy intervallumbanmetszi, akkor 9P (a; y1); P (a; y2) 2 L �es Q(a; z) =2 L, hogy y1 < z < y2. K�oss�uk ekkor �ossze P1{et �es P2{tegy, az L belsej�eben halad�o folytonos � g�orb�evel (m�eg t�or�ott vonal is van ilyen). �{nak van legutols�o,Q alatti pontja, pl. S1(a; w1); majd tal�alhat�o ezen pont ut�an egy els}o, Q feletti pontja is, pl. S2(a; w2).Ekkor w1 < z < w2 �es �-nak az S1 �es S2 k�oz�otti r�esze m�ar v�egig az x = a egyenes azonos, pl. jobboldal�an halad. Az ezen ��v �altal hat�arolt r�eszben van jobb sz�els}o s�us; ebb}ol nem indulhat �el jobbra.1.9. K�epzeletben �s�op�ord v�egig" a s��kot balr�ol jobbra egy f�ugg}oleges egyenessel �es minden pontr�ol �allap��tsdmeg, melyik k�et �el van k�ozvetlen�ul alatta ill felette! Ehhez el}osz�or rendezd a pontokat x-koordin�at�aikszerint n�ovekv}oleg (O(n logn) id}o). Egy dinamikusan kiegyens�ulyozott (pl. 2{3) f�aban tartsd nyilv�ana s�opr}o egyenest �eppen metsz}o szakaszokat �es minden egyes s�avban a m�ar elhagyott pontok k�oz�ul alegutols�ot. Amikor egy ponthoz �erkezel, a k�et hat�arol�o �el kikeres�ese a f�ab�ol O(logn) id}o. Ha a pontb�olnem megy �el balra, k�osd �ossze a s�avj�aban lev}o legk�ozelebbi baloldali (nyilv�antartott) ponttal! S�op�orjvisszafel�e is, jobboldali �eleket adva a gr�afhoz, ha sz�uks�eges!1.10. Az a) r�eszt igazoland�o, tegy�uk fel, hogy lenne pl. P1(a; y1); Q1(b; w1) 2 L1 �es P2(a; y2), Q2(b; w2) 2 L2hogy y1 < y2 de w1 > w2. Feltehetj�uk azt is, hogy a 6= b (az a = b eset trivi�alis). K�oss�uk �ossze P1{et�es Q1{et egy L1 belsej�eben halad�o g�orb�evel, P2{t �es Q2{t pedig egy L2 belsej�eben halad�oval. (Persze ak�et g�orbe nem metszi egym�ast.) Mindk�et g�orb�enek van utols�o pontja az x = a egyenesen; van tov�abb�aezek ut�an els}o pontjuk az x = b egyenesen. Az ezek k�ozti ��vek nem �ser�elhetnek helyet", vagyis vagyv�egig az els}o, vagy v�egig a m�asodik van feljebb. Az els}o esetben az x = a egyenesen, a m�asodikban azx = b egyenesen s�er�ul meg a monotonit�as felt�etele (hasonl�o okokb�ol, mint a m�ar eml��tett a = b-re).A b) r�esz igazol�as�ara tedd fel, hogy lenne k�or; vegy�el egy minim�alis hossz�us�ag�ut! A benne szerepl}o lapokk�oz�ul vedd azt, amelynek jobb sz�els}o s�usa a lehet}o legbalr�abb van; ezt a lapot kihagyva r�ovidebb k�oris l�etezne.1.11. Ir�any��tatlanul a darabol�o s��kgr�af du�alisa; ser�eld meg a lapok �es s�usok szerep�et! Ut�ana m�eg ir�any��tsdis az �eleket.1.12. Mindk�et r�esz abb�ol k�ovetkezik, hogy nins f�ugg}oleges �el: minden f�ugg}oleges egyenesen van �legals�o" lap�es nem lehet, hogy ezek k�ul�onb�oz}o f�ugg}olegeseken k�ul�onb�oz}oek legyenek.



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 291.13. Az ir�any��tott r�ak�ovetkez�esi gr�af s�usair�ol tartsd nyilv�an, h�any �el megy bel�ej�uk. Keresd meg a minim�aliselemet �es k�epzeletben t�or�old a bel}ole kimen}o �eleket, azaz s�okkentsd a megfelel}o be-fokokat eggyel. Havalaminek 0 lesz a be-foka, tedd egy list�aba �es mindig ennek elej�er}ol vegy�el �ujabb pontot, m��g a lista kinem �ur�ul!1.14. Minden f�ugg}oleges egyenes alul a 0-dik, fel�ul az l � 1{edik lapot metszi �es a k{n�al kisebb index}uek ak{n�al nagyobb vagy egyenl}o index}uek alatt vannak.1.15. Legyen S0 = ; �es vedd sorra a lapokat 0{t�ol l � 1{ig! Amikor a k � 1{ediket veszed, �eleinek Sk�1{gyelval�o szimmetrikus di�ereni�aja �eppen Sk{t adja.1.16. Csak egyszer: Li �es Lj legk�ozelebbi k�oz�os }ose a f�aban Sk.1.17. b) Ha lkk}o(i; j){vel jel�olj�uk i �es j legk�ozelebbi k�oz�os }os�et az 1. �abra f�aj�aban, tov�abb�a lfh�e(t){vel t legfels}ohelyi�ert�ek�et a kettes sz�amrendszerben, akkork = lkk}o(i; j) = j _ :(lfh�e(i� j)� 1):Az lfh�e(t) �ert�ekekkel felt�olthetsz egy t�omb�ot O(n) id}o alatt.1.19. Vet��tsd a poli�edert tetsz}oleges bels}o pontj�ab�ol k�et p�arhuzamos s��kra! (A pont k�et oldal�an legyenek.) Akeletkez}o s��kdarabol�asokat t�arold!1.20. O(n2) m�eret}u. R�eszletesen:a) �n2� pont;b) minden egyenesen n �el: �osszesen n2;) n(n+ 1)2 + 1 = �n0�+�n1�+�n2�:1.21. �n0�+ �n1�+ �n2�+ �n3� (teljes induki�o n szerint, felhaszn�alva a 20.) feladat eredm�eny�et).1.22. El}osz�or d szerinti, ezen bel�ul n szerinti teljes induki�ovaldXi=0 �ni�:1.23. a) trivi�alis. b) az�ert lehetetlen, mert ugyanazon sorozatnak egym�ast metsz}o k�et egyenes metsz�espontj�ab�olindul�o �osszesen n�egy f�elegyenes mindegyik�en nem lehet tagja.1.24. Induki�o k szerint. Legyen a legk�es}obb megjelen}o elem z. Ekkora) z nem fordulhat el}o m�asodszor;b) elhagyva z{t | �es, ha szomsz�edai egyenl}oek, azok egyik�et | k � 1 jelb}ol k�epezett j�o sorozatotkapunk.1.25. Haszn�ald az el}oz}o feladatot!1.26. Tegy�uk fel, hogy ei{n k�et, pl. bal fels}o szakasz van: AB �es CD, ahol a n�egy pont ebben a sorrendbenk�oveti egym�ast �ugy, hogy B az als�o (esetleg ek+1 �altal �atmetszett) szakasz fels}o v�egpontja. Term�eszetesenB az�ert volt s�usa a darabol�asnak, mert �atmegy rajta legal�abb egy m�asik egyenes is, pl. ej . Ekkor(1) ha ej meredeks�ege pozit��v, akkor az a lap, ami a CD szakaszt�ol jobbra esik, nem terjedhet ek+1{ig(ei �es ej fels}o r�esze elv�alasztja t}ole);(2) ha pedig ej meredeks�ege negat��v, akkor AB t�avoli �el (�es ��gy nem sz�am��t bal fels}onek).�Igy mindenk�eppen ellentmond�asra jutottunk.1.27. Haszn�ald az el}oz}o feladatot �es azt, hogy egy{egy �atmetszett lapon legfeljebb n�egy t�avoli �el van.7.2. Megold�asok a 2. fejezethez2.1. a) az (a; a2) pontban az �erint}o y = 2a(x� a) + a2 = 2ax� a2.



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 30b) Legyen P (a; b) �es Q(; d) a felt�eteleknek megfelel}o pontp�ar. EkkorQ �j D(P ) () d = 2a� b () b = 2a� d () P �j D(Q) : y = 2x� d:) Az el}oz}o formula egyenl}os�egeit ser�eld ��"{re!2.2. Egym�as alatt l�ev}oknek; azaz x koordin�at�aik azonosak.2.3. Tekintsd a Pi ; Pj pontp�arok �altal meghat�arozott egyeneseket! Minden ilyen egyeneshez keresd meg a r�anem illeszked}o pontok k�oz�ul a legk�ozelebbit �es vedd ezen t�avols�agokminimum�at! Ha ebben az �ertelembenPk �es az e egyenes vannak a legk�ozelebb egym�ashoz, akkor e sak k�et pontot tartalmazhat. (Ha h�arom,pl. P1; P2 �es P3 lenne rajta ebben a sorrendben, akkor a k�oz�eps}o P2 k�ozelebb lenne vagy a P1Pk, vagya P3Pk egyeneshez, mert a P2{n�el keletkez}o k�et sz�og k�oz�ul legal�abb egy nem hegyes; m�arpedig mindenh�aromsz�og legkisebb magass�aga a legnagyobb oldalhoz tartozik, teh�at a legnagyobb sz�og s�us�ab�ol indul.2.4. a) Az el}oz}o feladat �otlete (legk�ozelebbi metsz�espont{egyenes p�ar) m}uk�odik.b) Az egyenesek du�alisak�ent kapott Pi pontokra alkalmazd az 1.T�etelt! Az ��gy ad�od�o egyenes du�alisaj�o pont lesz.2.5. A probl�ema du�alisa: egy pont egy egyeneshalmazt sz�etv�ag alatta- ill. felette lev}o egyenesekre. Adottegyeneshalmaz eset�en h�anyf�elek�eppen t�ort�enhet ez? �Eppen az 1.20.) feladatra jutottunk. Az eredm�eny:�n0�+ �n1�+ �n2�.7.3. Megold�asok a 3. fejezethez3.1. A k�oz�os r�esz k�et pontj�at �osszek�ot}o szakasz benne van minden halmazban, ��gy a metszet�ukben is.3.2. A H{ tartalmaz�o �osszes konvex halmaz (van ilyen! pl. az eg�esz Rd) k�oz�os r�esze j�o lesz.3.3. Legyen P a h�aromsz�oglap tetsz}oleges pontja. A P{t A{val �osszek�ot}o egyenes messe a BC oldalt Q{ban!A konvexit�as miatt Q is, ��gy P is K{ban van.3.5. LegyenK{nak P{hez legk�ozelebbi pontjaQ. (Anal��zisb}ol ismert, hogy z�art halmazbanmindig van ilyen.)�All��ts a PQ szakaszra Q{ban mer}olegest (egyenest, s��kot, hipers��kot)! Az �altala hat�arolt, P{t tartalmaz�of�els��k (f�elt�er) belsej�ebeK{nak egyetlen pontja sem eshet. Ha ugyanis pl. S ilyenK{beli pont lenne, akkora QS szakaszon lenne olyan pont, ami P{hez k�ozelebb van, mint Q. (P{nek a szakaszra val�o vet�ulet�eigminden pont ilyen lenne.)3.6. Haszn�ald az el}oz}o feladatot!3.7. a) A konvex kombin�ai�ok benne vannak minden, H{t tartalmaz�o konvex halmazban. (Ez k�ettag�ukombin�ai�o eset�en maga a de�n��i�o; t�obb tagra teljes induki�oval.)b) A konvex kombin�ai�ok halmaza konvex (trivi�alis); ��gy a 2. feladat (iii.) r�esze szerint tartalmazzaC(H){t.3.8. A vet�ulet k�et pontj�at �osszek�ot}o szakasz k�et eredeti pont �osszek�ot}o szakasz�anak vet�ulete.3.10. Vet��tsd K{t egy i ir�any�u egyenesre! A vet�ulet konvex, teh�at az el}oz}o feladat szerint intervallum. Azennek egyik v�egpontj�an �atmen}o, r�a mer}oleges egyenes (s��k, hipers��k) megfelel.3.11. Ha 0 el}o�all nem trivi�alis line�aris kombin�ai�oval, melyre Pn1 �i = 0, akkor vidd �at a m�asik oldalra azegyik nem-0 egy�utthat�os tagot �es ossz le az egy�utthat�oj�aval! Visszafel�e trivi�alis.3.12. Haszn�ald az el}oz}o feladatot!3.13. Haszn�ald az el}oz}o feladatot �es azt, hogy b�armely h�arom (n�egy, . . . ; d+ 1) vektor line�arisan �osszef�ugg!3.14. Haszn�ald az el}oz}o �es a 11. feladatot!3.15. Az eredeti k�erd�es illeszked�essel fogalmazva:adott pontokhoz keresend}ok azon egyenesek, amelyek legal�abb k�et pontra illeszkednek �es sakegyik oldalukon van pont.A du�alis:adott egyenesekhez keresend}ok azon pontok, amelyek legal�abb k�et egyenesre illeszkednek �essak egyik oldalukon van egyenes.�Erthet}obben:Adott: n egyenes a s��kban.



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 31Keresend}ok: az �osszes egyenes alatt ill. felett l�ev}o k�et s��kr�esz hat�ar�an l�ev}o metsz�espontok. Az el}oz}opontban m�ar l�attunk erre O(n2){es algoritmust.3.16. Ha t�obb azonos x koordin�at�aj�u pont van, sak a legkisebb �es legnagyobb y koordin�at�aj�ut vedd be (ilyensorrendben); a t�obbit dobd el. R�ajuk sak az als�o (fels}o) keres�est hajtsd v�egre.3.18. (a) bi akkor �es sak akkor als�o lap s��kja, ha nins alatta Ak, de illeszkedik r�a h�arom �altal�anos helyzet}u;hasonl�oan Bi akkor �es sak akkor s�usa a t�err�esznek, ha nins egyetlen ak lap alatt sem, de illeszkedikr�a h�arom �altal�anos helyzet}u.(b) a bi{re �es bj{re es}o lapok pontosan akkor szomsz�edosak, ha van k�et k�oz�os s�usuk, pl. Ak �es Al;hasonl�oan BiBj pontosan akkor �ele a t�err�esznek, ha van k�et s��k, pl. ak �es al, amelyek mindk�et s�usrailleszkednek.3.19. (a) Egy s��k hozz�av�etele O(n) id}o: pr�ob�ald v�egig a kor�abbi s��kok f�ol�e es}o t�err�esz �eleit, melyikeket metszi�at az �uj s��k. A d�of�espontok lesznek az �uj s�usok. Az egy lapra es}oket k�otik �ossze az �uj �elek. Ezt az�osszes s��kra sorban v�egigsin�alni n � O(n) = O(n2) id}o.(b) Dualiz�al�assal visszavezethet}o a t�erbeli konvex burok keres�es�ere; pontosabban: a s��kok du�alisak�entad�od�o pontok konvex burk�anak als�o r�esz�et �vissza{dualiz�alva" a keresett t�err�eszt kapjuk.3.20. Az adott a1; a2; . . . ; an sz�amok helyett tekintsd az (a1; a21); (a2; a22); . . . ; (an; a2n) pontokat.3.21. (a) Van olyan adat, amire a l�ep�essz�am h.(b) Legfeljebb 3h.3.22. Line�aris d�ont�esek mindig vagy egy f�elt�erre, vagy egy hipers��kra korl�atozz�ak a lehet}os�egeket. Konvexhalmazok metszete pedig konvex.3.23. Az el}oz}o feladat szerint az egy lev�elbe �erkez}o pontok halmaza konvex, teh�at �osszef�ugg}o is. Ha k�et pontk�oz�ul az egyikre xi > xj , a m�asikra xi < xj lenne, akkor az �osszek�ot}o szakaszukon valahol xi = xj volnaBolzano t�etele szerint. Ott viszont nem szabad �IGEN"{t v�alaszolni.3.24. A h magas, 3-�ag�u d�ont�esfa a 21.(b) szerint legfeljebb 3h v�egz}od�essel rendelkezik. �Igy3h � �osszes �agak sz�ama � �IGEN" �agak sz�ama � n!;ut�obbi a 23. feladat szerint. Teh�at 3h � n!, innen a Stirling{formul�aval: h � log3 n! �  � n logn.3.25. (n� 1)!3.26. Mint a 23. feladatn�al, sak most nem igaz a konvexit�as; szerens�ere van Milnor{Thom t�etel�unk Azis igaz, hogy az �IGEN" lev�elbe vezet}o �ut h (vagy kevesebb) r{edfok�u d�ont�ese �altal meghat�arozottkomponenseken bel�ul a iklikus sorrend azonos. Ellenkez}o esetben ugyanis egy (R2n{beli) �osszek�ot}og�orb�en mozogva, valamikor egy egyenesbe esne h�arom (s��kbeli) pont. Akkor viszont nem v�alaszolhat azalgoritmus �IGEN"{t.3.27. (n� 1)! = iklikus sorrendek sz�ama � (�IGEN" �agak sz�ama)*(Milnor{Thom korl�at) � 3h � (2r)2n+h �(6r)2n+h, ahonnan h � log2r(n� 1)!� 2n �  � n � logn:3.28. Rd-ben a Pi = (xi1; xi2; . . . ; xid) pontok (i = 1; . . . ; d + 1) pontosan akkor �altal�anos helyzet}uek, hakoordin�at�aikra: ������� 1 x11 . . . x1d... ... . . . ...1 xd+11 . . . xd+1d ������� 6= 0:Eset�unkben a pontok a MG{n vannak, teh�at Pi = (ti; t2i ; . . . ; tdi ); ��gy a sz�obanforg�o determin�ansra:�������� 1 t1 . . . t1d1 t2 . . . t2d... ... . . . ...1 td+1 . . . td+1d �������� 6= 0;hiszen ez a pontok k�ul�onb�oz}os�ege miatt Vandermonde determin�ans.



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 323.29. (a) A MG tetsz�oleges P = (t; t2; . . . ; td) pontj�ara0 + 1t+ . . . + dtd = kYi=1 (t� ti)2 � 0;teh�at a MG a hipers��k egyik oldal�an helyezkedik el.(b) A MG �es a H hipers��k k�oz�os pontjaira kYi=1 (t� ti)2 = 0;ez pedig sak a kiv�alasztott k ponthoz tartoz�o param�eter{�ert�ekekre teljes�ul. Teh�at a H hipers��k megfelel.3.30. Legyenek P1; . . . ; Pn az R2k-beli MG tetsz�oleges pontjai. B�armely k-t kiv�alasztva ezek k�oz�ul, l�etezik Hhipers��k, amely ezen k pontban �erinti a MG-t. Mivel ezen fel�ul a k pont m�eg �altal�anos helyzet}u is, akonvex burok egy k � 1 dimenzi�os burkol�oj�at adj�ak.3.31. M�ar a burkol�ok ki��r�as�ahoz is sz�uks�eg van ennyi id}ore.3.32. Ha a konvex burok �ot- vagy n�egysz�og, k�eszen vagyunk. Ha h�aromsz�og, akkor a belsej�ebe es}o k�et pontot�osszek�ot}o egyenes sak k�et oldalt metsz; a harmadik oldal k�et v�egpontja �es a bels}ok egy�utt j�o pontn�egyestalkotnak.3.33. K = R24(m; 5) megfelel; ha ennyi pont n�egyelem}u r�eszhalmazait pirosra ill. k�ekre sz��nezz�uk aszerint,hogy a pontn�egyes konvex-e vagy konk�av, a 32. feladat alapj�an nem lehet �ot pont minden n�egyese k�ek.Ramsey t�etele szerint van teh�at m pont, melyek minden n�egyese piros. Ezek konvex m{sz�oget alkotnak.3.34. Sz��nezd a ponth�armasokat aszerint, hogy konvex vagy konk�av (h�arom pont�u) ��vet alkotnak.3.35. K(m) � R23(m;m), mert ennyi pont biztosan el�eg.3.36. Kett}os induki�o k{ra �es l{re. Ha k = 3 vagy l = 3, akkor egy l�1 pont�u konk�av (ill. k�1 pont�u konvex)��v megfelel. Ha mindkett}o nagyobb, akkor tegy�el egym�as mell�e egy konvex k{as �es konk�av l�1{es n�elk�uli�k + (l � 1)� 4k � 2 � pont�u �es egy konvex k � 1{es �es konk�av l{es n�elk�uli �(k � 1) + l � 4(k � 1)� 2 � pont�u halmazt�ugy, hogy az el}obbi �balra fent", az ut�obbi �jobbra lent" legyen olyan nagy szintk�ul�onbs�eggel, hogya k�et halmaz egy-egy pontj�at �osszek�ot}o szakaszok mind meredekebbek legyenek az egy{egy halmazonbel�uli pontp�arok �osszek�ot}o szakaszain�al.3.37. K(m) � �2m� 4m� 2 �+ 1, mert m�ar ennyi pont is biztosan el�eg.3.38. A gr�af s�usai a pontok; a PiPj �el s�ulya az }oket �osszek�ot}o szakasz meredeks�ege. N�ov}o (s�okken}o) �ell�ankonvex (konk�av) ��vnek felel meg.3.39. (i) az�ert igaz, mert az e = PiPj �elt tekintve vagy az ha(e); b(e)i, vagy egy n�ala is jobb sz�amp�ar bennevan ugyan Hi{ben, m�egsem szerepelhet sem }o, sem n�ala jobb Hj{ben. Ugyanis b�armely Pj{b}ol indul�of �elre a(e) �a(f) + 1; ha w(e) � w(f);b(e) �b(f) + 1; ha w(e) � w(f):(ii) Nagyobb a{hoz kisebb b tartozik a p�arok maximalit�asa miatt.3.40. Ha legfeljebb k � 2 tag�u n�ov}o �es l � 2 tag�u s�okken}o �ell�an lenne, akkor minden a(e) az 1; 2; . . . ; k � 2�es minden b(e) az 1; 2; . . . ; l � 2 halmazb�ol ker�ulne ki. A pontosan t sz�amp�art tartalmaz�o Hi{k sz�amateh�at az el}oz}o feladat (ii) r�esze alapj�an legfeljebb �k � 2t � � �l � 2t � lehetne. Ezeket �osszegezve az �osszeslehets�eges t{re, sak �k + l � 4k � 2 � ad�odna a pontsz�amra.3.41. A 36. feladatban de�ni�alt halmazokb�ol helyezz el megfelel}o pontsz�am�u, �el�eg lapos" �es �el�eg kisi"p�eld�anyokat egy �el�eg nagy" k�or �majdnem f�ugg}oleges" ��v�en!3.42. Az eredeti k�erd�es �ugy fogalmazhat�o, hogykeresend}o maxim�alis sz�am�u olyan pont, hogy b�armelyik elv�alaszthat�o alkalmas egyenessel at�obbit}ol abban az �ertelemben, hogy }o az egyenes egyik oldal�ara esik (pl. al�a), a t�obbi a m�asikra(pl. f�ol�e).A m�asik k�erd�es �atfogalmaz�asa:keresend}o maxim�alis sz�am�u olyan egyenes, hogy b�armelyik elv�alaszthat�o alkalmas ponttal at�obbit}ol abban az �ertelemben, hogy }o a pont egyik oldal�ara esik (pl. al�a), a t�obbi a m�asikra(pl. f�ol�e).



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 33
7.4. Megold�asok a 4. fejezethez4.1. A felt�etel szerint l�eteznek olyan P123, P124, P134 �es P234 pontok, hogy Pijk k�oz�os pontja a Ki, Kj �es Kkhalmazoknak. Ha konvex burkuk n�egysz�og, akkor �atl�oinak metsz�espontja mind a n�egy Ki{ben bennelesz; ha h�aromsz�og, akkor a 3.1. r�esz 3. feladata szerint a bele es}o pont j�o; ha szakassz�a fajul, akkor ak�et bels}o b�armelyike megfelel.4.2. n = 4{re az el}oz}o feladat. Tov�abb teljes induki�oval n szerint: Adott K1;K2; . . . ;Kn+1 konvex halma-zokhoz de�ni�aljuk a Hi = Ki \Kn+1 (i = 1; 2; . . . ; n)ugyansak konvex halmazokat. H�arom Hi k�oz�os r�esze n�egy Ki (�espedig a megfelel}o index}uek, valamintKn+1) metszete, ��gy az n = 4 eset miatt nem �ures. Ebb}ol �es az induki�os felt�etelb}ol az k�ovetkezik, hogyK1 \K2 \ . . . \Kn+1 = (K1 \K2 \ . . . \Kn) \Kn+1 = H1 \H2 \ . . . \Hn 6= ;:4.3. A bal v�egpontok k�oz�ul a jobbsz�els}o (vagy a jobb v�egpontok k�oz�ul a balsz�els}o) j�o.4.4. Mint az 1. feladat megold�as�an�al, v�alassz d+ 2 pontot. Oszd }oket k�et r�eszre Radon t�etele szerint. A k�etr�esz konvex burk�anak k�oz�os pontja az �osszes Ki{ben benne lesz.4.5. Mint a s��kban, induki�o az el}oz}o feladat felhaszn�al�as�aval.4.6. a) A (0; 1=n) ny��lt intervallumok (i = 1; 2; . . .);b) Az x � n f�els��kok.4.8. Haszn�ald a megfelel}o ny��lt f�elk�orlemezekre (t�om�or f�elg�omb�okre) a v�eges Helly{t�etelt, majd az eml��tettseg�edt�etelt!4.9. a) pl. egy D oldal�u szab�alyos h�aromsz�og nem; b) igen (b�armely pontja k�or�ul rajzolt k�or j�o).4.10. A leghosszabb oldal(ak egyik�enek) k�et v�egpontja k�or�e ��rt a sugar�u k�or�ok (lense alak�u) k�oz�os r�esz�enekegyik fele (ahol a harmadik s�us van) tartalmazza H{t. Ennek az ���velt h�aromsz�ognek" a k�or�ul��rt k�ore�eppen r = a=p3 sugar�u. Kisebb k�orbe az a oldal�u szab�alyos h�aromsz�og nem f�er bele. (Tompasz�og}uh�aromsz�og eset�en nem a k�or�ul��rt k�or adja a minimumot; a legnagyobb oldal Thalesz{k�ore kisebb.)4.11. �Irj a pontok k�or�e egy{egy r sugar�u k�ort; ha van k�oz�os pontjuk, az j�o lesz k�oz�eppontnak.4.12. Az el}oz}o feladat k�oreire a a 10. feladat szerint haszn�alhatod Helly t�etel�et.4.13. Mint az el}oz}o feladat, sak most a v�egtelen Helly{t�etelre van sz�uks�eg.4.14. a) r � D �q38 ;b) r � D �r d2(d+ 1) .(A maximumot a D oldal�u szab�alyos tetra�eder ill. szimplex k�or�e ��rt k�or adja.)4.16. Nem; pl. az x � 0 f�els��kra �es a Pi = (i; 0) (i = 1; 2; . . .) pontokra. Ha K korl�atos �es z�art, akkor igaz.4.18. Ha P egy oldalegyenesen (lapon) van, annak (kifel�e mutat�o) norm�al egys�egvektora megfelel. Ha P k�uls}opont, a 3.1. r�esz 6. feladata miatt igaz az �all��t�as.4.19. A megold�ast a s��kban mondjuk el. (Tov�abb pl. induki�oval.) Jel�oje K a konvex halmazt �es P a hat�artetsz}oleges pontj�at.a) Ha P rajta van k�et m�asik pont �osszek�ot}o szakasz�an, akkor ennek egyenese megfelel.b) Ha nem, akkor azt kell megmutatnunk, hogyvan olyan ir�any, amely egyetlenX 2 K pontra P{b}ol mutat�o vektorral sem z�ar be hegyessz�oget.Ez azzal ekvivalens, hogyMinden X 2 K{hoz mer}oleges egyenest (s��kot, hipers��kot) �all��tva P{ben a PX szakaszra �estekintve az �altala hat�arolt, X{et nem tartalmaz�o f�els��kot (f�elteret), lesz olyan P{b}ol indul�oegys�egvektor, ami ezen f�els��kok (f�elterek) mindegyik�eben benne van.M�ask�epp:a fenti f�els��kok (f�elterek) �es a P k�or�uli egys�egg�omb{fel�ulet k�oz�os r�esze nem �ures.



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 34ami pedig az el}oz}o �es a 8. feladat alapj�an igaz.4.20. a) az �atm�er}o; b) a kisebb oldal hossza; ) a legkisebb magass�ag; d) Nem a legkisebb testmagass�ag, hanema szemk�ozti (kit�er}o) �elek t�avols�aga: a=p2.4.21. T{vel jel�olve a ter�uletet �es a{val a legnagyobb oldal hossz�at, 2T{t k�etf�elek�eppen is fel��rhatjuk: egyr�eszt% � (a+ b+ ), m�asr�eszt a �ma = a � bH .4.22. Az oldalegyenesek �altal hat�arolt, a soksz�oget tartalmaz�o f�els��kokat �befel�e" tolva % t�avols�aggal, a kelet-kez}o �uj f�els��kok k�oz�os pontj�at kell keresni.4.23. Azt kell megmutatni, hogy az oldalegyeneseket az el}oz}o feladat megold�asa szerint b=3{mal eltolva akeletkez}o f�els��koknak van k�oz�os pontja. Ehhez Helly t�etele szerint el�eg, ha b�armely h�aromnak van.Haszn�ald a 21. feladatot �es azt a t�enyt, hogy ha h�arom oldalegyenes �k�or�ulfogja" a soksz�oget, akkor az�altaluk meghat�arozott h�aromsz�og sz�eless�ege legal�abb akkora, mint a soksz�og�e.4.24. Mint az el}oz}o feladatban, sak most minden hat�arponton �at vegy�el egy{egy t�amaszegyenest (ez a 19.feladat szerint lehets�eges), vedd be mag�at a halmazt is �es az er}os v�egtelen Helly{t�etelt haszn�ald!4.25. a) % � b=2p3;b) % �8><>: b � pd+ 22(d+ 1) , ha d p�aros;b � 12pd , ha d p�aratlan.4.26. K�oz�eppontnak v�alaszd a szimmetria{k�oz�eppontot. Hogy ez j�o lesz, az a 19. feladatb�ol k�ovetkezik.4.27. Hogy valamely rossz z�art f�els��k (f�elt�er) hat�ar�an van, az a de�n��i�o. Rossz z�art f�els��kot el�eg kev�esseleltolva rossz ny��lt vagy z�art f�els��kot (f�elteret) kapunk.4.28. Az el}oz}o feladat szerint el�eg azt megmutatni, hogy a rossz ny��lt f�els��kok (f�elterek) nem fedik az eg�eszs��kot (teret); bel�atjuk, hogy m�eg a halmaz konvex burk�at (hat�ar�aval egy�utt �ertve) sem fedhetik. Mag�ata halmazt nyilv�an semelyik d+1 egyes��t�ese sem fedi. Helly t�etel�et a komplementerekre �es a | korl�atos| konvex burokra (hat�ar�aval egy�utt �ertve) alkalmazva, az �osszes rossz ny��lt f�elt�er komplementer�enek�es a konvex buroknak van k�oz�os pontja; v�eg�ul is ez j�o lesz entrumnak.7.5. Megold�asok az 5. fejezethez5.1. Darabsz�am szerinti v�ag�as: vet��tsd a halmazt egy i ir�any�u egyenesre; a vet�ulet{pontok k�oz�ul ak�oz�eps}on (vagy, ha a darabsz�am p�aros, akkor a k�et k�oz�eps}o egyik�en) �atmen}o egyenes (s��k, hipers��k)megfelel. (Ha t�obb pont vet�ulete egybeesik, k�ul�on sz�amoljuk }oket.)Ter�ulet szerint: S�op�ord v�egig egy i{re mer}oleges egyenessel a s��kot (s��kkal a teret, hipers��kkal Rd{t)!A bal oldal�ara es}o darab ter�ulete | ami folytonos f�uggv�eny | kezdetben 0, v�eg�ul T . �Igy valamikor�eppen T=2 volt.5.2. Igaz. Forgass egy egyenest P k�or�ul �es n�ezd a bal oldal�ara es}o r�eszt.(Darabsz�am szerinti v�ag�as l�etez�ese a k�es}obb ismertetend}o �sonk�asszendvis{v�ag�as" t�etelb}ol is k�ovet-kezik, ha az egyik halmaz az egyelem}u fPg.)5.3. b) Ha �' el�eg kisi, akkor f(' +�') �es f(') az M sugar�u k�or�on bel�ul metszik egym�ast, ez�ert jd(' +�')� d(')j �M � sin(�').5.5. Ha pl. t2(0) > T (H2)=2 (azaz H2 ter�ulet�enek fele), akkor t2(�) < T (H2)=2; a folytonoss�ag miatt k�ozbenvalahol �eppen T (H2)=2 volt.5.6. �Irj a pontok k�or�e olyan kis k�or�oket, hogy h�arom k�or sak akkor legyen egyetlen egyenessel �atmetszhet}o,ha k�oz�eppontjaik egy egyenesen vannak. Alkalmazd a �ter�uletes" sonk�as{szendvis v�ag�as t�etelt ezekrea k�or�okre!5.8. Vet��tsd a k�et ponthalmazt egy i{re mer}oleges egyenesre! Keresd ki mindkett}ob}ol a k�oz�eps}o elem(ek)et!Ezeken �at (ezek k�oz�ott) mehet a j�o v�ag�as, ha van.7.6. Megold�asok a 6. fejezethez



Elekes: Kombinatorikus geometriai algoritmusok 2000. Deember 4. 356.1. a) az�ert igaz, mert Ci pontjai k�ozelebb vannak Pi{hez, mint Pj{hez;b) pedig a){b�ol k�ovetkezik.6.2. O(n). Alkalmazd a du�alisra az 1.1. feladatot.6.3. A Ci konvex soksz�og �als�o" ill. �fels}o" ��v�et (illetve azt, amelyik l�etezik) k�ul�on{k�ul�on meghat�arozhatod�ugy, hogy k�et soportba osztod a felez}o mer}olegeseket aszerint, hogy Pi alattuk vagy felett�uk van-e.6.4. S egyenlete: z = 2ax + 2by � (a2 + b2), teh�at a D pont z{koordin�at�aja: 2a + 2bd � (a2 + b2). �IgyQ�D = 2 + d2 � 2a� 2bd+ a2 + b2 = (� a)2 + (d� b)2 = PQ2.6.5. Haszn�ald az el}oz}o feladatot!6.6. Semeddig! Egyszer}uen felejtsd el, hogy az eredeti adatstrukt�ur�aban z{koordin�at�ak is vannak!6.7. Tekintsd a k�et ponton �atmen}o egyenest! Ennek valamelyik oldal�an a f�elegyenes a v�egtelenbe ny�ulik. Haebben a ny��lt f�els��kban (vagy a k�et pont k�oz�ott) lenne m�eg Pk, akkor az k�ozelebb volna a f�elegyenesalkalmas | el�eg t�avoli | pontj�ahoz, mint Pi vagy Pj .6.11. a) Legyen Pj a Pi{hez legk�ozelebbi pont(ok egyike). Tekintsd a PiPj szakasz f�ol�e ��rt Thal�esz{k�ort! A b)�es ) r�eszek trivi�alisan k�ovetkeznek a){b�ol.6.12. (a) Ism�et a Pi �es Pj pontok Thalesz-k�ore lesz j�o; ha lenne benne/rajta m�as Pk is, akkor a (PiPj)�elet vagy PiPk-ra, vagy PjPk-ra ser�elve �ujabb fesz��t}o f�at kapn�ank, ami term�eszetesen kisebb �osszs�uly�uvolna;(b) Haszn�ald a moh�o algoritmusnak azt a v�altozat�at, melynek sor�an mindig egy r�eszf�ahoz vesz�unk hozz�aegy �uj, hozz�a egyik v�egpontj�aval satlakoz�o legr�ovidebb �elt. Ez mindig sak a Delaunay h�aromsz�ogel�es�eleit haszn�alja (bizony��tand�o!). Teh�at ezekb}ol v�alassz minim�alis fesz��t}o f�at �ugy, hogy az ��eppen le-hets�eges" �eleket egy heap{ben tartod.
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