MATEMATIKUS ALGEBRA ELOADAS

1991. TAVASZA

A félév els6 részében az eddig kifejlesztett gytirtielméleti apparatus csoportelméleti al-
kalmazasairdl lesz sz6. Célunk izelit6t adni az egyszert csoportokkal kapcsolatos elemi
eredményekbdl.

1. Algebrai és algebrai egész elemek. Legyen L kommutativ test, és R részgytrije L—
nek, mely az egységelemet tartalmazza. Jelolje K az R altal L-ben generalt résztestet, azaz
az R-beli elemek hanyadosainak halmazat (fpélda: R—egészek, K=racionalis szamok,
L=komplex szamok).

1.1. Definicié. A b € L elemet algebrainak nevezziik R felett, ha gyoke egy nem nulla,
R—beli egyiitthatos polinomnak. A b elem (algebrai) egész az R felett, ha gydke egy nem
nulla, R—beli egyiitthatos, normélt polinomnak.

Nyilvan R és K felett ugyanazok az elemek lesznek algebraiak, és ezek K felett mar
algebrai egészek is. Ha b ilyen, akkor {p € K]|z| | p(b) = 0} nem nulla ideal, és mivel
K (x| féidealgytirt, féideal is. Norméalt generatorelemét a b elem K feletti minimalpoli-
nomjanak nevezziik, ennek fokat pedig a b elem K feletti fokanak. Konnyen lathato, hogy
egy normalt K[z]-beli polinom, melynek b gyoke, pontosan akkor lesz a b elem K feletti
minimélpolinomja, ha irreducibilis K felett (v6. Fried, 6.68).

1.2. Tétel. Az L test K felett algebrai elemei résztestet alkotnak. Az L azon elemei,
melyek egészek R felett, részgytiriit alkotnak.

Megjegyezziik, hogy Fried 8.67 bizonyitésa a konyv elsé kiadasaban hibas!

1.3. Lemma. Legyen b egész R felett, és jelolje R[b] azt a részgyiiriit L—ben, melyet R
és b generdl. Ekkor R[b], mint R—modulus, végesen generalt.

Bizonyitds. Legyen f € R[x] olyan normélt polinom, melynek b gyoke, és n az f foka.
Ekkor az 1,b,b%,...,b" ! elemek generdtorrendszert alkotnak (vo. Fried, 8.66). O

Ha R maga test (azaz R = K), akkor tobbet is mondhatunk. Valasszuk f-et a b
minimélpolinomjanak. Ekkor az 1,b,b%,...,b" ! elemek linearisan fiiggetlenek is K felett,
azaz bazist alkotnak. Ebben az esetben a K[b] részgytri test is lesz. Valoban, tekintsiik
azt a ¢ : K[x] — L leképezést, melynél ¢(g) = g(b). Ennek magja éppen (f), képe pedig
K[b]. A homomorfizmus—tétel miatt tehat K[b] = K|z|/(f). Ez utobbi pedig test, hiszen
az (f) ideal f irreducibilitdsa miatt maximalis.
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1.4. Lemma. Ha b € L algebrai K felett, akkor a K [b] gytrii részteste L-nek, melynek
K feletti dimenzidja megegyezik a b elem K feletti fokdaval. [

Legyen S részgytiri L-ben, mely R—et tartalmazza. Azt mondjuk, hogy az R C §
gylriib&vités véges, ha S, mint R—modulus, végesen generalt. Eddig tehat azt lattuk be,
hogy az algebrai, illetve algebrai egész elemek véges b6vitésekhez vezetnek. Most belatjuk
ezen allitasok megforditasat.

1.5. Lemma. Ha S C L véges gytriibévitése R—nek, akkor S minden eleme egész R
felett.

Bizonyitds. Jelolje {a1,...,a,} az S—nek, mint R—modulusnak egy generatorrendszerét,
és legyen b € S. Ekkor ba; felirhaté rjia1 + - - - + rjna, alakban, ahol 74 € R. Mivel nem
minden a; nulla, ez azt jelenti, hogy (az L testben gondolkozva), az ((r;;)) méatrixnak a b
sajatértéke. Ezért b gyoke e matrix karakterisztikus polinomjanak, ami persze normalt, és
Rlz]-beli. O

1.6. Lemma. Véges gytirtibévitések egymasutanja is véges.

Bizonyitds. Legyen R C S C T C L olyan, hogy S és T részgytriik, S végesen generalt
R-modulus, és T végesen generalt S—modulus. Be kell latni, hogy 7" mint R-modulus is
végesen generalt. Jelolje {a1,...,a,} az S—nek, mint R—modulusnak egy generéatorrend-
szerét, és {b1,...,b,} a T—nek, mint S—modulusnak egy generéatorrendszerét. Képezziik
az Osszes a;b; szorzatot. Konnyi szdmolds mutatja, hogy ez az nm elem generalja az rT
modulust. (A szamolast lasd Fried, 7.2.) O

Ha R, S, T testek is, és {ai,...,a,} illetve {b1,...,b,,} bazist alkotnak az rS illetve
sT vektorterekben, akkor konnyen lathatéan az iménti nm szorzat is bazist alkot az pT
vektortérben (vo. Fried, 7.2). Ha R C S két test, akkor az S vektortér dimenzidjat
|S @ R|-rel jeldljik, és a bévités fokdnak nevezziik.

1.7. Lemma. Két véges testbivités egymasutanja is véges, és a fokok Osszeszorzod-
nak. [

Most bebizonyitjuk az 1.2. Tételt. Tegyiik fel, hogy b,c € L algebrai egészek R felett.
Ekkor S = R[b] végesen generalt R—modulus (1.3. Lemma), és T = S|c] is végesen generalt
S—modulus, hiszen c egész S felett is. Ezért az 1.6. és az 1.5. Lemma miatt 7" minden
eleme, specidlisan b— c és bc is egész R felett. Tehét az R feletti egészek tényleg részgytirtt
alkotnak L-ben. Ha most a K felett algebrai elemeket vizsgéljuk, akkor ezek egészek is K
felett, és ezért az el6bb bizonyitottak szerint részgytrtt alkotnak. Ha pedig b # 0 gyoke
az ag + a1x + - -+ + a,x"™ € K[z] nem nulla polinomnak, akkor 1/b nyilvan gyoke lesz az
ap, + ap_12 + -+ - + apx™ € K|z, szintén nem nulla polinomnak. [

Ha specialisan R=egészek, K=racionélis szdmok, L=komplex szamok, akkor a kapott
egészeket algebrai egészeknek, a kapott algebrai elemeket pedig algebrai szdmoknak nevez-
ziik.

1.8. Tétel. Az algebrai szamok algebrailag zart testet alkotnak.

Bizonyitds. Legyen f algebrai egyiitthatos polinom, és b ennek egy komplex gyoke. Ilyen b
létezik, hiszen a komplex szamok teste algebrailag zart. Bévitsiik a racionalis szamok testét



MATEMATIKUS ALGEBRA ELOADAS 3

az [ egytitthatoival. Ekkor véges bévitést kapunk. A kapott test felett b mar algebrai, és
ezért b—vel tovabb bévitve ismét véges bovités adodik. Ezért b algebrai szam, hiszen Q egy
véges bévitésében van. Azaz f-nek van gyoke az algebrai szamok testében. [J

2. Véges egyszerii csoportok és rendjeik. Ismeretes (vo. Fried, 4.99), hogy a prim-
hatvanyrendi csoportoknak nemtrivialis centruma van, és ezért nemkommutativ egyszeri
csoport nem lehet p-csoport. Feit és Thompson bebizonyitottak, hogy egy nemkommu-
tativ egyszerid csoport paratlan rendd sem lehet, ez azonban igen mély tétel, 270 oldalas
bizonyitassal. A most kovetkezs Gtletekkel is adott szamokrol lehet bizonyitani, hogy nincs
olyan rendi véges egyszeri csoport.

2.1. Allitas. Egy egyszerii csoport rendje nem lehet 4k+2 alakii szam (ahol k > 1 egész).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy G ilyen, és legyen {e, g} a G egy 2-Sylowja. Jelolje H < S¢ a
G Cayley-reprezentacidjakor kapott, G—vel izomorf csoportot. Ebben a g elemhez tartozo
permutéacié 2k +1 darab diszjunkt transzpozici6 szorzata, azaz paratlan permutéaci6. Ezért
H nem része az Ag alternald csoportnak. Igy HAg = S, és az elsé izomorfizmus-tétel
miatt HAg/Ag = H/H N Ag. Tehat a H csoportban van egy 2 indexti normaloszt6. [

2.2. Definici6. Legyen G véges csoport, és p primszam, mely osztja G rendjét. Legyen
|G| = p*m, ahol mar p nem osztéja m-nek. Ekkor a G csoport m elemt normaélosztéjat
G normal p—komplementumanak nevezziik.

Megjegyezziik, hogy G-ben legfeljebb egy m elemt normalosztd lehet. Ha ugyanis N
ilyen, és H < G, melyre |H| osztja m—et, akkor, ismét az els6 izomorfizmus—tétel miatt,
|HN| = |H||N|/|H N N|, és ezért a HN részcsoport rendje nem oszthaté p-vel. Viszont
m osztja |HN|-et, és |HN| osztja |G| = p¥m—et, ami csak gy lehet, ha H C N.

2.3. Allitas. Ha G-ben van normal p-komplementum, akkor a G csoport p-hez relativ
prim rendi részcsoportjai (és elemei) ebben benne vannak. [

Az imént tehat azt bizonyitottuk be, hogy ha G rendje 4k + 2 alaki, akkor van G—
ben normal 2-komplementum. To6bb altalanos feltétel is van normal p—komplementum
létezésére, ezek jelentGsége tehat, hogy nem—egyszertiségi kritériumok. Koziiliik most egyet
mondunk ki, a tobbirsl késébb lesz szo.

2.4. Burnside tétele. Legyen p a G véges csoport rendjének legkisebb primosztdja. Ha
G p—Sylow részcsoportja ciklikus, akkor G—ben van normal p—komplementum.

Lathato, hogy Burnside tétele a 2.1. észrevétel altalanositasa. Folytassuk most a per-
mutécidécsoportok felhasznalasat egyszerd csoportok vizsgalatdhoz. A kdévetkezd lemma azt
mondja ki, hogy egy egyszeri csoportnak nem lehetnek kis indexti részcsoportjai.

2.5. Lemma. Legyen G véges egyszeri csoport, és H egy n indextd valodi részcsoport
G-ben. Ekkor |G| < nl.

Bizonyitds. Legyen Q@ = {Hy,...,H,} az Osszes H szerinti baloldali mellékosztaly. Tet-
sz6leges g € G elemhez rendeljiik hozza azt a permutaciot az €2 halmazon, ami a H; mel-
lékosztalyt a gH;—ba viszi (1 < i < n). Az igy definialt ¢ leképezés homomorfizmus lesz
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G-bdl az Sq szimmetrikus csoportba. Mivel a H-n kiviili elemek képe nem az identités,
Ker(¢) # G, tehat G egyszertisége miatt |Ker(¢)| = 1, azaz ¢ bedgyazas. O

A kovetkezd Otlet a Sylow—tételek segitségével allit nem—egyszertiségi kritériumot.
2.6. Allitas. Egy egyszert csoport rendje nem lehet 260.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy G ilyen. Jelolje n a G 13-Sylow részcsoportjainak a szamat.
A Sylow-tétel miatt n = 1 mod 13. Masrészt n = |G : Ng(P)|, ahol P egy 13-Sylow
részcsoport G—ben, és Ng(P) ennek normalizatorat jeloli. Mivel P < Ng(P), ezért n
osztja P indexét, ami 20. De 20 oszto6i koziil csak az 1 ad 1 maradékot mod 13, ezért
n =1, azaz Ng(P) =G, ésigy P<G. O

2.7. Allitas. Egy egyszerti csoport rendje nem lehet 120.

Bizonyitds. Az el6z8 technikak kozvetleniil most nem miikédnek, mert van olyan 120 rendt
csoport (az Sy szimmetrikus csoport), melynek egyik Sylowja sem norméloszto, és normal
komplementuma sincs. Az otletek kombinécidja visz célhoz. Legyen G egy 120 rendi
egyszerii csoport, P a G 5-Sylowja, és H = Ng(P). A 2.6. Allitas bizonyitasanak techni-
kajaval latjuk, hogy H indexe csak 6 lehet. Tehat a 2.5. Lemma szerint G beagyazhat6 az
Se, s6t, a 2.1. bizonyitasa szerint az Ag csoportba is. Ebben azonban az indexe 360/120 = 3
lenne, ami ismét 2.5. miatt ellentmond annak, hogy Ag egyszeri csoport. [J

A 2.6. Allitas technikajabol vilagos, hogy ha |G| = pq, ahol p < ¢ primek, akkor G
g—Sylowja norméloszto, ezért G nem egyszerti. A reprezenticidelmélet egyik fontos elsé
eredménye volt az aldbbi tétel.

2.8. Burnside tétele. Ha G véges, nemkommutativ egyszerii csoport, akkor rendjének
legalabb harom kiilonb6zd primosztdja van.

Egy specialis esetet most elemi tton bebizonyitunk.

2.9. Allitas. Legyenek p és q kiilonb6z6 primek, és |G| = pFq. Ekkor G nem lehet
egyszerd csoport.

2.10. Lemma. Legyen P p—csoport, és H val6di részcsoport P—ben. Ekkor Np(H) > H.

Bizonyitds. Indukciot alkalmazunk |P|-re. Mivel Z(P) (a P centruma) biztosan normali-
zalja H—t (azaz része Np(H)-nak), feltehetjiik, hogy Z(P) C H. Legyen P = P/Z(P) és
H = H/Z(P). Az indukcios feltevés miatt van olyan elem P\ H-ban, mely normalizalja
H-t. Ennek tetszoleges dsképe P-ben eleme lesz Np(H) \ H-—nak. [

2.11. Lemma. Ha A és B részcsoportok G—ben, akkor az AB komplexusszorzat rendje
|Al|B|/|AN B|.

Bizonyitds. Ha ab = a1by (ahol a,a1 € A, b,by € B), akkor ez azzal ekvivalens, hogy
a; = ac” ! és by = cb, ahol ¢ = al_la = bib=! € AN B. Az ilyen (ay,b;) parok szama,
rogzitett a és b esetén, éppen |[AN B|. O

A 2.9. Allitas bizonyitasahoz tekintsiik G &sszes p-Sylowjat, és valasszuk ki ezek koziil
Py—et és Py—t gy, hogy D metszetiik a lehetd legnagyobb elemszamu legyen. (Ha csak
egy p—Sylow van, akkor ez normaloszto, tehat készen vagyunk.) Legyen H = Ng(D).
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Ha H p-csoport, akkor belerakhatéo G egy P p—Sylowjaba. Ekkor P; N P valédi moédon
tartalmazza D—t, hiszen a 2.10. Lemma miatt van olyan g € P; \ D, ami normalizalja D—t,
és ezért benne van P—-ben is. Ez ellentmond D maximalitasanak.

Tehat H tartalmaz egy () ¢—Sylow részcsoportot. Belatjuk, hogy a D altal G-ben
generalt normaloszto része Pi—nek. Ez a normaloszto tgy késziil, hogy el6szor tekintjiik D
Osszes konjugaltjat, majd az ezek altal generalt részcsoportot. Ezért elég belatni, hogy D
minden konjugaltja része P;—nek. A 2.11. Lemma miatt G = QP;. Tehat ha g € G akkor
g=ab,ahola € Q ésbe P. De Q C H= Ng(D), ezért

g_ng =bla 'DabC b 'DbC P;.

Tehat a D altal generalt normaloszté tényleg része Pi—nek. Mivel G egyszeri, ez a nor-
maéloszto, és ezért maga D is, egyelemidi. De D maximalis volt, igy azt kaptuk, hogy G
barmely két p—Sylowjanak metszete trivialis.

A végsd ellentmondast gy kapjuk meg, hogy belatjuk: G—nek csak egyetlen g—Sylowja
van (s ezért az normalosztd). Jelolje m a G azon egységtdl kiilonb6z6 elemeinek szémat,
melyek rendje p—hatvany. Ezek éppen a p—Sylowok egységtdl kiilonbo6zs elemei. Ezen Sylo-
wok szama |G : Ng(Py)|, azaz vagy 1, vagy ¢. De 1 nem lehet, mert akkor P; norméloszto
lenne. Tehat ¢ darab p—Sylow van, és mivel ezek a Sylowok az imént bizonyitottak szerint
csak az egységben metszik egymast,

m=q@p"—1) =G| —q.

Ezért a q rendi elemek szama legfeljebb g — 1, azaz tényleg csak egy g—Sylow fér el. Ezzel
a 2.9. bizonyitasat befejeztiik. [J

Az iménti bizonyitas utolsé lépésében szerepld szituéiciot érdemes egy definicioba fog-
lalni. A tovabbiakban a konjugélast a kitevébe irjuk, azaz ¢~ 'Hg helyett H9-t frunk.

2.12. Definicié. Egy G csoportot Frobenius—csoportnak neveziink, ha van olyan H rész-
csoportja, melyre barmely g € G\ H esetén HNHY csak az egységelembdl all. Azon elemek
halmazat, melyek H egyetlen konjugaltjaban sincsenek benne, az egységelemmel kibévitve
a G magjanak nevezziik. A H részcsoport neve G Frobenius—komplementuma.

Az el6bbi bizonyitas végén szerepld szituacioban H egy p—Sylow, a csoport magja pedig
az egyetlen ¢—Sylow részcsoport volt. Ami ebben az esetben trivialisan teljesiilt, nevezete-
sen hogy a mag normaloszto, igaz altalaban is, de bizonyitani csak reprezentacidelmélettel
sikeriilt.

2.13. Frobenius tétele. Egy Frobenius—csoport magja mindig normaloszto.

A bizonyitas nehézsége abban van, hogy a magrol kimutassuk, hogy részcsoport (hiszen
az trivialis, hogy a konjugaltsagra nézve zart). A Frobenius—csoportok a permutéaciocso-
portok elméletében fontosak. A most kdvetkezk megértéséhez célszerd atismételni a Fried
4.10. fejezetben talalhato fogalmakat.
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2.14. Allitas. Legyen G olyan tranzitiv permutaciécsoport, melynek minden, az egység-
tdl kiilonb6z6 elemének legfeljebb egy fixpontja van. Ekkor G Frobenius—csoport.

Bizonyitds. Konnyen lathato, hogy a stabilizatorokra teljesiil a H-ra szabott feltétel. A
mag a fixpontmentes permutéciokbol, és az identitasbol all. [

Frobenius—csoportra példa a D,, diédercsoport paratlan n esetén. Tovabbi példa minden
pq rendd nem-kommutativ csoport, ahol p és ¢ kiilonb6z6 primek. Megjegyezziik, hogy
ilyen csoport pontosan akkor létezik, ha p = 1 mod ¢ (vagy forditva).

3. A transzfer. Kovetkezd célunk Burnside normal komplementumokroél szolod tételének
(azaz a 2.4. Tételnek) a bizonyitasa. Ehhez nem sziikséges még a reprezentacioelmélet, de
be kell vezetniink egy speciélis, igen hasznos homomorfizmus, a transzfer fogalmat.

Legyen H véges indext részcsoportja a G csoportnak, és ¢ : H — A egy homomorfiz-
mus valamilyen A Abel-csoportba. Vélasszunk egy y1,...,y, reprezentansrendszert a H
baloldali mellékosztalyai szerint. Ha g € GG, akkor

gyi = ya(i,g)hi(g) (1 <1< n) ’
ahol h;(g) € H és 1 < o(i,g) < n. Legyen

T (9) = ¥ (h1(g) ... hn(g))

(a 7y jeldlésben nem tiintetjiik fel a ¢ homomorfizmust, amitél persze 7x fiigg).

3.1. Allitas. Az imént definidlt g : G — A leképezés homomorfizmus, mely nem fiigg
az yi,...,Yn reprezentansrendszer valasztasatol.

Bizonyitds. Legyen g,g" € G, ekkor

Yo(iggnhi(99") = (99)yi = 9(9'Vi) = 9Yo(1,9)0i(9') = Yo (o(i.97).9) Mo i,97) (9D Ni(9")
és ezért
hi(gg/) = ho(i,g’)(g)hi(g/) .

Szorozzuk Ossze ezt az Osszefiiggést ¢ = 1-t6l n—ig, és alkalmazzuk a ¢ homomorfizmust.
Mivel A Abel, a sorrenddel nem kell térédni. A baloldalon ekkor 74 (gg") adodik. Rogzitett
g’ mellett a g’—vel valo balszorzas permutalja H baloldali mellékosztélyait, azaz a o (i, g’)
leképezés permutacio. Igy a ho(i,g)(9) elemek ugyanazok, mint a h;(g) elemek, sorrendtsl
eltekintve. Ezért a jobboldalon éppen 74 (g)7H(g") szerepel, vagyis a Ty leképezés tényleg
homomorfizmus.

Legyen most z1,...,2, egy masik reprezentansrendszer, azaz z; = y;t;, ahol t; € H.
Ekkor

9% = gyiti = Yo(i,g)hi(g)t: = za(i,g)t;(li7g)hi(g)ti -

Ha tehat a z; elemekre vonatkozolag szamitjuk ki 7x(g) értékét, akkor az eredmény

¢ <H t;(li’g) hi (g)tz)

i=1
lesz. Mivel A Abel-csoport, a tényezéket ismét atrendezhetjiik. De o(i,g) permutécio,
ezért a t; elemek kiesnek, és igy az y; elemekre vonatkoztatott 7y értéket kapjuk. [
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3.2. Definicié. A 7y homomorfizmust transzfernek, pontosabban a G csoport H rész-
csoportja szerinti, A—ba vezetd transzferének nevezziik.

A transzfer kiszamitasahoz igen alkalmas a kovetkez6 modszer, amelyben minden g
elemhez a hozza legalkalmasabb reprezentansrendszert valasztjuk. Legyen y; = 21 € G
tetszbleges, yo = gz1, ys = g2z, és igy tovabb. Mivel a g elemmel valé balszorzas
permutacié H bal mellékosztalyain, egyszer csak visszaériink y; mellékosztalyaba, azaz
alkalmas 1 egészre teljesiil, hogy :z;fl g™ x1 € H. Most valasszunk egy olyan mellékosztalyt,
ahol még nem jartunk, és ebbdl egy xo reprezentanst. Legyen y,, = xa, yr,+1 = g2, és
igy tovabb, ismét ameddig vissza nem ériink az z, mellékosztalyaba. Folytassuk ezt az
eljarast, ameddig el nem fogynak a mellékosztalyok. A transzfer definiciojabol ekkor a
kovetkezd allitast kapjuk.

3.3. Lemma. Az rq,...,r, szamok Osszege n, azaz a H indexe. Ha 1 < i < k, akkor
:ci_lg”xi € H. Végiil

k
Ta(9) =V (H %_19”961) O
i1

A kovetkez§ tétel a transzfer egy szép alkalmazasa végtelen csoportokra. Ha G csoport,
akkor kommutator-részcsoportjat G'-vel jeldljiik, a [g, h] jelolés pedig a g~ th~1gh elemet
roviditi.

3.4. Schur tétele. Legyen G végtelen csoport, melynek centruma véges indextd. Ekkor
G kommutator-részcsoportja véges.

3.5. Lemma. Legyen H véges indext részcsoport egy végesen generalt G csoportban.
Ekkor H is végesen generalt.

Bizonyitds. Legyen g1, ...,g9n a G egy generatorrendszere, amelyet mar kiegészitettiink a
benne szerepl§ elemek inverzeivel is. Tehat G minden eleme elGall a g; elemek alkalmas
szorzataként. Valasszunk egy y1,...,y, baloldali reprezentansrendszert H szerint, ugy,
hogy H reprezentansa az egységelem legyen. A g € G elem reprezentansat jelolje g. A
transzfer definiciojaban alkalmazott jelolést hasznalva legyen h;; = hi(g;) € H, azaz,
mostani jeloléseinkkel, h;; = (W)_1 g;y;- Belatjuk, hogy ez az nm elem generalja H-t.
Legyen h € H tetszbleges elem, ekkor h = t;...tx, ahol a t; elemek a ¢1,..., g, koziil
valok. A p; = t;y1 ...t jelolést alkalmazva latjuk, hogy pr = pr = € és pg = h € H miatt
Po = e. Ezért

h=t.. .t = ((p—o)*lt1p—1> ((p—l)*1 t2p_2> ((gm)’1 tkp_k> .

E szorzat i—edik tagja, (pi=1) " t:ip; = (tipi) ! t:pi = (t:Di) ! t;P:, hiszen tetszéleges a, b €
G elemekre ab = ab nyilvan teljesiil. Ha tehat t; = g, és D; = v, akkor (ﬁ) -1 tiPi = hou-
Igy a h;; elemek tényleg generaljak a H részcsoportot. L[]

Most belatjuk Schur tételét (3.4). Az nyilvanvalo, hogy G’ végesen generalt. Vegytlink

ugyanis egy 1, .. ., yn reprezentansrendszert a Z(G) szerint. Nyilvan c1,co € Z(G) esetén
[yic1,y;c2] = [vi,v;], azaz a csoportban legfeljebb n? elem lehet, ami kommutator. Az
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elsg izomorfizmus tétel szerint G'Z(G)/Z(G) = G'/(G' N Z(G)), ezért a K = G' N Z(G)
részcsoport véges indext G'-ben. Igy egyrészt elég belatni, hogy K véges, masrészt az
el6z6 lemmabol latjuk, hogy K végesen generalt. Legyen H = A = Z(G), 1 az identitas,
és tekintsiik a transzfert. Ha g € H = Z(G), akkor a 3.3. Lemma szerint szamolva latjuk,
hogy 7i(g) = g". Mésrészt Ty képe Abel, és ezért a magja tartalmazza a G’ kommutator—
részcsoportot. Ha tehat ¢ € K = G' N Z(G), akkor e = 7(g) = ¢". Ezért a K végesen
generalt Abel-csoport minden eleme legfeljebb n—edrendti, azaz K tényleg véges. [

A tovabbiakban legyen GG véges csoport, és P egy p—Sylow G—ben.

3.6. Lemma. Legyen K<G. Ekkor KNP egy p—Sylowja K—nak, K P/P pedig p-Sylowja
G /K-nak.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy |KP|/|P| = |K|/|K N P|, és mivel P a KP csoportnak is p—
Sylowja, ezek a hanyadosok nem oszthatok p—vel. Ezért K N P p—Sylowja K-nak. Mivel
pedig KP/K = P/K N P, ezért a rendek miatt K P/K is p—Sylow lesz G/K-ban. O

A normél-komplementum tételek bizonyitasahoz G olyan faktorait kell vizsgalnunk,
amelyek p—csoportok. Miként G Abel-féle faktorainak vizsgalatdhoz a G’ kommutéator—
részcsoport ad segitséget, ugy G azon Abel-féle faktorait, melyek p—csoportok is egyben,
a PN G, ugynevezett fokdlis részcsoport segitségével vizsgalhatjuk.

3.7. Lemma. A G csoportnak létezik olyan N normalosztéja, melyre, K < G esetén,
a G/K faktor pontosan akkor Abel-féle p—csoport, ha N C K. Az N normélosztéra
igaz, hogy PNG' = PN N, és G/N = P/(PNG'). Igy a G csoport azon Abel-féle
faktorcsoportjai, melyek p—csoportok, éppen a P/(P N G') csoport faktoraival izomorfak.

Bizonyitds. Bontsuk fel a G = G/G’ Abel-csoportot a véges Abel-csoportok alaptétele sze-
rint, és legyen N a p-vel nem oszthato rendt tényezdék direkt szorzata. Igy G/N Abel-féle
p-csoport, s6t, éppen G (egyetlen) p-Sylowjaval izomorf. Ugyanakkor |N| nem oszthato
p-vel, s6t, N a G azon elemeibdl all, melyek rendje p-hez relativ prim. Jeldlje N az N
teljes inverz képét G—ben. Belatjuk, hogy N teljesiti a feltételeket.

A masodik izomorfizmus-tétel miatt G/N = G/N, azaz Abel féle p-csoport. Ha pedig
K olyan normaéloszté6 G—ben, melyre G/K Abel-féle p—csoport, akkor G’ C K (hiszen
G/K Abel), és ezért elég belatni, hogy N C K/G’. Minden g € N elem rendje p-hez
relativ prim, és igy g benne kell legyen minden p-hatvany indexi normaélosztoban, tehét
K/G'-ben is. Azaz belattuk, hogy N C K.

Tudjuk, hogy G’ C N, tehat PN G C PN N. Az el6z6 lemma miatt ez a két metszet
p-Sylow G’-ben, illetve N-ben. Viszont lattuk, hogy |N/G’| nem oszthaté p—vel, ezért
e két Sylow—csoport rendje egyenls. Tehat PN N = PN G'. Ismét az el6z6 lemmabol
kapjuk, hogy PN/N p-Sylow G/N-ben, és mivel G/N p-csoport, PN = G. Ezért G/N =
P/(PNN)=P/(PNG"). O

A most kdvetkezd lemma, amit a normal-komplementum tételek bizonyitasahoz hasz-
nalunk majd, a transzfert alkalmazza a fokalis részcsoport egy jellemzésének bizonyitaséra.

3.8. Lemma. Legyen G véges és P egy p-Sylowja G-nek. Ekkor a P NG’ csoportot
generaljak azok az a='a9 alaku elemek, ahol a,a9 € P, és g € G.
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Bizonyitds. Jelolje P* az a~'a¥ alaku elemek altal generalt részcsoportot P-ben. Mivel
a"ta9 = [a,g], a P* tartalmazza P'-t, és ezért P* < P. Nyilvan P* C PN G’. A forditott
tartalmazas igazolasadhoz legyen A = P/P*, és 1) : P — A a természetes homomorfizmus.
Persze A Abel (hiszen P’ C P*), és igy tekinthetjiik a 7p transzfert az A csoportba.
Legyen g € P, alkalmazzuk a 3.3. Lemma modszerét, és alakitsuk at a kapott eredményt
a kovetkezsképpen:

k k
Tp(9) =¥ (H xflg”m) =¢(g")¥ (H[g”,ari]) :

=1

De g € P miatt [¢",z;] € P*, és ezért a 1 leképezés az egységelembe viszi ezeket a
kommutatorokat. Igy ilyenkor 7p(g) = ¥(g)", ahol tehat n = |G : P|. Ha még g € G is
igaz, akkor, mivel a transzfer Abel-csoportba képez, G’ C Ker(7p), azaz 7p(g) = ¥(g)"
az A egységeleme. De A egy p—csoport, n pedig relativ prim p-hez, és ezért ¥(g) is az
egységelem, azaz g € Ker(¢) = P*. Belattuk tehat, hogy PNG' C P*. O

4. Normal-komplementum tételek. Burnside tételét (2.4.) egy lényegesen altalano-
sabb eredménybdl fogjuk levezetni, amit azonban csak részben bizonyitunk.

4.1. Frobenius tétele. Legyen a p prim osztéja a G véges csoport rendjének. A kovet-
kez6 négy allitas ekvivalens.

(1) G—ben van normal p—komplementum.

(2) Ha H nem egyelemii p—részcsoport G—ben, akkor N (H )—ban van normal p—komp-
lementum.

(3) Ha H p-részcsoport G—ben, akkor No(H)/Cqc(H) p—csoport.

(4) Ha P egy p—Sylow G—ben, és P két eleme G—ben konjugalt, akkor ezek az elemek
mar P—ben is konjugaltak.

A (3) = (4) implikaciot csak arra az esetre latjuk be, ha G p-Sylowja Abel-féle, a
Burnside tétel bizonyitdsahoz ennyi is elég. Az altalanos eset kimutatasdhoz még (a 2.9.
Allitas bizonyitasaban szerepld gondolathoz hasonléan) a p—Sylowok metszeteit is vizsgalni
kell (ez egy koriilbeliil négy oldalas, szép, de elég technikai bizonyitas, amit az irodalomban
Alperin-tétel néven lehet megtalélni).

4.2. Lemma. Legyen P egy p—csoport, és N nem egyelemi norméaloszté6 P—ben. Ekkor
INNZ(P)| > 1, és [N, P] < N.

Bizonyitds. Allitsuk el6 N—et P konjugalt osztalyainak egyesitéseként. Ezek elemszama
mind primhatvéiny, Osszegiik az N rendje, vagyis oszthaté p—vel, és e osztalya egyelemi,
ezért van még egy egyelemii osztaly. Igy |[N N Z(P)| > 1.

A masodik allitas bizonyitasahoz alkalmazzunk indukciot |P|-re. Ha NN Z(P) = N,
akkor [N, P] = {e} < N. Egyébként pedig N = N/(N N Z(P)) nem egyelemii normalosz-
toja P = P/(N N Z(P))-nek. Az indukcios feltevés szerint [N, P] < N. Ha tehat K jeldli
az [N, P] teljes inverz képét P-ben, akkor K < N, és nyilvan [N, P] C K. [

Most lassuk a Frobenius-tétel bizonyitasat. A G csoport egy elemét nevezziik p—
elemnek, ha rendje p-hatvany, és p’—elemnek, ha rendje p—hez relativ prim. A 2.3. Allitas
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szerint egy csoport normal p—komplementuma éppen a p’—elemekbdl all. Tehat egy cso-
portban pontosan akkor van normal p—komplementum, ha barmely két p’—elem szorzata is
p'—elem. Mivel ez a tulajdonséag részcsoportra 6roklsdik, azért (2) kovetkezik (1)-bdl.

Tegyiik most fel, hogy (2) igaz, legyen H nem egyelemi p-részcsoport, és N az Ng(H)
normal p—komplementuma. Ekkor [H, N] C H N N, hiszen H és N normalosztok Ng(H)-
ban, és persze |H N N| = 1, hiszen H p-csoport. Ezért H és N centralizaljak egymaést,
azaz N C Cg(H). Igy az Ng(H) csoportban Cq(H) indexe osztja N indexét, ami viszont
p-hatvéany, hiszen N norméal p—komplementum N¢g(H)-ban. Ezért (3) feltétele teljesiil.

A (4) = (1) allitas bizonyitasahoz hasznaljuk fel az eddig felépitett eszkozoket.
Legyen K a G csoport p’—elemei altal generalt részcsoport és Py = P N K. Nyilvan K
normaloszté6 G—ben, és a 3.6. Lemma miatt P; p—Sylow K-ban. Alkalmazzuk a 3.8.
Lemmat a K csoportra. Azt kapjuk, hogy a P, N K’ csoportot generaljak azok az a~'a¥
alaka elemek, ahol a,a9 € Py, és g € K. A (4) feltétel miatt a és a9 mar P—ben is
konjugalt. Ezért Py N K’ C [Py, P], ami, ha |P1| > 1, valodi része Pi—nek az el6z6 lemma
miatt. Alkalmazzuk a 3.7. Lemmat a K-ra. A kapott N-re tehat P1NN = PiNK' < Py,
azaz K < N. Masrészt K/N p-csoport, és igy K tartalmazza az N Osszes p’—elemét. De
N definicioja szerint N—et generaljak a sajat p’—elemei, ezért K = N. Ez az ellentmondas
ugy oldodik fel, hogy P; egyelemi, azaz N p’—csoport, ezért normal p—komplementum is.

A (3) = (4) implikaciot tehat csak akkor bizonyitjuk, ha P Abel. Legyen a,a9 € P
és C' = Cg(a?). Mivel P Abel, P C C. Ugyanezért P C Cg(a), és igy P9 C (Cg(a))? =C

(hiszen a g—vel valo konjugalas automorfizmus). De P és P9 p—Sylowok C—ben is, ezért

van olyan h € C, melyre (P9)" = P. Ezért gh € Ng(P), masrészt a9 = (a9)" = a9,

hiszen h € C, ami az a9 centralizatora. Azt kaptuk tehat, hogy a és a9 mér konjugaltak
N¢(P)-ben is. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy eddig nem hasznaltuk ki a (3) feltételt,
csak azt, hogy P Abel-féle. A most leirt 6tlet Burnside—t6l szarmazik.

A bizonyitast ugy fejezziik be, hogy a H = P részcsoportra alkalmazzuk a (3) feltételt.
Mivel P C Cg(P), a Cg(P) indexe mar p—vel nem oszthatd. Azaz Ng(H)/Cq(H) csak
tgy lehet p—csoport, ha rendje 1, azaz Ng(P) = Cq(P). Ekkor tehat P benne van Ng(P)
centruméban, és ezért az a és a? elemek, amik Ng(P)-ben konjugaltak, megegyeznek. [J

4.3. Burnside tétele. Legyen GG véges csoport, melynek p—Sylowja benne van a sajat
normalizatoranak a centrumaban. Ekkor G—ben van normaél p—komplementum.

Bizonyitds. Ilyenkor a p—Sylow Abel, ezért az allitas kovetkezik az iménti bizonyitas utols6
bekezdésébdl. Valojaban kozvetleniil is konnyen ellendrizhets a 4.1. Tétel (3) feltétele. O

Kovetkezményként lassuk be a 2.4. Tételt. Legyen p a |G| legkisebb primosztoja,
és P egy (ciklikus) p-Sylow G-ben. Tekintsiikk azt a homomorfizmust Ng(P)-bsl P
automorfizmus—csoportjaba, mely a g elemhez a g-vel val6 konjugalést rendeli. Ennek
magja Cg(P), és ezért Ng(P)/Cq(P) izomorf Aut(P) egy részcsoportjaval. Ha |P| = p*,
akkor |Aut(P)| = o(p*) = p*~1(p — 1), ahol ¢ az Euler-fiiggvény (az automorfizmusok
éppen a p*-hoz relativ prim szamokra valé hatvanyozisok). Mivel p a legkisebb pri-
moszt6, p — 1 relativ prim a csoport rendjéhez, és ezért | Ng(P)/Cgq(P)| osztoja p*~!-nek,
azaz primhatvany. Teljesiil tehat az el6z6 tétel feltétele, és igy G-ben van normél p—
komplementum. [J
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Az As alternélo csoport példaja mutatja, hogy a tétel egyik feltétele sem hagyhato el
(hiszen a 3-Sylow, és az 5—Sylow ciklikus, a 2-Sylow pedig Klein—csoport).

Frobenius tételében az Osszes p-részcsoport normalizatorarol megkoveteljiik, hogy le-
gyen benne normal p—komplementum. Ennél sokkal kevesebb is elég. Ha p # 2, akkor
van egyetlen olyan, pusztdn a P p-Sylow szerkezetének ismeretében definialhato részcso-
portja is P—nek, melynek normalizatorat elég vizsgalni. Tekintsiik P maximalis Abel-féle
részcsoportjait (azaz amelyeket mar nem tartalmazza valodi modon P egy Abel-féle rész-
csoportja). Az ezek altal generalt részcsoportot P Thompson—részcsoportjinak nevezziik,
és J(P)—vel jeloljiik. A keresett részcsoport a Thompson—részcsoport centruma lesz.

4.4. Glauberman—Thompson tétele. Legyen p # 2 prim, és P egy p—Sylowja G—nek.
Ha az N (Z(J(P))) részcsoportban van normal p—komplementum, akkor van G-ben is.

E tétel bizonyitasa sokkal nehezebb, mint amit eddig lattunk. A bizonyitasara kidolgo-
zott technikak (allitolag) fontos lépcséfokok voltak a Feit—Thompson tétel bizonyitasahoz
vezet§ uton. D. Gorenstein: Finite groups cimd kényvében az Alperin—tételnek is, és a
Glauberman—Thompson tételnek is megtalalhato a bizonyitasa.

Lattuk, hogy ha egy csoportban van norméal p—komplementum, akkor minden részcso-
portjaban is van. Ha sikeriilne teljes listat adni az olyan csoportokrol, melyekben nincs
normal p—komplementum de minden valédi részcsoportjukban méar van, akkor tjabb kri-
tériumot kapnank: egy G csoportban pontosan akkor van normal p—komplementum, ha a
listan szerepld csoportok egyike sem részcsoportja G—nek.

4.5. Itd tétele. Legyen G olyan csoport, melyben nincs norméal p—komplementum, de
minden valédi részcsoportjaban mar van. Ekkor
(a) G minden valédi részcsoportja nilpotens (azaz a Sylowjainak a direkt szorzata);
(b) |G| = p*q™, ahol q prim;
(¢) A p—Sylow norméloszté G—ben, és p # 2 esetén p exponenst, p = 2 esetén pedig
legfeljebb 4 exponensii;
(d) A g—Sylowok ciklikusak.

A téma zarasaul néhany gyakorlofeladat kovetkezik.
4.6. Feladat. Vezessiik le Frobenius tételének (3) = (1) dllitasat Ito tételébol.

4.7. Feladat. Legyen G véges csoport, melynek minden Sylowja ciklikus. Igazoljuk, hogy
G feloldhaté.

E csoportok részletesebb leirasa (azaz Zassenhaus tétele) B. Huppert: Endliche Gruppen
cimd mivében talalhatéo meg. Ugyanitt olvashato Itd tételének bizonyitasa is.

4.8. Feladat. Legyen K karakterisztikus részcsoportja a G csoport N normalosztéjanak
(azaz N minden automorfizmusa hagyja helyben K—t). Ekkor K < G.

4.9. Feladat. Tegyiik fel, hogy G—ben van normal p—komplementum, és legyen N mini-
mélis normaloszté G—ben, melynek rendje oszthaté p—vel. Igazoljuk, hogy N < Z(G).
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4.10. Feladat. Legyen A Abel-csoport, és ® az A automorfizmusainak olyan csoportja,
hogy |A| és |®| relativ primek. Igazoljuk, hogy

A=Cu(®) x [A, 3],

ahol C4(®) azokbdl az A-beli elemekbdl 4ll, amit & minden eleme fixen hagy, és [A, @] az
a~1¢(a) alaki elemek altal generalt részcsoport (a € A, ¢ € ®).

Otlet. Irjuk A-t additivan, és legyen R az A endomorfizmus-gyfirtje (mely tartalmazza ®

elemeit). Legyen
1
@] <=
Igazoljuk, hogy 6 idempotens endomorfizmus, melynek képe C4(®), magja [A, @]. O
A kovetkezd feladat Burnside 4.3. tételét altalanositja.

4.11. Feladat. Tegyiik fel, hogy G p—Sylowja Abel, és legyen N = N¢g(P). Ekkor

i) PNG'=PAN é P=(PNN')x (PN Z(N)).
(ii) G maximalis p—faktorcsoportja izomorf P N Z(N)-nel.

Otlet. Alkalmazzuk az el6z6 feladatot az A = P, ® = N/P szereposztasban, valamint
Burnside 6tletét és a fokalis részcsoportra vonatkozo tételeket (3.7, 3.8). O

4.12 Feladat. Legyen G nem Abel-féle csoport, melynek minden valodi részcsoportja
Abel. Igazoljuk, hogy ekkor

(a) |G| legfeljebb két primmel oszthato.
(b) Ha G nem p—csoport, akkor az egyik primhez tartozé Sylow norméloszté és elemi
Abel (azaz prim exponensii), a masik primhez tartozé Sylow pedig ciklikus.

A bizonyitashoz ne hasznaljuk fel Ito tételét (csak a 4.3. Burnside—tételt).

5. A Schur-Zassenhaus tétel. Az alabbi tétel nemcsak az egyszertii csoportok vizsga-
lataban jatszik fontos szerepet, hanem a feloldhaté csoportok elméletében is.

5.1. Schur—Zassenhaus tétele. Legyen H normaloszté a G véges csoportban, melynek
rendje és indexe relativ prim. Ekkor H-nak van G—ben komplementuma (azaz olyan K
részcsoport G—ben, melyre HK = G és HNK = {e}), tovabbé a H dsszes komplementuma
konjugélt G—ben.

A tételnek csak az elsd allitasat bizonyitjuk, a konjugéltsagrol szolot nem. Ez utébbinak
is elemi a bizonyitasa abban az esetben, ha H vagy G/H feloldhato. E csoportok rendjei
azonban relativ primek a feltétel szerint, ezért legalabb az egyik paratlan rendd. A Feit—
Thompson tétel miatt tehat valamelyik biztosan feloldhato, és igy a tétel allitasa minden
esetben igaz.
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5.2. Frattini—elv. Legyen H <G és P egy p—Sylow H—ban. Ekkor G = HNg(P).

Bizonyitds. Legyen g € GG. Ekkor P9 a rendje miatt szintén p—Sylow H—ban, ezért P és PY
mér konjugaltak H-ban is. Ha tehat h € H olyan, hogy P9 = P" akkor gh~! € Ng(P),
és ezért g = (gh™1)h € Ng(P)H = HNg(P). O

A Schur—Zassenhaus tétel bizonyitasat visszavezetjiikk arra az esetre, amikor H Abel-
féle. Vegyiik észre el@szor is, hogy ha K olyan részcsoport G—ben, melynek rendje |G/H|,
akkor K komplementuma H-nak. Valoban, ekkor |H N K| osztja H rendjét is és G/H
rendjét is, amik relativ primek. Ezért H N K = {e}, ¢sigy |[HK| = |H||K|/|HN K| = |G],
azaz HK = G.

Indukciot alkalmazunk G rendje szerint. Legyen P egy p-Sylowja H-nak, tehat a
Frattini-elv miatt G = HNg(P). Tegyiik fel, hogy Ng(P) < G, és alkalmazzuk az induk-
cios feltevést az Ng(P) csoportra, és annak H N Ng(P) normalosztojara. E norméaloszto
rendje osztja H rendjét, indexe pedig |Ng(P)/(H N Ng(P))| = |[HNg(P)/H| = |G/H]|.
Ezek relativ primek, igy az indukcios feltevés miatt van Ng(P)-ben H N Ng(P)-nek egy
K komplementuma. Igy K rendje |G/H|, és ezért a fenti megjegyzésiink szerint K komp-
lementuma H-nak G-ben.

Azt kaptuk tehat, hogy Ng(P) = G, azaz H minden Sylowja norméloszt6 G—ben.
Igy H izomorf a Sylowjainak a direkt szorzataval, és ezért |Z(H)| > 1. Mivel Z(H)
karakterisztikus részcsoport H-ban, a 4.8. Feladat miatt Z(H)<G. Legyen G = G/Z(H) és
H = H/Z(H). Az indukcios feltevés szerint a G-ben a H—nak van egy L komplementuma.
Legyen L az L teljes inverz képe G-ben. Tehat |L| = |G/H| = |G/H|, és igy |L| =
|Z(H)||G/H|. Ha L < G, akkor alkalmazzuk az indukcios feltevést az L csoportra, és
ennek Z(H) norméalosztojara. A kapott |G/H| elemi részcsoport komplementuma lesz G-
ben H-nak, és igy készen vagyunk. A fennmaradé eset az, amikor L = G, azaz Z(H) = H,
vagyis H Abel-féle.

Hasonléan okoskodunk, mint annak bizonyitasakor, hogy a transzfer homomorfizmus.
Valasszunk egy {y. | @ € G/H} reprezentansrendszert H mellékosztalyaibol, ahol fel-
tessziik, hogy y, az a € G/H mellékosztaly eleme. A célunk az, hogy ezeket a reprezen-
tansokat gy modositsuk, hogy a kapott 1j reprezentansok mar részcsoportot alkossanak,
ami a keresett komplementum lesz.

c sz

Ya¥ys = Yashs(ya) (o,8€ G/H),

ahol hg(yo) € H. Az asszociativitas miatt, a multkorihoz hasonlo, de nem teljesen azonos
szamolassal

(Ya¥8)Yy = (Yap)hs(Ya)Yy = Yapyhry(Yas) (hs(ya))""

valamint
Yo (YY) = Ya¥pr Iy (Ys) = Yapr Py (Ya)hr (ys) 5

és ezért

hy(Yap) (h(Ya))"" = higy (Ya)hy (ys) -
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c s 02

éppen ellenkezdleg, a h indexét tartjuk fixen, azaz § € G/H esetén legyen

9s = H hs(Ya) -

a€G/H

Az asszociativitasbol kapott Osszefiiggések Osszeszorzasa a transzfer esetében annak bi-
zonyitasahoz vezetett, hogy a transzfer homomorfizmus. Szorozzuk most Gssze a fenti
egyenleteket ugy, hogy «a befutja G/H—t, és kozben (3, v fixen marad. Az eredmény a
kovetkezd lesz:

g»ygfé” = gp~y (hy (Z/B))n )

ahol n = |G/H|. Legyen r olyan egész, melyre rn kongruens 1-gyel modulo |H|. Ekkor a
fenti egyenletbdl az adodik, hogy

hy (ys) (gz”gﬁ = 95 -

Legyen 6 € G/H esetén
zs = Ys95 -

Belatjuk, hogy ezek az elemek részcsoportot alkotnak (mely persze komplementuma lesz
H-nak, hiszen minden mellékosztalybol pontosan egy elemet tartalmaz). Valoban,

—Tr

T
252y = Ypds Y9y = YoYny (gz”gw) = Ypyhy (Yp) (9}?%) = Ypr9py = v

Ezzel a Schur-Zassenhaus tétel elss felét belattuk. O

Bizonyitas nélkiil megemlitjiik Philip Hall feloldhat6 csoportokrol szolo tételét, ami a
Sylow—tételek altaldnositasa. Ha m tetszéleges részhalmaza a primszamok halmazanak,
akkor azt mondjuk, hogy k egy m—szdm, ha minden primosztéja m—beli. Egy csoportot,
vagy csoportelemet akkor neveziink m—csoportnak illetve m—elemnek, ha rendjiik m7—szam. A
7 halmaz komplementumat (a primek halmazaban) 7’ jeloli. A korabban mar hasznalt p—
csoport illetve p’—elem fogalma a most bevezetett terminologia specialis esete, ha m = {p}.
A G csoport egy H részcsoportjat m—Hall részcsoportnak nevezzik, ha m—csoport, és indexe
7' —szam.

5.3. Hall tétele. Legyen GG feloldhaté csoport, és m egy primhalmaz.

(a) G—nek létezik m—Hall részcsoportja.
(b) G barmely két m—Hall részcsoportja konjugalt G—ben.
(¢) G barmely m—részcsoportja része G egy m—Hall részcsoportjanak.

A bizonyitas nem nehéz indukcioval, a Schur—Zassenhaus tételt felhasznalva. Megje-
gyezziilk, hogy nem feloldhaté csoportokra a tétel nem igaz. Példaul az As alternald cso-
portnak sem {2,5}—, sem {3,5}-Hall részcsoportja nem lehet a 2.5. Lemma miatt. Az
alabbi feladatok kozott megtalalhatjuk a Hall-tétel megforditasat is.



MATEMATIKUS ALGEBRA ELOADAS 15

5.4. Feladat. Bizonyitsuk be a Hall-tételt.

Otlet. Indukcio |G| szerint. Legyen N minimalis norméaloszté G—ben, akkor 4.8. Feladat és
G feloldhatosaga miatt N Abel-féle p—csoport. Alkalmazzuk az indukcios feltevést a G/N
csoportra. Az egyetlen tovabbi 6tlet a kovetkezs: ha H Hall-féle norméloszt6 G—ben, K
komplementuma H-nak, és H C A C G, akkor A N K komplementuma H-nak A-ban —
a rendje miatt. [

5.5. Feladat. Legyen G csoport, melynek van harom, paronként relativ prim indexti,
feloldhat6 részcsoporja. Igazoljuk, hogy G feloldhato.

Otlet. Legyen G minimalis rendid ellenpélda és A, B, C' a harom részcsoport. A rendek
miatt barmely ketts szorzata G. Ha N minimalis norméaloszté6 A—ban, akkor N p—csoport,
és igy a B és a C koziil amelyik indexe nem oszthatdé p—vel, annak egy alkalmas D konju-
géltja (a Sylow—tétel miatt) tartalmazza N—et. Ekkor G = AD miatt az N altal generalt
G-beli normaloszto része D—nek (lasd a 2.9. bizonyitasat), és ezért G nem egyszertd. Mivel
a feltétel 6roklgdik faktorcsoportra, G minimalitdsa miatt készen vagyunk. 0O

A kovetkezo feladat a Hall-tétel (szintén Hall-tol szarmazo) igért megforditésa.

5.6. Feladat. Tegyiik fel, hogy a G csoport a rendjének minden p primosztdjara tartalmaz
p'—Hall részcsoportot. Ekkor G feloldhato.

Otlet. Igazoljuk, hogy e részcsoportok metszeteként minden 7-re kapunk egy m Hall rész-
csoportot. Alkalmazzuk az el6z6 feladatot, és Burnside két primes tételét (2.8.). O

5.7. Feladat. Tegyiik fel, hogy a G csoport minden maximalis részcsoportja primindexti.
Bizonyitsuk be, hogy G feloldhato.

Otlet. Legyen p a G csoport rendjének legnagyobb primosztoja és P egy p-Sylow G-ben.
Mutassuk meg, hogy P normalosztd. (Legyen Ng(P) C H egy maximalis részcsoport.
Hattassuk G-t a H mellékosztalyain, és mutassuk meg, hogy P benne van e homomorfizmus
magjaban. Alkalmazzuk a Frattini-elvet). [

5.8. Feladat. Legyen G véges egyszeri csoport, melynek rendje nem oszthaté nyolccal.
Igazoljuk, hogy az A4 alternal6 csoport eldall G egy alkalmas részcsoportjanak homomorf
képeként (azaz G involvdlja As—et).

Otlet. Legyen P a G 2-Sylowja. Ez a Burnside-tétel miatt a Klein—csoport, melynek
automorfizmus—csoportja S3. Igy Ng(P)/Cg(P) a Burnside-tétel miatt csak Zs lehet.
Legyen K a P (a Schur—Zassenhaus tétel szerint létezd) komplementuma Cg(P)-ben.
Ekkor K centralizalja P-t, ezért normaloszto, s igy karakterisztikus C(P)-ben. A H =
N¢g(P)/K csoport ekkor izomorf A4—gyel (ami a Klein—csoport és a Zs egyetlen nem Abel-
féle szemidirekt szorzata). O

5.9. Feladat. Legyen G nemkommutativ egyszerii csoport, melynek rendje kisebb, mint
168. Bizonyitsuk be, hogy G izomorf As—tel.

Otlet. Ha |G| = 60, akkor az el6z6 feladat miatt G-ben van 5 indext részcsoport. Az
eddigi tételek és modszerek felhasznaldsaval az Gsszes tobbi rend kizarhato. [
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5.10. Feladat. Tegyiik fel, hogy a G csoport 2-Sylowja a nyolc elemi kvaterniécso-
port. Bizonyitsuk be, hogy ha G nem involvéilja As—et, akkor G—ben van normal 2—
komplementum.

Otlet. Legyen G minimalis ellenpélda. A Frobenius-tétel (4) = (1) allitasa miatt a Q
2-Sylownak van két eleme, ami G—ben konjugélt, de P-ben nem. FEzek csak negyedren-
diek lehetnek @) szerkezete miatt, és igy a konjugald elem centralizalja k6zos négyzetiiket,
azaz a () ¢ centrumelemét. Ezért Cg(c) nem valodi részcsoport G minimalitdsa miatt.
Faktorizaljunk le {e, c}-vel, és alkalmazzuk az 5.8. Feladat megoldasanak gondolatait. [

REPREZENTACIO—ELMELET

6. Féligegyszerid Artin—algebrak. A Wedderburn—Artin tétel bizonyitasa soran szer-
zett ismereteket (lasd Fried 9.1. fejezet) egészitjiik ki az alabbiakban. Minden szerepls
gytrtrsl feltessziik, hogy egységelemes, és minden modulusrél, hogy unitér, és ha mast
nem mondunk, baloldali. Egy modulust teljesen reducibilisnek neveziink, ha minimalis (=
irreducibilis = egyszer®) modulusok ¢sszege. Ezek sok tekintetben ugy viselkednek, mint a
vektorterek. Fiiggetlen vektorok (egy dimenzios alterek) helyett fiiggetlen részmodulusokrol
beszéliink.

6.1. Definici6. Az M modulus M, (o € A) részmodulusait akkor nevezziik fiiggetlennek,
ha Osszegiik direkt Osszeg (azaz barmelyiknek a tébbi dsszegével vett metszete csak a

nullabol 4ll).

Vegyiik észre, hogy fiiggetlen halmaz része is fiiggetlen, és egy halmaz akkor és csak
akkor fliggetlen, ha minden véges részhalmaza az.

6.2. Lemma. Legyen az M modulus az M, (a € A) egyszerii részmodulusainak dsszege,
és N egy részmodulusa N-nek. Ekkor van olyan B C A, hogy Mg (8 € B) fiiggetlenek, és
ha (direkt) osszegiiket K jeloli, akkor M = N @ K.

Bizonyitds. Tekintsiik az { N}U{M,, | « € A} halmaz azon részhalmazait, amelyek fiigget-
lenek, és N—et tartalmazzak. A Zorn—lemma miatt ezek kozott van maximaélis, mondjuk
{N}U{Mpg | B € B}. Legyen K = Y {Mgs | f € B}, ez persze direkt Osszeg, miként
N + K is az. Ha a € A\ B, akkor M, egyszeriisége miatt vagy M, C N + K, vagy
My, N (N + K) = {0}. Az utobbi eset ellentmond az {N} U {Mg | f € B} halmaz maxi-
malitasdnak, azaz N + K = M. [

6.3. Tétel. Legyen M teljesen reducibilis modulus, azaz az M, (o € A) egyszerd rész-
modulusainak 6sszege. Ekkor

(a) M az M, modulusok kéziil néhanynak a direkt Osszege;

(b) M minden része és faktora is teljesen reducibilis, és minden része direkt Gssze-
adando;

(¢) M minden egyszeri részmodulusa és minden egyszerii faktormodulusa izomorf va-
lamelyik M, modulussal.

Bizonyitds. Az (a) allitas az el6z6 lemmabol adodik, ha N = {0}. A (b) allitas faktorokra
vonatkozo része igaz, mert egyszert modulus homomorf képe egyszert, vagy nulla. Ha N
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része M-nek, akkor az el6z6 lemma miatt direkt dsszeadando6, és ha M = N @ K, akkor
N = M/K, azaz teljesen reducibilis. Végiil (c¢) bizonyitasdhoz legyen M/N egyszeri.
Ekkor (b) miatt M = N @ K alkalmas K-ra, azaz M/N = K. Igy elég részmodulusra
bizonyitani. Legyen N egyszeri részmodulus, és alkalmazzuk az el6z§ lemmét. Mivel
K < M, van olyan o € A, hogy M, ¢ K. Ekkor M = K & M,, hiszen M/K = N
egyszert, és ezért N =2 M/K = M,. O

o o

6.4. Lemma. Legyen M egyszerd modulus az R gytiri felett. Ekkor M homomorf képe
az rR modulusnak.

Bizonyitds. Legyen 0 # m € M. FEkkor az t(r) = rm képlettel definialt leképezés
modulus—epimorfizmus. [

6.5. Tétel. Legyen R egyszerii gytirid, melynek van egy J minimalis balidedlja. Ekkor
rR teljesen reducibilis modulus, és minden egyszerti R—modulus izomorf rJ—vel.

Bizonyitds. Legyen r € R, ekkor az r elemmel valo jobbszorzas modulus—endomorfizmusa
rR-nek. Igy r(Jr) vagy nulla, vagy izomorf g.J-vel. Masrészt I = > _{Jr | r € R} nyilvan
idedl, és igy R egyszertisége miatt [ = R, azaz R teljesen reducibilis. Legyen M egyszert
R-modulus, akkor az el6z6 lemma miatt M faktora rpR-nek, és igy 6.3.c miatt izomorf
RJ —vel. [

6.6. Kovetkezmény. Legyen R = D™*" teljes matrixgytri a D ferdetest felett. Ekkor
barmely két R feletti egyszertd modulus izomorf.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy R egyszert, és Artin—féle (Fried, 9.4). O

Megjegyezziik, hogy kozvetlen szamoléassal is igazolhatd, hogy R minimalis balidealjai
izomorf R—modulusok, az alabbi allitas felhasznalasaval.

6.7. Feladat. Legyen R = D™ " teljes matrixgytri a D ferdetest felett. Ekkor R
balidealjai kélcséndsen egyértelmid megfeleltetésben allnak a D™ jobboldali D—vektortér
altereivel. A J balidedlhoz tartozo altér {v € D™ | Jv = 0}. AV altérhez tartozé balideél
{re R|rV =0}.

Otlet. Legyen J balidedl, és a hozza rendelt altér r dimenziés. Vegyiink egy maximalis
rangu lineéris transzforméaciot J-ben. Igazoljuk, hogy rangja n —r, és ezért generalja J-t.

o

6.8. Tétel. Legyen R féligegyszerii Artin—gytrd, amely k teljes matrixgyitirid direkt szor-
zata. Ekkor R felett pontosan k darab nemizomorf egyszerti modulus van.

Bizonyitds. Legyen R = Ay X - -+ X Ay, a teljes matrixgytirtk direkt szorzatara valo felbon-
tas, és J; az A; egy minimalis balidealja. Mivel j # 7 esetén A;J; = 0, azért r.J; is egyszerd
modulus, az A; minimalis balidealjai mint R—modulusok is izomorfak, és r.J; nem izomorf
rJj—vel (hiszen A; masképp hat rajtuk). Ezért ha rR—et elGallitjuk az dsszes A; Osszes mi-
nimalis balidealjainak 6sszegeként, akkor éppen k—féle izomorfiatipus fog szerepelni. Ezért
6.3.c és 6.4. miatt R felett pontosan k—féle egyszert modulus van. [

Ha D ferdetest, akkor az R = D™*" teljes matrixgytriiben az egységmétrix skalarszoro-
sal (az ugynevezett skalarmatrixok) a D—vel izomorf résztestet alkotnak. E f6l6tt a résztest
folott R pontosan akkor lesz algebra, ha D kommutativ.
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6.10. Lemma. Legyen D ferdetest. Ekkor az R = D™*™ centruma a dFE skalarméatrixok-
bol &ll, ahol d € Z (D) és E az egységmatrix.

Bizonyitds. Legyen V egy n—dimenzios jobb vektortér D felett, melyen az R—beli matrixok
balszorzassal hatnak, és C € Z(R). Ha 0 # v € V, akkor v és w = C'v nem lehet linearisan
fiiggetlen D felett, hiszen kiilonben volna olyan A € R, hogy Av = 0, és Aw # 0, azaz
az Aw = ACv = CAv = 0 ellentmondast kapnank. Tehat Cv = vd alkalmas d € D
elemre. Ha most u € V tesz6leges, akkor alkalmas B € R transzforméciora v = Bwv, és
ezért Cu = CBv = BCv = Bvd = ud. Azaz C a d elemmel val6 jobbszorzas. Specialisan
ha d’' € D, akkor C(vd') = vd'd, de a C—vel val6 balszorzas D-linearitasa miatt C(vd') =
(Cv)d =wvdd'. Ezért d € Z(D). O

6.11. Tétel. Legyen F' algebrailag zart, kommutativ test és R véges dimenzios, téligegy-
szertd algebra F' felett. Ekkor

RgF’rLanl X oo X Fnank

alkalmas k és ni,...,n, egészekre. Az R felett izomorfia erejéig k darab irreducibilis
modulus van, melyek vektorterek F felett, és dimenziéik rendre ny, ... ,ng. Végil Z(R) =
F* (mint F-algebra).

Bizonyitds. Mivel R egységelemes, minden balidedlja részalgebra is F' felett. Ezért R
Artin—gytird. Alkalmazzuk a Wedderburn—Artin tételt. A kapott teljes matrixgytirt kom-
ponensek idedlok R-ben, és ezért F feletti algebrak. Legyen A = D™*™ egy ilyen kompo-
nens, E ennek egységeleme. Ekkor f € F esetén az fo E szorzat az algebra—axiomék miatt
benne van A centruméban, azaz az el6z6 lemma miatt egy dE skalarméatrix—szal egyenld,
ahold € Z(D). Az f — dleképezés ismét az algebra—axiomak miatt gytrtthomomorfizmus,
ezért Z(D)-nek van egy F—fel izomorf F’ részteste.

Legyen d' € D. Ekkor F'(d') kommutativ test, mely F’-nek véges bdvitése. Ezért d’
algebrai F’ felett. Mivel F' algebrailag zart, a d minimélpolinomja elséfokt, azaz d’ € F’.
Tehat D = F' = F.

Tehat R felbontasa a kivant alaka. A 6.8. Tétel szerint R felett k darab irreducibilis
modulus van, melyek rendre izomorfak a méatrixgytiri—komponensek minimalis balidealja-
ival. Mivel R egységelemes, az R centruménak is van F—fel izomorf részteste, és ezért ez a
modulus—izomorfizmus F feletti vektortér—izomorfizmus is. Tehat elegends F™*" felett egy
n—dimenzios, irreducibilis modulust konstruélni (hiszen ekkor a 6.5. Tétel miatt az Osszes
tobbi is n—dimenzios lesz). Vegyiik az F™ vektorteret mint oszlopvektorokat, és hassanak
ezen az F"*™ matrixai balszorzassal. A kapott modulus nyilvan irreducibilis lesz.

Végiil R centruma a komponensek centrumainak direkt szorzata lesz. Ezek a centrumok
a 6.10. Lemma miatt F—fel izomorfak. [

7. Reprezentacidk és a csoportalgebra. Legyen V n—dimenziés vektortér az F' kom-
mutativ test felett. A V invertalhato linearis transzformacioi csoportot alkotnak a kom-
poziciéra nézve, melyet GL(V')-vel jeloliink (General Linear Group). Ezzel izomorf az
n x n—es invertalhatd F feletti matrixok csoportja, melynek jele GL(n, F). Ha G véges
csoport, akkor, mint a masodik fejezetben lattuk, hasznos eszkoz tekinteni a G homomor-
fizmusait (illetve bedgyazésait) az S, szimmetrikus csoportba. Ugyanezt most az imént
definialt linearis csoportokkal fogjuk tenni.
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7.1. Definicié. A G véges csoport egy X homomorfizmusat a GL(V) illetve GL(n, F')
csoportba a G csoport F feletti, n—edfoku (linedris) reprezentéciéjanak nevezziik.

Ezeket a reprezentacidkat moduluselméleti eszkozokkel fogjuk vizsgalni. Els6 1épésként
bevezetjiik a csoportalgebra fogalmat. Tekintsiik a G elemeinek az F-beli egyiitthatokkal
készitett formalis linearis kombinacidit. Ezeket komponensenként Ossze lehet adni, F'—
beli skalarral szorozni, és két ilyen linearis kombinaciét Ossze is szorozhatunk tgy, hogy
a disztributivitas alapjan szétbontjuk a szorzatot, a G—beli elemek kozott elvégezziik a
szorzast, majd Osszevonjuk minden egyes G-beli elem egyiitthatoit. Konnyen lathato,
hogy F feletti algebrat kapunk, melyet csoportalgebréanak neveziink, és F[G]—vel jeloliink.

Bar az iménti definicié nem preciz, konnyen azza tehets lenne. Hasznosabb azonban
a csoportalgebra egy masik megkozelitését megvizsgalni. Tekintsiik a G-bdl az F' testbe
vezets Osszes fiiggvényt. Ezek a pontonkénti Gsszeadasra és skalarral szorzasra egy |G|
dimenzios vektorteret alkotnak F' folott. E fliggvényeket azonosithatjuk az imént definialt
formalis linearis kombinéaciokkal, mégpedig a ¢ : G — F' fiiggvényt a

> blg)g

geG

Osszeggel. A g € G elemhez tehat az a filiggvény tartozik, amely a g helyen 1, a tobbi
helyen 0 értéket vesz fel. A fenti szorzasi szabalyt attranszformalva a kdvetkez6t kapjuk:

(6-0)(g) = > o(h)p(k) =D d(h)p(h™'g).

hk=g heG

Definialhatnank a szorzast tehat ezzel a képlettel is. Az aldbbiakban a csoportalgebra
mindkét formajat hasznalni fogjuk, amelyik éppen kényelmesebb. Tovabbi konvencidoként
G egységelemére az 1 jelet hasznaljuk, mely persze egységeleme F|G]-nek is. Az f -1
(f € F) elemek az F—fel izomorf résztestet alkotnak a csoportalgebra centrumaban, melyet
F—fel azonositunk.

Most kolesondsen egyértelmi megfeleltetést létesitiink G reprezentacioi, és a csoport-
algebra feletti modulusok kozott. Legyen M modulus F[G]| felett. Ekkor M vektortér F'
felett (hiszen F' C F[G]). Ha g € G C F|G], akkor legyen X(g) a g elemmel valo bal-
szorzas M—en. Ez F-linearis transzformacio, hiszen g invertalhato, és X : G — GL(pM)
csoporthomomorfizmus a modulusaxiémék miatt. Ezért ez reprezentacié. Megforditva, ha
X : G — GL(V) egy reprezentacio, akkor ez kiterjeszthetd linearisan a csoportalgebrara
is, azaz legyen

Y dlgg | v=> (X(g9) ().

geG geqG

Ez a miivelet nyilvan modulussa teszi V—t F[G] felett. Konnyen lathato, hogy ez a meg-
feleltetés a reprezentaciok és a modulusok koézott kolcsondsen egyértelmid. Az izomorf
modulusokhoz tartozo6 reprezentacidkat hasonlo, vagy ekvivalens reprezentacidknak nevez-
ziik.
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7.2. Lemma. A G csoport két reprezenticioja a V vektortéren akkor és csak akkor
hasonlo, ha egymasba bézistranszformacioval atviheték (azaz mindkett6hoz alkalmas bézist
valasztva, a kapott matrixok G minden elemére megegyeznek). [

A reprezentaciok leirasahoz tehat jo lenne ismerni a modulusokat a csoportalgebra felett.
Az el6z6 fejezetben bizonyitott 6.11. Tételt akarjuk felhasznalni. A csoportalgebra véges
dimenziés F—algebra, hiszen dim r(F[G]) = |G|. A féligegyszertiséget az alabbi tétel fogja
biztositani.

7.3. Maschke tétele. Tegyiik fel, hogy F' karakterisztikdja nem osztja G rendjét. Ekkor
F[G] féligegyszeri gytrii.

A tétel bizonyitasa nem nehéz (lasd Fried, 9.9. Tétel). Mivel nekiink csak a komplex test
feletti reprezentaciok vizsgalatara lesz sziikségiink, mostantol kezdve feltessziik, hogy min-
den reprezentdcid a C test feletti (bar az algebrai szamok teste felett példaul eredményeink
sz0 szerint atvihetSk lennének). A csoportelméletben igen fontos az az eset is, amikor az
alaptest karakterisztikdja osztja a csoport rendjét (az tin. modularis reprezentacidelmélet),
ezzel azonban nem foglalkozunk.

Most egy alternativ bizonyitdst mutatunk a Maschke-tételre (a komplex felett). A
bizonyitashoz be kell vezetniink egy, a kés6bbiekben is nélkiil6zhetetlen skaléris szorzatot
C[G]n. Legyen

6, Pl = Z (g

geG

ahol a feliilhuzas komplex konjugaltat jelol. Ez természetesen euklideszi térré teszi C[G]—t
C felett. A G indexet altalaban el fogjuk hagyni.

7.4. Lemma. Az imént definialt skalarszorzat G—invarians, vagyis g € G esetén a g—vel
val6 balszorzéas unitér (azaz skalarszorzat—tarto) transzformacio.

Bizonyitds.

96, g9 = Z¢ (97 h)(g~1h) = [¢,9]. O

hGG

A Maschke—tételt a kovetkezGképpen bizonyitjuk. A Wedderburn—Artin tétel szerint
(lasd Fried, 9.4) elég azt igazolni, hogy C|G| minden balidealja, mint C[G]-modulus,
direkt 0sszeadando. Legyen J balideal, és tekintsiik J ortogonélis kiegészits alterét, azaz
azon elemek halmazat C[G|-ben, melyeknek J minden elemével vett skalaris szorzata nulla.
Mivel a skalarszorzat G—invarians, ez a kiegészits altér zart a G elemeivel valo balszorzasra,
azaz részmodulus. [J

A Wedderburn—Artin tétel miatt tehat minden C[G]-modulus teljesen reducibilis, azaz
irreducibilis modulusok direkt ¢sszege. Az irreducibilis modulusok leirasat a 6.11. Tételbsl
kapjuk. Tekintsiik a C[G] csoportalgebrat, mint sajat maga feletti modulust. Ennek neve
a G requldris reprezentdcidja.
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7.5. Tétel. Jeldlje k a G csoport C feletti irreducibilis reprezentacioinak szamat, és
ni,...,n, ezek fokait.

(a) A G regularis reprezentacijaban mindegyik irreducibilis reprezentéacié akkora mul-
tiplicitassal szerepel, amennyi a foka.

(b) n§+---+ni=|G|.

(b) A k értéke megegyezik G konjugalt osztalyainak szamaval.

Bizonyitds. Az (a) és a (b) allitas azonnal kovetkezik a 6.11. Tételbol. A (c) bizonyitasahoz
nevezziink egy ¢ € C[G] elemet osztdlyfiggvénynek, ha G minden konjugalt osztélyan
allando. Jelolje ICq, ..., K, a G konjugdlt osztalyait, és K; az i—edik osztaly elemeinek
osszegét C|G|-ben. A K;—nek megfelels fliggvény tehat a K; elemein 1, méasutt nulla. A
bizonyitas befejezéséhez elegendd a kdvetkezs allitast igazolni.

7.6. Lemma. A C[G] csoportalgebra centruma éppen az osztilyfiiggvényekbdl all. A
Ky, ..., Ky elemek bazist alkotnak Z(C[G])-ben (azaz az osztalyfiiggvények alterében), és
ha

k
K; - Kj = Zaz'iju,
v=1

akkor az a;j, szamok nemnegativ egészek.

Bizonyitds. A

g (Z cb(h)h) g=>Y_ o(h)g 'hg =Y ¢(ghg™")h
heG heG heG

osszefliggés szerint C[G] centrumaban tényleg az osztalyfiiggvények vannak. A maéasik alli-
tas azért igaz, mert ha g € KC,,, akkor

aw,,:|{(:l:,y)|w€lCz,y€lCJ,xy:g}\ O

7.7. Kovetkezmény. A GG csoport pontosan akkor Abel, ha minden irreducibilis repre-
zentaciéja elséfoku.

Bizonyitdis. Ha G Abel, akkor a 7.5. Tétel miatt k = |G|, és ezért mindegyik n; = 1.
Megforditva, ha minden n; = 1, akkor C[G] testek direkt Gsszege, azaz kommutativ, és igy

Gisaz. O

Az eddigiek alkalmazasaképpen belatunk egy tisztan lineéaris algebrai allitast, melyre
kés6bb sziikségiink lesz.

7.8. Lemma. Legyen A linearis transzformacié a V' (komplex) vektortéren, melyre A™
az identitas. Ekkor V alkalmas béazisaban A maétrixa diagonalis.

Bizonyitds. Tekintsiik a G = Z,, ciklikus csoportot, és g legyen ennek egy generatoreleme.
Ekkor a g° — A? leképezés a G egy reprezentacidja GL(V)-be. A 7.7. Kévetkezmény miatt
G minden irreducibilis reprezentacioja elséfoku, azaz a kapott modulus felbomlik egydi-
menzios részmodulusok direkt Osszegére. Ezek az egydimenzios alterek A—invariansak, és
igy A sajatvektoraibol allanak. A direkt felbontas tehat olyan bazist eredményez, mely A
sajatvektoraibol all, és ebben a bézisban A matrixa diagonalis. [
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8. Csoportkarakterek. Ha X a G csoport n—edfoki matrix-reprezentacioja, akkor ez
|G| darab matrix, vagyis |G|n? szam megadasat jelenti. Ezek a szdmok azonban jorészt
feleslegesek, arra szolgalnak, hogy hasonlé reprezentaciokat (melyek egymashoz képest
nem adnak 4j informéciot G-r6l), egymastol megkiilonboztessenek. Megmutatjuk, hogy
a reprezentald matrixok nyoma mar elegendé informéciot tartalmaz a reprezentéacio felis-
meréséhez. Az A méatrix nyomat (azaz f6atlobeli elemeinek osszegét) tr(A) jeloli. A most

kovetkezd allitast, melyet igen kénnyid igazolni, linearis algebrabol ismertnek tételezziik
fel.

8.1. Lemma. Az A n x n—es komplex elemii matrix nyoma éppen a sajatértékeinek
(multiplicitdsokkal vett) dsszege, és az A karakterisztikus polinomjaban az x™~1 egyiittha-
tojanak (—1)" "1 -szerese. Ha B is n x n—es métrix, akkor tr(AB) = tr(BA), és ezért ha C
n X n—es invertalhaté matrix, akkor tr(C~*AC) = tr(A). O

8.2. Definicié. A X reprezentécio karaktere a x(g) = tr(X(g)) Osszefiiggéssel definialt
fiiggvény.

Ha X : G — GL(V), akkor a X(g) linearis transzformécié nyoman tetszdleges bazisban
vett matrixanak nyomat értjiik; az el6z6 lemma miatt ez nem fiigg a bazis valasztasatol.
Egy karakter tehat G-bsl C-be képez, azaz a csoportalgebranak eleme. Megjegyezziik
azonban, hogy miként X Kkiterjeszthet6 a csoportalgebréra linearisan, ugyantugy karaktere
is kiterjed, azaz a karaktereket felfoghatjuk a csoportalgebrat C—be képzd linearis funkcio-
naloknak is. Az aldbbiakban a karakterekre vonatkozé elemi tudnivalokat foglaljuk Gssze.

8.3. Lemma. Legyen GG véges csoport, g,h € G, X a G egy n—edfokii reprezentaciéja C
felett, és x ennek karaktere.
(a) A x karakter osztalyfiiggvény és x(gh) = x(hg). O
) Hasonlé reprezentéciok karaktere megegyezik. [J
) n=x(1) (ahol 1 a G egységeleme). [
) Reprezentécick direkt dsszegéhez a karakterek Gsszege tartozik. [
e) x(g) eléall, mint n darab |g|-edik egységgyok Gsszege (és igy algebrai egész).
)
)
)
)

x(971) = x(9)-
IX(9)] < n.
Ha |x(g)| = n, akkor X(g) az identitas |g|-edik egységgydkszirose.

Ker(X) = {g € G | x(g9) = n}.

Bizonyitds. Az (e) allitas igazolasahoz vegyiik észre, hogy ¢!9! = 1 miatt X (g)9! az iden-
titas, és ezért X(g) minden sajatértéke |g|-edik egységgyok. Mivel egységgyok inverze a
konjugaltja, (f) is adodik. Legyen x(g) = &1 + -+ + €, ahol e1,..., &, egységgyokok. A
haromszog—egyenldtlenség miatt |x(g)| < n. Egyenlség csak akkor lehet, ha valamennyi
g; egy irdnyba all, azaz egyenlGek. A 7.8. Lemma miatt azonban X(g) alkalmas bazisban
diagonalis, és igy ugyanebben a bazisban skalarmétrix is, azaz (h) igaz. Végiil (i) specialis
esete (h)nak. O

Ebbél a lemmabol méar érezhets, hogy a karakterek ismeretében a csoportrél is sok
informaciot kaphatunk — belatjuk majd, hogy példaul G centruméat és normélosztoéit is
meg lehet hatarozni.
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Els6 célunk annak kimutatasa, hogy a karakterek (a 7.4. Lemméban szerepld skalarszor-
zatra nézve) ortonormalt bazist alkotnak az osztalyfliggvények kozott. Rogzitsiik egyszer s
mindenkorra a csoportalgebra C[G| = A; @ - - - @ A, idedlokra valo felbontéasat, ahol tehat
A; &2 FiXmi o Jelolje e; az A; egységelemét. Legyen X; az a reprezentacio, amely a cso-
portalgebra (és igy G) tetszbleges eleméhez annak A;—beli komponensét rendeli (amit egy
n; Xn;—s matrixnak tekinthetiink). Végiil legyen x; a X; karaktere (ekkor tehat n; = x;(1)).
Emlékeztetiink arra, hogy a G csoport regularis reprezentécidja a csoportalgebrabol, mint
sajat maga feletti modulusbol kapott reprezentacio.

8.4. Lemma. Legyen p a G regularis reprezentacidjahoz tartozé karakter. Ekkor

(a) olg) = { e iz

k
(v =3 mixi.
1=1

(c) e1+--+e,=1 (aG egységeleme).
Y —
() “ =3 > xilg g
geG

Bizonyitds. Tekintsiik a csoportalgebranak azt a bazisat, mely G elemeibdl all. Ebben az
1 € G—vel val6 balszorzas matrixa az egységmatrix, ha viszont g # 1, akkor a g—vel valo
balszorzas matrixanak diagonalisaban csupa nulla all, és ezért (a) igaz. A (b) &llitas csak
atfogalmazza 7.5.b—t karakterekre. A (c) bizonyitasahoz legyen 1 = ay + - -+ ag, a; € A;.
Ezt e;—vel szorozva e; = a; adodik. Végiil legyen e; = > ¢(g)g. Jobbrol g~!-gyel szorozva
(a)-bol azt kapjuk, hogy p(e;g™1) = ¢(g)|G|. Ezért (b) miatt

k
$(9)|Gl = mnix;leig™).
=1

A jobboldalt azonban ki tudjuk szdmolni. Az X; reprezentécié ugyanis nullaba viszi az A;
idealt ha ¢ # j, az A; idedlon viszont identikusan hat, s igy X;(e;g7 ') = X;(e;)X;(g71) =
0 ha i # j, és X, (g~ ') kiilénben. Karakterekre attérve x,(e;971) = x;(g7")d;;, ahol &;; a
Kronecker—delta. Ezt a fenti képletbe helyettesitve (d) adodik. O

A (d) allitast ugy is fogalmazhatjuk, hogy az e; elemnek megfelels fiiggvény a csoport-
algebraban éppen az i—edik karakter konjugéltjanak n;/|G|-szerese.

8.5. Altalanositott ortogonalitasi relacié. Legyen h € G. Ekkor
1 - Xi(h)
EDMCIGR RIS

geG ¢

Bizonyitds. Helyettesitsiik be az eje; = d;,€; egyenletbe az el6z6 lemma (d) pontjanak kép-
letét, és nézziik meg h ! egyiitthatojat. Ekkor x;(gh) = x;(hg) miatt a kivant egyenlSséget
kapjuk. U
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8.6. Tétel. Az irreducibilis karakterek (a |, | skalarszorzatra nézve) ortonormélt bazist
alkotnak az osztalyfiiggvények kozott.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az el6z6 lemmat h = 1-re. A 8.3.f miatt azt kapjuk, hogy az ir-
reducibilis karakterek ortonormalt rendszert alkotnak az osztalyfiiggvények terében. Mivel
e tér k dimenzios, ez a rendszer bazis is. [

8.7. Kovetkezmény. Két reprezentacié akkor és csak akkor hasonlé, ha karakteriik
megegyezik. A c1x1+ -+ cpxr akkor és csak akkor karakter, ha a c¢; szamok nemnegativ
egészek. A x karakter akkor és csak akkor irreducibilis, ha [x, x] = 1.

Bizonyitds. Legyen x egy karakter. Ekkor a hozza tartozé reprezentacié irreducibilisek
direkt Osszege. Ha az i—edik irreducibilis reprezentacié c;—szer szerepel, akkor x = cyx1 +
o4 ek, s ezért ¢; = [x, xi]- Azaz a ¢; szamokat mar y meghatarozza. A maésik két
allitds hasonldan igazolhato. [J

9. A karaktertabla. A G csoport irreducibilis karaktereinek értékeit egy métrixba fog-
laljuk a kovetkezd modon. A maétrix sorai a x1,...,xxr karaktereknek, oszlopai pedig a
G csoport K1, ..., K, konjugalt osztalyainak felelnek meg. Az i—edik sor j—edik eleme az
a szam, amelyet a x; a K; tetsz6leges elemén felvesz. Jelolje T' az igy kapott matrixot,
melynek neve G karaktertabldja. A karaktertablat azért érdemes tekinteni, mert egyrészt
nagyon sok hasznos informéciét tartalmaz a csoportrdl, masrészt sokszor elkészithetd a
reprezentdciok ismerete nélkil is.

9.1. Masodik ortogonalitasi relacié. Legyen g, h € G. Ekkor

k

> xi(9)xi(h) = 34 Calg)]

=1

ahol 04y, értéke 1 ha g és h konjugéltak, és 0 ha nem.

Bizonyitds. Legyen T a G karaktertabldja, és D az a diagonalis matrix, melynek f6at-
l6jaban a |KC;| értékek allnak. Az, hogy a karakterek ortonormaltak, azt jelenti, hogy
TDT* = |G|E, ahol T* a T transzponaltjanak konjugaltjat jeloli, és F az egységmét-
rix. Tudjuk, hogy négyzetes matrixok korében a balinverz egyben jobbinverz is, ezért
DT*T = |G|E. A szorzést elvégezve, és a g € K; esetén fennallo |K;||Ca(g)] = |G|
Osszefliggést felhasznalva éppen az allitast kapjuk. 0O

Most megvizgaljuk, mi az Osszefiiggés a G normalosztoi és a karaktertabla kozott. A 8.3.1
miatt egy tetszGleges X reprezentacid y karaktere meghatirozza a reprezentacié magjat,
ami tehat a x(g) = x(1) Osszefliggést teljesité g elemekbdl all. Ezt a normélosztot a
tovabbiakban Ker(y) jeloli.

9.2. Lemma. Legyen x = mix1 + -+ + mgxr a x karakter felbontasa irreducibilisek
osszegére. Ekkor

Ker(x) = ﬂ{Ker(Xi) | m; > 0}.
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Az ésszes irreducibilis karakter magjanak metszete {1}.

Bizonyitds. Legyen g € GG. A haromszog—egyenlStlenséget alkalmazva, 8.3.g miatt

X9 < malxa(g)] + -+ milxe(g)] < maxa(1) + - +mexe(l) = x(1),

és egyenlGség csak akkor allhat, ha m; > 0 esetén |y;(g)| = xi(1), tovibba e komplex
szamok egyallasaak. Ha tehat x(g) = x(1), akkor m; > 0 esetén y;(g9) = x;(1), ami
az els6 allitast bizonyitja. A kapott képlet szerint a mésodik allitas igazolasahoz elegendé
talalni egy olyan reprezentéaciot, melynek magja {1}. A G regularis reprezentécioja nyilvan
ilyen. [

9.3. Lemma. Legyen N <G. Ekkor a G/N reprezentécioi kolcséndsen egyértelmi meg-
feleltetésben allnak a G azon reprezentaciéival, melyek magja N—et tartalmazza. Irredu-
cibilis reprezentaciok egymasnak felelnek meg. Ha X karaktere G /N-nek, akkor az ennek
megfelel6 G—karakter x(g) = x(gN). Megforditva, ha N C Ker(x), akkor x konstans az
N mellékosztalyain, és a xX(gIN) = x(g) képlet a faktorcsoport karakterét értelmezi. [J

9.4. Kovetkezmény. Legyen N <G. Ekkor

(a) N =[{Ker(xi) | N C Ker(x;)}-
(b) |G N| =3 {n7 | N € Ker(x;)}.

c s

zentacioban G azon irreducibilis reprezentacioi szerepelnek, melyek magja tartalmazza
N—et, mindegyik annyiszor, amennyi a foka. Ezért a hozza tartozé karakter,

PN = Z{nz’Xi | N C Ker(x:)} -

Innen (a) kovetkezik 9.2. miatt. Mivel py az N elemein |G/N|, masutt nulla, (b) is adodik
ugy, hogy az elébbi képletbe behelyettesitjiik a csoport egységelemét. [

9.5. Feladat. Legyen N <G és tegyiik fel, hogy N nem része a x; irreducibilis karakter
magjanak. Igazoljuk, hogy
Z xi(g9) =0.

geN

Otlet. Szamitsuk ki a [py, xi]¢ skalarszorzatot. [

A 9.4. Kovetkezmény szerint tehat G minden normalosztdja elGall, mint egy alkalmas
karakter magja, azaz GG néhéany irreducibilis karaktere magjanak metszeteként. Ezért a
karaktertablabol megkaphatok G normélosztoi, s6t ezek rendjei is 9.4.(b) miatt. Megje-
gyezziik, hogy e rendet masképp is kiszamolhatjuk, a méasodik ortogonalitasi relacié miatt
ugyanis ismerjiikk G konjugalt osztalyainak rendjét, N pedig ilyenek unioja. A normélosz-
tok és rendjeik ismeretében persze az is eldonthets, hogy G egyszerti—e, illetve feloldhato—e.

Koénnyen lathatoan a G/N karaktertablajat is ki lehet szamolni G karaktertablajabol.
Az N karaktertablajaval més a helyzet, bar vannak igen hasznos tételek (pl. Clifford
tétele), amelyek G és N reprezentacidinak kapcsolatarol szolnak. Az sem igaz, hogy G
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izomorfia erejéig meghatarozhatd lenne a karaktertablabol, latni fogjuk példaul, hogy a
nyolcelemt diéder— és kvaternidécsoportnak ugyanaz a karaktertablaja. A G' kommutator—
részcsoportja azonban meghatarozhato, ez kovetkez6 célunk.

A G elsofoku karaktereit linedris karaktereknek nevezzik, ezek (és csak ezek) lesznek
homomorfizmusok C-be. Ezek persze irreducibilisek is. Linearis karaktere minden cso-
portnak van, mégpedig az a x; fliggvény, mely minden csoportelemhez az 1-et rendeli.
Ezt a karaktert a karaktertabla els6 sordba irjuk, és G f6karakterének nevezziik.

9.6. Allitas. A G lineéris karaktereinek szama |G : G'|, magjaik metszete pedig G'.

Bizonyitds. Ha X linearis karakter, akkor egy homomorfizmus is a C multiplikativ cso-
portjaba, ami kommutativ. Ezért G' C Ker(\). Megforditva, mivel G/G’ Abel, 7.7 miatt
minden karaktere linearis, és ezt G-re felemelve is lineéris karaktert kapunk. Ezért G
linearis karakterei éppen azok, melyek magja tartalmazza G'—t, vagyis ezek G/G’ Osszes
karakterével allnak kolcsonosen egyértelmii megfelelésben. Ezért az allitas a 9.4. Kovet-
kezmény specialis esete. [

Hogyan lehet a karaktertdblabdl leolvasni a csoport centrumat? Ebben a 8.3.h allitas
lesz segitségiinkre. Ha x karaktere G—nek, akkor legyen

Z(x)={9€G|Ix(9))=x1)}.

E fogalom vizsgéalatahoz el6szor is altalanositanunk kell a 6.10. Lemmat.

9.7. Lemma. Legyen X n—edfoki irreducibilis reprezentacioja G—nek. Ha az M n x n—es
métrix felcserélheté X (g)—vel minden g € G-re, akkor M skalarmatrix.

Bizonyitds. Legyen V az X reprezentacidhoz tartozdé modulus. Ekkor tehat V' egy n—
dimenziés C—vektortér, és feltételiink azt mondja ki, hogy az M matrixhoz tartozoé lineéris
transzforméacio endomorfizmusa a ¢jg;V modulusnak. A Schur-lemma miatt ezek az en-
domorfizmusok egy D ferdetestet alkotnak. Persze D tartalmazza a nyujtasokat, amik
egy C—vel izomorf C’ résztestet alkotnak D centruméaban, és mivel D elemei C-linearis
transzforméciok V-n, a D véges dimenzios algebra C felett. Mivel C algebrailag zart, (a
6.11. Tétel szerint) D = C’. O

A kovetkez6 allitas a reprezentacidelmélettdl fiiggetleniil is igen fontos.

9.8. Tétel. Legyen G véges részcsoportja az F' kommutativ test multiplikativ csoportja-
nak. Ekkor G ciklikus. Specialisan véges test multiplikativ csoportja ciklikus.

Bizonyitds. Az % — 1 polinomnak legfeljebb d gydke lehet F-ben, és igy G-ben is. Ezt az
észrevételt G rendjének primosztoira alkalmazva latjuk, hogy allitasunk kovetkezik a véges
Abel-csoportok alaptételébsl. [

9.9. Feladat. Legyen G nem feltétleniil kommutativ véges csoport. Tegyiik fel, hogy
minden d-re legfeljebb d darab olyan elem van G—ben, melynek d—edik hatvanya az egy-
ségelem. Igazoljuk, hogy G ciklikus.

Otlet. Legyen |G| = n és dg a d rendid elemek szama. A H = Z,, csoportrol mutassuk ki,
hogy dy = ¢(d), ahol ¢ az Euler—fiiggvény, és ezért

Z(p(d):n.

d‘n
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A feltétel miatt dg < p(d), és ezért G-ben kell lennie n—edrendi elemnek. [

Most mar megfogalmazhatjuk a centrumra vonatkozé allitasokat. Ha H részcsoportja
G—nek, és X reprezentacidja G—nek, melynek karaktere X, akkor ezek megszoritasat H-ra
jelolje X| g, illetve x|g. Nyilvan X|g reprezentacio, és ezért x|y karaktere H-—nak.

9.10. Tétel. Legyen x karaktere G-nek, n = x(1) ennek foka, és Z = Z(x).

(a) A Z normaloszté6 G—ben.

(b) Z/Ker(x) C Z(G/Ker(x)). Ha x irreducibilis, egyenldség all.
(©) Z(G) = ({Z(x:) | 1 <1 < k}.

(d) Z/Ker(x) ciklikus csoport.

(e) x|z = nA, ahol \ lineéris karaktere Z-nek.

Bizonyitds. Legyen X egy x—hez tartozo reprezentacid. Ekkor g € Z esetén 8.3.h miatt
X (g9) = A(g)E alkalmas \(g) komplex szamra, ahol F az egységmétrix. Mivel X homomor-
fizmus, A is az, ami (e)—t bizonyitja. Azt is latjuk, hogy Z részcsoport, és mivel x osztély-
fiiggvény, norméaloszto is. Nyilvan Ker(A) = Ker(y) C Z, és igy a homomorfizmus—tétel
miatt Z/Ker(y) izomorf C multiplikativ csoportjanak egy részcsoportjaval, azaz 9.8 miatt
ciklikus. A (b) allitas kimutatasahoz vegyiik észre, hogy G /Ker(y) a X altal beagyazodik a
GL(n, C) csoportba, és Z/Ker(x) a centrumba képzddik. Ezért Z/Ker(y) C Z(G/Ker(x)).
Ha x irreducibilis, akkor a 9.7. Lemma miatt egyenl6ség all.

Végiil belatjuk (c)-t. Ha g € Z(G), akkor Ker(y;) szerint faktorizalva is a centrumban
marad, azaz (b) miatt ¢ € Z(y;). Megforditva, ha ¢ € Z(x;) minden i-re, akkor (b)
miatt g tetszéleges h € G—vel felcserélhetd modulo Ker(y;). Azaz [g,h] € Ker(x;), és igy
a 9.2. Lemma miatt [g,h] = 1. O

Az eddigi eredmények alkalmazéasaképpen meghatéarozzuk a nyolcelemi nemkommutativ
csoportok karaktertablajat. Legyen G ilyen csoport. Mivel G/Z(G) nem lehet ciklikus,
Z(QG) kételemd, ezért G/Z(G) négyelemd, s igy Abel. Azaz G’ része Z(G)—nek, és mivel G
nem Abel, egyenlsk is. Ezért G—nek négy linearis karaktere van, melyek a G/Z(G), azaz
a Klein—csoport karaktereinek felelnek meg. Az n? + -+ n? = |G| = 8 osszefiiggésbdl
azt kapjuk, hogy kK = 5, ny = no = n3 = nyg = 1, és n5 = 2. Mivel minden homomorfiz-
mus G-bdl C multiplikativ csoportjaba reprezentécio, és igy egyben karakter is, tovabba
irreducibilis kell legyen, hiszen els6foku, azért a Klein—csoport karaktertablaja a kdvetkezs:

Z3|1 a b ¢
w1 1 1 1
ol =1 -1 1
a1l =1 1 -1
w1l 1 -1 41

Soroljuk most fel G konjugalt osztalyait. Ezek IC; = {1}, K2 = {2z}, ahol z a centrum
mésik eleme, K3, K4, K5. Ez utobbi osztalyok rendje egynél nagyobb ketté—hatvany, és
igy csak kettd lehet, hiszen a rendek Osszege nyolc. A centrum szerinti faktor kommu-
tativitdsa miatt a konjugalt osztalyok képe egyelemi, azaz a harom kételemid konjugalt
osztaly a centrum szerinti mellékosztaly is egyben. A 9.3. Lemma miatt tehat kitolthetjiik
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G karaktertablajanak els6 négy sorat. A maésodik ortogonalitasi relacié miatt ys5 értéke

nulla az utols6 harom helyen, és |x5(z)| = 2. Mivel x; és x5 ortogonalis, y5(z) = —2.
D4, Q 1 z ]Cg /C4 IC5
1 1 1 1 1
o1l 1 -1 -1 1
a1l 1 -1 1 -1
wlt 11 -1 4
sl2 =2 0 0 o0

Annak bizonyitasa, hogy G csak D4 vagy @ lehet, megtaladlhato a Fried—konyv 4.17 feje-
zetében.

9.11. Feladat. Az iménti karaktertablabél hatarozzuk meg G ésszes normélosztoit és a
Z(x:)—ket. Adjuk meg a Dy, illetve a Q) a x5 karakterhez tartozoé (egyik) reprezentacidjét.

9.12. Feladat. Szamitsuk ki az S5, Ay, Dg, S4 csoportok karaktertablait. FEllenGrzés
céliabol megadjuk a valaszokat. Legyen w = e®™"/3. A konjugélt osztilyokat egy-egy
reprezentanssal adjuk meg, elemeik szama a masodik sorban szerepel.

Ss|1 (123) (12) D |1 f2 (L5 {FAf) {Ltfatft) {tf,tf5 1)
6|1 2 3 12 |1 1 2 2 3 3
x1 |1 1 1 x1 |1 1 1 1 1 1
x2 | 1 1 -1 xe | 1 1 1 1 —1 —1
X3 | 2 —1 0 xs |1 -1 —1 1 —1 1
xa |1 -1 —1 1 1 —1

X5 2 2 —1 —1 0 0

X6 | 2 —2 1 —1 0 0

Ay |1 (12)(34) (123) (132) Sy |1 (12)(34) (123) (12) (1234)
12 11 3 4 4 24 |11 3 8 6 6
x1 |1 1 1 1 x1 |1 1 1 1 1
xo | 1 1 w w xo | 1 1 1 -1 —1
x3 | 1 1 w w X3 | 2 2 -1 0 0
X4 3 —1 0 0 X4 3 —1 0 1 —1
X5 | 3 -1 0 -1 1

A megoldashoz hasznaljuk fel a 9.3. Lemmat és az ortogonalitasi relaciokat.

9.13. Feladat. Legyen G véges Abel-csoport. Igazoljuk, hogy G karakterei a pontonkénti
szorzasra nézve csoportot alkotnak, mely G—vel izomorf.

Otlet. Ha G ciklikus, az allitas kozvetlen szamolassal adodik. Az altalanos eset iga-
zolasdhoz hasznaljuk fel, hogy ha A, B, C' Abel-csoportok, akkor Hom(A x B,() &
Hom(A, C) x Hom(B,C). O
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9.14. Feladat. Legyen g € GG. Igazoljuk, hogy g pontosan akkor konjugéalt az inverzével,
ha G minden karakterére x(g) valos.

Otlet. Mivel az irreducibilis karakterek bézist alkotnak az osztalyfiiggvények kozott, bar-
mely két nem konjugalt elemhez van olyan irreducibilis karakter, mely ezeken kiilonbo-
zik. [

9.15. Feladat. Mutassuk meg, hogy x(1)* < |G : Z(x)| teljesiil a G csoport minden
irreducibilis x karakterére.

Otlet. Hasznaljuk fel, hogy [x,x] =1. O

9.16. Feladat. Legyen G véges csoport, és A valodi, Abel-féle részcsoport G—ben. Te-
gytik fel, hogy G—nek van |G : A| foku irreducibilis reprezentéciéja. Igazoljuk, hogy G—nek
van nemtrivialis, Abel-féle norméalosztéja.

Otlet. Legyen x irreducibilis, |G : A| foku karakter, és x|4 = mid + --- + m\; az A
irreducibilis (elssfoki) karaktereire valo felbontas. Tehat m; pozitiv egész, és

\A| |A| 2 2
1= > i)
[X7X]G = |G\ [X\A,X|A]A |G] (m1 + +mt),

tovabba |G : A| = x(1) = my+---+my. Ez csak agy lehet, ha minden m; = 1, és x(¢) =0
ha g ¢ A. Mivel [x, x1]¢ = 0, ahol x; a f6karakter, van olyan a € A, a # 1, hogy x(a) # 0.
Mutassuk meg, hogy a G azon elemei, melyeken x értéke nem nulla, egy olyan nemtrivialis
normalosztot generalnak, mely része A-—nak. [J

10. Oszthatosag. A két primes 2.8. Burnside-tétel bizonyitasahoz, és tovabbi alkalma-
zasokhoz is az a gondolat vezet el, hogy elemi szamelméletet alkalmazunk algebrai egészek
kozott.

10.1. Lemma. Legyen r racionalis szam, mely algebrai egész. Ekkor r racionalis egész.

Bizonyitds. Legyen r = p/q, ahol p,q € Z, relativ primek. Elemi meggondolas mutatja,
hogy ha r gyoke egy egész egyilitthatos polinomnak, akkor ¢ osztja annak fGegyiitthatojat.
Ha r algebrai egész, akkor tehat ¢ = +1. [

E gondolat els6 alkalmazasa egy igen fontos oszthatosig bizonyitasa.
10.2. Tétel. Legyen x irreducibilis karaktere G—nek. Ekkor x(1) ‘ |G : Z(x)|

Specialisan az irreducibilis karakterek fokai osztjak a csoport rendjét. A karaktertablak
kiszamitdsdhoz ez igen hasznos tulajdonsag. ErGsebb tétel is igaz, ezt kés6bb, indukalt
karakterekkel bizonyitjuk.

10.3. Ito Tétele. Az irreducibilis karakterek fokai osztjak minden Abel—féle normaloszto
indexét.

Mind a fenti eredményekhez, mind a Burnside-tételhez a 7.6. Lemmaban bevezetett a;;,
szamok vizsgalata vezet el. Mostantol kezdve az ottani jeloléseket hasznaljuk. Legyen 1 <
m < k. A X,, irreducibilis reprezentacio a C[G] centrumat a C"m>*"m = A, centrumaba,
azaz a skalarmatrixok részalgebrajaba képzi. Ha z € Z(CI|G]), akkor tehat X,,(z) =
Wi (2) B, ahol wy,(z) € C, és E,, az egységméatrix. Nyilvan w,, algebra-homomorfizmus
(hiszen valojaban X,,, megszoritasa).
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10.4. Lemma. Az aldbbi Osszefiiggések teljesiilnek (1 <i,j,m < k).
) Ha g; € K;, akkor wi (K;) = X (9;)|1K;/nm.

) Az w,,(K;) szam algebrai egész.

) Kjem = wn(Kj)en.

)

(d) Hag, € K, (1 <v <k), akkor

k
KK = X (90)Xm (95)xm (9, 1)
Qijp = ’G' rnz:l o, .

Bizonyitds. A (c) allitas a definiciobol vilagos, hiszen X,,(z) éppen a ze,, € A, elemnek
megfelel6 matrix. Az (a) kovetkezik a X, (K;) = wp, (K;)Ey, Osszefiiggésbol, ha mindkét
oldal nyomat vessziik, hiszen a jobboldal |K;|xm (g;) lesz. A (b) bizonyitasahoz hasznaljuk
fel, hogy w,, algebra-homomorfizmus, és ezért

k
wWin (K )wm (K5) = Z Aijwm (Ky) .

Tehat az w,, (K7),...,wn(Ky) szamok altal generalt Z—modulus részgytrtje is C-nek,
ezért az 1.5. Lemma miatt minden eleme algebrai egész. Végiil a (d) allitas igazolasdhoz
tekintsiik a

wi (K X1(gv)/m1
UIJ e E = |]Cl/’ :
wi (K) Xk (9v) /1
oszlopvektorokat, ahol az m-hez tartozé komponensek n2 —szer vannak felsorolva (tehét
osszesen n3 + --- + ni = |G| komponens van). A masodik ortogonalitasi relacié miatt

a kozonséges ClCl-beli skalarszorzatra nézve a v, vektorok paronként merdlegesek, és v,
skalarnégyzete |IC,||G|. Ezért a

w1 (K;)wi (K5)

k
E :aij/ﬂ’u =
n=1

wk(Ki);Uk(Kj)

Osszefliggést skalarisan v,—vel szorozva éppen (d) adodik. O

10.5. Gyakorlat. Az el6bbilemma (a) és (c), valamint a 8.4. Lemma (c) és (d) pontjabél
vezessiik le a masodik ortogonalitasi relaciot.

Most belatjuk a 10.2. Tételt. Legyen x = X, irreducibilis karaktere G—nek. A 9.3. Lem-
ma miatt y a G/Ker(y) faktoron irreducibilis karaktert indukal, melynek foka ugyanaz,
mint x foka, centruma tehat éppen Z(x)/Ker(yx). Ezért az allitast elég G/Ker(x)-re
bizonyitani, vagyis feltehets, hogy Ker(x) = {1}, amikor is 9.10.b miatt Z(x) = Z(G).
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Jelolje w = w,, az imént definialt, y—hez tartozoé fiiggvényt, és legyen n = x(1) a x foka.
Az els6 ortogonalitési relacié miatt, az el6z6 tétel jeloléseivel

k
G =) x(g)x(g™ ) =n (Z w(Ku)X(951)> :

geG v=1

A zarojelben allo Gsszeg algebrai egész az el6z6 lemma miatt, és ezért |G|/n algebrai egész
is, racionalis is, azaz n osztdja G rendjének.

Azt akarjuk belatni, hogy n osztja Z(G) indexét. Ehhez a zarojelbeli kifejezésrol kell
megmutatni, hogy |Z(G)|—vel oszthato. Meg fogjuk mutatni, hogy ennek az Gsszegnek a
nem nulla tagjai |Z(G)| nagysagu csoportokba oszthatok tgy, hogy az egyes csoportokon
beliil az 6sszeadanddk ugyanazok.

Legyen K = K,, K = K, és 2,2/ € Z(G). Ha w(K) = 0, akkor ezzel a taggal nem
kell foglalkozni. Vegyiik észre, hogy a,b € G pontosan akkor konjugaltak, ha az és bz
azok, vagyis Kz ismét egy konjugalt osztaly, azaz valamelyik IC;. Mivel a K és z elemek
a csoportalgebra centruméaban vannak, w(Kz) = w(K)w(z). Ha tehat Kz = K2z’, akkor
w(z) = w(z'), vagyis w(z712’) = 1. Az w definicidja miatt nw(z712") = x(2712’). Mivel
Ker(y) = {1}, azt kapjuk, hogy z = 2’. Azaz belattuk, hogy a Kz elemek paronként
kiilonboznek. A bizonyitas befejezéséhez elegendd tehéat azt megmutatni, hogy a zérojelben
allo 6sszeg K—hoz és K z—hez tartozd tagja megegyezik. A K osztilybol a g, a Kz—bdl a
gz reprezentanst valasztva

w(K2)x((g2) ™) = X2\ (y1y =

|’CZ| 2
- - Ix(92)|”.

Ez valoban fliggetlen z—t6l, ha ugyanis X a y—hez tartozo reprezentacio, akkor z € Z(y)
miatt X(gz) = X(9)X(z), és mivel X(z) = w(z)FE skalarmatrix, |x(g2)| = |x(9)||w(2)],
tehéat |w(z)| = 1 miatt készen vagyunk.

Most Burnside tételének bizonyitasara tériink. Az aldbbi lemmat, melyet felhasznalunk
majd, a Galois—elmélet keretében fogjuk bizonyitani. Legyen e egy primitiv m—edik egy-
séggyok. Ez algebrai Q felett, és igy az 1.4. Lemma miatt a Q[e] gytirtibdvités test. Ezért
szokasosabb a Q(¢) jelolést alkalmazni erre a testre.

10.5. Lemma. Ha 1 < i < m relativ prim m—hez, akkor a Q(e) testnek pontosan egy
olyan «; automorfizmusa van, melynél Q elemei fixen maradnak, és «;(c) = &'. Ha egy
szamot az a; automorfizmusok mindegyike fixen hagy, akkor az racionalis.

10.6. Lemma. Legyen G egy csoport, g € G rendje m, X egy n—edfokii reprezentacio,
és x ennek karaktere. Legyen
r= [ x(¢).

(i,m)=1

1<i<m
(a) Az r szam racionélis egész.
(b) Ha (i,m) = 1, akkor x(g*) pontosan akkor nulla, ha x(g) = 0.
(c) Ha x(g)/n algebrai egész, akkor x(g) = 0 vagy g € Z(x).
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Bizonyitds. A 8.3. Lemma miatt x(g) =e1+---+¢€,, ahol az €4, . .., &, m—edik egységgyo-
kok éppen X(g) sajatértékei. Ekkor X (g?) sajatértékei i, ..., el azaz x(g°) = ei +- - -+¢b,.
Ha (i,m) = 1, akkor az el6z6 lemmaban szerepld «; automorfizmus az ¢ hatvanyait, azaz
mindegyik ¢, egységgyokot is az i—edik hatvanyaba viszi. Ezért a;(x(g)) = x(g%).

Ez a (b) allitast rogton bizonyitja is. Az r szorzat tényez6it mindegyik «; permutalja,
és ezért r fixen marad, azaz az el6z6 lemma miatt r tényleg raciondlis. Végiil tegyiik fel,
hogy x(g)/n algebrai egész. Ekkor az a;—nél vett képe is az, azaz ezek szorzata, r/n#(™
racionalis egész. Ha nulla, akkor (b) miatt készen vagyunk. Ha nem, akkor abszolit
értéke legalabb 1. Viszont mindegyik tényez6 abszolit értéke 8.3.g miatt legfeljebb 1, és
egyenldség csak tgy allhat, ha mindegyik ¢° € Z(x). O

10.7. Burnside-lemma. Legyen x irreducibilis karaktere és K konjugélt osztialya G—
nek. Tegyiik fel, hogy |K| relativ prim x fokiahoz. Ekkor vagy K C Z(x), vagy x értéke
nulla a K elemein.

Bizonyitds. Legyen x(1) =n és u,v € Z, melyre un + v|K| = 1. A 10.4. Lemma miatt ha
g € K, akkor x(g)|K|/n algebrai egész. Ezért x(g)/n = ux(g)+vx(9)|K|/n is az. Az el6z6
lemmat alkalmazva éppen az allitast kapjuk. [

10.8. Tétel. Legyen G véges, nemkommutativ, egyszeri csoport. Ekkor G-ben nem
lehet primhatvéany rendii konjugélt osztaly az {1} kivételével.

Bizonyitds. A feltétel szerint G = G', és igy G egyetlen linearis karaktere a y; f6karakter.
Ha y; ettdl kiilonbozs, akkor Ker(x;) = Z(xi) = {1} (hiszen Z(x;)/Ker(x;) 9.10.d miatt
ciklikus). Legyen a g # 1 elem konjugalt osztalya p—hatvanyrendd. Ekkor a regularis
karaktert felhasznalva

k
0=p(g) =1+ Znixi(g)-

Az el6z6 lemma miatt ha p nem osztja n;—t, akkor x;(g) = 0, vagy g € Z(x). Ez utobbit
kizartuk. Ebben az 6sszegben tehat, mivel x;(g) algebrai egész, minden tag oszthatd p—vel
az 1—et kivéve. Ez az ellentmondés bizonyitja a tételt. [

A 2.8. Burnside tétel bizonyitasahoz legyen |G| = p®¢®. Ha z eleme egy p-Sylow centru-
ménak akkor z centralizdtoranak indexe g—hatvéany, tehat az el6z6 tétel miatt kész vagyunk.
Megjegyezziik, hogy indukcioval az is vildgos, hogy G feloldhato. [J

10.9. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden nemlinedris, irreducibilis karakter felveszi a
0 értéket.

Otlet. Nevezziink ekvivalensnek két G-beli elemet, ha egymas hatvanyai. Az els orto-
gonalitasi relaciobol szérmazo |G| = 3 | x(9)|? egyenléséget bontsuk fel e relacio szerint.
Hasznaljuk fel, hogy a 10.6.a—ban szerepl$ r szam abszolut értéke legalabb 1, és alkalmaz-
zuk a szdmtani és a mértani kozép kozotti egyenlStlenséget. [

10.10. Feladat. Legyen G egyszert csoport, melynek rendjét osztja egy p prim négyzete.
Igazoljuk, hogy G—nek nem lehet p fokiti irreducibilis karaktere.

Otlet. Tegyiik fel, hogy ¥ ilyen, és tekintsiik x megszoritasat a G egy P p-Sylowjara. A
10.2. Tétel miatt P nemlineéris karakterei legalabb p fokuak, ezért x|p vagy linearis karak-
terek Osszege, vagy egyetlen p fokti komponense van, azaz irreducibilis. Ez utébbi esetben
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Z(P) C Z(x|p) € Z(x) <G, ami lehetetlen. Ha viszont x|p linearis karakterek Gsszege,
akkor P’ C Ker(y), azaz P Abel. Mivel Z(y) is trivialis, a 10.7 miatt P minden egységtdl
kiilonb6z6 elemén y nulla. Tekintsiik x és P f6karakterének skaléris szorzatat. [J

10.11. Feladat. Legyen A primhatvanyindexii, kommutativ részcsoport G—ben. Igazol-
juk, hogy G nem lehet nemkommutativ egyszeri csoport.

Otlet. Alkalmazzuk 10.8-at. Megjegyezziik, hogy ez az 4llitas karakterek nélkiil is konnyen
igazolhato az eddig tanultak segitségével. [J

10.12. Feladat. Igazoljuk, hogy a g € G elem pontosan akkor kommutator, ha

" xilg)
>
i=1

Otlet. Alkalmazzuk a 8.5. altalanositott ortogonalitési relaciot, majd a kapott k|G| taga
Osszeget alakitsuk at a méasodik ortogonalitési relacié szerint. [

10.13. Feladat. Tegyiik fel, hogy g € G kommutator, és legyen (i,|g|) = 1. Igazoljuk,
hogy g' is kommutator.

Otlet. Hasznaljuk fel az el6z6 feladatot, és a 10.6 bizonyitasanak technikajat. [

10.14. Feladat (Burnside). Igazoljuk, hogy pératlan rendii csoport egyetlen valds, irre-
ducibilis karaktere a . f6karakter.

Otlet. Ha x valos, és x1-re ortogonalis, akkor Xx(1) egy algebrai egész kétszerese. [J

11. Indukalt karakterek. Lattuk, hogy egy G csoport reprezentéicioi igen egyszertien
meghatarozzak G faktorcsoportjainak reprezentacioit. Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk,
mi a kapcsolat a G csoport, és a G részcsoportjainak karakterei kézott. Legyen H rész-
csoport G-ben, és V egy (véges dimenzios) C[G]-modulus. Ekkor persze V' modulus lesz
C[H] felett is, hiszen ez részgytriije C[G|-nek, az ehhez a modulushoz tartozo karakter
pedig konnyen lathatéan éppen a G csoport V—hez tartozo karakterének H-ra vett megszo-
ritasa. A ¢pm)V részmodulusait egyszertien H-részmodulusoknak fogjuk nevezni. Ekkor V'
el6all, mint irreducibilis H-részmodulusok direkt 6sszege. Els6ként azt az esetet vessziik
szemiigyre, amikor H < G. A kovetkez§ lemma elemi szamolassal igazolhato.

11.1. Lemma. Legyen N <G, és W, W' két N-részmodulusa V —nek.

(a) Ha g € G, akkor gW is N-részmodulusa V-nek. A W akkor és csak akkor irredu-
cibilis C[N] felett, ha gW az.

(b) Ha W és W' izomorf C[N|-modulusok, akkor gW és gW' is izomorfak.

(c) Ha @ jeldli az N csoport W—hez tartozo karakterét, akkor a gW —hez tartozo karak-
ter az a 09 fiiggvény, melyre h € N esetén 09(h) = 0(h9). O

A 09 karaktert a 0 karakter g—vel vett konjugaltjanak nevezziik. Kénnyen megadhaté az
a konjugdlt reprezentdcio is, amihez 09 tartozik, és ebbdl latjuk, hogy 69 akkor is karakter,
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ha a V nincs megadva. Legyen T = {g € G | 89 = 0}. A T részcsoportot a § G-beli
inerciacsoportjanak nevezziik.

Tegyiik most fel, hogy V', mint C[G]-modulus, irreducibilis. Megprobéljuk megérteni,
hogyan bomlik fel V' irreducibilis N-részmodulusainak direkt Gsszegére. Ha W irredu-
cibilis N-részmodulusa V-nek, akkor az Osszes gW is az (g € G), ezek Osszege pedig
G-részmodulus is, azaz maga V. A 6.3. Tétel szerint tehat V' elGall, mint néhany gW
direkt Osszege. Vonjuk Ossze ennek a direkt Osszegnek azokat a tagjait, amelyek izo-
morfak mint C[N]-modulusok, a kapott komponenseket jelolje Uy,...,U;. Ekkor persze
V=U & - ®U;. A kapott felbontasnak van egy igen fontos tulajdonsaga, melyet egy
definicioban foglalunk 6ssze.

11.2. Definici6. Tegyiik fel, hogy a (nem feltétleniil irreducibilis) ¢V modulus eldall,
mint az Uy, ..., U, altereinek direkt ésszege. Azt mondjuk, hogy ez V —nek egy imprimiti-
vitdsi felbontdsa, ha G tranzitiven hat az {Uy,...,U;} halmazon, azaz barmely g € G és i
esetén gU; = U; alkalmas j-re, és barmely i, j—hez van olyan g € G, hogy gU; = Uj.

11.3. Lemma. Legyen c|q)V irreducibilis modulus.

(a) Az imént definidlt V =U; @ --- @ Uy a V imprimitivitasi felbontasa.

(b) Minden irreducibilis N-részmodulus része valamelyik U;—nek.

(c) LegyenT = {g € G | gUy = U, } az U, stabilizatora G-ben. Ha Wy C Uy irreducibi-
lis N-részmodulus, és 0 a W karaktere, akkor T éppen a § G—beli inerciacsoportja.

(d) Az Uy, mint C[T|-modulus, irreducibilis.

Bizonyitds. Legyen W' irreducibilis N-részmodulusa V-nek. A 6.3. Tétel (¢) pontja miatt
W' izomorf a V direkt 6sszeg felbontasaban szereplé gW modulusok valamelyikével, amely
tehat direkt Gsszeadandoja valamelyik U;—nek. A V/U; faktor direkt felbontédsaban mar
nem szerepel gW—vel izomorf modulus (pont azok direkt sszegével faktorizaltunk ki). De
W' irreducibilis, ezért képe ennél a faktorizalasnal vagy nulla, vagy izomorf W’'—vel. Utobbi
lehetetlen 6.3.c miatt. Ezért W’ C U;, amivel (b)-t igazoltuk.

Most legyen g € G és U; = Wy @ --- & W,, ahol ezek a tényezdk irreducibilis, izomorf
N-részmodulusok. Ekkor a gW; is izomorf modulusok, ezért részei ugyanannak az U;-nek.
Azaz gU; C U;. Ugyanezzel a gondolatmenettel adodik, hogy ¢~ 'U; C U;, azaz mindkét
tartalmazéasnal egyenldség all. Végiil ha U; és U; adott, g1 W C U;, és goW C Uy, akkor a
g = g2g; " elemre g(g1 W) = g2 W, és ezért gU; = Uj. gy (a) igaz.

A (c) bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy ha Wy C U; irreducibilis N-részmodulus,
akkor gWj, pontosan azokra a g € G elemekre lesz része U;—nek, melyekre a Wy és gWj
C[N]-modulusok izomorfak, azaz karakteriik megegyezik.

Végiil igazoljuk (d)-t. A G azon g elemei, melyekre gU; = U;, egy baloldali mellékosz-
talyt alkotnak 7' szerint. Véalasszuk az yi,...,y; elemeket ugy, hogy y;U; = U; legyen.
Ekkor tehat yq, ..., y; baloldali reprezentansrendszer 1" szerint. Ha U egy T-részmodulusa
Uy,—nek, akkor a gU alterek g € G-re vett V' Osszege mar G-részmodulus, ezért V' ir-
reducibilitasa miatt maga V. Masrészt ha g = y;it (t € T), akkor gU = y,;U, ezért
Vi=yU® - ®yU. Igy V =V’ miatt U = U, amint allitottuk. O

Latjuk tehat, hogy imprimitivitasi felbontasok igen természetesen addédnak. A kévetkezs
Osszefiiggés vezet el az indukalt karakter fogalmahoz.
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11.4. Lemma. Legyen V = Uj,...,U; a (nem feltétleniil irreducibilis) cjg)V modulus

.....

yeG

g¥eT
Bizonyitds. Legyen vy,...,y: bal reprezentansrendszer T szerint, melyre y,U; = U;, és
valasszunk egy w1, ..., u, bazist Uj—ben. Ekkor az nt darab y;u; elem bazist alkot V-ben.

A g—vel val6 balszorzas matrixdnak fgatlojaban 1év6 elemeket kell megkapni, ezek a gy;u;
elemek y;u;—koordinatdi. Ha ez nem nulla, akkor gy;U; = y;Uy, azaz g¥* € T. Egyszerd
szamolas mutatja, hogy ekkor az y;u; (1 < j < n) bazisvektorok hozzajarulasa x(g) hez
éppen 1(g¥"). Mivel 1(g¥%) = 1(g¥") ha t € T, éppen az allitast kapjuk. [

11.5. Definici6é. Legyen H tetszbleges részcsoportja a G csoportnak, és v osztalyfiigg-
vény H-n. Ekkor a1 altal indukalt G—beli osztalytiiggvényen a

1
v (g) = TH]| > w(gY).
yeG
gYeH
fliggvényt értjiik.
Azonnal latszik, hogy %< tényleg osztalyfiiggvény, és % (1) = |G : H[»(1). Vonjuk
most le a karakterekre vonatkozo kovetkezményeket.

11.6. Clifford tétele. Legyen N < G, és x irreducibilis karaktere G—nek.
(a) x|nv = €1 + --- + eby, ahol 0y,...0, éppen a 6, irreducibilis N-karakter sszes
G—Dbeli konjugéltja, és e alkalmas pozitiv egész.
(b) Legyen T a 61 G-beli inerciacsoportja. Ekkor N C T ést = |G : T|.
(¢) Mind t, mind e osztja |G : N|-et.
(d) Van olyan 1 irreducibilis karaktere T-nek, melyre ¢|n = ey és % = x.

Bizonyitds. Azt, hogy e ! |G : N|, nem bizonyitjuk. A t6bbi allitas kozvetleniil adodik az
eddigiekbsl. [

Els6 alkalmazasként belatjuk a 10.3. Ito—tételt. Legyen N Abel normalosz6 G—ben, és
X irreducibilis karaktere G—nek. Clifford tételébdl azt kapjuk, hogy x|n = ey + - - - + ey,
ahol most 0; linearis karakterek, hiszen N Abel. Tekintsiik a (d)—ben szerepld ¢ karaktert.
Ekkor ¢y = e miatt N C Z(¢), vagyis a 10.2. tétel miatt ¢(1) | [T : Z(y)| | T : N|.
De (1) = e, és x(1) = et, vagyis x(1) | ¢|T: N|=|G: N|. O

Kovetkezd célunk annak megmutatésa, hogy karakter indukaltja is karakter. Ehhez
elvezet az aldbbi feladat megoldasa is, mi azonban mésik utat kovetiink majd.

11.7. Feladat. Legyen T részcsoportja G-nek, és U egy C[I'|-modulus. Ekkor létezik

U és Uy izomorf C[T|-modulusok, és T éppen az U stabilizétora.

Otlet. Legyenek U; (1 <i <t = |G : T|) izomorf példanyai U nak, ahol az u € U elemnek
az u; € U; felel meg. Vegyiink egy 1, ...,y; bal reprezentansrendszert T' szerint, melyre
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y1 = 1 € T. Legyen V az U; vektorterek direkt Osszege. Ahhoz, hogy ezt modulussa
tegyiik C[G] felett, a linearitas miatt elegendé megadni a gu; szorzatokat. A transzfer

definici6jaban hasznalt jeloléssel legyen gu; = (hi(9)u),(; 4. U

11.8. Frobenius—reciprocitas. Legyen H részcsoportja G—nek, 1 osztalyfiiggvény H-—n,
és 0 osztalyfiiggvény G—n. Ekkor

[¥,0|u]a = [¥°,0)c

Bizonyitds. Ha t € H adott, akkor azon (y,g) € G? parok szama, melyekre ¢g¥ = t, éppen
|G|, hiszen minden y—hoz pontosan egy g lesz jo. Mivel 0 osztalyfliggvény G—n,

teH

IGHHI

11.9. K6vetkezmény. Ha o karaktere H nak, akkor 1) karaktere G-nek.

Bizonyitds. A 8.7. Kovetkezmény miatt elég azt megmutatni, hogy a ¢ a G barmely y
irreducibilis karakterével skalarisan szorozva nemnegativ egészet ad. De ez kivetkezik a
Frobenius—reciprocitasbol, hiszen x|y karaktere H—nak. O

Most a 2.13. Frobenius—tétel bizonyitasara tériink. Ha G Frobenius—csoport, és H
ennek komplementuma, akkor H diszjunkt a konjugéltjaitol. Ezt a szituaciot altalanositja
a kovetkezd definicio.

11.10. Definicié. Legyen X részhalmaza G-nek. Azt mondjuk, hogy X TI-részhalmaz
(Trivial Intersection set), ha minden g € G esetén vagy X9 = X, vagy X N X9 C {1}.

11.11. Lemma. Legyen X TI-részhalmaza G-nek, N = Ng(X), és 0,¢ olyan osz-
talyfiiggvények N-en, melyek elttiinnek N \ X-en. Ha 0(1) = 0, akkor 0%|x = 0|x és
[0G7¢G]G = [97¢]N

Bizonyitds. Ha 6(g¥) # 0, akkor 1 # ¢g¥ € X N XY azaz y € N. De 0 osztalyfligg-
vény N-en, ezért 0(g¥) = 6(g), amibdl az els§ allitas vildgos. A reciprocitas miatt
(09, 6% ¢ = [0%| N, ¢]. Mivel ¢ eltiinik N \ X—en, 6%|y helyére a mar bizonyitott Alli-
tas miatt 0 irhato. O

Léssuk tehat a Frobenius—tétel bizonyitasat. Legyen G Frobenius—csoport, N a magja,
és H a komplementuma. Ha mar tudnénk, hogy N normaloszté, akkor H = G /N irredu-
cibilis karakterei kolcsonosen egyértelmid megfeleltetésben allnanak a G azon irreducibilis
karaktereivel, melyek magja N—et tartalmazza. Azaz minden v irreducibilis H—karakterhez
létezne olyan ¢* irreducibilis G—karakter, melynek H-ra vett megszoritasa 1, és melynek
magja N-et tartalmazza. Terviink az, hogy a 1* karaktereket megkonstrualjuk annak
feltételezése nélkiil, hogy N normaéloszto, és N—et megkapjuk, mint ezek magjainak a met-
szetét.

Ha ¢ = 1y a H f6karaktere, akkor ©)* = 1. Kiilonben, ha i # 1 irreducibilis karak-
tere H-nak, akkor legyen @ = 1) —1(1)15. A reciprocitas miatt [0¢,15] = [0, 15] = —(1).
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Mivel 6 két karakter kiilonbsége, és az indukalas linearis, 8¢ felirhato G irreducibilis
karaktereinek egész egyiitthatos linearis kombinacidjaként. Azt mar lattuk, hogy 1g
egyitthatoja —(1). Masrészt H TI-halmaz, ahol Ng(H) = H, igy 0 teljesiti az el6z6
lemma feltételeit, és ezért [09,0¢] = [0,0] = 1 + ¢(1)2. Azaz 0 felbontasiban egyet-
len tovabbi irreducibilis tényezs szerepelhet, melynek egyiitthatoja +1, jeldlje ezt +u*,
azaz legyen ¢ = +1* — (1)lg. Az el6z6 lemma miatt h € H esetén 6% (h) = 6(h),
vagyis £¢*(h) = ¥ (h). Ezért h = l-et helyettesitve latjuk, hogy a helyes elgjel +, és
Y*|g = . Hal# g € N, akkor g nem konjugalt H-beli elemmel, ezért 0% (g) = 0, azaz
Y*(g) = (1) = *(1). A 9* tehat tényleg olyan, amilyennek akartuk.

Legyen most x = > 1(1)y*, ahol ¢ befutja H irreducibilis karaktereit. Ekkor x|g
éppen a H reguléris karaktere, azaz y értéke nulla a HY részcsoportok egységtsl kiilonbozs
elemein. Masrészt az eddigiek miatt g € N esetén x(g) = x(1), azaz Ker(x) = N. Ezzel
Frobenius tételét bebizonyitottuk. [

11.12. Tétel (Thompson). Minden Frobenius—csoport magja nilpotens (azaz Sylowjainak
direkt szorzata).

A tételt nem bizonyitjuk. Ez az allitas, ami Thompson els6 hires eredményeinek egyike
volt, azt mutatja, hogy a Frobenius—csoportok magja egyaltalan nem lehet tetszsleges. A
bizonyitas kiinduldopontja az, hogy a magnak van primrendd, fixpontmentes automorfiz-
musa (a komplementum egy primrendii elemével valé konjugalas).

11.13. Feladat. Legyen G Frobenius—csoport, melynek komplementuma péaros rendii.
Mutassuk meg, hogy G magja Abel.

Otlet. Legyen o masodrendi, és (az egységelemtdl eltekintve) fixpontmentes automorfiz-
musa az N csoportnak. Ekkor az a(g)g~! elemek paronként kiilonbozsk, és gy N véges-
sége miatt kiadjak N-et. Masrészt a(a(g)g™!) = (a(g)g~!)~!, azaz o minden elemet az
inverzébe visz. [

Az alabbi allitas igen hasznos, ha egy konkrét karaktert akarunk indukalni.

11.14. Gyakorlat. Legyen H részcsoport G—ben, és 1 osztalytiiggvény H-n. Tekintsiik
a g € G elem G—-beli konjugalt osztilyanak és H-nak metszetét. Ez felbomlik H konjugalt
osztalyainak egyesitésére, vilasszunk ki mindegyikbdl egy—egy y; elemet (1 < i < m).
Ekkor

G, — — _Y(yi)

11.15. Gyakorlat. Legyen H a forgatasok részcsoportja Dy—ben. Indukaljuk Ds—re a H
linearis karaktereit, és allitsuk ezeket el6 D, irreducibilis karaktereivel. [

11.16. Feladat. Legyen GG permutaciocsoport az () halmazon. Igazoljuk az alabbiakat.

(a) Az a x leképezés, amely minden g € G elemhez a fixpontjainak szamat rendeli,
karaktere G-nek.

(b) A G orbitjainak szama [x, l¢g].

(c) Ha G tranzitiv, és H egy elem stabilizitora, akkor x = (15)¢.

(d) A H orbitjainak szama [x, x].
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(e) G akkor és csak akkor ketté—tranzitiv, ha x = lg + v, ahol b # 1¢ irreducibilis
karaktere G—nek.

A x karaktert permutdcids karakternek nevezziik. A G csoport akkor k—tranzitiv, ha )
tetszdleges aq,...,ax 6s by,...,b, elemeihez van olyan g € GG, hogy g az a;—t b;,—be viszi
(1<i<k).

Otlet. Tekintsiink egy |2 dimenzios vektorteret. Ennek béazisvektorait permutélja G ugy,
ahogy az () elemeit. A kapott reprezentacié karaktere y. Ha G tranzitiv, akkor a bazis-
vektorok generalta egydimenzios alterek imprimitivitasi felbontast adnak. A reciprocitas
miatt [(15)%,1g] = [1g,1x] = 1. A (b) beladtasdhoz alkalmazzuk ezt orbitonként. [

11.17. Feladat. Szamitsuk ki az A5 alterndl6 csoport karaktertabldjat. Az eredmény a
kovetkez6 (e = e*™/5).

As |1 (12)(34) (123) (12345) (12345)2
60 | 1 15 20 12 12
Y1 |1 1 1 1 1
Y2 | 3 —1 0 e+e*+1 2+3+41
x3 | 3 —1 0 24241 e4+et+1
Ya | 4 0 1 -1 —1
X5 | 5 1 -1 0 0

Megjegyezziik, hogy € +e* +1=(1++5)/2 ése? +2+ 1= (1 —/5)/2.

Otlet. A x4 a szokasos permutécios karakter minusz a fokarakter. A ys5 az A, részcsoport
tetszoleges nem f6, linearis karakterének indukaltja (lasd a 9.12. Feladatot). A maésik két
karakter agy kaphato, hogy az 5—Sylow nem {6, linearis karaktereit indukaljuk, és levonjuk
X4+ x5-0t. U

11.18. Feladat. Igazoljuk, hogy a karaktertabla sorainak dsszege nemnegativ egész szam.

Otlet. Hasson G a sajat alaphalmazan a konjugalassal, és legyen y a megfeleld permu-
tacios karakter. Ekkor [x;,x] nemnegativ egész. Megjegyezziik, hogy a karaktertabla
oszlopOsszegei is egészek, de lehetnek negativak is. [

11.19. Feladat. Legyen H részcsoport G—ben, és 1) karaktere H—nak. Igazoljuk, hogy
Ker(¢) épp a Ker(1))Y részcsoportok metszete, ha y befutja G-t. O

11.20. Feladat. Legyen N < G és 0 irreducibilis karaktere N-nek. Igazoljuk, hogy 0€
akkor és csak akkor irreducibilis, ha a 6 inerciacsoportja G—ben maga N.

Otlet. A reciprocitas miatt 1 < [#%,0%] = [0,0%|n]. Ezért 0 szerepel 6%|y-ben. A ¢
akkor és csak akkor irreducibilis, ha ez a skalaris szorzat 1, azaz ¢ |y—et a Clifford-tétel
szerint felbontva a kapott e szam értéke 1. A fokokat felirva |G : H|6(1) = etf(1), ahol ¢
az inerciacsoport indexe. [J
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11.21. Feladat. Mutassuk meg, hogy G—ben akkor és csak akkor van Abel—féle normal
p—komplementum, ha G minden irreducibilis karakterének foka p—hatvany.

Otlet. A > n? = |G| 6sszefiiggés miatt a linaris karakterek szama, azaz |G : G'| egy egynél
nagyobb p-hatvany. Megmutatjuk, hogy G’-re 6roklédik a feltétel. Legyen 6 irreducibilis
karaktere G’-nek, és x egy irreducibilis komponense #“nek. Ekkor a reciprocitas miatt 6
szerepel x|g/—ben, és ezért a Clifford—tétel szerint felirva x—t latjuk, hogy x(1) = etf(1).
Igy indukciéval készen vagyunk. A masik irany a 10.3. Ito-tételbsl kovetkezik. O

11.22. Feladat. Tegyiik fel, hogy a G csoportnak pontosan egy darab nemlineéris karak-
tere van. Igazoljuk, hogy G’ elemi Abel-féle p—csoport (azaz Z,, direkt hatvédnya,).

Bizonyitds. Elég megmutatni, hogy G’ barmely két, egységtol kiilonbozd eleme konjugalt.
Két bizonyitast is adunk. Az els6: G minden konjugalt osztalya része egy G’ szerinti
mellékosztalynak, masrészt szamuk éppen e mellékosztalyok szama plusz 1. A maéasodik:
Legyen x az egyetlen nemlinearis karakter, ennek foka n. A regularis karaktert felirva
irreducibilisek 6sszegeként azt kapjuk, hogy nx(g) + |G : G'| =0, ha 1l # g € G'. Azaz G
Osszes irreducibilis karaktere konstans G’ \ {1}-en. O

Megjegyezziik, hogy Ss, Dy, Q) eleget tesz az el6z6 feladat feltételeinek. Kénnyt szamo-
lassal adodik, hogy G’ 6sszes nem {6 irreducibilis karaktere is konjugalt, tovabba alkalmas
a pozitiv egészre n = a(|G'| — 1), |G : G'| = a*(|G'| — 1). A feladatbeli tulajdonsign
csoportbol végtelen sok van, de ezek teljesen leirhatok.

12. Involacié—centralizatorok. Ha G véges, nem kommutativ, egyszerd csoport, akkor
a Feit-Thompson tétel miatt rendje paros. Igy kézenfekvének latszik ezeket 2-Sylow rész-
csoportjuk izomorfia—tipusa szerint csoportositani. Sajnos azonban ez még nem elég finom
osztalyozas, mert példaul végtelen sok olyan egyszert csoport van, melynek 2-Sylowja a
Klein—csoport. Az Gtlet, ami segit, a kovetkezs. Minden paros rendt csoport tartalmaz egy
b involuciot (azaz méasodrendd elemet). Latni fogjuk, hogy a C(b) centralizatornak, mint
absztrakt csoportnak az ismerete mar hozzésegit G meghatarozasahoz. A véges egyszert

c s 02

bizonyitasa nem hasznal karaktereket.

12.1. Tétel. Legyen G véges egyszerii csoport, melyben egy involiicié centralizatora a
Klein—csoport. Ekkor G = As.

Bizonyitds. Els6 célunk annak igazolasa, hogy G 2-Sylowja maga is a Klein—csoport, to-
vabba, hogy az Osszes involucid konjugalt G-ben. A kdvetkezs észrevétel Thompsontol
szarmazik.

12.2. Lemma. Legyen M kettd indext részcsoport egy G csoport 2—Sylowjaban. Ekkor
G’ minden involuciéja M—be konjugéalhato.

Bizonyitds. Legyen n = |G : M|, és jelolje ¢ : G — S, a G hatasat az M baloldali mellék-
osztalyain (mint a 2.5. Lemma bizonyitasaban). Tekintsiik az = involiciohoz tartozo ¢(x)
permutéiciot. Ha ennek van egy gM fixpontja, akkor g 'zg € M, tehat készen vagyunk.
Ha nincs, akkor ¢(x) éppen n/2 darab, azaz paratlan sok transzpozicié szorzata. Ezért
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az A, ¢—nél vett teljes inverz képe egy ketts indexii normalosztd6 G—ben, mely z—et nem
tartalmazza (de G'—t igen). O

12.3. Lemma. Legyenek x és y involiicick G—ben, és g = xy rendje n. Ekkor az x és y
altal generalt részcsoport izomorf a D,, diédercsoporttal.

Bizonyitds. Mivel g = x layx = yxr = ¢!, teljesiilnek D,, definial6 relaciéi. Megje-

gyezziik, hogy n = 2 esetén a Klein—csoport, n = 1-re pedig Z, adodik, melyeket elfajult
diédercsoportnak tekinthetiink. [

12.4. Lemma. Legyen S 2-csoport. Tegyiik fel, hogy S minden maximalis részcsoport-
jdban van olyan involicié, melynek S—beli centralizatora legfeljebb négyelemii. Ekkor S
Abel-féle (és igy maga is legfeljebb négyelemii).

Bizonyitds. Jelolje T azon S-beli involucidok halmazat, melyek centralizatora legfeljebb
négyelemti. Tegylik fel, hogy Z barmely két eleme konjugalt. Belatjuk, hogy S—nek csak
egy maximalis részcsoportja lehet, mégpedig a Z altal generalt K részcsoport. Legyen M
maximalis részcsoport, és x € M NZT a feltétel szerinti involicio. A 2.10. Lemma miatt M
norméloszto, és ezért ketts az indexe. Az x Osszes konjugaltja, tehat Z minden eleme M-
ben van, ezek szama az x centralizatoranak indexe, vagyis legalabb |S|/4 = |M|/2. Ezért az
7 altal generalt K részcsoport elemszama nagyobb, mint |M|/2 (hiszen e részcsoportban
az egységelem is benne van), azaz K = M. Tehat tényleg K az egyetlen maximalis
részcsoport. De ekkor tetszbleges a € S\ K elem éaltal generalt részcsoport csak maga
S lehet, kiilonben benne lenne egy (K-t6l kiilonb6z6) maximalis részcsoportban. Azaz S
ciklikus, és ebben az esetben készen vagyunk.

Ha viszont létezik z,y € Z, melyek nem konjugaltak, akkor x és y generalja S—et.
Valoban, kiilonben létezik egy x—et és y—t tartalmazé M maximaélis részcsoport. A fenti
szdmoléashoz képest most kétszer annyi, vagyis |M| darab involicié lenne M—ben, ami
lehetetlen. Ezért az x és az y tényleg generalja S—et. A 12.3 miatt tehat G izomorf egy
diédercsoporttal, azaz az xy elem altal generalt N részcsoport maximalis. A diédercsoport
szerkezete miatt N egyetlen involucidja benne van S centrumaban. A feltétel szerint 1étezé
z € N NZT elemre tehat Cg(z) = 5, azaz S legfeljebb négyelemi, és igy Abel. O

Legyen most GG véges egyszeri csoport, b € GG olyan involucio, melynek C centralizatora
a Klein—csoport, és S a G egy C—t tartalmazo 2-Sylowja. Megmutatjuk, hogy S = C.
Legyen M maximalis részcsoportja S—nek. Thompson lemmaja (12.2) miatt van olyan
g € G, hogy b9 € M. A ¢ = b9 involucié G—beli centralizatora szintén négyelemi. Ezért
teljesiilnek az el6bbi lemma feltételei, azaz tényleg S = C. A Thompson—lemma miatt G
Osszes involucidja konjugalt, ezért mindegyiknek a Klein—csoport a centralizatora.

Legyen M = Ng(C). Alkalmazzuk az 5.8. Feladat megoldasanak gondolatmenetét.
A 4.3. Burnside—tétel miatt Cg(C)-ben van egy K normal 2-komplementum, ami tehat
centralizalja C—t, és igy a b involuciot is. Ezért K = {1}. Az 5.8. Feladat megoldasa
tehat azt mutatja, hogy |M| = 12, és az M (ciklikus) 3—-Sylowjai permutaljak a C' harom

c sz

fogjuk kihasznalni.)

12.5. Allitas. A G minden olyan C szerinti mellékosztéalya, mely nem része M -nek,
pontosan egy involiciét tartalmaz.
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Bizonyitds. Az involaciok szama |G|/|C| = |G|/4 = 3|G : M|, ebbdl harom esik az M
részcsoportba (hiszen abban C' az egyetlen 2-Sylow részcsoport). A C' mellékosztalyainak
szama 3|G : M|, ebbdl szintén harom esik M-be. A két szam egyezése miatt elegendd
megmutatni, hogy egyetlen uC' (v € G \ M) mellékosztalyba sem eshet két involucio.
Tegyiik fel, hogy x,y két ilyen involicio, azaz 2~ 'y = zy = a € C. Ekkor ay = z, és
ezért (ay)? = 1, ahonnan ya = ay, tehat y € Cg(a) = C, ami ellentmond annak, hogy
y¢ M. O

12.6. Allitas. Legyen u € M, u # 1. Ekkor Cg(u) C M.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ellenkezsleg, uy = yu valamilyen y ¢ M esetén. Az el6z6
allitas miatt y = za, ahol a € C és x involicié. Az uxa = rau egyenlGségbdl azt kapjuk,
hogy ra = x%a%, azaz v~ 'z* € C (hiszen u € M miatt a* € C). De z és 2% involiiciok,
melyek ugyanabban a C' szerinti mellékosztalyban vannak. Mivel x ¢ M, az el6z6 allitas
miatt z = z%, vagyis u € Cg(x). Az z involucié centralizatora Klein—csoport, igy maga
u # 1 is involicié. Mivel u € M, ezért u € C, de akkor nem centralizalhatja a C—n kiviili
y elemet. [

Most befejezziik a 12.1. Tétel bizonyitasat. Legyen n = |G : M| — 1, és x;,y;, 2; az
M szerinti i—edik bal mellékosztalyban 1év6 harom involuci6 (1 < i < n). Belatjuk, hogy
az Osszesen 2n darab x;y;, x;z; szorzat paronként kiilonb6z6 elemei M \ C-nek. FEzek
a szorzatok nyilvan M-beliek, de nincsenek C—ben (a 12.5 miatt). Tegyiik fel, hogy az
x # y és u # v involicidkra zy = uv € M. A feltételt invertdlva yr = vu, és ezért
(xy)™ = uxxyru = uvuu = wv = xy, igy az elézd allitds miatt zu € M, azaz = és u is
ugyanabban az M szerinti bal mellékosztalyban vannak. Tehat az iménti 2n elem tényleg
paronként kiilonbozd.

Azt kaptuk tehat, hogy 2n < |M| — |C| = 8, azaz |G : M| < 8/2+ 1 = 5, vagyis hogy
|G| < 60. A 2.5. Lemma modszerével G-t az M mellékosztalyain hattatva kapjuk, hogy
G = As, vagy G = M, de ez utobbi nem egyszerii csoport. [J

Megjegyezziik, hogy az utolsé6 harom allitasban hasznalt technikat lényegesen lehet alta-
lanositani (lasd Feit—Suzuki-Thompson tételeit a mar idézett Gorenstein—konyv kilencedik
fejezetében). Ezek az eszkozok igen fontosak annak vizsgalatdban, hogyan lehet egy adott
involuci6—centralizatorhoz az Osszes egyszeri csoportot megtalalni. Az involaciokkal vald
szamolésokkal bizonyitjuk a kévetkezd tételt is.

12.7. Tétel. Adott C csoporthoz csak véges sok olyan G véges egyszerd csoport van,
melyben egy involiicié centralizatora C'—vel izomorf.

Bizonyitds. Legyen u € G involacio, melynek K = Cg(u) centralizatora C—vel izomorf,
és t = |G : K| az u konjugaltjainak szama. Mivel Z(G) = {1}, azért ¢ > 1. Tekintsiik
az Osszes vw szorzatot, ahol v és w konjugaltja u—mak. Ily moédon t-szer kapjuk meg az
egységelemet, a G t&bbi elemét tehat atlagosan m = (t2 — t)/(|G| — 1)-szer. Azaz van
olyan 1 # g € (G, amit legalabb m-szer megkapunk. Ha g = ww, akkor, mint lattuk,
g¥ = g~ 1. Tehat legalabb m darab v involdciéra lesz g¥ = g~! (hiszen ha vw = g = v'w’
esetén v = v’, akkor w = w’). Azon h elemek szama, melyekre g" = g~!, éppen |Cg(g)|.
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Belattuk tehat, hogy m < |Cq(g)|. Ezért

GG =1 _ |G
22—t = 2/2

G : Calg)] < = 2|K|* =2|C|*.

A 2.5. Lemma szerint tehat |G| < (2|C]?)!. O
Utolso involicio—centralizatoros tételliink bizonyitdsdhoz méar karaktereket hasznalunk.

12.8. Tétel. Legyen G véges egyszerii csoport, melyben egy involiicié centralizatora a
D, diédercsoport. Ekkor |G| vagy 168, vagy 360.

Megjegyezziik, hogy pontosan egy olyan egyszerd csoport létezik, melynek rendje 168,
és olyan is, melynek rendje 360. Ez utobbi az Ag, a méasikrol a kovetkezs fejezetben lesz
sz6. Annak konnytd volt a bizonyitasa, hogy minden 60 rendi egyszert csoport izomorf
As—tel. A mostani két allitashoz mar sokkal tobbet kellene szamolni, a 360 rendd eset
karaktereket is hasznal.

Bizonyitds. Legyen G véges csoport, amelyben az u involacié C' centralizatora a D4. Ha
S D C egy 2-Sylow, akkor legyen v egy involucié az S centruméban. Ekkor v centralizalja
u—t, azaz v € C. Tovabba v centralizalja C C S—et, ezért v € Z(C). A D4 centruma
azonban kételemt, azaz v = v, vagyis S centralizilja u-t, és ezért S = C. Belattuk
tehat, hogy G 2-Sylowja izomorf D4—gyel. Annak dacara, hogy D4 bonyolultabb, mint a
Klein—csoport, ez a lépés sokkal egyszeriibb volt, mint az el6z6 bizonyitasban.

Legyen M a forgatasok részcsoportja C—ben. Ebben csak egy involucié van, ezért a
12.2. Thompson—lemma miatt ismét tudjuk, hogy G—ben barmely két involicié konjugélt,
és ezért mindegyik involucié centralizatora D4. Belatjuk, hogy M TI-halmaz. Valéban,
ha M N M9 # {1}, akkor g centralizalja az M N MY egyetlen involucidjat, és ezért g € C,
vagyis M <C miatt M9 = M. Nemcsak azt lattuk be tehat, hogy az M TI-halmaz, hanem
még azt is, hogy Ng(M) = C.

Az M = Z, csoportnak két nem valos karaktere van, legyen A ezek valamelyike. A
11.15. Gyakorlat megoldasa soran kideriil, hogy A = x4 éppen a D, csoport egyetlen
irreducibilis, masodfoki karaktere, mig (15,)¢ = 1o + x2 értéke 2 az M—en, nulla azon
kiviill. A 0 = (1 — )\)D = X1 + X2 — X4 tehat teljesiti a 11.11. Lemma feltételeit. Ezért
(09,09 = [0,0] = 3, s [0%,1g] = [0,1¢] = 1. Azaz ha 0 = > m;1; a G irreducibilis
karaktereire valo felbontés, akkor az 1¢ egyiitthat6ja ebben a felbontasban 1, és > m? = 3.
Azaz még két irreducibilis karakter szerepel, +1 egyiitthatoval. Mivel 6% (1) = 6(1) = 0,
az egyik egyiitthato pozitiv, a masik negativ. Az u elemet behelyettesitve tehat

09 =14x—v, 0=1+x1)-o(1), 4=1+x(u)—v().

A b= x(u) és ap(u) = b— 3 egész szamok, hiszen mésodik egységgyokok Osszegei. A
masodik ortogonalitéasi relacié miatt

8 = [Cal(u)| > 1+ x(u)? +¥(u)?,

vagyis b is és b — 3 is legfeljebb ketts. Ezért b = 1 vagy b = 2. Ez a két eshetdség
vezet majd el a G csoport két lehetséges rendjéhez. Ahhoz azonban, hogy e karakterek
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fokait is korlatozni tudjuk, még meg kell dolgoznunk. Jel6lje I = IC; a G—beli involuciok
konjugalt osztalyat, és tekintsiik az a;;, szamokat. Ha g € IC,,, akkor, mint a 7.6. Lemma
bizonyitasaban lattuk,

Qi = H(an) ‘ v, w € IC,Uw = g}‘ = (ZS(g)?

ahol az igy definidlt ¢ persze osztalyfiiggvény. Ezt 1 # g € M-re ki is tudjuk szdmolni.
Ha ugyanis vw = g, akkor v9 = g~! € M, ezért vagy g = u, és akkor v € C, vagy g # u,
és akkor MV = M, azaz ismét v € C. Tehat a (v, w) parokat C—ben kell keresni, ezért
o(g) = 4.

Masfelsl viszont a 10.4. Lemma (d) allitasa szerint

R &S ),
Gb(g)—aiw— |G| mzz1 m(l) ¢m(g )

Mind ¢(g), mind 1), (u) valds, ezért mindkét oldalt konjugélva e képletben 1, (g~ 1) helyett
Y (g)-t irhatunk. A 0% -vel skalarisan szorozva kiesik G karaktereinek nagy része:

xW)? ()’
NOR w<1>] |

Tudjuk, hogy |G| = 8|K]|, hiszen |C¢(u)| = |C| = 8. A reciprocitast alkalmazva

@ 4 - K

[eG,qs]:[9,¢|M]:i(o+(1—@')-4+(1+1)-4+(1+¢)-4) — 4.

Ezeket behelyettesitve dtrendezéssel kapjuk, hogy

2 2
x(1)  ¥()

Legyen most a = x(1), ekkor tehat ¢ (1) = a + 1. Vizsgéljuk elszor a b = 1 esetet. Kozos

nevezdére hozva kapjuk, hogy

28a(a + 1)
(a —1)
Mivel a — 1 és a relativ primek, a — 1 és a + 1 legnagyobb kozos osztoja pedig legfeljebb
ketts, kapjuk, hogy a nevezd kettG-hatvany, ami osztja 2°-t. Masfelsl viszont 16 mar nem
osztja G rendjét, ezért a nevezdben legalabb 2° szerepel. A 8 ‘ |G| feltétel miatt végiilis
(a —1)? = 2% adodik, amibél a = 9, és |G| = 360.
A masik esetben b = 2, és ekkor

Gl =

~ 2%a(a+1)
Gl = (a+2)2

Az el6bbi érvelés most azt adja, hogy (a + 2)? = 25, azaz a = 6, és |G| = 168. O
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13. Egyszeri csoportok. Ebben a részben, a teljesség barmiféle igénye nélkiil, a véges
egyszerti csoportok klasszifikicidjaval kapcsolatos eredményekrdl lesz sz6. Az, hogy A,
egyszeri csoport ha n > 5, mar Galois szaméara is ismeretes volt, ezen mulik annak bizo-
nyitasa, hogy a 4-nél magasabb foka egyenletekre nincsen gyokképlet. Ugyancsak régrol
ismeretesek az tgynevezett klasszikus egyszerd csoportok, melyek tobb végtelen sorozatot
alkotnak. Ezek taldn legfontosabb csaladjaval, a projektiv specidlis lineéris csoportokkal
(PSL(n,q)) kés6bb megismerkediink majd.

Mar a mult szazadban taladltak olyan csoportokat, melyek nem illettek be ezekbe a
végtelen sorozatokba. Az els6 6tot felfedezdjiikrsl Mathieu—csoportoknak nevezziik. Jeliik
M1, Mio, Moo, Moz és Msy. Az index azt fejezi ki, hogy ezek az adott elemszami halmazon
haté permutaciocsoportok, valojaban bizonyos blokkrendszerek automorfizmus—csoportjai.
Azért valtak érdekessé, mert sokszorosan tranzitivak, errsl késébb még lesz sz6.

A szazad elején vetette fel Burnside hires problémajat, hogy van—e paratlan rendd nem-
kommutativ egyszert csoport. Noha akkoriban mar tobb modszer létezett egyszerti cso-
portok vizsgalatara (t0bbek kozott a transzfer is, a karakterek is), a kérdés sokaig nyitott
maradt. Az 1950-es években Suzuki meghatarozta az Osszes olyan egyszerd csoportot,
melyben minden egységtsl kiillonb6zé elem centralizatora Abel-féle. Suzuki gondolatai-
bol kiindulva Feit, M. Hall és Thompson bebizonyitottdk, hogy ha egy paratlan rendt
csoportban minden egységtdl kiillonb6z6 elem centralizatora nilpotens, akkor G feloldhato,
majd modszereiket tovabb finomitva végiilis belattak, hogy minden paratlan rendi csoport
feloldhato. A bizonyitas (W. Feit, J. G. Thompson, Solvability of groups of odd order,
Pacific J. Math., 13 (1963), 775-1029) t6bb, mint 250 oldal.

Ezutan méar nem sokaig varatott magara az egyszerd csoportok teljes klasszifikicidja.
El6szor Thompson egy tjabb 600 oldalas cikkben meghatarozta azokat az egyszerti csopor-
tokat, melyek minden valodi részcsoportja mar feloldhato, ez utobbi munkajiért Fields—
Medalt (matematikai Nobel dijat) kapott. A klasszifikicio az 1980-as évek elején valt
teljessé.

A véges, nemkommutativ, egyszerd csoportok 17 végtelen sorozatba tartoznak, és ezen
kiviil van még 26 egyszerid csoport, melyek egyik sorozatnak sem tagjai. Ezeket sporadi-
kus egyszerd csoportoknak nevezziik. A végtelen sorozatok egyikét az alternald csoportok
alkotjak. A tobbi sorozatot Chevalley foglalta egységes rendszerbe. A konstrukciok Lie—
algebrak segitségével torténnek. A sorozatok kozil 6 két paraméteres (ilyen példaul a
PSL(n,q) csoportok sorozata), a tobbi 11 egy paraméteres. A sporadikus egyszerd cso-
portok listaja az elsé tablazatban talalhato a fejezet végén, a tovabbiakban ennek jel6léseit
hasznaljuk. Ide tartoznak példaul a mar emlitett Mathieu—csoportok is.

Erdemes elidézni kicsit a legnagyobb sporadikus csoportnal, mely a Monster névre hall-
gat. Rendje

808 017 424 794 512 875 886 459 904 961 710 757 005 754 368 000 000 000,

azaz 8.08 - 10°3. Osszehasonlitasképpen néhany adat: a vilagegyetem nukleonjainak (pro-
tonok és neutronok) szama 3 - 1077, térfogata (jelenleg) 108° kobcenti, a Fold tomege
3.5 - 10%!-szerese egy proton témegének (tehat a Monsternek sokkal tobb eleme van, mint
ahany atombol a Fold all), végiil az &srobbanés (azaz a vilag kezdete) ota minddssze
4.7 -10'" masodperc telt el.
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Ebbdél lathatjuk, hogy egy ekkora csoportot egyaltalan nem trivialis megkonstrualni.
A klasszifikacionak ez volt az utolso lépése. Mar tudtak, hogy a Monster elemszama a
fenti, hogy 194 konjugalt osztalya van, ismerték a karaktertablajat is (ez 194-194 = 37636
szam), csak azt nem tudtak, hogy ilyen csoport létezik—e. Végiil Griess talalt egy 196884—
dimenzids algebrat, melynek bizonyos automorfizmusai a Monsterrel izomorf csoportot
alkotnak.

Erdekes észrevenni, hogy a konjugalt osztalyok szama milyen kicsi a csoport rendjéhez
képest. Az Ms, Mathieu—csoportnak példaul minddssze 26 irreducibilis karaktere van. Ez
a csoport alapvets szerepet jatszik a Monster, és sok méas sporadikus egyszertd csoport
szerkezetében is.

Emlékezziink vissza, hogy egy G csoport akkor involvalja H-t, ha H elgall G alkalmas
részcsoportjanak faktoraként. Ilyenkor persze H rendje osztja G rendjét. A spoéradikus cso-
portoknal tudjak, hogy melyek involvaljak melyeket, egyetlen kivétellel: az nem ismeretes,
hogy a Monster involvalja—e Ji—et (noha az kideriilt, hogy csak maximaélis részcsoportja
lehet, és ismerik M azon konjugélt osztalyait, melyek egy ilyen részcsoportba belemetsz-
hetnek). Ezen kiviil M az 6sszes sporadikus csoportot involvélja, az alabbiak kivételével:

Js, Ru, O'N, Ly, J,

(a J3 és a Ru csoportok egyetlen sporadikus csoportot sem involvalnak, és ket sem invol-
valja egyik sporadikus csoport sem). A Monster involval szamos méas egyszertd csoportot is,
példaul a PSL(2,q) csoportokat ha 2 < ¢ < 17 primhatvany, ugyanakkor nem involvalja
az Osszes olyan PSL(2,q) csoportokat, melyek rendje osztoja M rendjének.

Léssuk az Osszes nemkommutativ egyszert csoportot, melynek rendje egymillional ki-
sebb. Ezek szama 56, melybdl 39 izomorf a PSL(2, q) csoporttal alkalmas ¢ primhatvanyra,
tovabbi harom izomorf PSL(3,q)-val (¢ = 3,4,5), és egy, As = PSL(4,2). Ezt a 43 cso-
portot a harmadik tablazat tartalmazza, a tébbi 13—at a masodik tablazatban soroltuk fel.
Itt szerepel két alternalo csoport (Ar, Ag), 6t sporadikus csoport (az elsé harom Mathieu
és az els6 két Janko), a marado hat csoport pedig tovabbi végtelen sorozatoknak elemei,
ezeket nem definialjuk. Megjegyezziik, hogy két nemizomorf 20160 rendti egyszerii csoport
van.

Most mar itt az ideje, hogy megtudjuk, mik is ezek a PSL(n,q) csoportok. Mint az
eddigiekben is, jelolje GL(n, K) az n X n—es nem szingularis matrixok csoportjat. Ez még
nem egyszeri csoport, tébb okbol sem. Egyrészt Z centruma nem trivialis (a 9.7. Lemma
miatt éppen a skalarmatrixokbol all). Masrészt a determinansképzés homomorfizmusa
GL(n, K)—nak a K test multiplikativ csoportjaba, jelélje ennek magjat, azaz az 1 deter-
minanst matrixok normalosztojat SL(n, K) (specialis linearis csoport). A GL(n,K)/Z
csoportnak specialis geometriai jelentése van. A valos test feletti projektiv sik kollinedcio—
csoportja, mint ez geometriabol ismeretes, éppen a GL(3,R)/Z csoport. Ezt az allitast
tetszGleges K testre lehet altalanositani (amihez meg kell alkotnunk a K feletti, adott
dimenzios projektiv tér fogalméat). Ezért a GL(n, K)/Z csoport neve altalanos projektiv
lineéris csoport, jele PGL(n, K). Végil PSL(n,K) vagy L, (K) jeloli az SL(n, K) cso-
portnak a benne 1év6 skalarmatrixok altal alkotott norméloszté szerinti faktorcsoportjat.
Ha n = 1, akkor csoportjaink mindegyike kommutativ, ezért a tovabbiakban feltessziik,
hogy n > 2.
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Mivel véges csoportokat szeretnénk kapni, célszeri a K testet is végesnek valasztani. A
Galois—elmélet keretében be fogjuk latni, hogy izomorfia erejéig minden ¢ primhatvanyhoz
pontosan egy ¢ elemi test létezik. Ha K a ¢ elemd véges test, akkor a most definialt
csoportok jelolésében K helyett ¢—t frunk.

13.1. Tétel. A PSL(n,q) csoport egyszert, kivéve PSL(2,2) és PSL(2,3).

A tétel bizonyitasa matrixokkal valé szamolas, megtalalhato példaul a mar idézett Hup-
pert konyvben (6.13. Tétel). Ugyanitt talalhatok az alabbi hasznos izomorfizmusok bizo-
nyitasai (melyek tablazatainkbol is kiolvashatok).

13.2. Tétel. Az alabbi izomorfizmusok teljesiilnek.

(a) PSL(2,2) = SL(2, 2) = GL(2,2) = Ss.
(b) PSL(2,3) =

(c) PSL(2,4) %PSL( ,5) = As.

(d) PSL(2,7) = PSL( ,2) (rendjiik 168).
(e) PSL(4,2) = A

(f) PSL(2,9) =~ A

13.3. Tétel. Legyen

Ekkor
M M
GL(n,q)|=M; |SL(n,q)|=|PGL(n,q)|=——; |PSL(n,q)|=-—.
GL(n,q)] SL(n. )| = |PGLn.q)| = =7 IPSLm.a) = =g
Bizonyitds. Legyen V egy n—dimenzi6s vektortér a g elemd K test felett, és vq,..., v, egy

bézis. Szamoljuk meg a regularis linearis transzforméciokat. A vy képe tetszGleges nem
nulla vektor lehet, ez ¢” — 1 médon valaszthaté. A vy barhova képzédhet a v, generélta al-
téren kiviil, ez ¢ — g—féleképp lehetséges, és igy tovabb. Ezért GL(n, q) rendje tényleg M.
A determinans a K multiplikativ csoportjaba képez, ezért SL(n,q) indexe ¢ — 1. Az inver-
talhato skalarméatrixok szama g — 1, azaz PGL(n,q) egy ¢ — 1 elemt norméaloszt6 szerinti
faktor. Végiil az utolso allitas bizonyitdsdhoz azt kell megmutatni, hogy az 1 determinansu
skalarmatrixok szdma d = (¢ — 1,n). Ehhez meg kell szamolni K azon elemeit, melyek
n—edik hatvanya az egységelem. A 9.8. Tétel miatt K multiplikativ csoportja ciklikus, és
ezért készen vagyunk. [

Végezetiil néhany hires eredményt sorolunk el, ami a klasszifikaciobol kovetkezik. A
11.16. feladatban definidltuk, mit jelent egy k—tranzitiv permutaciécsoport. A klasszi-
fikdcié kombinatorikai alkalmazasai soran is altalaban permutaciécsoportokra vonatkozo
problémak keriilnek el§. Ez szorosan Osszefligg a maximalis részcsoportok leirdséval, hi-
szen tObbszordsen tranzitiv csoportban a stabilizatorok kénnyen lathatéan maximalis rész-
csoportok. Az egyszeri csoportok legtobbjének mar ismerik a maximalis részcsoportjait.
Hadd alljon itt egy meglepd eredmény, ami a klasszifikdcié bizonyitasa el6tt hires sejtés
volt.
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13.4. Tétel. Legyen p prim, és tekintsiik az Sig, .. p—1) Szimmetrikus csoport azon
részcsoportjat, melyet az ax + b (a # 0) alaki permutéciok alkotnak (ahol a miiveletek
mod p értenddk). Ekkor ez ((p — 2)! indexti) maximalis részcsoport.

13.5. Tétel. Az A, és S, csoportokon kiviil nincs olyan permutaciécsoport, amely lega-
labb hat—tranzitiv lenne. Két 6t—tranzitiv csoport van, az Mys és Moy Mathieu—csoportok.
A négy—tranzitiv csoportok szama négy, az el6zd kettén kiviil még My, és Mog.

Harom—tranzitiv csoport mar végtelen sok van, de a klasszifikiciobol még a ketté—
tranzitiv csoportok teljes leirasa is kovetkezik.

13.6. Tétel. Minden véges egyszerii csoport generalhaté két elemmel.

E tétel szerint ha egy G véges csoport barmely két elemmel generalhat6 részcsoportja
feloldhato, akkor G is feloldhato, és ezt igen nehéz bizonyitani. Ugyanakkor G nyilvan
pontosan akkor Abel, ha barmely két elemmel generalt részcsoportja Abel, és pontosan
akkor nilpotens, ha barmely két elemmel generalt részcsoportja nilpotens (hiszen ekkor
barmely két relativ prim rendi elem felcserélhetd).

A G csoport belsé automorfizmusai normalosztot alkotnak G automorfizmusainak cso-
portjaban. Az e szerinti faktort nevezziik G kilsd automorfizmus—csoportjanak.

13.7. Tétel. Ha GG véges egyszert csoport, akkor kiilsé automorfizmus—csoportja felold-
hato.

Ez az allitas Schreier—sejtés néven volt ismeretes. Példaul a sporadikus csoportok kiilsé
automorfizmus—csoportja legfeljebb kételemii lehet.
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1. Tablazat. A sporadikus csoportok jele, rendje és felfedezsik.
My 2*-32.5-11 Mathieu
My 26.33.5.11 Mathieu
My 27-32.5.7-11 Mathieu
Mys 27-32.5.7-.11-23 Mathieu
My, 2'0.3%.5.7-11-23 Mathieu
Jo 27.33.52.7 Hall, Janko
Suz 213.37.5%2.7.11-13 Suzuki
HS 29.32.53.7.11 Higman, Sims
MecL 27-35.5%.7.11 McLaughlin
Cos 219.37.5%3.7.11-23 Conway
Cop, 218.36.53.7.11.23 Conway
Co; 2%1.3%.5%.72.11.13.23 Conway, Leech
He 210.33.52.73.17 Held /Higman, McKay
Figp 2'7.3%.52.7.11-13 Fischer
Figg 2'8.313.5%.7.11-13-17-23 Fischer
Fib, 221.316.52.73.11.13-17-23-29 Fischer
HN 2%.36.56.7.11.19 Harada, Norton/Smith
Th  215.310.5%.72.13.19-31 Thompson/Smith
B 241.313.56.72.11.13-17-19-23-31-47 Fischer/Sims, Leon
M 246.320.59.76.112.13%.17-19-23-29-  Fischer, Griess
:31-41-47-59-71
J1 23.3.5-7-11-19 Janko
O'N 29.3%.5.73.11-19-31 O’Nan/Sims
J3 27.3°.5.17-19 Janko/Higman, McKay
Ly 28.37.56.7.11-31-37-67 Lyons/Sims
Ru 214.33.5%3.7.13.29 Rudvalis/Conway, Wales
Jy 221.33.5.7.113.23-29-31-37-43 Janko/Norton, Parker,

Benson, Conway, Thackray

2. Tablazat. Az egymillional kisebb rendii egyszerti csoportok, 1.

A, 2520=23
Us(3) = G5 (2) 6048=25
M11 7920:24
Us(2) =2 S4(3) 25920=26
Sz(8) 29120=26
Us(4) 62400=26
My, 95040=26
Us(5) 126000=2*
J1 175560=23
A, 181440=26
Moo 443520=2"
Jo 604800=2"

S4(4) 979200=2%

.32.5-7
.33.7
-32.5-11
.34.5
-5-7-13
-3-5%.13
-3%.5-11
.32.53.7
-3-5-7-11-19
3457
32.5.7-11
.33.52.7
.32.52.17



3. Tablazat. Az egymillionél kisebb rendii egyszerti csoportok, II.
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PSL(2,4) = PSL(2,5) = As 60=2%2-3-5

PSL(2,7) = PSL(3 2) 168=23-3-7

PSL(2,9) = Ag =2 S4(2) 360=23-32.5
PSL(2,8) = ( )! 504=23.32.7
PSL(2,11) 660=22-3-5-11
PSL(2,13) 1092=22.3-7-13
PSL(2,17) 2448=2* .32 .17
PSL(2,19) 3420=2%2.32.5-19
PSL(2,16) 4080=2%-3-5-17
PSL(3,3) 5616=2%-33 .13
PSL(2,23) 6072=2%-3-11-23
PSL(2,25) 7800=2%-3-52.13
PSL(2,27) 9828=2%.33.7.13
PSL(2,29) 12180=22-3-5-7-29
PSL(2,31) 14880=2°-3-5-31
PSL(4,2) = Ag 20160=2%-3%.5.7
PSL(3,4) 20160=2%-32.5.7
PSL(2,37) 25308=22%-32 .19 - 37
PSL(2,32) 32736=2°-3-11-31
PSL(2,41) 34440=23 -3 .5-7- 41
PSL(2,43) 39732=22.3.7-11-43
PSL(2,47) 51888=2%.3 .23 -47
PSL(2,49) 58800=2%-3 - 52 . 72
PSL(2,53) 74412=22 - 33 - 13- 53
PSL(2,59) 102660=22 -3 - 529 - 59
PSL(2,61) 113460=2%-3-5-31-61
PSL(2,67) 150348=2%2 -3 -11-17 - 67
PSL(2,71) 178920=23 -32.5-7- 71
PSL(2,73) 194472=23 - 32.37 - 73
PSL(2,79) 246480=2%-3-5-13-79
PSL(2,64) 262080=25-32.5.7-13
PSL(2,81) 265680=2%-3%.5 .41
PSL(2,83) 285852=2%.3.7-41-83
PSL(2,89) 352440=2%.32.5.11-89
PSL(3,5) 372000=2° - 3 - 5% - 31
PSL(2,97) 456288=2° -3 - 72 .97
PSL(2,101) 515100=2%-3-5% - 17- 101
PSL(2,103) 546312=2%-3.13-17-103
PSL(2,107) 612468=22 - 3% - 53 - 107
PSL(2,109) 647460=22 - 33 -5-11-109
PSL(2,113) 721392=2%.3.7-19-113
PSL(2,121) 885720=23-3-5-112- 61
PSL(2,125) 976500=2%-32 . 53 .7.31



