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1. fejezet

Bevezetés

A differencidlegyenletek gyakori eszkozei a természettudoményos, miszaki, kozgazdasagi
folyamatok leirasanak, azaz a folytonos matematikai modelleket tobbnyire ezek segitsé-
gével lehetséges (és szokasos) leirni. Az ilyen modellek vizsgalataval a kozonséges (illetve
parciélis) differencidlegyenletek elmélete foglalkozik. Ezek a vizsgdlatok els6sorban a
kiilonbozo jellegii feladatok megoldhatésagaval foglalkoznak, elsésorban azt vizsgaljuk,
hogy a kitiizott feladat milyen feltételek mellett lesz korrekt kitiizési. A megoldas konk-
rét el6allitdsa zart alakban (azaz megaddsa olyan képletek segitségével, amelyek ismert
és konnyen kiértékelheté fiiggvényeket tartalmaznak) csak ritkdn lehetséges. Ezért gya-
korlati szempontbdl megkeriilhetetlen az a megkozelités, aminek soran a megoldast vala-
milyen numerikus modszer segitségével kozelitd alakban keressiik. Mint latni fogjuk, ezek
a modszerek lehetové teszik a numerikus megoldas nagy pontossagu és meghizhaté eloal-
litasat. Ez utobbi azt jelenti, hogy becslést tudunk adni az ismeretlen pontos megoldés
és az alkalmazott numerikus modszerrel nyert numerikus megoldas kozotti eltérésre.

A konyv alapvetd célja bevezetni az Olvasét a kozonséges differencidlegyenletek nu-
merikus modszereinek alapjaiba, illetve ismertetni azokat az eljardsokat, amelyeket a
programcsomagok is hasznalnak. Ezen a teriileten érezhetoen intenziv a fejlédés, amely-
r0l a megjelent cikkek és monografiak viszonylag nagy szama is arulkodik.

A konyv mindazoknak késziilt, akik valamilyen szinten a numerikus modszereket sze-
retnék alkalmazni, és nem érik be azzal, hogy egy programcsomag, altaluk nem ismert
modon kiszamolt eredményét hasznaljak, hanem a dolgok hatterét és megbizhatdosdagat
is szeretnék latni. A témahoz kapcsolodd sziikséges numerikus elGismeretek nagy részét
ismertetjiik, és a tovabbi ismeretek egyéb ismeretek megszerzésére javasoljuk az altalanos
numerikus analizis kérdéseibe bevezetd és elektronikusan hozzaférhet6 [5] konyvet.

A konyv alapvetoen az Eotvos Lorand Tudoméanyegyetem alkalmazott matematikus
mesterszakon tartott kurzusaimon alapul. Ezért koszonettel tartozom hallgatéimnak,
akik az eloaddsok soran kérdéseikkel, észrevételeikkel az egyes részek ujragondoldsara
serkentettek, és a konyv tobb részén a kozos gondolkodasunk eredménye talalhatd meg.
Nagyon halés vagyok birdlomnak, Mincsovics Miklosnak, aki lelkiismeretesen atnézve a



kéziratot szamos javito, a konyv lényegét jobban kiemelo észrevételt tett. Koszonettel
tartozom Csorgé Gabornak, aki a konyv elkészitésének szamos technikai részét magéra
vallalta. A legnagyobb koszonet azonban csaladomat illeti, akik elnézték a konyv irdsa
miatti elfoglaltsdgomat.

Budapest, 2013 februar.

Farago Istvan



2. fejezet

Ko6zonséges differencialegyenletek
kezdetiérték-feladata

Ebben a fejezetben megismerkediink a numerikus médszereink targyat képezo
kozonséges differencidlegyenletekkel, illetve kezdetiérték-feladataival, és ezek
elméleti osszefoglalasaval foglalkozunk. Megvizsgaljuk, hogy milyen feltételek
mellett 1étezik egyértelmii megoldas. A fejezet jelentos részét képezi a parcia-
lis differencialegyenletekkel vald kapcsolat vizsgalata. Megmutatjuk, hogy az
un. szemidiszkretizacié segitségével a parcidlis differencidlegyenletek (ame-
lyek jobban leirjdk a vizsgalt jelenséget), szintén j6l kezelhet6k kozonséges
differencialegyenletekkel. Foglalkozunk a specialis tulajdonsagi rendszerek
(az un. merev rendszerek) tulajdonsdgaival is.

2.1. Elméleti 6sszefoglalo

El6szor a kezdetiérték-feladatnak a megfogalmazasaval és megoldhatosdagaval
foglalkozunk, kiilon kitérve a numerikus szempontbdl fontos szerepet jatszo
stabilitasra is.

2.1.1. Ko6zonséges differencidlegyenletek kezdetiérték-feladata
és megoldhatosaga

2.1. Definicié Legyen G C R x R? egy tartomdny (azaz Osszefiiggd, nyilt halmaz),
(to, up) € G egy adott pont (ty € R, ug € RY), f: G — R egy folytonos leképezés.
A

du(-)

= fow), u(ty) = uo (2.1)



feladatot kezdetiérték-feladatnak, avagy mds szoval Cauchy-feladatnak nevezziik.

A koénnyebb dttekinthetéség kedvéért frjuk ki a (2.1) feladatot koordinatanként! Je-
16lje u;(-) az ismeretlen u(-) vektorértékii fiiggvény i-edik koordinédta-fiiggvényét, f; :
G — Raz fésuy (1 =1,2,...,d) pedig az uy vektor koordinatait. Ekkor a Cauchy-
feladat felirhato a kévetkez6 in. koordinatankénti alakban:

dui(1)
— = fil-,uq, ... ug), (2.2)
wi(to) = uo;

aholi=1,2,...,d.

Egy Cauchy-feladat megoldasa azt jelenti, hogy meghatarozzuk az 6sszes olyan u :
R — R? fiiggvényt, amely valamely I C R intervallum pontjaiban egyrészt behelyette-
sitheté a (2.1) feladatba, masrészt pedig azt ki is elégiti.

2.2. Definicié Az olyan w: I — Re (I egy nyilt intervallum) folytonosan differencidl-
hato fiigguényt, amelyre

o {(t,u(t)): tel}CGéstyel;

o dult) = flt,u(t)), minden te€l,
dt
° ’U,(to) = U

a (2.1) Cauchy-feladat megolddsanak nevezziik.

Amikor a (2.1) Cauchy-feladat egy természettudoményos, miszaki, kozgazdasagi folya-
mat matematikai modellje, akkor alapvetd kovetelmény, hogy létezzen egyértelmi meg-
oldasa. Ennek biztositdsdra vezessiik be a H(to,ug) = {(t,u) : |t — o] < o, [[u —ug|| <
p} C G jelolést. (Tehat H(tg,ug) egy (to,uo) kozepi, zart, d + 1-dimenzids téglalap.)
Mivel f folytonos a zart H(tg, ug) halmazon, ezért értelmes az M = maxy (i, uo) || (¢, )|
valés szam bevezetése. Ekkor minden olyan t esetén, amelyre |t — to| < min{a, 5/M},
a (2.1) Cauchy-feladatnak létezik u(t) megoldasa. Ha emellett a H (o, ug) halmazon az f
fiiggvény a mdsodik vdltozojaban lipschitzes, azaz valamely L > 0 alland6 mellett minden
(t,uy), (t,u2) € H(to,up) pontban teljesiil a

1€, 1) — £(£, wp)[| < Lijuy — g (2.3)

un. Lipschitz-féle feltétel, akkor ez a megoldas egyértelmii is.

A tovabbiakban a (2.1) feladatra feltessziik, hogy létezik olyan H (ty, ug) C G részhal-
maz, amelyen f folytonos és a masodik valtozojaban lipschitzes, azaz létezik egyértelmi
megoldasa az Iy := {t € I : |t — to| < T} intervallumon, ahol 7" = min{a, 5/M}.
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Mivel a t valtozd az idot jeloli, ezért egy Cauchy-feladat megoldédsa azt irja le, hogy
a rendszer idoben hogyan valtozik. Mi a gyakorlati problémak vizsgédlata soran altala-
ban arra vagyunk kivancsiak, hogy idében hogyan fejlédik a rendszer. Ez azt jelenti,
hogy ha ismerjiikk a rendszer allapotat egy rogzitett idépontban, akkor abbdl hogyan
fejlédik tovabb, azaz az u(t) figgvényt a t > t, értékekre szeretnénk meghatérozni. A
t =ty idopontot kezddpontnak, a megoldasfiiggvény ezen pontbeli értékét pedig kezdeti
feltételnek nevezziik. Nyilvanvaléan nem jelent megszoritast, ha a kezdoépontot ¢y = 0
értéknek vessziik. Igy a (2.1) feladat megoldasanak értelmezési tartoménya a [0, 7] C [
intervallum, és ekkor feladatunk a kovetkezo alakot olti:

%9:mm@%t€MH (2.4)
) = g, (2.5)

Célunk a tovédbbiakban ezen u(t) fiiggvény meghatarozdsa.

2.3. Megjegyzés Az f folytonossiga esetén, (azaz f € C'(H) mellett) a Cauchy-feladat
u(t) megoldésa egyszeresen folytonosan differencidlhatd, tehat u € C'[0,T]. Ugyanak-
kor, ha f magasabb rendben sima, akkor a megoldas is simabbd valik: ha f € CP(H),
akkor u € CP*'0, 7], ahol p € N. fgy f megfeleld simasagaval a megoldas sziikséges
simasaga mindig biztosithaté. Ezért tehat nem jelent lényeges megszoritast, ha a tovab-
biakban — ahol ez sziikséges — feltessziik, hogy a megoldas megfeleléen sima.

A numerikus modszereket — a konnyebb attekinthetoség kedvéért — a skaldris egyen-
letekre fogalmazzuk meg, azaz a d = 1 esetet tekintjiik. Legyen Qr := [0,7] x R C R?,
f:Qr — R. A tovabbiakban a

du

i ft,u), u(0)=ug (2.6)

feladatot nevezziik Cauchy-feladatnak, ahol mindvégig feltessziik, hogy f € C(Qr) és a
masodik valtozéjaban lipschitzes fiiggvény, azaz

’f(tv ul) - f(t7 u2>| <L |u1 - u2| ) v(tvul)a (t, U’?) S QT? (27)

tovabba uy € R adott szam. Tehat feladatunk a kovetkezo: keressiik azon megfelel6en
sima u : [0,7] — R fiiggvényt, amelyre
du(t)
dt

= f(t,u(t)), Vte[0,T], u(0)= u. (2.8)

2.4. Megjegyzés Felmeriilhet a kérdés: van-e kapcsolat valamely ¢ : R? — R fiiggvény
folytonossaga és a masodik valtozdjaban valod lipschitzessége kozott? A valasz nemleges,
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ugyanis, mint azt a kdvetkez6 két példa is mutatja, ezek egymastol fiiggetlen feltételek.
Legyen el6szor g(z,y) = y?. Ez a fiiggvény nyilvdn folytonos a G = R? sikon, de nem
lipschitzes, ugyanis

lg(z,y1) — g(2,12)| = |yi — ¥3] = |y + vl [y — w2l

és igy a (2.7) feltétel nem teljesiilhet, hiszen y; és yo tetszOlegessége miatt |y; + y2| nem
lehet feliilrél korlatos valamely L allandoval.

Legyen most g(x,y) = D(z)y, ahol D(x) a jél ismert Dirichlet-fiiggvény'. Ekkor g sehol
sem folytonos, viszont

l9(z,91) — g(z,y2)| = [D(x)| lyr — y2| < ly1 — v,

azaz L = 1 értékkel a (2.7) Osszefiiggés érvényes a G = R? sikon.

2.5. Megjegyzés Hogyan biztosithaté a lipschitzesség? Tegyiik fel, hogy valamely
g : R? — R fiiggvény az értelmezési tartomdnydnak valamely nyilt H, részhalmazén a
masodik valtozdjaban korlatos derivalttal rendelkezik. Ekkor a Lagrange-kozépértéktétel
értelmében valamely § € (y1,y2) érték mellett g(z,vy1) — g(z,y2) = Oag(z,9)(y1 — y2),
azaz a (2.7) feltétel teljesiil az L = supp, (|029(x,y)|) < oo allandéval.

Ezen megjegyzés kovetkezménye: ha a (2.8) Cauchy-feladat f fiiggvénye a Q7 halmazon
folytonos, és a masodik valtozdjaban korldtos parcidlis derivalttal rendelkezik, akkor
létezik egyértelmii megoldasa a [0, 7] intervallumon.

2.6. Megjegyzés Rendszerek esetén hasonld &llitads nyerhet6. Legyen ugyanis g :
R+ — R? egy megfeleld simasagt fiiggvény. Ekkor

g(z,y1) — g2, yy) = J(,9)(y1 — ¥2),

ahol y € R? egy vektor, amelynek koordinatdira y, € ((y,)i, (¥5)i), J(z,y) € R4
i , .

a g fiiggvény Jacobi-matrixa az (z,y) pontban, azaz J(z,y);; = a—g(x,yi). Ezért ha
Y

a (2.5) feladatban a G C RxR? halmazon az f(t, u) fiiggvény folytonos, az u valtozéjdban

folytonosan differencialhato, valamint

L := sup
(t,u)eG

akkor 1étezik egyértelmli megoldasa.

LA Dirichlet-fiiggvény definicidja: D(z) = 1, ha x raciondlis, és D(x) = 0, ha z irraciondlis. Ez a
fliggvény minden pontban szakad.



2.7. Megjegyzés Ha a (2.5) feladatban f(¢,u) fiiggvény nem fiigg a t € R véltoz6tdl,
azaz £ = f(u) : R? — R? akkor a Cauchy-feladatot autondm rendszernek nevezziik.
Megjegyezziik, hogy egy tetszbleges nem autonom rendszer mindig atirhaté egy egyel
tobb ismeretlent tartalmazo autoném rendszerré. Ugyanis bevezetve az ug.; = t Gjabb
véltozdt, a (2.2) alakd koordinatankénti egyenletek az aldbbi médon irhatdk fel:

dui .
dt( ) = fi(udJrlaub .- -Ud)>
Ul(to) = U5, (29)
du .
dd;tlo = 1a Ud+1(t0) = t07

ahol i = 1,2,...,d. Megjegyezziik tovabba, hogy a magasabb rendii egyenletek az un.
atviteli elv segitségével atirhatok (a 2.5) alaku elsérendii rendszerré.

2.1.2. Differencialegyenletek stabilitasa

Konyviink célja wvalds feladatok matematikai és numerikus modellezésének vizsgalata.
Ezért megvizsgéaljuk, hogy ha egy kezdetiérték-feladatban a kezdeti feltétel hibaval ter-
helt (ami a mérések, a szamitogépes szamabrazolds, és szdmos més tényez6 miatt sziik-
ségszeriien el6fordul), akkor ez az eltérés hogyan hat ki az eredeti ("pontos”) megoldasra,
azaz mennyire tér el attél az idébeli haladéds esetén? Megvizsgaljuk, hogy milyen eset-
ben garantalhato a kezdeti feltétel megfelelé pontossagdanak biztositasaval, hogy egy elére
megadott értéknél kisebb mértékben térjen csak el egymastol a két megoldas. Mivel ezen
kérdéskor vizsgalata nem tartozik szorosan a kényv targyahoz, ezért a tovabbiakban csak
néhany, a numerikus médszereknél késobb el6forduld alapfogalmat emeliink ki, a részle-
tes elméleti vizsgalatoktdl eltekintiink. (Az érdekl6déknek a magyar nyelvii irodalombdl
ajanljuk a [17] konyvet, illetve a [15] elektronikus jegyzetet.)

A stabilitaselméleti alapfogalmak szemléltetésére tekintsiik meg el6szor az alabbi egy-
szerl fizikai példat. Képzeljiink el egy golydt, valamint egy 6 > 0 mélységti godrot, illetve
dombot.

A goly6 kezdeti elhelyezkedésére vonatkozéan harom esetet vizsgalunk meg. Neveze-
tesen, a golyé

1. a godor aljan helyezkedik el,
2. a domb tetején talalhato,

3. egy vizszintes sik feliileten van.

Mindharom helyzetben egyenstiilyban van a golyd, azaz, ha nem mozditjuk meg, hely-
ben marad. Azonban ha kicsit elmozditjuk, majd elengedjiik, akkor mindharom esetben
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méas torténik. (Ez azt jelenti, hogy a mozgdséat leiré kezdetiérték-feladatban a kezdeti
feltételt megvaltoztatjuk, més széval, azt perturbdljuk.) A rendszer viselkedése az egyes
esetekben nyilvanvaléan a kovetkezoek.

1. Az els6 esetben a golyd visszagurul a godor aljara, ha az elmozditott kezdeti al-
lapotdnak magassiga ¢ értékénél nem jobban tér el a godor aljatél. (Azaz, nem
vettiik ki a godorbél.)

2. A masodik esetben a golyé legurul a domboldalon, egyre jobban eltavolodik az
eredeti kezdeti helyzetétol.

3. A harmadik esetben a goly6 ott marad az elmozditas helyén, azaz nem tér vissza
az eredeti helyzetébe, de nem is tavolodik el onnan.

Tehat az els6 esetben a kezdeti feltétel -bizonyos hatarokon beliili- perturbécidjara érzé-
ketlen a megoldés, azaz, a pontos, ("perturbalatlan”) megoldds és "perturbélt” megoldés
tavolsaga korlatos marad, s6t, idében oda mindig vissza is tér, azaz a tavolsdguk nullahoz
tart. A mésodik esetben ez nem all fenn: a két allapot kozotti tavolsag kind, és kell6en
nagy ido elteltével tetszoleges nagy lesz. A harmadik esetben, az els6 esethez hasonléan,
korlatos marad a megoldésok kiilonbsége, viszont a tavolsag nullahoz valé csokkenése
ebben az esetben nem teljesiil.

Tekintsiik most az

u'(t) = du(t), t>0, (2.10)
u(0) = uo, (2.11)

skalaris kezdetiérték-feladatot, ahol A € C adott komplex szam. Ennek megoldédsa az
u(t) = eMuy fiiggvény. Ezért, ha a (2.11) helyett az u(0) = @y kezdeti feltételt adjuk
meg a (2.10) egyenletre, akkor a perturblt egyenlet megoldésa w(t) = e iy, és gy a két
megoldas eltérésére az

u(t) —a(t) = e)‘t(uo — Uy)

Osszefiiggést kapjuk. Ezért
Ju(t) — a(t)] = |e¥||(uo — ao)| = V| (ug — o).

Ezért tehat Re A < 0 esetén a megoldasok tavolsaga korlatos marad, és Re A < 0 esetén
a tavolsdg t — oo esetén nulldhoz tart. Viszont Re A > 0 esetén a kezdeti tavolsig
novekszik, és ¢ — oo esetén a végtelenhez tart. Ez azt jelenti, hogy ha a (2.10)-(2.11)
feladatot tekintjiik a pontos feladatnak, akkor a kezdeti érték perturbacigja csak Re A < 0
esetén okoz korlatos hibat, ellenkez6 esetben a kezdeti érték hibaja tovabb novekszik és
king a végtelenbe.
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Fogalmazzuk 4t a fenti eredményiinket! Legyenek wuq(t) és us(t) a (2.10) egyenlet két
tetszoleges megoldasa. Ekkor

Jur (t) — ua ()] = N (uy (0) — uz(0))].

Tehat az egyenlet két tetszoleges megoldasanak a tavolsaga csak Re A < 0 esetén marad
korlatos.

A tovébbiakban megfogalmazzuk a fenti tulajdonsagot a (2.4)-(2.5) altaldnos alaku

d‘;_f) — f(tu(), t> o (2.12)
ulin) = o, (2.13)

kezdetiérték-feladatra. Jelolje a feladat megolddsat u(t;tg, ug), ahol t > ,.2

2.8. Definicié Azt mondjuk, hogy a (2.12)-(2.13) feladat u(t;to, up) megolddsa stabil,
ha minden € > 0 szamhoz létezik olyan 6 > 0 szdm, amelyre érvényes, hogy minden olyan
Dy € R? kezdeti vektorra, amelyre

luo — Wl <, (2.14)
teljesiilnek a kovetkezok.
o az u(t;ty, vy) megoldds létezik a [ty, 00) intervallumon,

e minden t >ty esetén
|w(t; to, ug) — u(t; to, 0o)|| < e. (2.15)

2.9. Definicié Azt mondjuk, hogy a (2.12)-(2.13) kezdetiérték-feladat u(t;to, up) meg-
oldasa aszimptotikusan stabil, ha

e cz a megoldds stabil,

e crvényes a
tlim |w(t; to, uo) — u(t; o, vo)|| =0 (2.16)
—00

eqyenloség.

2Ebben a részben t6bb helyen is kiilon jelezziik a megoldas kezdeti feltételtdl (azaz az (o, up) ponttél)
valé fiiggését.
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Ha egy megoldas nem stabil, akkor instabilnak nevezziik. A fenti stabilitdsi fogalma-
kat szokasos Ljapunov-féle stabilitdsnak is nevezni.’?

A definicidk alapjan tehét a (2.10)-(2.11) kezdetiérték-feladat u(t) = e*ug megoldasa
Re A < 0 esetén stabil, Re A < 0 esetén aszimptotikusan stabil, és Re A > 0 esetén pedig
instabil.

Fontos eset a linedris rendszerek esete, azaz amikor (a 2.12) egyenletben f(¢,u(t)) =
A(t)u(t) alakt, ahol A(t) minden t € [tg, 00) esetén egy R4 matrix. Tehat feladatunk
a

dl;—f) = A(t)u(t), t>tg (2.17)
u(ty) = up. (2.18)

feladat megolddsa. A stabilitds vizsgalatat kezdjiik azzal a specidlis esettel, amikor a
méatrix nem fiigg t-t6l, azaz A(t) = A minden t > ¢, esetén, azaz a

du(t)
= Au(), t> 1 (2.19)

u(ty) = ug (2.20)

kezdetiérték-feladatot vizsgaljuk. Ekkor a megoldds u(t) = exp((t — t9)A)u, alaku.
Tegyiik fel, hogy A diagonalizdlhato, azaz létezik olyan T reguldris matrix, amellyel a
hasonlésagi transzformacié utan

T 'AT = diag[\;, ..., A\g] = A, (2.21)

ahol \; az A métrix sajatértékei. Bevezetve w(t) = T 1u(t) 4j valtozot, a (2.19) egyenlet
atirhato

dw(t)

dt

alakra. Ennek megolddsa a w(t) = exp((t — to)A)w(to) [to,00) — R? fiiggvény, ahol
w(ty) = T 'ug a kezdeti feltételbdl ismert vektor. Mivel egy diagondlis matrix exponen-
cidlisa egy olyan, szintén diagonalis métrix, amelynek diagondlisaban az eredeti matrix
féatlojanak exponenciélisai dllnak, ezért a w(t) vektorfiiggvény i-dik koordinatafiigg-
vénye w;(t) = =10 (w(ty)), minden i = 1,2,...,d esetén. Ez alapjén kozvetleniil
meghatarozhatjuk a (2.19)-(2.20) kezdetiérték-feladat stabilitasanak feltételeit.

= AW(t), t > 1y

2.10. Tétel (Allandé egyiitthatds linedris rendszer stabilitasa.) Tegyiik fel, hogy
A diagonalizdlhato mdtriz. Ekkor a (2.19)-(2.20) kezdetiérték-feladat u(t) = exp((t —
to) A)uy megolddsa

3Ljapunov, Alexander Michajlovich (1857-1918) orosz matematikus és fizikus. Legjelentsebb ered-
ményei a dinamikai rendszerek stabilitasahoz, a matematikai fizikdhoz és a valdszinliségszamitashoz
fliz6dnek.
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e pontosan akkor stabil, amikor az A mdtrix mindegyik sajdtértékének valds része
nem pozitiv, azaz Re \; < 0 minden i =1,2,...d esetén;

e pontosan akkor aszimptotikusan stabil, amikor az A mdtrix mindeqyik sajatértékeé-
nek valos része negativ, azaz Re\; < 0 minden 1 =1,2,...d esetén;

o minden eqyéb esetben instabil, azaz az A mdtriznak létezik pozitiv valos részi sa-
jatértéke, vagyis létezik olyan i € {1,2,...,d} index, amelyre Re \; > 0.

2.11. Megjegyzés A fenti 4llitds kiterjeszthetd tetszéleges A € R4 mitrix esetére
is. Ekkor a stabilitast a sajatértékek valos részének elgjele és a hozzajuk tartozé Jordan-
blokkok mérete alapjan lehet megadni. Nevezetesen, egy allandé egyiitthatos linearis
rendszer pontosan akkor stabil, amikor az A matrix \; sajatértékeire

1. Re \; < 0 minden i-re;
2. ha Re \; = 0, akkor \; egyszeres sajatérték,

és akkor aszimptotikusan stabil, amikor \; sajatértékeire Re \; < 0 minden i-re. Az
egyéb esetekben a feladat instabil.

2.12. Példa Egyszeri eset a rezgd hir egyenletének, azaz az —u'(t) + u(t) = 0 egyenlet
stabilitasanak vizsgdlata. Bevezetve a wi(t) = u(t) és a wy(t) = u'(t) jeloléseket, a
w(t) = [wi(t),ws(t)]" vektorfigguényre az egyenlet felirhaté w'(t) = Aw(t) alakban,

ahol
01
A_(lo).

Mivel A sajdtértékei Ao = £1, ezért ezen feladat bdrmely kezdeti feltétel melletti meg-
olddsa instabil.

Térjiink at a (2.17)-(2.18) valtozé egyiitthatds (nem-autoném) rendszer kezdetiérték-
feladat stabilitdsdnak vizsgdlatara! Jelolje Y(t) € R a (2.17) feladat alapmdtrixat,
azaz legyen megoldasa a

%t@) =AY(), t>t (2.22)

Y(ty) =1 (2.23)

kezdetiérték-feladatnak.® Ekkor a megoldds u(t) = Y(t — tg)uy alaki. A stabilitds
vizsgalatdhoz a két kiilonboz6 kezdeti feltételhez tartozo megoldas kiilonbségének ido-
beli viselkedése sziikséges. Jelolje az adott uy(fy) és us(ty) kezdeti értékekhez tartozo
megoldasokat uy(t) és uy(t)! Ekkor

las(t) =z (®) ]| = [[Y () (01 (0) — us(0)) | < [[Y(#)[}[ur(0) — uz(0)]]. (2.24)

4T € R¥¥9 az egységmiétrixot jeldli.
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Vezessiik be a
K= sup [Y(®)] (2.25)
tE[to,00)
jelolést! Ekkor a stabilitasi fogalmaink alapjan nyilvanvaléan érvényes a kovetkezd alli-
tés.

2.13. Tétel (Valtozé egyiitthatés linedris rendszer stabilitdasa.) Tekintsik a (2.22)-
(2.23) kezdetiérték-feladatot! Az u(t) = Y(t — to)ug megoldds

e pontosan akkor stabil, amikor K < oo;
e pontosan akkor aszimptotikusan stabil, amikor lim;_, || Y(¢)|| = 0;

o I = oo esetén instabil.

2.14. Megjegyzés Vegyiik észre, hogy a valtozé egyiitthatds rendszer stabilitasa koz-
vetleniil nem fligg az A (f) matrix sajatértékeitol. (Tehat nem arrdl van szd, hogy az A(t)
matrix \;(t) sajatértékeire kell teljesiilnie az allandé egyiitthatds linedris rendszer stabi-
litasi feltételeinek, tetszéleges t > ¢t esetén!) Tekintsiik példaul az u'(t) = (cos(t))u(t)
(t > 0) skaldris egyenletet, ahol tehdt A(t) = cos(t) € R, Ekkor természetesen az A
"matrix” egyetlen sajatértéke A (t) = cos(t), mig Y(t) = e5"®.> Mivel

K= swp [Y()]= sup |e™0]=e <o,
te[to,00) t€[to,00)

ezért a megoldas stabil. Ugyanakkor a Ai(t) = cos(t) sajatérték pozitiv értékeket is
felvesz.

Tekintsiik a (2.17)-(2.18) valtozé egyiitthats rendszer kezdetiérték-feladatban az
dltaldnosabb alakd inhomogén egyenletet, azaz valamely adott f(t) € R¥*? fiiggvény
mellett vizsgaljuk a

d';_ff) =A(t)u(t) +1(t), t>t (2.26)
u(ty) = ug (2.27)

kezdetiérték-feladatt. Ennek megoldasa az

u(t) =Y(t —to) (uo + /t: Yl(s)f(s)ds>

SEz kénnyen ellenérizhetd, ugyanis (esm(t))/ = cos(t)es™®) | azaz jeloléseink mellett valéban Y'(t) =
A()Y(t). Emellett az es™(*) fiiggvény a t = 0 helyen egyel egyenld, azaz Y(0) = 1.
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figgvény. FEzért a (2.26) egyenlet barmely két kiilonboz6 kezdeti feltételhez tartozé
megoldasara érvényben marad a (2.24) becslés. Tehat egy inhomogén feladat megoldasa
pontosan akkor stabil (aszimptotikusan stabil, instabil), amikor a megfelelé homogén
feladat megolddsa stabil (aszimptotikusan stabil, instabil).

Mint lattuk, a linearis elméletben a kezdetiérték-feladat valamely megoldasanak sta-
bilitasa fiiggetlen volt a kezdeti feltétel konkrét megvélasztasatdl, azaz az csak magatdl
az egyenlettol fiiggott. Tehat valojaban a stabilitas nem a kezdetiérték-feladat megolda-
satél, hanem magatdl az egyenlettdl fiigg. (Tehdt nem lehetséges, hogy ha ugyanazon
egyenletre van két, kiilonb6zo kezdeti feltételekhez tartozé megoldasunk, akkor az egyik
megoldds stabil, mig a mésik instabil.) Ezért a linedris esetben szokdsos nem egy meg-
oldés stabilitasarol, hanem a differencidlegyenlet stabilitdsdrol beszélni.

A tovabbiakban réviden Osszefoglaljuk a nemlinedris feladatok stabilitdsanak elméle-
tét. Felhasznalva a 2.7. megjegyzést, elegendo a
du(t)

= f(u(t)), t>t (2.28)

u(ty) = ug. (2.29)

autoném rendszer vizsgalata. Fontos megjegyezniink, hogy az u(t) = u* = constans €
R? id6ben nem valtozé megoldést egyensilyi pontnak nevezziik. Nyilvanvaléan ezekre a
megolddsokra u*’ = 0, azaz a (2.28) egyenlet alapjdn az egyenstilyi pontokat az f(u) = 0
algebrai egyenletrendszer megoldasaibol nyerjiik.

2.15. Példa Tekintsiik
v =u(l—u) (2.30)

autonom egyenletet! Az u(l —u) = 0 algebrai egyenlet megolddsaibdl azt kapjuk, hogy két
egyensulyi pont van, nevezetesen az uf = 0 és az uy = 1 pontok. (Ez tehdt azt jelenti,
hogy ha a (2.50) egyenlethez az w(0) = 0 illetve az u(0) = 1 kezdeti feltételeket adjuk
meg, akkor a két feladat megolddisa az uj =0 és az u5 = 1 konstans fiiggvények lesznek,
azaz a kezdeti dllapot idében nem vdltozik meg.)

2.16. Megjegyzés Az autondém rendszerek egyensilyi pontjai jol jellemzik a rendszer
tetszoleges, idében valtozo megoldéasait is. Nevezetesen, ha egy idében valtozé megoldés
t — oo esetén tart egy véges hatarértékhez, akkor ez a hatarérték feltétleniil a rend-
szer egyensulyi pontja. Ugyanakkor, mivel a feladatnak egyetlen megolddsa van, ezt az
egyenstlyi pontot véges id6 alatt nem érheti el. Osszefoglalva, legyen u(t) a (2.28)-(2.29)
feladat megoldasa.

e Ha létezik lim, ., u(t) = u*, akkor u* egyensulyi pont.

e Ha valamely t* pontban u(t*) = u*, akkor u(¢) = u(t*) minden ¢t > ¢, esetén.
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Szamunkra igazabol az egyenstilyi pontok stabilitasa a fontos, azaz annak a kérdésnek
a megvizsgalasa, hogy ha valamely egyensulyi pont kérnyezetébdl indul egy megoldas,
akkor a perturbdalt megoldés eltavolodik-e az egyensulyi helyzetétol, és ha igen, akkor
hogyan.

2.17. Példa Tekintsik a 2.15. példa (2.30) autonom egyenletét! Mint az kozvetlendil
lathatd, hogy az u(0) = 0 kezdeti feltétel esetén a megoldds a u(t) = 0 egyensilyi dllapot,
mig az uw(0) # 0 esetén a megoldds az

1
1 —t
1—<1+m>6

alaki figguény. Tetszdleges u(0) esetén ezen figgvényre limy o u(t) = 1 és a konver-
gencia monoton. Tehdt, az u5 = 1 egyensilyi megoldds stabil (a definicicban 6 = €
megudlasztdssal), sét, aszimptotikusan is stabil. Ugyanakkor az uy = 0 egyensilyi megol-
das instabil, hiszen akdrmilyen kézel is inditjuk a megolddst az w(0) = 0 értékhez, az az
azonosan eqy megolddshoz tart, tehdt eltdvolodik az azonosan nulla megolddstol.

u(t) =

Mint az a 2.17. példabdl latszik, nemlinedris esetben mar a stabilitas valéban egy
adott megoldésra vonatkozd fogalom: ebben az esetben valéban el6fordulhat, hogy egyes
megoldéasok stabilak, mig masok instabilak. Vegyiik észre tovabbd, hogy homogén linearis
esetben az u = 0 egyensilyi pont, tehdt elegend6 az u(t) = 0 megoldds stabilitdsét
vizsgalni.

Hogyan vizsgalhatjuk meg altaldnos esetben egy nemlinedris rendszer stabilitdsat /
instabilitasat? Tekintsiik a (2.12)-(2.13) feladatot, amelynek a megoldasa u(t). Legyen
u(t) a (2.12) egyenlet egy mésik kezd6pontbdl indulé megoldasa.

Fejtsiik Taylor-sorba a (2.28) egyenlet jobb oldaldt az G = u(t) helyen az u = u(t)
pont koriil! Ekkor
f(u) = f(u) + f(u)(a —u) + r(a — u), (2.31)

ahol f'(u) € R¥4 az f fiiggvény u helyen vett Jacobi-matrixa, az r(ii — u) hibatagra

pedig fennall a
r(a—u)

lim — =0 (2.32)
a—u ||11 — ll”
Osszefiiggés.
A tovabbiakban felhasznaljuk az alabbi allitast.
Tekintsiik az
dy
- = Ay +ety) (2.33)
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kozonséges differencidlegyenlet-rendszert, ahol A € R%¢ adott &llandé matrix, g(t,y)
olyan folytonos fiiggvény, amelyre a

t
y=0 |yl

=0 (2.34)

hatarérték t-ben egyenletesen érvényes. Ekkor az allandé egyiitthatos

dy
YA 2.
7 y (2.35)

kozonséges differencidlegyenlet-rendszert a (2.33) egyenlet elsd kozelitésének nevezziik.
Az aldbbi éllitas kapcsolatot teremt a (2.33) és a (2.35) feladatok stabilitdsa kozott.

2.18. Lemma Ha az A madtriz mindegyik sajdatértékének valds része negativ, akkor a (2.553)
egyenlet y = 0 megolddsa aszimptotikusan stabil. Ha az A mdtriznak létezik pozitiv valos
részi sajdatértéke, akkor az y= 0 megolddsa instabil.

A fenti lemma kapcsian megjegyezziik a kovetkezoket.

Nyilvan a (2.34) feltétel kovetkeztében g(t,0) = 0, azaz y = 0 tényleg (egyenstlyi)
megoldésa a (2.33) egyenletnek.

0
Ha g(t,0) = 0 és a—g(t, 0) = 0, akkor a (2.34) feltétel automatikusan teljesiil.
Yy

A fenti a 2.18. lemma specidlis esete az un. Poincaré-Ljapunov tételnek, amely az

dy
— = Ay +B()y +g(ty)
egyenletet vizsgdlja a 2.18. lemma feltételei és a lim;_, [|B(t)|| = 0 feltétel mellett.

A tétel allitasai megegyeznek a 2.18. lemma &llitasaval.

Ha az A métrix sajatértékei kozott van nulla valds részii (azaz tiszta képzetes)
sajatérték is, és a tobbi sajatérték valds része negativ, akkor a megoldas egyarant
lehet (aszimptotikusan) stabil és instabil is, tehat ebben az esetben a (2.35) els6
kozelitéssel nem lehet eldonteni a (2.33) egyenlet stabilitdsét.

Térjiink vissza a (2.28)-(2.29) nemlinedris autoném rendszer u* egyensilyi pont ko-
riili stabilitdsdanak vizsgdlatara! Felhaszndlva a (2.31) sorfejtést, egy tetszéleges u(t)
megoldas esetén az egyenlet jobb oldala felirhaté

f(u) = f(u*) + f(u*)(u — u*) + r(a — u)

alakban. Mivel u* egyenstlyi pont, ezért f(u*) = 0. Igy
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f(u) = f'(u*)(u —u*) + r(a — u). (2.36)
Ezt figyelembe véve a (2.28)-(2.29) feladat az

ulto) = up (2.38)

alakot 6lti. Vezessiik be az e(t) = u(t) —u* fiiggvényt! Mivel u* dllando, ezért a t szerinti
derivaltja nulla, azaz a (2.37) egyenlet alapjan érvényes a
de(t)
dt

=f'(u)e(t) +r(e(t)), ¢>to (2.39)
egyenlet. Vezessiik be a J(u*) = f'(u*) jelolést a Jacobi-matrixra! Ekkor tehét az e(t)
fiiggvényre, amely az u(t) fiiggvény u* egyensilyi ponttdl valé eltdvolodését irja le, a

de(t)
dt

= J(ue(t) +rle(t), >t (2.40)

egyenletet kapjuk. Mivel r(e(t)) fiiggvényre a (2.34) feltétel teljesiil, ezért alkalmazhatjuk
a 2.18. lemmat. Eredményként az aldbbi allitast nyerjiik.

2.19. Tétel Teqyiik fel, hogy az f fiigguény kétszer folytonosan differencidlhato, és legyen
u* eqy egyensilyi pontja. Ha a J(u*) Jacobi-mdtriz mindegyik sajatértékének valds része
negativ, akkor w* aszimptotikusan stabil egyensilyi pont. Ha a J(w*) mdtriznak létezik
pozitiv valos részi sajdatértéke, akkor az w* egyensulyi pont instabil.

2.20. Példa Térjink vissza a 2.15. példdra! A feladatban szerepld f figguény Jacobi-
mdtriza skaldr, és a szokdsos derivdlt segitségével szamolhatd. Tehat J(u*) = f'(u*) =
1—2u*. Ezért J(uy) = J(0) =1, és J(us) = J(1) = —1. Tehdt az uy = 0 egyensilyi pont
instabil, mig az uy =1 egyensily: pont aszimptotikusan stabil. Ez teljes dsszhangban van
a 2.17. példa eredményével.

2.1.3. Merev feladatok

A fizikai, miszaki és kémiai folyamatok matematikai modellezésénél gyakran adédnak
olyan esetek, amelyeknél a keresett fliggvények skédlazasa jelentésen eltér. Példaul az
egyik fiiggvénynek megfelel6 folyamat joval gyorsabban zajlik le, mint a masik. Ab-
ban az esetben, amikor a két folyamat egyiittesen zajlik és egymasra kolcsonhatéassal
vannak, akkor, mint azt a késobbiekben latni fogjuk, a leiré differencidlegyenletrendszer
numerikus megoldaséara alkalmazott modszer stabil (legnagyobb megengedhetd) 1épésko-
zének értékét a gyorsabb valtozas szabja meg. fgy a megvalaszthaté 1épéskoz esetenként
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tulsagosan is kicsi lesz, és akar a gépi nulla ald keriilhetiink. Ez az adott numerikus
modszert alkalmazhatatlannd teszi. Az ilyen tipusu feladatot merev feladatnak (angolul:
stiff problem) nevezziik. Mint révidesen latni fogjuk, ez a probléma skaldris feladatban
is megfigyelhetd.

2.21. Példa Tekintsik ismételten a (2.10)-(2.11)

u'(t) = Au(t), t>0, (2.41)
u(0) = up, (2.42)

skalaris kezdetiérték-feladatot, ahol A € C adott komplex szam, amelyre Re A < 0. A
feladat megolddsa u(t) = eMug, vagyis |u(t)] = eRMug|. Ezért u(t) korldtos t — oo
esetén. Oldjuk meg numerikusan a feladatot a h > 0 egyenkdzi rdcshalon az ismert
explicit Euler-mddszerrel, azaz az u(t,) kizelitését az

yn:yn—1+h)\yN—1 = (1+h}\>y?’b—17 TL:1,2,..., yOZUO

iterdcidval hatdrozzuk meg.% Ekkory, = (1 4+ hA\)" ug. fgy a numerikus megoldds n — oo
csak akkor maradhat korldtos, amikor |14+hA| < 1, azaz a h <2/ Re(—\) feltétel teljestil.
Nagy abszolit értéki,negativ valos részii \ esetén ez a korldt h megudlasztisdra nézve a
gyakorlatban nem valdsithato meg.

Bar a merevség fogalmanak nincs pontos és egyértelmii definicidja, jellemezziik a
jelenséget néhany matematikai feladat segitségével.
El6szor tekintsiik az
u'(t) = Au(t) — AF(t) + F'(¢)

differencidlegyenletet, ahol F' egy adott, viszonylag lassan valtozd, folytonosan differen-
cialhaté fiiggvény, A < 0 adott szam. Az egyenlet megoldasa
u(t) = F(t) + ™ (u(0) — F(0)).

Ezért valamely h > 0 esetén

u(t+ h) = F(t + h) + ) (u(0) — F(0)) = F(t + h) + eMeM (u(0) — F(0))
=F(t+h)+ e (ult) — F(t)).

Mivel A <« 0, ezért u(t + h) ~ F(t + h), azaz a feladat megolddsa, fiiggetleniil az u(0)
kezdeti értékétdl, az F(t) figgvény lesz. Ez egy extra stabilitdsi tulajdonsig, és azt
jelenti, hogy barmilyen nagy kezdeti hibaval is indul a megoldas (azaz akarhonnan is
indul a folyamat), egy kis id6 elteltével mar a pontos megoldds kornyezetében lesz a

6Az explicit Euler-médszerrél a kovetkezd fejezetekben részletesen frunk.
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megoldas. Tehat a stabilitasi definicié gy mddosul, hogy a tg-hoz kozeli alkalmas ¢,
esetén a definiciéban § > 0 fiiggetlen e-t6l, azaz barmely vy esetén

la(t; to, ug) —u(t; to, vo)|| < e

minden ¢ > t; esetén.

Vegyiik észre, hogy az u(t) megoldas két fiiggvény Osszegébdl tevédik Ossze: egy
gyorsan valtozd (gyorsan lecsengd) taghdl (azaz az e (u(0) — F(0)) taghdl) és egy las-
san valtozo tagbhdl (azaz a F(t) taghdl). Az els6, gyorsan lecsengé tagot a megoldas
merev Osszetevéjének, a masodik (lassan véltozd) tagot pedig nem merev Gsszetevének
nevezziik. Nyilvanval6an, ha az egyenletiinket az u(0) = ug kezdeti feltétellel kiegészitve
integraljuk ki a [0, T'] intervallumon, akkor ezen intervallum nagy részén a megoldast csak
a nem merev tagja hatarozza meg. Azt a szakaszt, ameddig a merev 6sszetevo kioltodik,
tranziens szakasznak, azt a szakaszt, amikor mar csak a nem merev 6sszetevd dominal,
sima szakasznakszokédsos nevezni. (Természetesen a sima szakaszban a megoldas deri-
véltja joval kisebb, mint a tranziens szakaszban.)

A fenti specialis stabilitdsi tulajdonsag bizonyos értelemben elényos, hiszen a meg-
oldés gyakorlatilag érzéketlen a bemené adatokra, és ezzel néhany hibaforras (pl. az
oroklott hiba) nincs hatdssal. Ugyanakkor érdekes (és az els6 ranézésre talan meglepd)
modon éppen ez az a tulajdonsag, amely a legfébb problémat okozza a merev rendsze-
rek numerikus megoldasa sordn. Ugyanis, mint azt a fenti példaban lattuk, A konkrét
értéke nincs kihatassal a megoldasra a tranziens szakasz utéan, ugyanakkor a tranziens
szakaszon ennek értékét figyelembe kell venni, és nagy Re(—\) esetén h értéke csak na-
gyon kicsinek valaszthaté. (Pl az explicit Euler-médszer esetén h < 2/(—Re)).) Igy
a sima szakaszon meglehetdsen sok 1épést kell tenniink a teljes [t1, 7] intervallumon valé
numerikus integralashoz, és ennek hatasaként, elsosorban a hibdk felhalmozodasa miatt,
a numerikus megoldas rendszerint eltorzul.

Tovabbi példaként tekintsiik az v’ + (v + 1)u’ + yu = 0 masodrendd differencial-
egyenletet az u(0) = 1 és u/(0) = v — 2 kezdeti feltételekkel. Ekkor a feladat a szokasos
modon atirhaté egy kétismeretlenes, elsorendi, allandé egyiitthatos rendszerre, ahol az

egyiitthatématrix
0 1
A= ,
{ -y —(v+1) ]

a kezdeti vektor pedig ¢ = [1,7 — 2|. Az A métrix karakterisztikus egyenlete

det(A —AI) = N + (y+ DA+~ =0.

Ezért az A matrix sajatértékei \y = —1 és Ay = —v. A pontos megoldas tehat
u1(t) = 2exp(—t) — exp(—nt
up(t) = —2exp(—t) + vexp(—71).
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Tegyiik fel, hogy v >> 1. Ekkor a pontos megoldas (2.43) alakjabdl lathaté, hogy az
egyes megolddsokban szerepld exp(—~t) fiiggvények méar nagyon kis ¢; mellett ¢t > t;
esetén sem jatszanak szerepet, és a pontos megoldds gyakorlatilag az u;(t) ~ —us(t) ~
exp(—t) lesz a [t1, T intervallumon.

Ezen példa alapjan lathaté (amely a kozonséges differencidlegyenlet-rendszerek elmé-
letébdl jél ismert tény), hogy az w'(t) = Au(t) (A € R¥™?) dllandé egyiitthatés linedris
rendszer altalanos megoldasat az A matrix sajatértékei segitségével irjuk fel és a meg-
oldasok a sajatértékek exponencidlisainak linearis kombinacidjaként allnak el6. Ezért
példaul, ha az A matrix sajatértékeinek valds részei negativak, és nagysagrendben el-
térnek egymastol, akkor a megolddsok komponensei olyan fiiggvények 6sszegei, amelyek
koziil néhény idében gyorsan lecseng. (V.6. a (2.43) alakkal.) Ezért az allando egyiitt-
hatés linearis rendszerek esetén elfogadott a merev rendszer alabbi definicidja.

2.22. Definicié Az u/(t) = Awu(t) + f(t) dllandd egyiitthatds linedris rendszert merev
rendszernek nevezzik, ha az A mdtriz \; (i = 1,2,...,d) sajdtértékeire teljesilnek az
aldbbiak.

1. Létezik nagy negativ valos részi sajatértéke, azaz van olyan \;, amelyre Re \; < 0.

2. Létezik olyan sajatértéke is, amely abszolut értékben sokkal kisebb, mint az el6zo
tulajdonsdagu sajatérték abszolit értéke, azaz van olyan X;, amelyre |\;| < |\|.

3. Nincs nagy pozitiv valos részi sajatértéke.

4. Nincs olyan nagy képzetes részi sajatértéke, amelynek valds részére nem teljesiil a
Re \; < 0 reldcio.

Néhany megjegyzés a 2.22. definiciéhoz.

o Feltessziik, hogy az f(t) fliggvény ugyanolyan simasiaggal rendelkezik, mint a meg-
oldas lassan valtozé exponencidlisa. (Ellenkez6 esetben, pl. szakadésos fliggvény
esetén, nem lesz merev a feladat.)

e Vegyiik észre, hogy a feladat merevsége megengedi a pozitiv valds részii sajatérték
létezését is. (Tehat lehet Re \; > 0 sajatérték is.) Ugyanakkor azt megkoveteljiik,
hogy a gyorsan lecseng6 Osszetevé aszimptotikusan stabil legyen, azaz nagy |\;|
esetén Re \; < 0.

e A definiciébdl latszik, hogy az inhomogén, allandé egyiitthatos linearis rendszer
merevségének fogalma nem kozvetleniil a megoldas alakjatol, hanem az A egyiitt-
hatématrix spektralis tulajdonsagaitol fiigg. Ennek illusztralasaként tekintsiik a
fenti feladatot a kovetkezé megvalasztasokkal.

A= ( _12 —12 ) - )= ( z(cos,2tSiilZint) > (244)
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-2 1 2sint
A= ( 998 —999 > )= < 999(cost — sint) > (2:45)

Az u(0) = [2,3]" kezdeti feltétel mellett mindkét feladat megolddsa az

=2 (1) e (&)

fiiggvény. Az els§ feladatban szereplé matrix (azaz a (2.44) szerinti A maétrix)
sajatértékei —1 és —3, mig a masodik feladatban a megfelel6 sajatértékek —1 és
—1000. Igy a (2.44) megvalasztasu feladat nem merev, mig a (2.45) megvalasztasu
merev. (Ha az explicit Euler-médszert segitségével numerikusan oldjuk meg a
fenti két feladatot, akkor lathatjuk a kiilonbséget a gyakorlatban.) Ugyanakkor
homogén feladat esetén az A métrix egyértelmiien meghatarozza a megoldast, tehat
a megoldas alakja és a merevség definicidja megfelel egymasnak.

e Merev rendszerek esetén tehat

max; | Re A
S=——"7"—"—"—">1, 2.46
min; | Re ;| (2.46)
és az S szamot a rendszer merevségi szdméanak nevezziik. (A gyakorlatban mér
merevnek nevezziik a rendszert, ha S = O(10).

e Néhany korabbi munkaban a merev rendszer definicidjaban a Rel;, < 0, i =
1,2,...,d feltétel is szerepelt, azaz a rendszer aszimptotikus stabilitasa eleve felté-
telezve volt. Mint lathatd, ez a 2.22. definicioban nem szerepel.

Akkor valdjaban mikor nevezhet$ merevnek egy rendszer? Lambert [9] hdrom esetet
sorol fel a merevség ismérveként.

e Linedaris allando6 egyiitthatds rendszer esetén a sajatértékek valds részei negativak,
és a rendszer merevségi szama nagy.

e A rendszer numerikus integraldasdhoz hasznalt 1épéskoz megvalasztasanal nem el-
sésorban a pontossdg, hanem déntéen a numerikus médszer stabilitdsa (a hibak
felhalmozdédésanak folyamata) a meghatdrozo.

e A megoldds néhdny komponense lényegesen gyorsabban cseng le, mint a tobbi.

Mint lattuk, az éallandé egyiitthatos linearis kozonséges differencidlegyenlet-rend-
szerek esetén a 2.22. definicié alapjan az A matrix spektrumanak ismeretében valaszt
tudunk adni a kérdésre. Ugyanakkor a tobbi esetben a valasz mar nem egyértelmii!
Mint az aldbbi példakban latni fogjuk, a linearis idéfiiggé (nemautoném rendszerek és
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a nemlinearis feladatok esetén a spektrum mar nem ad meghizhaté informéciét a rend-
szer merevségérol, ezért ezekre az esetekre a fenti a 2.22. definicié altalaban mar nem
alkalmazhaté.

A nemautondém esetre példaként szolgalhat a kovetkezd [20].

2.23. Példa Tekintsik az
u(t) = A(t)u(t) (2.47)

linedris kozonséges differencidlegyenlet-rendszert, ahol

A(t) = —1—9cos?(6t) + 6sin(12t)  12cos?(6¢) + 2 sin(12t)
O\ —12sin*(6¢) + Zsin(12¢)  —1— 9sin®*(6t) — 6sin(12¢) /)

Kozvetlen szamitdssal ellendrizhetd, hogy az A(t) mdtriz sajdtértékei Ay = —1 és Ao =
—10, azaz t-tdl figgetlenek. A fenti (2.47) egyenlet dltaldnos megolddsa

ot [ cos(6t) + 2sin(6t) _13¢ ( sin(6t) — 2 cos(6t)
u(t) = Che ( 2 cos(6t) — sin(6t) ) +Che ( 2sin(6t) + cos(6t) ) '

Tehdt a megolddsnak nincs kéze az A(t) mdtriz sajatértékeihez, mdsrészt pedig a Re \; <
0 feltétel ugyan teljesiil, de a megoldds nem cseng le. (Ett6l még persze merev a rendszer,
hiszen a megoldds mdsodik tagja hamar lecseng, és a megoldds tart az elsé sima taghoz.)

Most tekintsiink egy példat a nemlinedris feladatokra. Kézenfekvonek tiinik, hogy
a stabilitas vizsgalatdhoz hasonléan a merevséget is a linearizalassal hatarozzuk meg,
azaz a nemlinearis rendszer egyensilyi pontja koriili linearizalt rendszer Jacobi-matrixara
alkalmazzuk a 2.22. definiciét. Vizsgaljuk meg ezt a kovetkezo klasszikus példan!

2.24. Példa Tekintsiik az un. Van der Pol egyenletet
u” — p(1 —u?)u' 4+ u =0, (2.48)

ahol ;1 > 0 valamely adott paraméter. Bevezetve az u; = u €s az ugs = u' jeloléseket,

a (2.48) egyenlet felirhato
d Ul (75)
- = 2.49
dt(m) (u(l—U%)m—ul) (2.49)

flur, uz) = ( p(l— ulgw ! )

figgvényre f(0,0) = 0, azaz u; = uy = 0 egyensilyi pontja a Van der Pol egyenletnek.
Linearizdljuk a feladatot ezen egyensulyi pont koril! Konnyen ldthato, hogy az f fliigguény
Jacobi-mdtriza a 0= (0,0)" € R? pontban

J(()):(_O1 ;)
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Hatdrozzuk meg J(0) sajdtértékeit! Mivel a karakterisztikus egyenlet N> — u\ +1 = 0,
ezért a sajdatértékei

_ P /
2
e e
2 4
Tehat . — oo esetén
M =0), X=0(1/p). (2.50)

Nagy j1 esetén tehdt a rendszer merevségi szama S = O(u?), ami a rendszer merevségét
mutatja.

Altaldnosan, egy nemlinedris rendszer merevségét a rendszer (altalaban nemlinedris) f
fiiggvényének méasodik valtozdja szerint Lipschitz-allandé nagysidga mutatja: nagy L
esetén a rendszert merevnek nevezziik.

2.2. Idofiiggo parcialis differencialegyenletek és model-
lezésiik ko6zonséges differencialegyenlet-rendszerrel

A kozonséges differencidlegyenletek (illetve a kozonséges differencidlegyenlet-
rendszerek) egy folyamat id6beli valtozasanak lefrdsara szolgdl, ugyanakkor
nem alkalmasak a térben és idében egyarant valtozo jelenségek matemati-
kai modellezésére. Ilyen esetben az ismeretlen fiiggvényiink tobbvaltozds,
nevezetesen, a térbeli és az idébeli véltozok fiiggvénye. Altaldban, a diffe-
rencialegyenletek kozos vonasa, hogy a fiiggvény és derivaltjai kozotti ismert
kapcsolatbol kell magat a fiiggvényt meghatarozni.

2.2.1. A parcialis differenciadlegyenletek alapfogalmai

Amikor a keresett fliggvény egyvaltozds, akkor kozonséges differencialegyenletnek ne-
vezziik a problémat. Amikor az ismeretlen fiiggvény tobbvaltozds, és igy a kapcsolat
az ismeretlen fiiggvény és annak parcialis derivdltjai kozott adott, parcidlis differen-
cialegyenletrol beszéliink. Néhany tipikus kétvaltozos parcialis differencidlegyenlet és
elnevezésiik:

a. Laplace-egyenlet:

O*u(x,y) N O*u(z,y)

= 2.51
0?2 0y? 0 (251)
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b. Poisson-egyenlet:
Pulz,y)  Pulz,y)

= 2.52
e e fz,y), (2.52)
c. hovezetési egyenlet:
Ou(w,t)  u(x,t)
_ = 2.
ot 0x? 0 (2:53)
d. hullamegyenlet:
2 2
Pu(z,t)  0u(z,t) _o, (2.54)

ot? 0x?

e. advekcios egyenlet:

ou(z,t) 0 (k(x,t)u(z,t))

_ = 2.
ot Ox 0 (2.55)
f. diffuzidés egyenlet:
ou(xz,t) 0 ou(zx,t)
—— D V) = 2.
A L (250
g. reakcio-diffizios egyenlet:
ou(z,t)  O*u(x,t) 5
— = — 2.
pr 52 u’(z,t), (2.57)
h. biharmonikus egyenlet:
Hu(z,y) | 0'u(z,y)  O'u(z,y)
2 = 0. 2.58
ox* + 0x20y? + oy* (258)

A fenti példakban x,y a térbeli vdltozokat, t az iddébeli vdltozdt, u pedig az ismeretlen
fiigguényt jeloli. A parcialis differencidlegyenletek elméletében hasznalatos néhany el-
nevezés. Rendnek nevezziik a legmagasabb elofordulé parcidlis derivalt szamat. Ezért
e. elsérendi, h. negyedrendii, a tobbi pedig masodrendii parcidlis differencidlegyen-
let. Megkiilonboztetjiik azokat az eseteket, amikor az ismeretlen fliggvény parcidlis de-
rivaltjainak egyiitthatéi dllandoak avagy figgvények. Példainkban a., b., c., d., g. és
h. allandé egyiitthatos parcidlis differencidlegyenlet, a tobbi pedig fiiggvényegyiittha-
t0s. Fontos osztalyozasi szempont a linearitas: ha a fiiggvénykapcsolatban az ismeretlen
fiiggvény és annak derivaltjai kozotti kapcesolat lineéris, akkor linedris parcidlis differen-
cialegyenletnek, ellenkezo esetben nemlinedris parcidlis differencidlegyenletnek nevezziik
a feladatunkat. Példainkban f. és g. nemlinearis, a tobbi pedig linedris parcidlis differen-
cialegyenlet. Végezetiil, szokdsos megkiilonboztetni a homogén és az inhomogén parcialis
differencidlegyenleteket. Az utébbi azt jelenti, hogy a fiiggvénykapcsolatban szerepel az
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ismeretlen u fiiggvénytol illetve annak parcidlis derivaltjaitol nem fiiggo 6sszeadandé tag.
Példainkban b. inhomogén, a toébbi pedig homogén.

Térjiink ki Kiilon a fiiggetlen véltozdk szerepére. Altaldban ¢ az id8t, = és y pedig a
helyet jeloli. Ezek szerepe nem azonos: a folyamatokat altaldban ¢ > 0 esetén vizsgaljuk,
a térbeli valtozdk viszont akdrmilyen eldjeliiek lehetnek. (Emellett a modellekben ¢ min-
dig noveked6 irdanyban valtozik, és a jelenségek tipikusan idében nem megfordithatok, a
térbeli valtozok viszont akarmilyen irdnyban valtozhatnak.) Az olyan feladatot, amely-
ben az ismeretlen fiiggvény id6ben nem véltozik (azaz u nem fiigg t-t6l), staciondrius
feladatnak nevezziik, ellenkez6 esetben iddfiiggd (instaciondrius) feladatrdl beszéliink.

Mi a tovabbiakban a kétvaltozds, méasodrendii, linedris parcidlis differencidlegyen-
letekkel foglalkozunk. Tekintsiik tehat az Q0 C R? tartoményon az

(Lu)(e.9) = ale ) T opr, ) TUED) (g, ) P
du(z,y) u(z,y) ! Y (2.59)
d(x,y) 3357 + e(x,y)a—y’ + gz, y)ulz,y) = f(z,y)

egyenletet, ahol az a,b,c,d, e, g egyitthatéfigguények és az f forrds adottak. (Ezen
fiiggvények alkalmas megvalasztasaval, illetve az y ~ t jeloléssel a korabbi linearis ma-
sodrendii példak (a.-f.) mindegyike felirhatd.)

A (2.59) egyenletben szereplé L operator

0*u(z,y) u(z, y) Pu(z, y)
részét az L operator forészének nevezziik. Az Ly operatornak megfeleltethetjiik a
B(a, ) = a(z, y)o” + 2b(x, y)af + c(z, y) 5 (2.61)

kvadratikus alakot, és ez alapjan az L operator alabbi osztalyozasa lehetséges. Tekintsiik
valamely rogzitett (xo,y0) € 2 pontban a B(a, ) = édlland6 > 0 egyenldséggel definialt
méasodrendli gorbéket az (a, B) sikon. Az a(xo,yo), b(xo, o) és c(xq, yo) értékétél (pon-
tosabban, az a(zg, yo)c(wo, yo) —b*(wo,yo) kifejezés elbjelétdl) fiiggden ez egy ellipszist,
parabolat vagy hiperbolat hatdroz meg. Ez motivélja a kovetkez6 definiciot.

2.1. Definicié Azt mondjuk, hogy az L operdtor (masképpen, a (2.59) egyenlet)
e elliptikus tipusu az (z,y) € Q pontban, ha a(x,y)c(z,y) — b*(z,y) > 0;
e parabolikus tipusi az (z,y) € Q pontban, ha a(x,y)c(z,y) — b*(x,y) = 0;

e hiperbolikus tipust az (z,y) € Q pontban, ha a(z,y)c(x,y) — b*(z,y) < 0.
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Azt mondjuk, hogy elliptikus (parabolikus, hiperbolikus) tipusi a € C € tartomanyon,
ha elliptikus (parabolikus, hiperbolikus) tipusi a y tartomdny mindegyik pontjdban.

Ha (2.59) éllandé egyiitthatos, akkor a 2 tartomanyon azonos tipust. Példaul a
Laplace- és a Poisson-egyenletek elliptikus, a hévezetési egyenlet parabolikus, a hullam-
egyenlet pedig hiperbolikus tipusi a teljes () tartomanyon. Ugyanakkor, az

0*u(z, 0u(x, 0%u(x,
y(y)Jer(y)Jr (z,y)

0x? 0xy Y 0y? =0

fliggvényegyiitthatés egyenlet a Q. = {(z,y) € R? |y| > |z|} halmazon elliptikus, a
Qpar = {(z,y) € R? |y| = |z|} halmazon parabolikus, a Qp;, = {(z,y) € R?, |y| < |=|}
halmazon pedig hiperbolikus tipusi.

Célunk olyan matematikai modellek megadésa, amelyek korrekt kitizéstiek, azaz ren-
delkeznek az aldbbi tulajdonsagokkal:

a. létezik megolddsa (egzisztencia);
b. ez a megoldésa egyetlen (unicitas);
c. a megoldasa folytonosan fiigg a feladatot meghatédrozé fiiggvényektél (stabilitds).

Ezek a kovetelmények természetes mdédon kovetkeznek a matematikai modellezés jelle-
gébdl és céljabdl. Vegyiik észre, hogy altalanos esetben a (2.59) alaku parcidlis differen-
cidlegyenletnek, ha létezik is megolddsa, akkor az nem egyértelmi. (Péld4aul a Laplace-
egyenletnek megoldédsa az u(x,y) = ax + by + ¢ alakd lineéris fiiggvény tetszoleges a, b
és ¢ allandok esetén.) Ezért tehat a parcidlis differencidlegyenletek 6nmagukban nem
elegenddek a korrekt kitlizés biztositasahoz. Ehhez tovabbi feltételek megaddasa sziiksé-
ges. Mivel tipikusan a megoldasfiiggvényrol a megoldasi tartomany hataran kiilonboz6
informacidokkal rendelkeziink, ezért a kiegészito feltételeket ezen informéciok segitségével
szokéasos megadni.

Amikor az megoldasi tartomdny az (z, y) térvaltozokbdl all6 ©Q C R? korldtos halmaz,
akkor az 2 tartomany I' peremén irunk el6 peremfeltételeket. Amikor tér-id6 valtozd
egyarant szerepel, azaz ) az (z,t) tipusi pontokbdl &ll, és a térvaltozéban korldtos a
tartomany, akkor a t = 0 pontban kezdeti feltételeket, a térbeli valtozo hataran pedig
tovabbra is peremfeltételeket adhatunk meg. A peremfeltételek megadasanak harom
tipusa van.

e clsé (Dirichlet-) tipusi peremfeltétel, ami azt jelenti, hogy a I'-beli perempontban
rogzitjiilk a megoldasfiiggvény értékét;

e masodik (Neumann-) tipusi peremfeltétel, ami azt jelenti, hogy a I'-beli perem-
pontban ismerjiik a normal iranyu derivaltjanak az értékét;
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e harmadik (Robin-) tipusi peremfeltétel, ami azt jelenti, hogy a I'-beli perempontban
elére megadjuk a megoldasfiiggvény és annak kiilsé normélvektor iranyu derivalt-
janak valamely linearis kombindciéjanak értékét.

A kezdeti (Cauchy-) feltétel megadasa azt jelenti, hogy t = 0 idépontban megadjuk a
megoldasfiiggvény vagy annak t szerinti derivaltjanak az értékét.

Célunk, hogy egy adott parcidlis differencidlegyenletet olyan kiegészité feltételekkel
lassunk el, amelyekkel a feladat korrekt kitiizésti lesz. Megmutathat6 ([12, 13]), hogy
linearis esetben

e az elliptikus feladatok a I'-n megadott els6, masodik vagy harmadik peremfeltétel-
lel,

e a parabolikus feladatok a ¢ = 0-ban megadott u(x,0) kezdeti feltétellel és a térbeli
hataron megadott els6, masodik vagy harmadik peremfeltételek egyikével,

0
e a hiperbolikus feladatok a ¢ = 0 pontban megadott u(z,0) és a—?:(x,()) kezdeti

feltételekkel, valamint a térbeli hataron megadott els6, masodik vagy harmadik
peremfeltételek valamelyikével

korrekt kittizéstiek. Amikor a térbeli valtozok 2 tartomanya nem korldtos, akkor termé-
szetesen peremfeltétel nem értelmezheto. Ilyenkor idofiiggo feladatok esetén a megfelelo
kezdeti feltételek megadasaval lesz a feladatunk korrekt kitlizésii.

Ebben a kényvben az idében valtozé feladatokkal foglalkozunk. Ezért a tovabbiakban
az alapvetd instacionarius egyenletek szarmaztatasaval foglalkozunk.

2.2.2. Megmaradasi torvények

Szamos fizikailag fontos jelenséget leird parcidlis differencidlegyenletet az in. megmara-
dasi torvényekbdl nyerjiik. Jelolje u(x,t) valamely anyag stirliségfiiggvényét az = helyen
és a t idopontban. Tegyiik fel, hogy ez a koncentracié idében valtozik, azaz példaul
egy hig folyadékban szuszpenziét” hoz létre. Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy a
térbeli valtozo egydimenzios, példaul a szuszpenzio egy csében torténik, igy = a csOben
valo tavolsagot jelenti. Egy tovabbi lehetséges modell a szennyezdanyag terjedésének
vizsgalata egy patakban, de més példak is felsorolhatok. Feltehetd, hogy tetszoleges
keresztmetszet mentén a koncentracié allandod, azaz értéke csak z-tol fligg. Ekkor az

"Olyan durva diszperz rendszer, amelyben szilard halmazallapotii részecskék vannak szétoszlatva egy
folyékony halmazallapoti kézegben anélkiil, hogy feloldédnanak abban. A folyékony anyagban a szilard
anyag részecskéi lebegnek, és hosszabb-rovidebb idé utan leiilepednek.
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u(z,t) sirliségfiiggvény segitségével a t id6pontban meghatarozhatjuk a vizsgélt anyag
teljes tomegét a cs6 x; és xo pontok kozotti részében:

1) = / P t) o (2.62)

Megjegyezziik, hogy a stlirliségfiiggvény mértékegysége pl. gramm /méter. Mivel valGjaban
u a csében értelmezett stirtiségfiiggvény, ezért a megfelelé mértékegysége gramm /méter?,
és az integralast a cs6 keresztmetszetén kell értelmezni.

A transzport jellegti alapveto fizikai folyamatok parcidlis differencidlegyenletei a ko-
vetkez6 elvbol szarmaztathaték. Tekintsiik az [z1,xs] részt és hatdrozzuk meg, hogy
ebben a részben I(t) hogyan véltozik az id6ben. Mivel az anyagmegmaradds elve alap-
jan ezen csOszakaszban 1j anyag nem keletkezik és nem semmisiil meg, ezért a tomeg
id6beli megvaltozésa csak két végpontban 1é6vé fluxus® hatdsara torténhet. Ezért a flu-
xus f megaddasdaval felirhatjuk a megfelel6 matematikai Gsszefiiggést.

Mivel az [x1, 23] csészakaszban 16v6 tomeg megvéltozdsa csak a végpontokbeli fluxu-
sok hatasara torténik, ezért

d

SI(t) = f(u(as,0) — f(u(za,1)). (2.63)

(A negativ jel a fluxus irdnyultsdga miatt van.) Feltéve f és u megfelel§ simasagat, ez
az egyenlet felirhaté

df(t)——/zQa (u(z, 1)) d (2.64)
o = | % u(x, x .
alakban. Mivel u megfelel6 simasaga esetén

%I(t) _ / 12 %u(m,t) dz, (2.65)
ezért a (2.64) és a (2.65) Osszefiiggések alapjdn
20 0
/ﬂc1 (au(x,t) + %f(u(:c,t))) dz = 0. (2.66)
Mivel (2.66) tetszoleges [x1, x5] intervallumon érvényes, ezért végeredményként a
—u(z,t) + — f(u(z,t)) =0 (2.67)

egyenletet kapjuk, amelyet megmaraddsi (folytonossdgi) torvénynek szokésos nevezni.

8 A fluxus &ltaldban egy adott felilleten dtdramlé anyag vagy energia mennyiségét jelenti.
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Alapvet6 parcialis differencidlegyenletek

A fluxus kiilonbo6z6 alakjai vezetnek el az egyes jol ismert modellekhez.

1. Advekcios egyenlet. Tegyiik fel, hogy a folyadék allando a sebességii, tehat az
anyagi részecske ezen allando a sebességgel mozog. Ha az x pontbeli fluxus a
pontbeli sebesség és a lokalis stirliség szorzata, akkor a fluxus fiiggvénye

f(u) =au (2.68)
alaki. Ekkor a (2.67) képlet alapjan a
0 0
il — = 2.
8tu(x, t) + aaxu(m, t)=0 (2.69)

egyenletet kapjuk. Fz az egyenlet, a parcialis derivaltak szokasos jelolésével, felir-
haté az egyszerlibb jelolésti
u +au, =0

alakban is”. Az egyértelmi{i megoldhatésiaghoz kezdeti feltétel, és, ha a térbeli
valtozo korlatos, peremfeltételek megadédsa sziikséges. Tekintsiik az egyszeriibb
nemkorlatos esetet, azaz amikor x € (—o00,00). Ekkor ugyanis elegendé csak a
kezdeti feltétel megadésa:

u(z,0) = ug(x), x € (—00,00), (2.70)

ahol ug adott fiiggvény. Konnyen lathato, hogy ha ug folytonosan differencidlhato,
akkor az
u(z,t) = up(z —at), x € (—o00,00), t>0 (2.71)

fiiggvény egyértelmii megoldasa a (2.69)-(2.70) feladatnak. A megoldas (2.71) alak-
jabdl jol lathatd, hogy az (x,t) sik azon pontjaiban, ahol x — at allandé, (azaz az
x — at = C egyenesek pontjaiban) a megoldasok ugyanazt az értéket veszik fel.

2. Diffuzios egyenlet. Tegyiik fel, hogy a folyadék nem mozog, azaz a = 0. Ekkor
ug = 0, és ezért elvileg az uy kezdeti fliggvény alakja az id6ben nem valtozik.
Ugyanakkor, ha uy nem allandé, a molekularis mozgas hatasara a kezdeti fiiggvény
mégis megvaltozik. Ez a jelenség az in. molekularis diffizié, amelynek hajtoereje
a stiriiségkiilonbség. (Ha mds er6 nem 1ép fel, a diffizié képes megsziintetni a
stirliségkiilonbséget.) Az anyagaramlds sebessége a stirtiséggradienssel ardnyos. Ezt
a jelenséget Brown-mozgasnak is szoktak hivni, melyet a Fick-torvény ir le. Ennek
értelmében a fluxus egy adott x pontban egyenesen aranyos a stirtiségfiiggvény
gradiensével, azaz a fluxus fiiggvénye

f(u) = —ku, (2.72)

9Ko6nyviinkben mindkét jelolést alkalmazzuk.
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alaki. Ebben az egyenletben k lehet dlland6 (pl. homogén anyagokban), de alta-
lanos esetben fiigghet z-tél is. Ha  allando, akkor (2.72) és (2.67) alapjan az

Up = Kllyy (2.73)
egyenletet nyerjiik. A kK = k() esetben a fenti Osszefiiggések az
up = (Kuy), (2.74)

egyenletet eredményezik. A fenti (2.73) és (2.74) egyenleteket osszefoglaléan diffii-
2108 eqyenletnek, a k egyiitthatét pedig diffuzids egyiitthatonak nevezziik.

3. Hévezetési eqyenlet. A hévezetés sordn a hé a diffizidhoz hasonlé médon terjed!’.
Hoévezetés a termodinamika masodik fététele szerint mindig a nagyobb homérsék-
leti hely feldl a kisebb hémérsékletii hely felé torténik, azaz a homérsékleti gra-
diens irdnyaban. Emellett a héaramsiirtiség (amely lényegében a fluxust jelenti)
a Fourier-torvény szerint véges valtozas esetén egyenesen aranyos a homérséklet-
kiilonbséggel és a szilard test anyagi mindségére jellemzo hévezetési tényezovel,
illetve forditva ardnyos a tavolsdggal. Ezért hatdresetben a (2.72) alaku 6sszefiig-
gést kapjuk. Ezért a (2.73) és (2.74) alaku diffuzids egyenleteket nyerjiik, amelyeket
szokasos hdvezetési eqyenleteknek is nevezni. A k egyiitthatot ebben az esetben hd-
vezetési eqyiitthatonak szokasos nevezni.

4. Advekcio-diffuzio egyenlet. A folyadékmozgas esetén tipikusan egyidejlileg van ad-
vekcio és diffuzié is, azaz a fluxusra

f(u) = au — Kuy, (2.75)

Osszefiiggés érvényes. Ennek alapjan az advekcio-diffuzio egyenlet allandé diffuzios
egyiitthatd és sebesség mellett

Uy + QU = Klgy (2.76)
alakd.

5. Forrastag az alapegyenletben. Visszatérve a kiinduldsi pontunkhoz, nyilvanvaléan
I(t) nemcsak a cs6szakasz végpontjaiban 1év6 fluxus hatdsara véltozhat meg: ha
van forrds vagy nyel6 ezen a szakaszon, akkor az 6ssztomeg ennek fiiggvényében
is megvdltozhat. Jelolje W(x,t) az ilyen forrds /nyeld stirliségfiiggvényét''. A W

10A hévezetés (konduktiv hdatadas) a hddtadas olyan forméja, amely a szildrd vagy nyugalomban 1év6
(nem dramlo) folyékony vagy légnemii halmazdllapotd rendszerekben, hémérséklet-kiilonbség hatdsdra
jon létre. A hédramlastdl (konvektiv hédtadas) abban tér el, hogy nem térténik anyagdramlds, hanem
a hoatadas a belsé energia részecskérol részecskére vald atadasaval torténik.

HPontosabban a belsé energia (idéegységre juté) forrds-stiriségét jeloli, vagyis az idéegység alatt
térfogategységben keletkezd belsé energiat jelenti.
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fiiggvény eléjele mutatja, hogy az (z,t) pontban forrds (pozitiv elgjel) vagy nyel
(negativ el6jel) van. Ennek figyelembevételével a (2.66) egyenlet alakja

/:2 <%u($,t) + %f(u(m,t))) da = /m2 U(x,t) da (2.77)

z1
alakot olti. Ezért forrds esetén a (2.67) egyenlet

0
alakid. Az f fluxus egyes alakjainak behelyettesitésével megkaphatjuk a fentiekben

felsorolt nevezetesebb egyenletek forrastaggal kiegészitett valtozatait.

6. Reakcio-diffizio egyenlet. A folyamatokban a forrastagok megjelenésének egyik
oka a kémiai reakcio: amikor a jelenségben s szamu anyag vesz részt, és azok
egymassal kémiai reakcioba 1épnek, akkor ezen anyagok koncentracidi a kémiai at-
alakulasok hatasara megvaltoznak. Ez a matematikai modellben azt jelenti, hogy
ha u € R?® vektor koordinatdi az egyes anyagok koncentracioit jelolik, akkor a ki-
netikai egyenlet u; = R(u) alaki. (Ez az egyenlet azt feltételezi, hogy az egyes
anyagok tokéletesen elkeverédnek, és értékiik csak az id6tdl fiigg.) Ha a koncent-
racié térben is valtozik, akkor ezt az egyenletet a difftizids egyenlettel kombindljuk,
és eredményiil a u; = Ku,, + R(u) reakcié-diffizié egyenletet nyerjiik. Mivel a difft-
zi6s egyiitthatd anyagonként valtozhat, ezért altalaban x egy diagonalis matrix, és
nem skaldar. Megjegyezziik, hogy a fenti egyenlethez advekcids tag is hozzaadhato,
példaul aramlé folyadékok esetén.

A hovezetési egyenlet és megoldasa

Konyviinkben megkiilénboztetett szerepet szanunk a skalaris, térben egyvaltozos hdove-
zetési egyenletnek, ugyanis a hovezetési folyamat numerikus modellezésén keresztiil jol
jellemezhetdk az egyes numerikus eljarasok. Ezért tovabbiakban az

Up = Klgy (2.79)
egyenletet vizsgaljuk. Két esetet vizsgalunk a tovabbiakban.

1. Az x térbeli valtozo a teljes szamegyenesen valtozik, azaz x € R. Ebben az esetben
a (2.79) egyenlet nem korlatos tartoményon van kitiizve, azaz a korrekt kittizéshez

sziikséges és elegendo az
u(z,0) =up(x), ze€R (2.80)

kezdeti feltétel megadasa, ahol ug egy megfeleléen sima, R-en értelmezett, adott
fiiggvény.
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2. Az z térbeli véltoz6 egy korldtos intervallumon véltozik, azaz z € [0,1]. Ebben
az esetben a (2.79) egyenlet korldtos tartoményon van kitiizve, azaz a korrekt
kittizéshez sziikséges és elegendd az

u(z,0) = ug(x), x€l0,l] (2.81)

kezdeti feltétel megaddsa (ahol wy egy megfeleléen sima, R-en adott fiiggvény),
illetve a két peremen valamilyen tipusu peremfeltétel. Tegyiik fel, hogy a perem-
pontokban az els6 peremfeltétel adott, azaz

w(0,t) = pa(t), wu(l,t) = pa(t), t>0, (2.82)

ahol py(t) és po(t) adott fiiggvények.

Nemkorlatos tartomany esete. A Fourier-transzformacio.

Eldszor a (2.79)-(2.80) feladat megolddsdnak eldallitasaval foglalkozunk. Egy v(z) €
Ly(R)-beli fiiggvény'? Fourier-transzformdltjan'® azt az Ly(R)-en értelmezett operatort
értjiik, amely egy v € Ly(R)-beli fiiggvényhez a

5(E) = —— v(z)e %" da
v(g)._\/%/]R ()e ™" dz, £€€R (2.83)

modon definidlt fiiggvényt rendeli hozza. Ez a transzformalt 0(&) fiiggvény szintén Lo (R)-
beli, és a Parseval-egyenloség felhasznalasaval megmutathatd a normatartas is, azaz a

[0]l2 = [v]l2 (2.84)

relacié. Az {e®®, ¢ € R} fiiggvényrendszer bazist alkot az Ly(R) térben, ezért a Fourier-
transzformdcé segitségével az eredeti v(x) fiiggvényhez hozzérendelt () értelmezhetd
v(z) fiiggvény €% szerinti koordinatéjénak a kiilonbozd € € R értékekre. Igy az inverz
Fourier-transzformacio

1 ~ x
v(x) = \/—2_7T/Rv(§)e5 d¢, £eR (2.85)

szerinti definicidja kézenfekvé. (Ez megfelel egy vektor - adott bazisban torténd - linedris
kombinécidként vald felirdsanak.)

12, (R) azon komplex fiiggvények tere, amelyek négyzetesen integralhaték Lebesgue-értelemben, azaz
az [p |v|? dz vett integral (Lebesgue-értelemben) létezik és véges. Mint ismeretes, ez a tér vektortér,
és a (v,w) := [p(vw) dz skaldris szorzattal Hilbert teret alkot. Ezért a megfelelé norma |[v]s =

~ 1/2
(S5 lof2ar)
13 Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) francia matematikus és fizikus
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Feladatunkban a parcialis differencidlegyenletek ismeretlen fiiggvénye kétvaltozos,
ezért fontos az u(x,t) fiiggvény Fourier-transzformacidjanak meghatarozasara. Mi az
x térbeli valtozd szerinti Fourier-transzformaciot hatarozzuk meg, mégpedig gy, hogy
az u(x,t) figgvényt rogzitett ¢ mellett tekintjiik, és gy hatdrozzuk meg a Fourier-
transzformaltjat:

u(&,t) = \/% /Ru(:r;,zf)e_ifz dz, € eR. (2.86)

Igy az inverz Fourier-transzformacié

u(z, t) = V% /R (e, D) de, z e R. (2.87)

Felhasznalva a (2.87) képletet, az u(z,t) figgvény parcidlis derivéltjai kozvetleniil
kifejezhetok, ugyanis a paraméteres integral derivalhatosaga mellett érvényesek az alabbi
Osszefiiggések

1 0 [ e qe L [0 (o ey ge —
u(, 1) :EQ/RU(&@@E d¢§ = \/%/Rat (a(g t)e™™) d¢ = )
1 ~ ix ‘
= [ ie.ee ag
_ L o f. o ge_ L [0 (. i€y qc _
o) =gt [ate.0e ag = —— [ 2 (aene) ag - -
1 ~ - 1€x .
\/—Q_W/Ru(ﬁ,t)zfe d¢.

Ezért tehat az wy(x,t) fiiggvény z-szerinti Fourier-transzforméltja énmaga, mig az
ug(x,t) fiiggvényé az i€u(&, t) figgvény. Hasonlban,

R A ier 1. 1 o . it
telnt) == [l ae = —= [ 25 (i) e

_L i 2 ei&:c

Tehdt az ug,(z,t) fiiggvény Fourier-transzformaltja az —&2a (€, t) fiiggvény.

Térjiink &t a (2.79)-(2.80) feladat megoldasaral A (2.79) egyenlet mindkét oldalanak
Fourier-transzformaciéjat véve, a (2.88) és a (2.90) képletek alapjan az

w(&,t) = —r€%u(E 1), EER (2.91)

egyenletet nyerjiik. A (2.80) kezdeti feltétel Fourier-transzforméltja

(2.90)

W(€,0) = 1p(€) = \/%/Ruo(x)e_i&” dr, ¢€R. (2.92)
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A (2.91)-(2.92) egy kozonséges differencidlegyenlet elsérendii Cauchy-feladata, amelynek
megoldédsa az
2 2¢ ~
(g t) = e a(E,0) = e ip(€), EER (2.93)
fiiggvény.

Vizsgaljuk meg a hovezetési egyenlet megoldasat abban az esetben, amikor a kezdeti
fiiggvény az T = 0 pontra felirt Gauss-tipusu eloszlasfiiggvény, azaz

up(z) = e 7z eR, (2.94)

ahol 5 € R adott allandé. Mivel a (2.79)-(2.94) feladat megoldasahoz a kezdeti fiigg-
vény Fourier-transzformaltjanak ismerete sziikséges, hatdarozzuk ezt meg a tovabbiakban.
Nyilvanvaloan

~

o (§) e P e g, (2.95)

“ v

Mindkét oldalt derivalva a kovetkezo relaciok érvényesek:

dUO

e (—iz)e™i€" d. 2.
d{ \/ﬂ/ i) x (2.96)

A (2.96) jobb oldaldn hajtsunk végre egy parcidlis integralast a v = e %% és w' =
—ize P megvalasztassal!l A kiintegralt rész eltiinik az x = 400 helyen, ezért

dio / B2 (i) it ¢ 1 / —fa? it
— (&) = i—e PP (=if)e " dr=——=—+= [ e 7 e " dr
d¢ ©  Vor ¢) 2821 Jr
¢ (2.97)
= — (o)
B
A (2.97) egy els6rendii kozonséges differencidlegyenlet, amelynek dltaldnos megoldasa
_ ¢
(&) = e 1p(0). (2.98)

A (2.92) képlet alapjén

~

1 1 2
0:— d = — _Bxd =
M)@Awmxﬂk !
1 o d
S =

Y / e (2.99)
V2r ) VB

(Az utols6 1épésben felhasznaltuk a jol ismert ffooo e ds = /7 osszefiiggést.) Ekkor
a (2.98) és a (2.99) osszefliggések alapjan

Go(€) = ———e 5. (2.100)




2.2. Megjegyzés Osszevetve a (2.94) és a (2.100) formuldkat azt lathatjuk, hogy a
Fourier-transzformécié egy Gauss-féle eloszlast egy méas paraméteres Gauss-féle elosz-
lasba transzformal.

Felhaszndalva a (2.93) és a (2.100) Osszefiiggéseket, érvényes az

1 2 1 2
(e, t) = me—ﬁﬁ%ﬁﬁ - me—fc, £ER (2.101)
egyenloség, ahol
1
C=———+. 2.102
4kt + 1/ ( )

Innen a (2.87) inverz Fourier-transzformacié segitségével eléallithaté a (2.79)-(2.94) fel-
adat megoldasara:

1 . 1 1 e
u(z,t) :\/—Q_W/Rﬁ(f,t)e’& dé = \/_27/]1@ mefce@ dé

1 _e i€x
e d0e™dE, reR.

1
- O/ﬁﬁfkm

(2.103)

Tekintsiik a )

L/
Vor Jr V20
1 £2
V20

e~ 4c fiiggvény inverz Fourier-transzformaltja. Az
el6zéekben beldttuk, hogy az e #** fiiggvény Fourier-transzformaltja

g2
e ic e (¢

kifejezést! Ez nyilvanvaléan az

§2
e 4%, azaz ez

1
2 2/3
utébbi fiiggvény inverz Fourier-transzformaltja az e fiiggvény. Ezt figyelembe véve

tehat
1

1
V2T /R V20
A (2.103) és a (2.104) képletek alapjan tehat a (2.79)-(2.94) feladat megoldasa
u(z,t) = \/C/Be ", (2.105)

ahol C' értékét a (2.102) képletbdl hatarozhatjuk meg. Mivel /C/p = 1/v/4xpt + 1,
ezért a feladat megoldasa

2 5
e’f?e’gxdf =e 0" (2.104)

1 2
u(z,t) = ———=e VIiti/s, (2.106)

VARSt + 1

Valtoztassuk meg a kezdeti fliggvényt! Vegyiik észre, hogy a (2.99) alapjan a (2.94)
alaku kezdeti feltételt leird fliggvény integraljara

/Ruo(x)dx = /Re—ﬂfz dz = \/g
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Ezért az
up(z) = \/Eeﬁmz, z€eR (2.107)
™

kezdeti fliggvény esetén (2.79)-(2.107) egy olyan feladat, amelynek kezdeti eloszldsédnak
integralja egy, és a megoldasa

1 a2
Wz, t) = —————— VP, (2.108)

VAarmt + 1 /5

Ha az x = 0 helyett valamely tetszoleges x = & pontra koncentralt Gauss-féle eloszlast
tekintjiik kezdeti fiiggvényként, azaz

up(x,T) = \/ge_ﬂ(x_x)Q, r € R, (2.109)

akkor a hozzatartozo megoldas

1 (@—7)°

Wz, %) = ———¢ Vini1/p (2.110)

VAkTt + 7/

alaku.

A kezdeti fiiggvények haranggorbéinek magassiagat a [ paraméter szabalyozza: po-
zitiv [ esetén a maximumat az x = T pontban veszi fel, és az értéke /[ /m. Tekintsiik
a kezdeti fliggvények és a hozzatartozé megoldasok sorozatat § — oo esetén! Ekkor
minden rogzitett x # T esetén a kezdeti fiiggvények sorozata nullahoz, az x = T pontban
pedig a +oo-be tart, azaz a hatarfiiggvény egy olyan §(x) "fiiggvény”, amelyre

5(x) = {+O°’ i;; , (2.111)

és integralja egy.'* Ugyanakkor a (2.110) megolddsok sorozata 3 — oo esetén a
1 _(z—2)?

e~ Vant 2.112
VArTt ( )

alaku fiiggvényhez tart. Ezt a fliggvényt a (2.79) hévezetési egyenlet Green-fiiggvényének
nevezziik. Mint lathatd, a Green-fiiggvény is egy csokkend Gauss-tipust eloszlasfiiggvény,
és egy pontszerii kezdeti allapot idében vald terjedését irja le.

G(z,t,x) =

MEzt a fiiggvényt az irodalomban Dirac-delta fiiggvénynek szokdsos nevezni. (Paul Adrien Maurice
Dirac (1902-1984) brit Nobel-dfjas fizikus, a kvantummechanika egyik megalapozdja.) Az ilyen tipusi
fliggvényt dltaldnositott fiigguénynek, mas széval disztribiicionak nevezziikk. Ez durvan azt jelenti, hogy
csak egy integral részeként értelmezziik, mégpedig amely minden alkalmasan megvélasztott o(z) fiigg-
vény esetén az [, 6(x)¢(x) dr = ¢(Z) tulajdonsiggal rendelkezik. A disztribiciok részletes targyaldsa
nem képezi a konyv tdrgyat, az érdeklédéknek javasoljuk a [12] konyvet.

38



2.3. Megjegyzés Tehat a G(x,t, ) fiiggvény értéke egy adott helyen azt mutatja meg,
hogy az  pontbeli kezdeti inhomogenitds id6ben (és térben) hogyan terjed. (Példaul,
ha egy idedlis folyadékba egy pontban tintat cseppentiink.) A Green-fiiggvény alakjabol
lathatjuk, hogy a kezdeti pontszert fliggvény értéke tetszélegesen t > 0 esetén is nem
nulla barmelyik = # z,z € R pontban. Mivel a kezdeti fiiggvény ebben a pontban nulla,
ezért ez azt jelenti, az T nem nulla kezdeti értéke barmelyik x € R pontban megvaltoztatja
a kezdeti nulla értéket, azaz a terjedési sebesség ezen modellben végtelen.

Tetszoleges kezdeti fliggvények esetén a megoldas a Green-fiiggvény segitségével koz-
vetleniil meghatdrozhat6. Mivel a Green fiiggvény a rogzitett £ € R pontszeri (és
integréal-értelemben egységnyi) kezdeti fiiggvényhez tartozé megoldés, ezért az altalanos
alaki wug(z) kezdeti fiiggvény esetén minden pontban meghatdrozzuk a hatését, és az
eredményeket Osszegezziik. Fzért a megoldast a Green-fiiggvény és a kezdeti fiiggvény
szorzata altal definidlt fiiggvény integrélja, azaz

1 +oo (@)
u(z, ) :/G(:E,t,x)uo(x)dm: \/m/ o Vit uo(2)d3 (2.113)
R —00

alakban all allithat6 eld. A (2.113) Osszefiiggést Poisson-féle képletnek! is szokdsos
nevezni. Vegyiik észre, hogy az u(z,t) fiiggvény nem mds, mint a

~ 1 «?

Gla,t) = Varmt _

¢ Vi (2.114)
és az ug(x) figgvények konvolicidja.'® Konnyen ellenérizhetd, hogy a @(m,t) fiiggvény
kielégiti a (2.79) hovezetési egyenletet, tovabba, hogy

16
lim G(z,t) = lim G(z,t) = 0.
t—0-+0 xtoo

A fenti G fiiggvényt alapmegolddisnak is szokas nevezni. Tehat a kezdetiérték-feladat
megoldasa eloallithaté az alapmegoldas és a kezdeti fiiggvény konvolicidjaként.

A szakasz befejezéseként roviden attekintjiik az
u+auy, =0, r€R, t>0 (2.115)

egyenlet
u(z,0) =up(x), z€R (2.116)

15Siméon Denis Poisson (1781-1840), francia matematikus, geométer és fizikus.

16A (—00,00) intervallumon értelmezett f és g integralhaté fiiggvények konvoliciéjan az (f * g)(z) =
ffooo f(8)g(x — s) ds integrélt értjiik. A konvoliciénak széles korii alkalmazdsai vannak a valészin{iség-
szamitasban, a Fourier-sorok és a parcidlis differencidlegyenletek elméletében.
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kezdeti feltétel melletti megoldasanak eloallitasat a Fourier-transzformécié segitségével:

A (2.88) és a (2.89) osszefiiggések alapjan az u.(z, t) fliggvény Fourier-transzforméltja
onmaga, mig u,(x,t) figgvényé az ifu(,t) fliggvény. Ezért a (2.115) egyenlet Fourier-
transzformacidjaval az

(&, t) = —ifai(6,1), EERE>0 (2.117)

elsorendii, kozonséges differencidlegyenletet kapjuk. Ezért

a(€,t) = e (€, 0). (2.118)

Mivel u(£,0) = up(€) a (2.92) alapjan meghatdrozhat6, ezért az inverz Fourier-
transzformacio felhasznaldsaval a megoldéds kozvetleniil eloallithatoé:

(e, t) = \/LQ_W /R e—at g (€)1 g — \/LQ_W /R (€)@= d¢ — ug(z — at).  (2.119)

(Az utolsé egyenldség abbdl addédik, hogy az integral nem més, mint az 4y fliggvény
inverz Fourier-transzforméltja az x — at pontban.)

2.4. Megjegyzés Mint a (2.118) osszefiiggésbél lathato, |a(€,t)| = |uo(€)| minden ¢ > 0
esetén. Ez azt jelenti, hogy a megoldas Fourier-komponense idoben nem véltozik. A héve-
zetési egyenlet esetén més a helyzet: a (2.93) képlet kovetkeztében |a(€, )| = e |y (&)
minden t > 0 esetén, azaz |u(&,t)| az idében exponencidlisan lecseng. A lecsengés se-
bessége fiigg a k egyiitthatétdl, illetve a & hullamszamtol. Ezért a magas frekvencigju,
erésen oszcilldlé tagok (azaz amikor €2 nagy) lényegesen gyorsabban lecsengenek, mint
az alacsony frekvencidjuak. Ennek kovetkeztében a kezdeti fiiggvény az idében kisimul.
(Ezt szokésos parabolikus simitdsnak is nevezni.)

2.5. Megjegyzés Az el6z6 megjegyzéshdl lathato, hogy a k konstans hovezetési egytitt-
hatéra célszerti kikotni a k > 0 elGjelfeltételt, bar a megoldas el6allitasanal ez nem volt
sziikséges. Ennek alapveto oka, hogy negativ s esetén a megoldas Fourier-komponense
az idében exponencialisan nem lecseng6, hanem exponencidlisan novekedo lesz. Ez azt
jelentené, hogy a magas frekvencidji tagok (azaz amikor &2 nagy) kinének, nevezetesen
& — 00 esetén exponencialis sebességgel tart a végtelenhez. Ezért a kezdeti fiiggvény bar-
milyen kis megvaltozasa (pl. kerekitési hibdja) a megoldas ezen tagjaiban nem korlatos
nagysagi megvaltozast eredményez, azaz a feladat instabilla valik. Ennek eredménye-
ként tehat a k < 0 hovezetési egyiitthatdju feladat nem lesz korrekt kitdizésd. (Konyviink
a nem korrekt kitiizésii feladatokkal nem foglalkozik.)
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A korlatos tartomany esete. A valtozdk szétvalasztasanak modszere.

Tekintsiik a hévezetési egyenletet a térben egydimenzids, korlatos tartomanyon. Az
egyszerliség kedvéért feltessziik, hogy = € (0,1), és igy az egyenletet a (0,1) x (0,7)
(T < o0) tartomanyon vizsgaljuk. A korrekt kitiizéshez ekkor kezdeti- és peremfeltétel
megaddsa egyardnt sziikséges. Legyen t* € (0,7T) egy adott rogzitett szam, és jelolje
Qe = (0,1) x (0,*] R%-beli halmazt, ahol a megoldast keressiik. T'y+ pedig a t = 0,
r =0 és v = 1 egyenesekkel hatdrolt ponthalmazt, azaz I'y = Qu\Q. A 'y pontjait
parabolikus peremnek nevezziik.

Tekintsiik tehat a tovabbiakban 2, pontjaiban a

2
%(M) - %(%t) =0, (2,1) € Qe (2.120)

egyenletet a 'y« parabolikus peremen megadott kiegészité ("kezdeti+perem”) feltételek-
kel:
u(z,0) = ug(x), x€(0,1); u(0,t)=wu(l,t)=0, tel0,t]. (2.121)
Ha uy = 0, akkor a feladat megoldésa az u = 0 fiiggvény. Ezért a tovabbiakban feltessziik,
hogy ug # 0, igy a keresett megoldas u # 0.
Keressiik a megoldast
u(z,t) = X(x) - T(t) (2.122)

szétvdlaszthatd alakban, ahol X és T egyelSre ismeretlen, megfeleléen sima fiiggvények.'”
Behelyettesitve a (2.122) alaku u fiiggvényt a (2.120) egyenletbe, a

T(t) - X(x)— X (z)-T(t) =0, (x,t) € Qu (2.123)
egyenletet nyerjitk. Mivel X (z) - T'(t) # 0, ezért (2.123) az

X'@) T *
X~ T TEOD te 0.8 (2.124)

azonossagot jelenti. A (2.124) tetszbleges z és t véltozéra érvényes, ami azt jelenti, hogy
mindkét oldal allandé: valamely A € R szam mellett minden = € (0,1) és ¢t € (0,t*]
esetén érvényes az

X'(x) T'(#)
Yo = 70 = (2.125)

egyenloség. Innen az
X"(z) = \X(2), z€(0,1) (2.126)

17Sz0késos Fourier-médszernek is nevezni ezt az eljarast.
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egyenletet kapjuk. Mésrészt, behelyettesitve a (2.122) alakot a (2.121) két peremfeltéte-
lébe, az

X(0)=X(1)=0 (2.127)

feltételt kapjuk. Célunk tehat olyan A € R szdm meghatédrozasa, amely mellett a (2.126)-
(2.127) feladatnak létezik a trividlis X (z) = 0 fiiggvénytdl kiilonbozé megoldésa.

Mivel (2.126) egy dllando egyiitthatés, méasodrendli kozonséges differencidlegyenlet,
ezért 4ltaldnos megolddsat az s? + A = 0 karakterisztikus egyenletének gyokeivel haté-
rozhatjuk meg. Ez a A el6jelének fiiggvényében az alabbi esetekhez vezet.

e Tegyiik fel, hogy A < 0. Ekkor a karakterisztikus egyenlet gyokei valdsak, és
a (2.126) egyenlet altaldnos megolddsa

X(I) = C’le\/j’\x + 026_\/333.
Mivel ekkor az X (0) = 0 feltétel a C + Cy = 0 egyenloséget jelenti, ezért X (z) =
4 <e‘/j’\’” - e’ﬁz> alakd. A masik, X (1) = 0 peremfeltételt ide behelyettesitve
az X(1) = Cy (e\/j‘ - e*\/j’\> = 0 feltételt kapjuk. Mivel eV~ > e V=2 ezért

a fenti egyenldség csak C7 = 0 esetén lehetséges, ami az X (x) = 0 megoldast
eredményezi. Mivel ez nem megengedett, ezért ez az eset nem lehetséges.

e Tegyiik fel, hogy A = 0. Ekkor a (2.126) egyenlet X (x) = 0 alak, igy az altalanos
megolddsa X (x) = Ciz + Cy. Erre a fiiggvényre, amelynek képe egy egyenes,
a (2.127) feltétel csak C; = Cy = 0 esetén lehetséges. Ez viszont szintén a nem
megengedett X (x) = 0 trividlis megolddshoz vezet.

e Tegyiik fel, hogy A > 0. Ekkor a karakterisztikus egyenlet gydkei +iv/A. Igy
a (2.126) egyenlet altaldnos megolddsa

X (z) = Cy sin(VAz) + Cy cos(VAz).

Az X(0) = 0 feltétel miatt Cy = 0. Tehat az X (1) = 0 feltétel az C;sinv/A = 0
feltételt jelenti. Mivel Cy # 0, ezért ez a VA = kr (k = 1,2,...) feltételt jelenti,
azaz a lehetséges \ értékekre a

Mo = =K%, k=1,2,... (2.128)
értékeket kapjuk. Tehat az
Xip(z) = Cfsinkre, k=1,2,... (2.129)

fiiggvények tetszéleges CF allandok mellett megolddsai a A = )\, megvalasztast
(2.126)-(2.127) feladatnak.
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Térjiink &t a T'(t) fiiggvény meghatdrozasaral A (2.125) egyenldség felhasznédldsaval a
T'(t) = \T(t), te (0, (2.130)

egyenletet kapjuk, ahol (2.128) alapjdn A\ = Ay, = —k?72. Az egyenlet 4ltaldnos megol-
dasa

Ti(t) = Chet, (2.131)
ahol C§ tetsz6leges alland6. Tehat a (2.129) és a (2.131) képletekkel azt kapjuk, hogy
minden k£ =1,2,... esetén tetszoleges C}, allando mellett az

up(,t) = Xp(2)T(t) = Cre ™ sin(krz) (2.132)

fiiggvények olyan fiiggvények, amelyek megoldasai a (2.120) egyenletnek, és kielégitik
a (2.121) mindkét (homogén) peremfeltételét. Tegyiik fel, hogy a >~ uy(z,t) fiigg-
vénysor egyenletesen konvergens! Ekkor az

u(a,t) =Y w(,t) (2.133)

fiiggvény is rendelkezik ezekkel a tulajdonsagokkal. Valasszuk meg a tetszéleges Cy, allan-
dékat tgy, hogy a (2.121) kezdeti feltétele is teljesiiljon erre az u fiiggvényre! A (2.133)
és a (2.132) képletek alapjan

u(z,0) = i Cy sin(kmx). (2.134)
k=1
Ugyanakkor a ug(x) fiiggvény Fourier-sora
up(z) = i uf sin(krx) (2.135)
k=1
alakt, ahol 1
uf = 2/ uo(s) sin(kms) ds. (2.136)
A (2.134) és a (2.135) képletek 688Z€V§té8éb61 tehat
Cr = uf. (2.137)
Osszegezve: az N
u(z,t) = Z ube ™ sin kra (2.138)
k=1

fiiggvénysorral definialt u(z, t) fliggvény - a fiiggvénysor egyenletes konvergenciaja esetén
- megolddsa a (2.120)-(2.121) feladatnak.
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2.6. Megjegyzés Hogyan biztosithaté a (2.138) fiiggvénysor egyenletes konvergenci-
dja? Megmutathat6 ([13]), hogy ha ug folytonosan differencidlhatd, valamint ug(0) =
up(1) = 0, akkor az egyenletes konvergencia érvényes.'®

2.7. Megjegyzés A fenti megoldas segitségével a
oU(x,t)  0*U(w,t)

ot Ox?
U(xz,0) =Uy(z), =€ (0,1); U(0,t)=«a, u(l,t)=p, tel0,t"] (2.140)

(ahol « és  adott dllanddk) inhomogén feladat megoldésa is konnyen eléallithat6 hasonld
végtelen fliggvénysor alakjaban. Jelolje ugyanis

—0, (2,1)€ (2.139)

w(z,t) = ol —x)+ pz, z€l0,1] (2.141)

ismert fiiggvényt. Ekkor az u = U — u fliggvény megoldésa lesz a (2.120)-(2.121) fel-
adatnak, ahol ug(z) = Up(z) — (a(l — ) + Sz). Ezért ennek a fiiggvénynek a (2.136)
képlet szerinti Fourier-egyiitthatéival eléallitott (2.138) fiiggvénysora meghatérozza az u
fiiggvényt, és ennek ismeretében az ismeretlen fiiggvényt kiszamolhatjuk az U = u + @
Osszefiiggéshol.

Az el6z6ekben tehdt megmutattuk, hogy a (2.79)-(2.80) feladat megolddsa a (2.113)
Poisson-képlet segitségével, mig a (2.120)-(2.121) feladat megoldasa pedig a (2.138) fiigg-
vénysor segitségével allithaté el6. Ugyanakkor ezek a megoldasok tobbnyire csak for-
malisnak tekinthetok, a gyakorlatban nem, vagy csak nagyon specialis esetben alkal-
mazhaték egy konkrét feladat megoldasara. (Mivel a (2.113) képletben egy végtelen
tartoméanyon vett improprius integral, a (2.138) képletben pedig egy végtelen fiiggvény-
sor Osszegének meghatarozasa sziikséges.) Tovabbi probléma, hogy mindkét megoldést
csak a targyalt specidlis feladatosztalyra tudjuk alkalmazni, azaz példédul k = k(x) nem
allando hévezetési egyiitthatd esetén nem miikodnek.

Mindez azt motivalja, hogy ezen feladatok megoldasara valamilyen kozelito eljarast,
azaz numerikus modszert célszeri alkalmazni. Konyviink targya a kozonséges diffe-
rencidlegyenletek (illetve a kozonséges differencidlegyenlet-rendszerek) numerikus megol-
dasa. Ezért célunk, hogy a fenti parcialis differencidlegyenletekbdl ilyen feladatot konst-
rualjunk.

Nembkorlatos térbeli tartomény esetén a Fourier-transzformécié segitségével a (2.91)-
(2.92) kozonséges differencidlegyenlet elsérendii Cauchy-feladatét nyerjiik az ismeretlen
megoldasfiiggvény Fourier-transzformaltjara, amelynek megoldasa formalisan kozvetle-
niil el6allithato. Ugyanakkor a kezdeti érték meghatarozasahoz egy nehezen realizalhato

18Valéjdban ug simasdgara elégséges a [0,1] intervallumon valé folytonossag, valamint a (0,1) inter-
vallumon valé szakoszonkénti folytonosan differencialhatosag is.
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integral meghatarozasa sziikséges, valamint egy inverz Fourier-transzformécié numerikus
realizalasa. Konyviinkben ezt az esetet nem részletezziik, az érdeklédoknek javasoljuk a
[10] konyvet.

A tovabbiakban a korlatos térbeli tartomany esetével foglalkozunk részletesebben.

2.2.3. A korlatos térbeli tartomanyon kittizétt hovezetési egyen-
let és szemidiszkretizacidjanak tulajdonsagai

Tekintsiik a tovabbiakban €2« pontjaiban a

2
%(m) - %(x,t) =0, (z,t) € Qe (2.142)

egyenletet a I';« parabolikus peremen megadott
u(z,0) = ug(x), x€(0,1); wu(0,t)=0a, u(l,t)=p, tel0,t"] (2.143)

feltételekkel. Mint lattuk, ennek a feladatnak létezik megoldasa, amely a 2.7. megjegyzés
szerint eléallithato.

Ugyanakkor felmeriilhet a kérdés: nem létezik-e a (2.142)-(2.143) feladatnak ettél
eltér6 mas megoldasa is? Milyen tulajdonsagai vannak a megoldasnak? Erzékeny-e a
megoldas a bemend adatokra? A kovetkezdkben ezzel foglalkozunk.

A korlatos térbeli tartomanyon kitliz6tt h6vezetési egyenlet korrekt kitiizése

Vizsgalatunkat egy alapvetd fontossdgu lemmaval kezdjiik.

2.8. Lemma Tegyiik fel, hogy a w(x,t) figguény az Qu halmazon kielégiti a (2.142)
egyenletet, és folytonos az Q= halmazon. Ekkor teljesiil rd az tin. parabolikus maximum-
minimum elv: a figgvény a legnagyobb és legkisebb értékét felveszi a 'y parabolikus
peremen.

Bizonyitas. Tehat belatanddk a

max w(z,t) = maxw(x,t), minw(x,t) = minw(z,1) (2.144)
Qpx [yx Qu* Tyx

éllitdsok. Jelolje M = maxr,, w(z,t). Indirekt médon tegyiik fel, hogy létezik olyan
(70,t0) € Q= \ T'y» pont, amelyre

w(zo,to) = 1 > M. (2.145)
Vezessiik be a

w—M
2t*

v(z,t) = w(x,t) + (to — 1) (2.146)
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figgvényt! Ha (x,t) € T's«, akkor

p—M  p+M
2 2

v(z,t) <M+ < .

Mivel v(zg,t9) = w(xo, to) = , ezért az Q» zart halmazon folytonos fiiggvény a maximu-
mdt nem veheti fel a I';» parabolikus peremen. Ezért, ha maxg , v(z,t) = v(21,t;), akkor
(x1,t1) ¢ Tys, azaz x1 € (0,1) és t; € (0,t*]. Mivel a v fiiggvény simasdga megegyezik
w fiiggvény simasagaval, ezért ebben az (x1,t;) pontban létezik t szerinti els6, illetve z
szerinti masodik derivaltja is. Vizsgaljuk meg ezek elGjelét!

e Ha t; = t*, akkor a v(xy,t) fiiggvény a t; pontban nem csokken, hiszen ebben a
pontban maximum van. Ezért a v fiiggvény t-szerinti parcidlis derivaltja nemne-
gativ az (x1,t;) pontban.

e Ha t; < t*, akkor v(z,t) fiiggvénynek a ¢t = ¢; pontban lokdlis maximuma van,
azaz a v fiiggvény t-szerinti parciélis derivaltja az (x1,t;) pontban nulla.

e Mindkét fenti esetben a v(x,t;) fiiggvénynek az © = x; pont bels6 pontja, és itt
lokéalis maximuma van. Ezért tehat a v fiiggvény z-szerinti 2. parcidlis derivaltja
az (1,t1) pontban nempozitiv.

[gy tehat osszefoglaléan

0 0?
_U(xlvtl) Z 07 _U(xhtl) S O;

ot 0x?
azZazZ 5 82
a—q;(l'l,tl) — a-;;(lj,?ﬁ) Z 0. (2147)

Masrészt, a v fiiggvény a (2.146) szerinti definicidja alapjan

v 0% ow 0w pu— M
o1 @t = gl ) = gl t) = 5 (e t) = =2

<0 (2.148)

minden (z,t) pontra, amely nem a parabolikus peremen helyezkedik el. Ez viszont ellent-
mond a (2.147) tulajdonsagnak, hiszen (z1,t;) ¢ I'». Tehat a (2.145) indirekt feltevésiink
nem érvényes, és ezzel belattuk a (2.144) allitasunk els6 részét. A mésodik (minimumra
vonatkozo) allitds kozvetlen adédik az maximumra vonatkozo allitds —w(z, t) fiiggvényre
torténd alkalmazasdval. ]

A lemma 4llitdsa alapjan tehat a (2.142) egyenletet kielégitd, az Qu halmazon folyto-
nos w(x,t) figgvényre alsé és felsé becslés adhaté a parabolikus peremen felvett értékei
segitségével. Nevezetesen, érvényes a

minw(z,t) < w(r,t) < maxw(z,t), (z,t) € U (2.149)

t* Ty
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becslés.
A 2.8. lemménak tobb fontos kovetkezménye is van. Ugyanis

2.9. Kovetkezmény A vizsgdlt (2.142)-(2.143) feladatnak csak egy megolddsa van.
Tegyiik fel, hogy az uy(z,t) és uqs(z,t) fiiggvények egyarant megolddsai a feladatnak, és
uy # ug. Ekkor a w(z,t) = uy(x,t) — ug(z,t) nem az azonosan nulla fiiggvény kielégiti
a (2.142) egyenletet, és emellett a I';+ parabolikus peremen azonosan nulla. Ezért a
lemma értelmében
0 =minw(z,t) <w(z,t) < n%axw(ac,t) =0
t* +*

minden (z,t) € Q4 pontban, azaz w(z,t) = 0 az Q; halmazon, ami ellentmondas, igy
az allitasunk igaz.

2.10. Kovetkezmény A vizsgélt (2.142)-(2.143) feladatra érvényes a nemnegativitds:
a nemnegativ bemend adatokhoz tartozé megolddsok is nemnegativak, azaz ug(z) > 0,
a,f > 0 esetén u(z,t) > 0. Ez az éllitds kozvetleniil nyerheté a 2.8.. lemmabdl a
minr,, u(x,t) > 0 egyenlStlenség alapjan.

2.11. Kovetkezmény A vizsgalt (2.142)-(2.143) feladatra érvényes a monotonitds: a
nem kisebb bemend adatokhoz tartozé megoldasok is nem kisebbek. Legyenek ugyanis
az i = 1,2 indexekre az u;(z,t) fliggvények a (2.142) egyenlet megoldasai az
uz(x70) = UB(ZL‘), T e (07 1)7 uz(ovt) - ai7 uz(lvt) - /BZ

kiegészitd feltételekkel, és tegyiik fel, hogy uj(z) > ud(z), a1 > ag és 81 > 5. Ekkor a
w(z,t) = uy(z,t) — ug(x, t) fliggvény egyrészt szintén kielégiti a (2.142) egyenletet, mas-
részt pedig w(x,0) > 0, w(0,t) > 0 és w(l,t) > 0. Ezért allitdsunk a nemnegativitasra
vonatkozo6 2.10. megjegyzés kozvetlen kévetkezménye.

2.12. Kovetkezmény A (2.142)-(2.143) feladat stabil kitlizésti a maximumnormdban:
a bemend adatok (azaz ug, « és [3) kis megvéltoztatdsa a megoldast is csak kicsit valtoz-
tatja meg a maximumnormaban. Ugyanis, ha (2.143) helyett a

(x,0) = dp(x), =€ (0,1); @(0,t)=a, a(l,t)=p, tel0,t"]
feltételekkel oldjuk meg a (2.142) egyenletet, akkor a 2.8. lemma alapjan
rlglgp(u(x, t) —a(x,t)) <wulx,t) —a(x,t) < IIFliX(u(ZE, t) — a(x,t)),
azaz
nrl?lx (—(u(z,t) — a(z, 1)) <u(z,t) —a(x,t) < I%i}{(u(cc,t) — u(x,t)).
Ebbdl mér kozvetleniil adodik a kivant
lu—tllo@) < llu—allo,.) (2.150)

becslés.



Tehét a (2.142)-(2.143) feladatnak
e a 2.7. megjegyzés alapjan létezik megoldasa (egzisztencia);
e a 2.9. megjegyzés alapjan ez a megoldds egyetlen (unicités);

e a 2.12. megjegyzés alapjan ez a megoldds a maximumnormaban folytonosan fiigg
a bemené adatoktdl (stabilitds).

Ezért ez a feladat korrekt kitlizést.

A hovezetési egyenlet szemidiszkretizacidja

Az el6zéekben belattuk, hogy a (2.142)-(2.143) feladat korrekt kitiizésii, azaz létezik
egyetlen, a bemend adatoktdl folytonosan fiiggd megoldasa. A megoldas eldallitdsara
ugyan megadtunk egy eljarast, a 2.7. megjegyzésben,de ez az eloallitas a gyakorlat-
ban nem hatékony, és altaldban "pontosan” nem is hatarozhaté meg, tovabba, hogy egy
altalanosabb feladatosztalyon nem is alkalmazhato.

Ezért numerikus modszert valasztunk, amelynek 1ényege hogy két 1épésben a folyto-
nos feladatot diszkrét feladatok sorozatara vezetjiik vissza. Ez a két 1épés az alabbiakbol
all:

e Els6 1épésben térbeli diszkretizaciot hajtunk végre, amelynek eredményeként ido-
ben folytonos kozonséges differencidlegyenlet-rendszerek Cauchy-feladatainak soro-
zatat kapjuk.

e Masodik lépésben a fenti Cauchy-feladatokat idoben diszkretizaljuk, és numeriku-
san megoldva eloallitjuk a térben és idében egyarant diszkretizalt megoldast.

Ebben a szakaszban az elso lépéssel foglalkozunk részletesebben, hiszen a tovabbi fejeze-
tek kizarolag majd a masodik 1épésrol szélnak. Ez az els6 1épés az in. szemidiszkretizacio,
amely a (2.142)-(2.143) feladat esetén a kovetkez6 1épések sorozatat jelenti.

e Kijeloliink a [0, 1] intervallumon egy w, = {z; = jh, h = 1/(N + 1), j =
0,1,..., N + 1} rdcshalét, ahol N egy adott természetes szam.

e Mindegyik x; csoméponthoz hozzarendeliink egy y;(t) fiiggvényt, amelyrdl azt sze-
retnénk, hogy a (2.142)-(2.143) feladat megoldasanak j6 kozelitése legyen az z;
pontban, azaz y;(t) ~ u(z;,t).

o A vizsgalt feladatbdl kiindulva megadjuk azt a szabalyt, amely alapjan meghata-
rozhatok a fenti elvarasnak eleget tevo y;(t) figgvények.
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Ezt a médszert az egyenesek mddszerének (method of lines, MOL) szokésos nevezni.
A (2.143) peremfeltételei alapjan az N + 1 darab ismeretlen fiiggvény koziil az zo = 0 és
az xy4+1 = 1 pontokhoz tartozo fiiggvényeket pontosan ismerjiik, azaz t € [0, t*] esetén

yo(t) = u(0,t) = o, yn+1(t) = u(l,t) = 5. (2.151)

Masrészt, ugyancsak a (2.143)-beli kezdeti feltétele alapjan minden rdcspontban ismerjiik
a t = 0 értékhez tartozd pontos értéket, azaz

yi(0) = ug(z;), j=1,2,...N. (2.152)
Irjuk fel a (2.142) egyenletet az = = x; pontban:
ou 0?u

ot (Zl?j,t) - w(i’mt) = 0, t e [O,t*], j = 1,2,...,N. (2153)

Ezért, ha y;(t) j6 kozelitése az u(z;,t) figgvénynek, akkor a jél ismert véges differen-
cias kozelitésekkel

du ,

E(l’jaﬂ ~ y](t)

0%u yir1(t) — 2u:(t) + vy (¢
P,y e )220 )

approximacidkat eredményezi.
Ezek alapjan tehdt az az elvardsunk, hogy az y;(t) ismeretlen fiiggvények megolddsai
legyenek az

Yir1(t) — 2y, (t) + y_1(¢
y;(t) _ J+1( ) }Jﬂ( ) J 1( )
Y;(0) = uo(z;)

(ahol j = 1,2,..., N, yo(t) és yn1(t) adottak) kozonséges differencidlegyenlet-rendszer

Cauchy feladatdnak. Ekkor azy, : [0,t*] — R", y; koordindta-fiiggvény(i ismeretlenre
a (2.154) feladat felirhato

yi(t) — Apy,(t) = fu(t), t€[0,t7],

=0, tel0,t], (2.154)

2.155
yr(0) =g ( )
alakban, ahol
A, :itridiagu —2,1] e RN £,(t) = i[a 0 0,8)" e RN
2 y =2, , 2l ’ (2.156)
g, = [uo(z1), uo(T2), - - - ,Uo(-’ITN)]T e RY.

49



Alkalmazva a szokdsos
2, o
exp(tAh) =1 + tAh + EAh + -+ mAh “+ ... (2157)

azonossagot, a (2.155) Cauchy-feladat megoldasa felirhaté az

t
v (t) = exp(tAy)uo, + / exp((t — s)Ap)fu(s) ds (2.158)
0
alakban.'

A szemidiszkretizaciés matrixsereg tulajdonsagai

A (2.120)-(2.121) feladat felirhaté

ou
57 (00 = (Au)(w, 1) = 0, u(z,0) = uo(x) (2.159)

alakban, ahol A egy olyan operdtor, amely az olyan, megfelel6en sima w(z, t) fliggvénye-
ken van értelmezve, amelyek az x = 0 és az © = 1 pontokban nulla értéket vesznek fel,
és

0%w

(Aw)(z,t) = @(x, t). (2.160)

Osszevetve a fenti (2.159) feladatot a szemidiszkretizacié (2.155) alakjéval, természe-
tes elvaras, hogy az A; matrixsereg kis h esetén jol kozelitse az A operatort.

A tovabbiakban Aj, matrix ezen approximaciés viselkedését, illetve néhany tovabbi
tulajdonsagat vizsgaljuk.

Eloszor a spektrum approximaciojaval foglalkozunk. Arra keressiik a valaszt, hogy az
A, matrix sajatértékei és sajatvektorai vajon jol kozelitik-e az A operator sajatértékeit és
sajatvektorait. A véltozok szétvalasztasanak modszerével mar korabban megmutattuk,
hogy az A operator sajatértékei és sajatvektorai

Me(A) = N, = =K%, wil(z) = up(z) = sin(kmz), k=1,2,... (2.161)
alakuak.

Hatdrozzuk meg az A;, € RV*YN mdtrix sajatértékeit és sajatvektorait! Legyenek v;

(j=0,1,...,N +1) olyan szamok, amelyekre vy = vy, = 0, és valamely A" € R valds

szam mellett teljesiilnek a
Vj—1 — 2Uj + Vj4+1
2

YEgy vektorértékii fiiggvény integraljan azt a vektort értjiik, amelynek koordinatdi a koordinata-
figgvények integraljai.

=AMy, j=1,2,...,N
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egyenléségek. Ekkor nyilvanvaléan a vi" = [vy, vy, ..., 05]T € RY vektor sajatvektora
az A, matrixnak a \(") sajatértékkel. A fenti feltételek ekvivalensek a

v — 214+ 052 MY + v, =0, j=1,2,...,N (2.162)

linearis algebrai egyenletrendszer megoldésaval, ahol vy = vy = 0 adottak. Keressiik
a (2.162) megolddsat a v; = sin(yx;) = sin(yjh) (j = 0,1,..., N + 1) alakban, ahol v
egyeldre ismeretlen valos szam. Helyettesitsiik be ezt az alakot az egyenletrendszerbe, és
hasznaljuk fel a nyilvanvald

vj—1 + Uj1 = sin(y(j — 1)h) + sin(y(j + 1)h) = 2sin(yjh) cos(vh)
osszefiiggést! Ekkor a (2.162) feladatbdl a
2 [cos(vh) — (1 + 0.5AMh%)] v; =0, j=1,2,...,N (2.163)

feladatot kapjuk. Mivel mindegyik v; nem lehet nulla, ezért tehdat cos(yh) — (1 +
0.5AMh2) = 0, azaz

—1 + cos(vh) 2 4 . ,vh
(hy — 2 TPNTTY) 21 — _~gip2”
AV = 05h? =" (1 —cos(vh)) = g S - (2.164)
A tetszéleges v paramétert ugy kell megvalasztani, hogy a vy = vy = 0 feltételek is
teljesiiljenek v; fenti el6éllitasaban. A vy = sin(0y) = 0 egyenldség minden v esetén
igaz. Mivel vy = sin(yaxyyq) = sin(y1l) = siny = 0, ezért tehat a megfelel paramé-

tervalasztds v = v = km, ahol k = 1,2,.... Igy az A, N x N-es méatrix sajatértékei a
kovetkezok: A bk A
AW = - i o o - S sin? TR gk =1,2,...,N. (2.165)

Az Aj matrix )\,(Ch) sajatértékéhez tartozo sajatvektora az a v,(ch) € RY vektor, amelynek

j-edik koordinatéja
(v,@) = sin(krjh) = sin(krz;), j=1,2,...,N. (2.166)
J
A (2.165) osszefuiggés alapjan beldthatéak az Aj métrix sajatértékeinek és sajatvek-
torainak néhany fontos tulajdonsaga.

1. Tetszoleges N esetén A,E:h) < 0 és értékei k-ban szigoriian monoton csokkennek. (Ez
kozvetleniil leolvashaté a képletbél.)

2. Mivel az el6z6 monotonitasi tulajdonsag alapjan AL = )\gh), ezért a matrix ma-
ximalis sajatértékének elhelyezkedésére becslés adhatd. Nevezetesen, bevezetve a
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¢ = wh/2 jelolést, A" = —72(sing/c)? alakot &lti, ahol a h > 0.5 természetes

feltételezés kovetkeztében ¢ € (0,7/4]. Innen kozvetleniil nyerjiik a

—r?2 < AW < 7% (sin g/g)fzﬂ/4 = -8 (2.167)

max

becslést. >’

3. Az el6z6 tulajdonsig alapjan PYOMNC (=72, —8), ezért tetsz6leges h > 0 esetén az
A, matrix minden sajatértéke a negativ valds tengelyen helyezkedik el, és a nulla
nem sajatértéke. Ezért az Aj matrixok mindegyike reguléris.

4. Vizsgaljuk meg a sajatvektor approximdcés tulajdonsagat! Mivel az o = z; pont-
ban az A operétor sajatfuggvénye uy(z;) = sin(kmz;) (Id. (2.161)), ezt dsszevetve
az Ay métrix V](Ch) k-adik sajatvektoranak j-edik koordinatajaval (1d. (2.166)), jol
lathaté a sajatvektorok approximacioja.

5. Mivel

.2
NN B 4 . ,mkh . sin®wks 5 5
ezért tehat h — 0 esetén Aj, matrix k-adik sajatértéke tart az A differencidloperator
k-adik sajétértékéhez. (Tehdt Afi. a (—w2, —8) intervallumon jobbrdl tart az A
operdtor —m? maximadlis sajdtértékéhez.)

6. Az Aj, matrix negativ definit. Ez a tulajdonsig kozvetleniil adédik abbdl az ismert
linearis algebrai allitasbdl, hogy egy szimmetrikus valés matrix pontosan akkor
pozitiv definit, amikor minden sajatértéke pozitiv. (Pl [16].)%!

7. Vizsgéljuk meg a (2.155) dllando egyiitthatés linedris kozonséges differencidlegyen-
let-rendszer merevségét! Az Aj, mindegyik sajatértéke valos és negativ. Igy a 2.22.
definicié alapjan a rendszer merevségi mutatdja

_)\S\f;)
_)\1

20Felhasznaltuk, hogy a h(c) = sin¢ /s fiiggvény a (0, 7/4] intervallumon szigortian monoton cstkken,
tehdt maximumadt a ¢ = 7/4 pontban veszi fel. Emellett, lim ¢ h(s) = 1.

21Ez a j6l ismert tétel kozvetleniil beldthaté. Tetszéleges B szimmetrikus métrix sajétértékei valdsak,
valamint a sajdtvektorai ortogondlisak, ezért a sajatvektoraibdl allé Q matrix ortogondlis (azaz QQT =
I), és B = QAQ”. Ezért tetszOleges v vektor esetén (Bv,v) = (QAQTV, v) = (AQTv,Q"v) = (Ay.y)
azy=Qlv jeloléssel. Ez utdbbi pedig az allitasunkat igazolja.
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Figyelembe véve a sajatértékek (2.165) értékeit, ekkor

_sin’(nNR/2)  (sin(l — h)m/2)\
S(h) = sin?(rh/2) o < sin(mwh/2) > (2.170)
M : = ctg® (r
(sin(ﬁh/Q)) e ).

Ezért tehat
S(h) = O(1/h*) > 1.2
Ez azt jelenti, hogy a (2.155) merev rendszert alkot, és igy a numerikus megoldésa,

azaz a teljes diszkretizacio el6allitasa, specialis eljarast igényel.

8. Mivel a szimmetrikus A, € RY*Y métrix negativ definit, igy a v, ") e RN (k =
1,2,...,N) a (2.166) alakt sajdtvektor-rendszere ortogondlis bdzist alkot R™-ben.
Ezért a skalaris szorzatukra

0 ikor j # k;
(v vy =8 P 7 (2.171)
Ivi”|I3,  amikor j = k,
és
N N
h
Vil =Y J(vi™); = D sin’ (jkah).
j=1 J=1

Hatdrozzuk meg Hvk |3 értékét, azaz adjunk zdrt képletet a Z * sin®(jkmh) osszegre!
Megmutathaté??, hogy

N . (N+1)z Nz
) sin cos ==
Z cos(jx) = 2 : (2.172)
- sin £
2
22Ez a jol ismert és a L'Hospital szabéllyal kénnyen belathaté hm % = 1 hatarértékbol kovetkezik.
N i N ci(N+Da
23N képlet belatdsdhoz alkalmazzuk a (e”” ) = Z = —w-7 =
e’LCL‘ —
=0 =0
N+1x -1 isin(N 41 ,
(cos(V + Do = 1) +isin(NV + L)a Osszefiiggést.  Mivel €™/ = cos(jr) + isin(jz), ezért tehat

(cosz — 1)+ isinz

icos(jx) = Re(COS<N + 1)z — 1) +isin(N + l)x_

( D +is Néhany elemi trigonometrikus azonossag fel-
cosx — isinx

haszndldsdval az utolsé kifejezés a (2.172) osszefiiggést jelenti.  (Pfeil Tamds személyes kozlése
alapjén.)
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Mivel sin?(jz) = (1 — cos(2jx))/2, ezért felhaszndlva a (2.172) képletet,

N N N
o, 1 —cos(2jz N 1
E sin?(jz) = E + =33 E cos(2jz) =

j=1 7j=1 2
N
N 1 , N+1 sin(N + 1)z cos(Nx)
A 2jz) — 1| = -
2 2 [ZCOS( j) ] 2 2sin z
Osszefiiggés.

Helyettesitsiik be a (2.173) képletbe az x = kmh értéket! Ekkor

N+1  sin(N +1)krhcos(Nkrh)
2 2sin(kmh)

Mz

sin?(jkmh) =
7=1
Mivel (N + 1)h = 1, ezért a (2.174) képlet alapjén
N :
9, N+1 sin(knm)cos(Nkrh)
2(jkmh) = — :
Zsm (jhh) 2 2sin(kmh)

J=1

Ezért a sin(km) = 0 kovetkeztében

N 1
Z sin?(jkmh) = +

A (2.175) osszefiiggés alapjén tehét
N+1

h
Vil = ——

0.

o4

érvényes a

(2.173)

(2.174)

(2.175)

(2.176)

9. Az exp(tAy) matrix elemei tetszoleges t > 0 esetén nemnegativak, azaz exp(tAy) >

2.13. Megjegyzés Az utolsé tulajdonsag igazolasahoz bizonyitsunk be egy altalano-
sabb lemmét.(Ld. pl. [2].)

2.14. Lemma Legyen B egy tetszbleges mdtriz. FEkkor exp(tB) > 0 minden t > 0
esetén, amikor a B mdtriz fodtlojan kivili elemei nemnegativak, azaz offdiag B > 0.

Bizonyitds. A sziikségesség az exp(tB) matrix (2.157) alaki el6allitdsdbol kozvetleniil
14tszik, ugyanis kis ¢ értékek esetén az exp(tB) ~ I + tB + O(t?), igy az exponencialis



matrix diagonalison kiviili elemeinek elojelét a B matrix ezen elemeinek eléjele hatérozza
meg.

Az elégségesség belatasahoz vegyiik észre, hogy valamely C és D matrixok esetén
expt(C + D) = exp(tC) exp(tD) pontosan akkor, amikor a C és D madtrixok kommu-
tdlnak, azaz C-D = D - C.** Mivel az I € RV*N egységmdtrix és az A; méatrix
nyilvanvaléan kommutalnak, ezért tetszoleges ¢ € R szam esetén

exp(tB) = exp(t(cI + B) — tcI) = exp(t(cI + B)) - exp(—tcI). (2.177)

Az exp(—tcl) egy olyan diagondlis métrix, amelynek féatlgjaban az exp(—tc) szamok
allnak, azaz exp(—tcl) = exp(—tc)I. Ezért tehat tetszéleges ¢ esetén exp(—tcl) > 0. Vé-
lasszuk meg a ¢ szamot gy, hogy B+cI > 0 legyen. (Azaz legyen ¢ > max;_12 . n |Bil.)
Ekkor exp(¢(cI+B)) > 0, hiszen a (2.157) tipusi sorban minden elem nemnegativ. Ezért
tehat (2.177) jobb oldalan 1évé szorzatban mindkét métrix nemnegativ, és ez a lemma
allitasat bizonyitja. O

Mivel (2.156) alapjan offdiag Aj, > 0, ezért a 2.14.. lemma alapjdn tetszoleges t > 0

esetén érvényes az
exp(tAy) >0 (2.178)

nemnegativitasi tulajdonsag.

A szemidiszkretizacié approximacidja

Ebben a szakaszban el6szor formalisan, majd precizen megmutatjuk, hogy a szemidiszk-
retizacioval el6allitott megoldés a racspontokban valoban jol kozeliti a hovezetési egyenlet
megoldasat.

Az éltalanossag megszoritdsa nélkiil feltessziik, hogy o = 8 = 0, azaz a homogén
peremfeltételii (2.120)-(2.121) feladat u(x,t) megoldasara mutatjuk meg, hogy az z; € wy,
pontokban az u(x;,t) fliggvényt a megfeleld szemidiszkrét feladat megolddsédnak i-edik
koordinata-fiiggvénye jol kozeliti.

Emlékeztet&iil: korabban megmutattuk (1d. (2.138)), hogy a (2.120)-(2.121) feladat
megoldésa felirhato

u(z,t) = Zugek’“tuk(m’) (2.179)
k=1
alakban, ahol uy(z) = sin krx, A\ = —k*1? és
1
uf = 2/ uo(s) sin(kms) ds. (2.180)
0

24Ez az egyes exponencidlisok (2.157) alaki el6allitasabdl, majd a sorok 6sszeszorzasaval kozvetleniil
leolvashaté.
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A homogén peremfeltétel kovetkeztében fy,(t) = 0, azaz a szemidiszkrét feladat (2.155)
alapjan
y/h(t) - Ahy}z(t) =0, te [07 t*]a

2.181
yr(0) = aop ( )

alaku, ahol a (2.156) jeloléseket hasznaltuk. Bér ezen feladat megolddsa felirhat6 az
yu(t) = exp(tAp)uop (2.182)

alakban, ennek kiszamolasa a gyakorlatban nem lehetséges.

Allitsuk el8 a szemidiszkrét megoldast mas, a gyakorlatban is realizalhaté alakban'
Tetsz6leges rogzitett t € [0,t*] pontban y,(t) € RY. Mivel az A;, métrix vk, (k =
1,2,...,N) sajatvektorai bazist alkotnak RY térben, ezért

N
=Y () (2.183)
k=1
(h) [y . o , (h)
ahol ¢;” (t) ismeretlen fiiggvények. Nyilvdnvaléan ekkor yj, (¢ Zc vk . Behe-

lyettesitve a fenti alakokat a (2.181) egyenletbe, az ismeretlen egyutthatofuggvenyre a
tetszbleges t € [0, t*] esetén a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk:*

0 =y, (t) — Any,(t) ch Vi — Ay <Z k() Vi ) =

k=1

D v =Y clt) (Apvi) =D ch(t)vi— (2.184)

k=1 — k=1
N N
S eult) (A,@vk) =S <c;(t) Y )ck(t)> Vi
k=1 k=1
Ezért tehat minden k = 1,2,..., N esetén ¢ (t) — )\,(ch)ck(t) =0, azaz
APy *
cp(t) = €™ “c(0), te]0,t7]. (2.185)

Hatérozzuk meg a ¢ (0) értékeit! A (2.183) és a (2.181) feladat kezdeti feltétele alapjén

N
ws = y,(0) = ¢;(0)v;
j=1
(h)

25 A tovdbbiakban a kénnyebb frasmdd kedvéért elhagyjuk a (h) felsindex jelolést a v, vektorra és

a c,(ch) (t) fiiggvényre.
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Ezt skalarisan megszorozva a vy vektorral és felhasznédlva a béazis ortogonalitdsat és
a (2.176) Osszefiiggést, a

N
N+1
(uo p, Vi) Zc] (v, vi) = cx(0) (v, Vi) = 5 cx(0)
7j=1
Osszefiiggést kapjuk. Innen tehat
2
Ck(O) = N1 (uovh, Vk) = 2h(1107h, Vk). (2186)
Ezt behelyettesitve a (2.185) képletbe, a
Ay *
Ck(t) =€k 2h(u07h,vk), te [O,t ] (2187)

osszefliggést nyerjitk. A (2.183) és a (2.187) képletek egyiittesen a szemidiszkrét megol-
dast eredményezik:

Z2h o, i) vy (2.188)

Célunk megmutatni, hogy megfeleloen kis h esetén a (2.188) szerinti y, (t) vektorfiigg-
vény j-edik koordinatafiiggvénye jol kozeliti a (2.179) megolddsat az © = x; pontban,
azaz az

=

(ya(1); = 2h(ugy, vi)e (Vi); (2.189)

k=1
fiiggvény jol kozeliti a

u(z;,t) Zuk Aty (2.190)
fiiggvényt.

Mivel (vy); = ug(x;) = sin(kmjh), ezért a hatdrdtmenet formalis elvégzésével lathaté
ez a tulajdonsag, ugyanis

N
. AB)y .
}Lli% yu(t) = }Lli%kz 2h(ugp, vi)e vy =
0o (2.191)
Z (hm 2h(ug p, Vi ) (hm e ) (hm Vk>
k=1 - - NP
S S3

Szamitsuk ki a szummaban 1év6 hatdrértékeket!
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e Mivel (ugp, vi) = Z;VZI ug(x;) sin(kmx;), ezért 2h(ug 4, vi) egy Riemann-féle koze-
1it6 Osszege a h 1épéskozil, ekvidiszténs felosztason a 2 fol up(s) sin(kms) ds integ-
rélnak, azaz a (2.180) képlet alapjan S; = uf.

e Az A, matrix sajatértékeinek el6zoekben megmutatott konvergenciaja miatt limy, ,q e
et azaz Sy = ek,

e A konstrukciébdl kévetkezéen limy, o vy = ug(z), azaz Sz = uy(x).

Ezért (2.191) alapjan limy,_0y,(t) = Y oo, ufeMug(x), ami a (2.179) képlet alapjan a
kivant konvergenciat jelenti.

A tovabbiakban egy szigoru bizonyitast adunk a konvergencidra, és egyben becslést
is adunk a konvergencia rendjére is! Tekintsiik a kovetkezd elsérendii, inhomogén jobb
oldalu els6rendii kozonséges differencidlegyenlet-rendszert:

W/h(t) - Ahwh(t) = gh<t>7 te [07 tﬂ? (2'192)
wi,(0) = ugp,

és allitsuk el6 a megoldasat a homogén esetre alkalmazott mddszerrell Mivel minden
rogzitett ¢ € [0,1*] esetén g, (t) € RY, ezért elddllithaté az

g,(t) =Y _ gr(t)vi (2.193)

alakban. Ezt a kifejezést skaldrisan megszorozva v; vektorral, az ugj felbontdsdhoz
hasonléan az ismeretlen egyiitthatéfiiggvényekre az

g(t) = 2h(gy (1), vi)

osszefiiggést kapjuk. (V.6. a (2.186) képlettel.) Behelyettesitve a wy,(t) (2.183) és g, (t)
(2.193) alakjat a (2.192) egyenletbe, (2.184) analdgidjara tetszéleges t € [0, t*] esetén a

N

> (ch®) = AP erlt) = () vie =0 (2.194)

k=1

egyenletet nyerjitk. {gy minden k = 1,2,..., N esetén a i (t) — A,(ch)ck(t) = gx(t) egyen-
letet nyerjiik, amelynek megoldasa a

¢
cp(t) = e’\l(eh)tck(()) +/ e’\’(fh)(t_s)gk(s) ds, te|0,t"] (2.195)
0

fiiggvény. Tehat a (2.192 ) Cauchy-feladat megoldasa
N
wilt) = 3 cult)vi. (2.196)
k=1

o8
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ahol ¢ (t) a (2.195) szerinti egyiitthatd. (A cx(0) egyiitthatdk a kezdeti fliggvény vy,
szerinti felbontdsabdl, (2.186) alapjan szamithatok ki.)

Jelolje tetszéleges t € [0, t*] esetén uy,(t) a homogén peremfeltételi (2.120)-(2.121) fel-
adat u(z, t) pontos megolddsanak rdcspontokban felvett értékét, azaz uy(t) = [u(xy,t), ..., u(zy, )]’ €
RY. Célunk a (2.181) homogén egyenlet y, () megoldasdnak és az uy(t) kiilonbségének,
azaz az ey (t) =y, (t) — u,(t) un. globdlis hibafiiggvénynek a becslése.

Jelslje

In(t) = —wj(t) + Apuy(t)

RN-be képez6 fiiggvényt. (Ez az tn. lokalis hibafiiggvény.) Figyelembe véve a (2.192)
egyenletet, ezen Osszefiiggés alapjin az e, (t) globélis hibédra a

e, (t) — Apen(t) = 1,(t), t€]0,t"],
eh(O) = 0,
egyenletet nyerjiik. Ez egy (2.192) alaki kozonséges differencidlegyenlet-rendszer, amely-

nek megolddsa (2.196)-(2.195) alaki. Mivel e,(0) = 0, ezért a megoldasban mindegyik
cx(0) =0, és igy a (2.197) feladat megoldasa

(2.197)

N

t
en(t) =) ( / A9, () ds) Vi, tel0,t4], (2.198)
k=1 70
ahol lk<t) = 2h(lh(t), Vk).
Tehét a || - || o maximumnorméaban
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len()lleo =

N0
</ e 2n(1,(s), Vi) ds) v
k 0

N
Z ||Vk||oo/ )(t_8)2h|(lh(3),vk)| ds <

k=1

3 Il / N 1y (5)] | ds <
k=1 0
N + "
2hZHka§o/ M5 (t — )| ds (2.199)
k=1
t h
< 2o (e “ooZHvkn? [ s

maz _1
2h e [1(5) oo Z vl

1— ekﬁﬂzt

2
< 2Nhmax ulh<s>||ooT max v

— \mazx

=1,...,

Mivel A, € (—72, —8), ezért (1 s >/ AW < 1/8. Felhasznilva tovabba a
nyilvanvald Nh < 1 és ||[vi|le < 1 egyenlStlenségeket, (2.199) kovetkeztében érvényes az

1 *
len(®)lloo < 5 - max [la(s) oo, ¢ € [0,#] (2.200)
4 [0,t%]

becslés.
Tekintsiik a 1,(t) fiiggvényt, és adjunk becslést a max 4+ ||1n(s)||oo kifejezésre! Em-
lékeztetiink a (2.153) Osszefiiggésre: tetszéleges x; € wy, pontban érvényes a

ou 0%u

E(xj,t)—aﬂ(xy,t):o, tel0,#], j=1,2,....N (2.201)

egyenloség. Masrészt, a lokdlis approximéciés hiba definicidja alapjan

(L(1)); = = (w,(1)); + (Anun(t)); - (2.202)
Felhaszndlva a (2.201) egyenl6séget,

(wy, (1)), = E(ﬂfjat) = @(ﬂfjat)- (2.203)
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Ugyanakkor az Aj, matrix definiciéja kovetkeztében

(g 1)), = H =2 O E i) (2201)

Ezért a (2.203) és a (2.204) osszefiiggések felhaszndldsaval, a (2.202) kifejezés felirhaté

(1)), = gi}; (2, ) + 21D = 2“(]‘?’ D+ ule;t) (2.205)

alakban. A mésodik derivalt véges differencids approximécidjanak hibabecslése alapjan

(pL. [5])

8216 u(xjH, t) — 2U(Ij, t) + U(ZEj_l, t) M4

axQ(:c],t)+ X <3 —hn? (2.206)
L
ahol M, = max | - —— (T, )‘ Mindezek alapjan érvényes a
T
M,
1 o < —h?
max 1 ()]l < 35
egyenlStlenség, azaz (2.200) alapjén
M.
llen(t)]loo < 484h2 t €0t (2.207)

azaz |len(t)||e = O(h?), és igy a szemidiszkretizacié megolddsa méasodrendben approxi-
malja az eredeti feladat megoldasat.

Disszipativitas
A korabbiakban megmutattuk, hogy a hovezetési egyenlet és annak szemidiszkretizaciéja
egyarant rendelkezik a nemnegativitas tulajdonsaggal: mindkét feladat esetén nemnega-

tiv bemend adatok esetén a megoldas is nemnegativ. A tovabbiakban egy tovabbi kva-
litativ tulajdonsdgot, az un. disszipativitdst vizsgaljuk meg ugyanezen szempontbol.?

Tekintsiik ismételten a

ou 0*u

egyenletet a parabolikus peremen megadott

u(z,0) = up(x), =€ (0,1) (2.209)

26Ezt a részt elsésorban az érdekléds Olvasénak szénjuk.

61



kezdeti, és az
u(0,t) =, u(l,t)=p4, t>0 (2.210)

peremfeltételekkel. (Mint lattuk, ennek a feladatnak létezik megoldédsa, amely a 2.7.
megjegyzés szerint el6allithatd.)

Altalaban, egy id6fiiggs feladatot disszipativnak neveziink, ha az azonos egyenletet
és peremfeltételt kielégitd, de kiilonboz6 kezdeti dllapotbdl indulé megolddsok (négyzetes
integrél értelemben vett) tdvolsdga idoben csokken.

2.15. Lemma A fenti (2.208)-(2.210) feladat disszipativ, azaz a (2.208) egyenlet bdr-
mely két olyan u(z,t) ésv(x,t) megolddsdra, amelyek kielégitik a (2.210) peremfeltétele-
ket, a

1 1
w(t) = 5/ (u(z,t) —v(w,1)* do (2.211)
0
un. energiafiigguény monoton csokkend.

Bizonyitds. Tekintsiik az n(x,t) = u(x,t) — v(z,t) figgvényt! Ekkor

an 0%n
8t( x,t) = e 2(90 t), =€ (0,1), t>0,

tovabba, n(0,t) = n(1,¢) = 0 minden ¢ > 0 esetén. Derivaljuk a (2.211) szerinti w
fiiggvényt! Ekkor az integral és a derivalt felcserélhetésége mellett érvényes a

dw 1d [t 877 ! 877
E(t)—ia/o n°(z,t) d$——/ Upvs dx = / Urn dx =

1 2 =1
9 on / o\’ (2.212)
— dr = |n— — — | dz <0.
/0 Tozz {"ax] o Jo \Ox v=
=0
becslés, amely az allitasunkat bizonyitja. O]

Most térjiink &t a szemidiszkrét feladat hasonlé tulajdonsédganak vizsgalatara!
Tekintsiik tehéat az

Yi(t) = Apyy(t) = (1), t €0, 00) (2.213)

v, (0) =g (2.214)

szemidiszkrét feladatot, ahol Ay, és f,(¢) (2.156) szerint adottak. Legyenek vy (t) és wy,(t)
R¥-beli vektorfiiggvények a (2.213) egyenlet két megolddsa, és jeldlje

_ %2 wl (1) da (2.215)

a diszkrét energia fiiggvényt, ahol vJ () és w () a v(t) és w(t) fiiggvények j-dik koordinata-
fiiggvényei. A kovetkez6 allitas a 2.15.. lemma diszkrét megfelel6je.
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2.16. Lemma A fenti (2.213) -(2.214) feladat disszipativ, azaz a (2.215) szerinti wy,(t)
fiigguény monoton csokkend.

Bizonyitds. Jelolje m,(t) = vi(t) — wi(t) és (-, ) az RN-beli szokdsos skaldris szorzast!
Ekkor wy,(t) = 0.5(n,, n,)(t). Mivel (2.213) alapjén n),(t) = Apn,(t), ezért

dn
Tth(t) =0.5-2(nj,my) () = (Anmy,mp) (2). (2.216)
Mivel az A, matrix negativ definit (lasd a 2.2.3 fejezetben az Aj, matrix 6. tulajdon-
sagat), ezért (Apmy,,m,) (t) < 0, ami az éllitdsunkat igazolja. O
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3. fejezet

Bevezetés a kezdetiérték-feladatok
egylépéses numerikus moddszereibe

3.1. Bevezetés az egylépéses mdédszerekbe

Az el6z6 részben felsorolt tételek a megoldds létezésére és annak egyértelmiiségére vo-
natkoztak. Altaldnos esetben a megoldast nem tudjuk eloallitani, ugyanis a kdzonséges
differencidlegyenletek kezdetiérték-feladatainak megoldéasai csak nagyon specialis f fiigg-
vények esetén adhatok meg képletek segitségével. Ehelyett numerikus megoldast allitunk
el6, ami azt jelenti, hogy az értelmezési tartomanyanak egyes pontjaiban az ismeretlen
megoldasfiiggvény értékeit véges szamai algoritmikus Iépéssel kozelitéleg hatarozzuk meg.
A fejezet tovabbi részeiben ilyen eljarasokat ismertetiink. Ebben a részben az olyan
tipusu eljarasokkal foglalkozunk, ahol valamely rogzitett idopontbeli kozelitést az azt
kozvetlentil megeldzé eqy idopontbeli kozelités felhaszndldsdval hatarozunk meg.

Tehat a tovabbiakban a célunk a

du
= =f(tw), te0.T], (3.1)

u(0) = ug (3.2)

feladat kozelité megolddsa, ahol T' > 0 olyan szam, amely mellett a (3.1)—(3.2) feladatnak
létezik egyértelmii, megfeleléen sima megoldédsa a [0, 7| intervallumon. Tehat feladatunk
az u(t) fiiggvény kozelit6 meghatdrozdsa a [0, 7] intervallum véges szamu pontjaban'.
Ebben a részben olyan modszereket targyalunk, amelyekben egy 1j idopontbeli kozelito
érték kiszamitasahoz csak egy, a kozvetlen azt megeloz6 diszkrét idépontbeli kozelitd
értéket hasznaljuk fel. Az ilyen mddszereket nevezziik egylépéses maodszereknek.

nterpolécié segitségével ezutan a [0, 7] intervallum tetszéleges pontjaban kiszamithaté a kozelités.
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3.1.1. Taylor-sorba fejtéses modszer

Ez az egyik legrégebben ismert mddszer. A definicié alapjén a (3.1) egyenlet u(t) meg-
oldasara érvényes az

W) = f(tu(t), telo,T] (3.3)

azonossag. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény analitikus, és igy tetszéleges rendii parcidlis
derivaltjai 1éteznek a @ halmazon. Ekkor az u(t) megoldédsfiiggvény is analitikus, és
ezért akarhdnyszor differencidlhato [4, 17]. A lancszabély alkalmazésédval rendre derivalva
a (3.3) azonossdgot a t* € [0, 7] pontban, a kovetkezé egyenléségeket nyerjiik:

u' () = (7, u(t),
u" (%) =0 f (¢, u(t™)) + 0o f (17, u(t™)) w'(£),
u"(t7) =00 f (8", u(t™)) + 200 f (7, ul(t”)) o' (t)+
Oz f(t*,u(t")) (u'(t))? + Duf (£, u(t")) " ().

Vegyiik észre, hogy u(t*) ismeretében mindegyik derivalt pontosan kiszamithat6. (Meg-
jegyezziik, hogy tetszoleges, magasabb rendii derivalt hasonlé médon kiszamithato, csak
a képletek egyre bonyolultabbd vélnak.) Tegyiik fel, hogy ¢ > t* olyan, amelyre [t*,t] C
[0,T]. Mivel az u(t) megoldasfiiggvény analitikus, ezért Taylor-sora eléallitja a t* pont
valamely kornyezetében. Tehat a

(3.4)

" (1
> k(!t)(t—t*)k (3.5)

k=0

Taylor polinom n — oo esetén konvergal az u(t) megoldashoz, ha ¢ megfeleléen kozel van
a t* ponthoz. Ezért a konvergencia-tartomanyon beliil a megoldas eloallithaté az

* uF (¢
u(t) = k(f Vit — oy (3.6)

k=0

egyenléséggel. A megoldas a (3.6) képlet szerinti Taylor-soros el6allitdsa a gyakorlati
szamitasok soran kivitelezhetetlen: feltételezi, hogy a t* pontban az f fiiggvény végtelen
sok parcidlis derivaltjat ismerjiik, tovabba, hogy egy rogzitett ¢ pontban a jobb oldali
végtelen numerikus sort pontosan tudjuk Osszegezni.

Az u(t) pontos érték kiszamitdsa tehdt a (3.6) képlet szerint nem valésithaté meg.
Ezért a tovabbiakban ennek kdzelitését igyeksziink meghatarozni. Kézenfekvo 6tlet, hogy
a Taylor-sor véges szeletét tekintsiik kozelitésnek, azaz

p u® (¢
u(t) ~ (t >(t — ) =T, (1), (3.7)

k!
k=0
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és ekkor az elhagyott rész (azaz a hiba) O((t — t*)P*!) nagységrendii. Definici alapjdn,
T, (t) az u(t) fiiggvény t* pontbeli p-ed fokd Taylor polinomja.

A (3.7) és a (3.4) osszefiiggések segitségével az aldbbi kozelitd eljarasok definidlhatok.

a) Taylor-médszer

Vilasszuk a t* = 0 pontot, ahol a kezdeti feltételiink adott.” Ekkor u(t*) = u(0)
ismert a kezdeti feltételbdl, és (3.4) alapjan a derivaltak pontosan kiszdmithatdk.
Tehat a (3.7) kozelités alapjan

P u®)
)~y kfo)tk, (3.8)

k=0

ahol u®)(0) értékei (3.4) alapjan kiszdmolhatok. Természetesen nagy ¢ esetén ez az
approximacié eléggé pontatlan, igazabdl altalanos u fiiggvény esetén csak a ¢t = 0
pont eqy viszonylag kis kornyezetében ad jo kozelitést.

b) Lokalis Taylor-médszer

Tekintsiik az alabbi kozelité algoritmust.

1. A [0, 7] intervallumon a tg,11,. ..ty intervallumbeli pontok megadasaval ki-
jeloliink egy wy, = {0 = tp < t1 oo < tyog < ty = T} n. rdeshdldt,
amelynek [épéskizeit h; = t;41 —t;, (ahol i = 0,1,... N — 1,) mig finomsdgdt
h = max; h;-vel jeloljik. (A tovabbiakban ezekben a pontokban hatarozzuk
meg a kozelitéseket, és az u(t;) kozelitését y-vel, mig u® (¢;) kozelitését yl(k)—
val jeloljiik, ahol k =0,1,...,p.°

2. y((]k) értékei a szitkséges k = 0,1,...,p értékekre a (3.4) Osszefiiggések segitsé-
gével, t* = 0 behelyettesitéssel pontosan kiszamithatok.

3. Az ,
Zyo hE, (3.9)

képlettel meghatérozzuk u(t;) kozelitését.

4. Azi=1,2,..., N —1 értékekre y; ismeretében a (3.4) dsszefliggések segitségé-
vel a t* = t; és u(t*) = u(t;) ~ y; behelyettesitéssel kiozelitéleg meghatérozzuk
yi( ) értékeit a k = 0,1,...,p értékekre.

2Az eléz6 szakaszban leirtakbdl kovetkezik, hogy értelmes a megoldésfiiggvény ¢ = 0 pontbeli deri-
valtjairdl beszélni.
3 Szokésosan a nulladik derivéldsi rend (k = 0) a fiiggvényértéket jelenti.
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5. Az
P ®
Yiy1 = ];, ht, (3.10)

k=0

képlettel meghatarozzuk az u(t; 1) kozelitését.
[rjuk ki a lokalis Taylor-médszer algoritmusat (3.10) alapjdn a p = 0,1, 2 esetekre!

e Ha p =0, akkor y; = yo minden ¢ értékre, igy ez az eset a gyakorlat szempontjabol
érdektelen.

e Legyen p = 1. Ekkor
Yit1 = Yi + yz{hz’ =Y+ hif(ti:yi)a i=0,1,... N —1, (3-11)
ahol yy = ug adott.

e Legyen p = 2. Ekkor a szamitési algoritmus

! hg 1! hl2
Yir1 = Yi + hiy; + oY =i + hif(ti,vi) + 5 (Ovf(tiyys) + O f (ts, wa) f (L vi))

(3.12)
ahol7=0,1,... N — 1 és yy adott.

Hasonlitsuk Ossze a fenti mddszereket!

1. Mindkét modszer esetén a p-ed foku Taylor-polinomot hasznaljuk, ezért a madd-
szer sziikségessé teszi a p — l-ed rendig bezardlag valamennyi parcialis derivalt
meghatédrozasat. Ezek szama p(p — 1)/2, és mindegyikben sziikséges a fiiggvények
kiértékelése is. Ez mar viszonylag kis p értékek mellett is rendkiviil munkaigényes,
ezért a gyakorlatban p értékét kicsinek szokés valasztani. Ezért a Taylor-mdédszer
gyakorlatban elérheté pontossdga korlatozott.

2. A Taylor-médszer ugyan p novelésével egyre pontosabban kozeliti a megoldast,
valamint tetszoleges pontban kozvetleniil kiszamithatd a kozelités, de csak olyan
t értékekre, amelyek a Taylor-sor konvergencia-sugaranal kisebbek. Ez a moddszer
egyik legnagyobb hétrdnya: a konvergencia-sugar altalaban nem ismert, vagy a
konvergencia-sugar kisebb T-nél, igy a teljes [0, 7] intervallumon nem lehetséges a
kozelité megoldas eléallitasa.

4Az utébbi években elterjedt szimbolikus szdmitdsos programok ugyan lehetéséget adnak az auto-
matikus derivalasra, de a probléma még tovabbra is fennall.
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3. A Taylor-médszer elénye, hogy ha csak egy rogzitett t = ¢ pontban vagyunk kivén-
csiak a kozelitésre, és ez a pont a konvergenciasugaron beliil helyezkedik el, akkor
kozvetleniil, egy 1épésben meghatarozhato a kozelités. A lokélis Taylor-mdédszer ki-
kiiszoboli a fenti hidnyossdgokat, hiszen h a sziikséges mdédon, akarmilyen kicsinek
vélaszthat6. (Ugyanakkor, ennél a médszernél n darab feladat megoldésa sziiksé-
ges, ahol hg + hy + ...+ h,_, = t, mivel csak a teljes [0, ] idéintervallumon tudjuk
eléllitani a kozelitést.)

4. A Taylor-mdédszer alkalmazasa esetén a pontos és a kozelité megoldas eltérésére a
Taylor-polinom hibatagjaval becslést tudunk adni. A lokalis Taylor-mddszer esetén
viszont a modszer hibdja kozvetleniil nem latszik, ugyanis az eltérés két részbol

adodik:

a) minden 1épésnél a Taylor-mddszerhez hasonléan a fiiggvény n-ed foku Taylor-
polinommal térténd approximéaciéjabol,

b) a Taylor-polinom egyiitthatdit (azaz a megolddsfiiggvény derivaltjait) csak
kozelitoleg tudjuk meghatarozni. (Rdaddsul, az itt elkdvetett hiba a 1épések
soran felhalmozdédhat.)

5. Vegyiik észre, hogy a fenti Taylor-mddszerek felépitéséhez nem sziikséges a megol-
das analitikussaga. Elegendo csak a megoldés p + 1-szeres folytonos differencialha-
tésdga, azaz elegendé az f € CP(Qr) simasagi feltétel.

3.1. Példa Tekintsiik az

w(0) = 1 (3.13)
feladatot, amelynek pontos megolddsa u(t) = exp(—t) +t.
Ebben a feladatban f(t,u) = —u+t + 1, ezért
u'(t) = —u(t) +t+1,
u'(t) = —u'(t) + 1 =u(t) —t, (3.14)

un(t) = —u(t) +t,

tehat u(0) =1, «/(0) =0, «”(0) =1, «”(0) = —1. A globalis Taylor-mddszer esetén
a kozelité polinomok:
Tiu(t) =1,

Tou(t) =1+ 1%/2, (3.15)
Ts.(t) =1+12/2—12/6.
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| t; [ apontos megoldds | LTL | LT2 | T1 | T2 | T3 |

0.1 1.0048 1.0000 | 1.0050 || 1.0000 | 1.0050 | 1.0048
0.2 1.0187 1.0100 | 1.0190 || 1.0000 | 1.0200 | 1.0187
0.3 1.0408 1.0290 | 1.0412 || 1.0000 | 1.0450 | 1.0405
0.4 1.0703 1.0561 | 1.0708 || 1.0000 | 1.0800 | 1.0693
0.5 1.1065 1.0905 | 1.1071 || 1.0000 | 1.1250 | 1.1042
0.6 1.1488 1.1314 | 1.1494 || 1.0000 | 1.1800 | 1.1440
0.7 1.1966 1.1783 | 1.1972 || 1.0000 | 1.2450 | 1.1878
0.8 1.2493 1.2305 | 1.2500 || 1.0000 | 1.3200 | 1.2347
0.9 1.3066 1.2874 | 1.3072 || 1.0000 | 1.4050 | 1.2835
1.0 1.3679 1.3487 | 1.3685 || 1.0000 | 1.5000 | 1.3333

3.1. tablazat. A lokalis Taylor-mdédszer és a Taylor-moddszer 6sszehasonlitasa a h = 0.1
lépéskozii racshalon

Ezért a t = 1 pontban T ,(1) = 1, Ty,(1) = 1.5, T5,(1) = 1.333). (Konnyen kisza-
mithatd, hogy Ty, (1) = 1.375 és T5,(1) = 1.3666.) Mint lathatd, ezek az értékek csak
viszonylag magas n esetén kozelitik megfeleléen az u(1) = 1.367879 értéket.

Alkalmazzuk a (3.10) lokélis Taylor-mddszert, figyelembe véve a (3.14) derivaltakat.
Az elsérendit médszer algoritmusa

mig a masodrendii modszer algoritmusa

2
ahol h1+h2++hN:T

Szamitasainkat a h; = h = 0.1 egyenkozii (in. ekvidisztdns) rdcshalon végezziik el.
A 3.1 tabldzatban a [0, 1] intervallum racspontjaiban hasonlitjuk 6ssze a lokélis és globalis
Taylor-médszereket. (LT1 és LT2 a lokalis elsé- illetve mésodrendii Taylor-médszert, mig
T1, T2 és T3 a els6-, masod- és harmadrendit Taylor-médszereket jeloli.)

A vizsgalt modszerekkel nyert numerikus megoldas és az eredeti feladat megoldasanak
eltérése a racshalé pontjaiban meghatarozza az in. hibavektort, és ennek maximumnor-
majat hasonlitjuk Gssze a 3.2 tdblazatban a kiilonb6z06, egyre finomodé réacshaldkon. Jél
lathaté, hogy h csokkenése esetén a lokélis Taylor-modszer hibdja csokken, viszont a
Taylor-mddszer altal nyert eredmény valtozatlan marad. (Ez utébbi természetes kovet-
kezménye annak, hogy a médszer fiiggetlen a 1épéskoz megvalasztasatol.)

A lokalis Taylor-mdédszer egylépéses mddszer, hiszen a t; pontbeli értékek hatérozzak
meg a t;1-beli kozelitést. A hibaanalizise meglehet6sen bonyolult. Mint azt a fenti példa
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lahlépéskoz | LTL | LT2 || T1 [ T2 | T3 |
0.1 1.92e — 02 | 6.62¢ — 04 || 0.3679 | 0.1321 | 0.0345
0.01 1.80e — 03 | 6.12¢ — 06 || 0.3679 | 0.1321 | 0.0345
0.001 1.85¢ — 04 | 6.14e — 08 || 0.3679 | 0.1321 | 0.0345
0.0001 | 1.84¢ — 05 | 6.13¢ — 10 || 0.3679 | 0.1321 | 0.0345

3.2. tablazat. A lokalis Taylor-mddszer és a Taylor-mdédszer hibdja h 1épéskozii racshélén
a maximum normaban

is jol mutatja, az y; 41 kozelitésnek az u(t;11) pontos értéktél vald eltérését tobb tényezd
okozza.

e Az un. lokdlis csonkoldsi hiba, ami a Taylor-sor Taylor-polinommal val6 helyette-
sitésébdl ered, feltételezve, hogy a t; pontbeli értéket pontosan ismerjiik. Ennek
a [ti, t; + h;] intervallum hossza szerinti rendjét, vagyis az u(t) — 1), . (t) eltérés h;
szerinti rendjét lokdlis hibarendnek nevezziik. (MegfelelGen sima fliggvények esetén
ez a rend O(hP™).)

e Minden lépésben (kivéve az elsét) a sorbafejtésben nem a pontos t;-beli értékek,
hanem azoknak kozelitései szerepelnek, és ezek az eltérések a lépések soran felhal-
mozodhatnak.

e Minden szamitasnal kerekitési hibak is fellépnek, amelyek jelentosen torzithatjak a
kozelitést. (Ez természetes velejardja a szamitdgépek korlatozott pontossdgénak, és
nagysaga fiigg a gépi pontossagtol. (A modszerek vizsgdlata sordn mi ezen hibdval
nem foglalkozunk.)

e Amikor a [0,#"] intervallumon megoldjuk a feladatunkat, akkor a ¢* pontbeli koze-
lités els6 két hibaforrasbdl eredd hibdjat globdlis hibdnak nevezziik. Intuitiv médon
azt mondjuk, hogy a mddszer konvergens a ¢t = t* pontban, amikor a maximalis
1épéskoz h nullahoz tartasa esetén ez a globalis hiba is nulldhoz tart. A globdlis
hiba nulldhoz tartasanak rendjét a médszer konvergenciarendjének nevezziik. Ez a
rend fiiggetlen a kerekitési hibaktél. Mivel a ¢t = t* pontbeli kozelités meghataro-
zésdhoz kb. n 1épést kell tenniink, ahol nh = t*, ezért O(hP*1) lokalis csonkoldsi
hiba mellett a globélis konvergencia varhaté rendje O(h?). (A 3.2 tabldzat LT1 és
LT2 moédszereihez tartozd eredmények ezt alatamasztjak: az LT1 elsérendben, mig
LT2 méasodrendben konvergens a t* = 1 pontban.)

A Taylor-médszer viselkedése az u/(t) = 1 — t{/u(t) differencidlegyenletre jol lathaté a
http://math.fullerton.edu/mathews/a2001/Animations/0OrdinaryDE/Taylor/Taylor.

html
linken 1évo animécion.
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3.1.2. Néhany nevezetes egylépéses modszer

Az eléz6 részben lattuk, hogy numerikus szempontbdl a lokalis Taylor-mdédszer kiilo-
nosen p = 1 esetén elényos: a (3.11) képlethez nem kell meghatarozni az f fiiggvény
parcialis derivéltjait, és a 1épéskozok csokkentésével a racspontokban az ismeretlen fiigg-
vény jol kozelithetd. Ebben a részben az a célunk, hogy 1jabb, hasonlé tulajdonsagokkal
rendelkez6 egylépéses mddszereket definidljunk.

Az LT1 médszert az ismeretlen u(t) megoldasfiiggvénynek a [t;,¢;11] intervallumon
T () elsérendii Taylor-polinommal valé approximdciéjabdl nyertiik.” Ekkor az elkdve-
tett hiba (a lokélis csonkoldsi hiba)

u(tiv) = Tvultin)| = O(R), i=0,1,....N—1, (3.17)

azaz masodrendben pontos az approximdcié. Adjunk meg 77 ,(f) helyett olyan mads,
Py (t) els6foki polinomot, amely mellett a (3.17) becslés tovabbra is érvényben marad,
azaz

[u(tisr) = Piltivn)| = O(h7). (3.18)

Mivel T} ,,(t) a megoldasgorbét a (t;, u(t;)) pontbeli érinté egyenes, ezért olyan P (t) poli-
nomot keresiink, amely szintén dtmegy ezen a ponton, de iranyat — mivel a megoldasgoérbe
racspontbeli értékeibdl akarjuk meghatérozni — az u(t) fiiggvény t; és t;11 pontbeli érin-
téinek irdnya hatarozza meg. Ezért legyen Py (t) := u(t;) +a(t —t;) (t € [t;, tir1]) alakuy,
ahol o = a(v/(t;), v (t;11)) egy adott fiiggvény. (Példdul, az o = /(t;) megvélasztassal
Pi(t) = T1,(t) és ekkor természetesen érvényes (3.18).)

Lehet-e mas alkalmas megvalasztas is? Mivel

w(tin) = ulty) + o (t)hi + O(h2), (3.19)

ezért az

u(tiv1) — Pi(tisr) = hi(u/'(t;) — ) + O(h3),

azaz (3.18) pontosan akkor teljesiil, amikor az
a—u'(t;) = O(h;) (3.20)
becslés érvényes.
3.2. Tétel Tetszileges 6 € R esetén az
a=(1-0)d(t;)+ 0u'(tis1) (3.21)

megudlasztasi o fiigguény esetén a (3.20) becslés érvényes.

SMindegyik [t;,t;11] intervallumon més polinomot hatdrozunk meg, de a polinomok ezen i-t6l valé
fliggését a jeloléseinkben nem hangsulyozzuk.
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Bizonyitds. Alkalmazzuk a (3.19) felbontast az u'(t) fiiggvényre!
U (tipr) = ' (t;) + o (t:)hi + O(h), (3.22)
és behelyettesitve a (3.22) Osszefiiggést a (3.21) képletbe, a
o —u'(t;) = 0u" (t;)h; + O(h3) (3.23)
Osszefiiggést nyerjiik, ami az allitasunkat bizonyitja. O
3.3. Kovetkezmény A fenti P;(¢) polinom az
Yir1 = Vi + ahy; (3.24)

egylépéses numerikus mddszert hatdrozza meg, ahol a (3.21) és a (3.1) Osszefiiggések
alapjan
a=(1-=0)f(tivi)+0f(tisx1,Yis1)- (3.25)

3.4. Definicié A (3.24)-(5.25) numerikus modszert 8-mddszernek nevezziik.

3.5. Megjegyzés A #-modszer esetén is jellemz6, hogy y; valamilyen kozelitése az
u(t;) pontos értéknek, és az eltérés — a Taylor-mddszernél is emlitettekkel megegyezden
— alapvetden a kovetkezok miatt van:

a) minden 1épésnél az u(t) megolddsfiiggvényt az elséfokd P;(t) polinommal approxi-
maljuk,
b) a P;(t) polinomban az « egyiitthatét (azaz a megoldasfiiggvény derivaltjait) csak

kozelitéleg tudjuk meghatarozni.

Mivel az « irdnyt a megoldasfiiggvény t; és t;,; pontbeli érintéinek irdnya hatarozza
meg, ezért altalaban ugy valasztjuk meg, hogy ezen két érték kozé essék. Ezért a 6
paramétert csak a [0, 1] intervallumbdl szokds megvalasztani. A tovdbbiakban harom,
specidlisan megvélasztott 6 € [0, 1] értékhez tartoz6é numerikus médszert vizsgalunk meg.

3.1.3. Az explicit Euler-médszer

Tekintsiik a f-moédszert a § = 0 megvalasztassall Ekkor (3.24) és (3.25) a kovetkezd
numerikus moédszert generaljak:

Mivel y; az ismeretlen u(t) fliggvény t¢; pontbeli kozelitése, ezért értelemszeriien
Yo = u(0) = uy, (3.27)

vagyis a (3.26) iteraciéban az i = 0 értékhez tartozé yy adott érték.
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3.6. Definicié A (5.26)-(3.27) képletekkel definidlt egylépéses mddszert explicit Euler-
modszernek nevezziik.

Mivel a 0 = 0 esetén a = u/(t;), ezért ebben az esetben a mdédszert definidlé P, polinom
megegyezik az elsérendii Taylor-polinommal. Tehat az explicit Euler-mddszer azonos
a (3.11) képlettel definidlt elséfoki kozelitéses lokalis Taylor-mddszerrel.

3.7. Megjegyzés A (3.26)—(3.27) mddszert azért nevezziik explicitnek, mert a ¢; pont-
beli érték ismeretében kozvetleniil, egy egyszeri fiiggvénybehelyettesitéssel kiszamithatd
a t; 11 pontbeli kozelités.

Az explicit Euler-médszer szemléletes miikodése az alabbi animécién lathato:
../animaciok/ee.gif

A 3.5, megjegyzésben felsoroltuk a mddszer hibajanak, azaz a pontos és a kozelito
megoldds eltérésének forrasait. Alapvetd kérdés, hogy egy rogzitett t* € [0, 7] pontban a
racshald finomitasaval hogyan viselkedik a kozelito és pontos érték kiilonbsége, és vajon,
az elvarasainknak megfelelden, a minden hataron til valé finomitas esetén nulldhoz tart-e
o

A tovébbiakban ezt a kérdést az explicit Euler-mddszer esetén vizsgdljuk meg. (Az
el6zoekben leirtaknak megfelelen feltessziik, hogy az f fiiggvény a masodik valtozéjaban
lipschitzes, és a megoldas kell6en sima.)

El6szor az ekvidisztans racshaldk sorozatan vizsgaljuk a kérdést, azaz legyenek

wp :={t; =1ih; i=0,1,...,N; h=T/N}

adott racshaldk és tegyiik fel, hogy a rogzitett t* € [0,T] egy olyan pont, amely mind-
egyik racshélénak pontja, azaz t* € wy, minden vizsgalt h > 0 esetén. Egy rogzitett wy,
racshalon jelolje n azt az indexet, amelyre nh = t*. Ekkor n fiigg h megvélasztasatol és
h — 0 esetén n a végtelenbe tart. Jeldlje

a t; pontbeli hibat. Mi a tovabbiakban h csokkenése mellett az e, viselkedésére vagyunk
kivancsiak, pontosabban arra, hogy hogyan viselkedik a t* pontbeli pontos és kozelitd
megoldas kiilénbsége h — 0 esetén.® A (3.26) explicit Euler-mddszer képletébe behe-
lyettesitve a (3.28) definiciébdl kovetkezo y; = e; + u(t;) kifejezést, érvényes a kovetkezd
egyenloség:
€ir1 — € = — (U<t1+1) — U(tl)) + hf(tl, €; -+ U(tl)) =
[ f (s, u(ti) — (u(tivn) — ult)] + (3.29)
hIf(ti e+ u(ts) — fti, u(t))]-

6A tovabbiakban latszik, hogy a t* € w;, minden h > 0 esetén feltétel enyhithetd: elegendé megko-
vetelni, hogy a ¢, rdcspontok tartsanak t* ponthoz, azaz limy_,o(t* —t,) = 0.
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fgy, bevezetve a

gi = hf(ti,u(t;)) — (u(tipr) — u(ts)),
i = f(ti, e +ulty)) — [t ulty)) (3.30)
jeloléseket az
Cit1 = € = gi I (3.31)

un. hibaegyenletet kapjuk.

3.8. Megjegyzés Vizsgaljuk meg a (3.30) definiciéban szerepl6 két tagot! A g; tag azt
mutatja, hogy a pontos megoldas az explicit Euler-mddszer (3.26) hf(t;, ;) — (Yir1 —
y;) = 0 alakban felirt képletét milyen pontosan elégiti ki. Ez a kifejezés azt a hibét
tartalmazza, ami az u(t) megoldasfiiggvénynek a [t;, t;11] intervallumon torténd, els6foki
Taylor-polinommal valé approximaciéjabol ered. A ; tag azt jellemzi, hogy a mddszer
egy 1épése soran mekkora hiba keletkezik abbdl, hogy az y;.; érték kiszamolasara szolgdld
képletben a pontos u(t;) érték helyett annak y; kozelitésével szamolunk.

Az f fiiggvény lipschitzessége kovetkeztében
il = [f (t, €3 + u(ts)) — fti,u(ti))] < Li(e: + u(ts)) — u(ts)| = Llei]. (3.32)
gy a (3.31) és a (3.32) Osszefliggések alapjan
l€ir1] < el + |gil + hlei| < (1+ hL)|es] + |gil (3.33)
minden ¢ = 0,1,...,n — 1 értékre. Ezért

|€n| S (1 + hL)|6n—1| + |gn—1| S
(L +hL)[(T+hLl)|ensa| + |gn—2l] + [gn| =
(1 +hL)?|en_s| 4 [(1 4 RL)|gn-2] + |gn_1]]

n—1

< (1+ hL)"|eo| + Y (1 + hL)|gn_1-i]

=0
|eo|+z\gn . ]

(Az utolsé 1épésben az (1 + hL)" < (1 + hL)", i = 0,1,...n — 1 egyenlétlenséget alkal-
maztuk.) Mivel tetsz6leges pozitiv x esetén 1+ < exp(x), ezért az nh = t* egyenldség
miatt (1 + hL)" < exp(nhL) = exp(Lt*). Igy (3.34) alapjin

(3.34)

< (1+hL)"

len| < exp(Lt¥)

n—1
leol + Ignu!] : (3.35)

1=0
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Adjunk becslést a |g;| kifejezésre! Konnyen lathatéan

u(tivr) — u(t;) = u(t; + h) —u(t;) = ha'(t;) + %u"(&)hZ, (3.36)

ahol & € (t;,t;41) egy adott pont. Mivel f(t;,u(t;)) = u'(t;), ezért g; (3.30) szerinti

definicidja kovetkeztében érvényes az

M.
2h?, M, = max |u"(t)] (3.37)

|g'l| — 2 [O,t*}

egyenlStlenség. Ekkor a (3.35) és a (3.37) becslések alapjan

M- t* M-
ol < exp(2r) |lal + hn"g2n] —exo(ze) [l + 520 (339
Mivel eqg = 0, ezért
t* M-
le,| < exp(Lt*)——h. (3.39)

gy h — 0 esetén e, — 0, és emellett e, = O(h).

3.9. Megjegyzés A numerikus megoldas konvergenciajanak fenti bizonyitasa viszony-
lag egyszerlien kiterjeszthetd az alkalmasan megvélasztott nemekvidisztans racshalokra
is. Legyen most

wp, ={0=tg<t;<...<ty1<ty=T}

finomodo, valtozo 1épéshossziisagu racshalok sorozata. Jeldlje h; = t;.1—t;, 0 =10,1,,..., N—
1 és h =T/N. Feltessziik, hogy a rdcspontok szamanak novelésével a rdcshalé mindentitt
finomodik, azaz létezik olyan 0 < ¢ < oo allandé, amelyre minden N esetén

hi<ch, i=1,2,..., N. (3.40)

Tovébbra is feltessziik, hogy a rogzitett t* € [0, T] pont mindegyik racshalénak az eleme.
Egy ilyen rogzitett racshélén jelolje n azt a indexet, amelyre hg+hy+...+h,_ 1 =t*. A

gi = hif (ti,u(ts)) — (u(tivr) — u(ts)), (3.41)
Ui = f(ti, e +ulty)) — fti,u(ty))
jelolésekkel a (3.33) becslés igy irhaté at:
1| < el 4 |gil + hili| < lei| + |gi| + hiLle;| <
evsal < led + Lo+ Bl < lei + 1gil + BuLles .

(1 + hiL)les| + |gi| <exp(hiL)|es| + [gi| < exp(hiL) [[e;| + |gil] -
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Ekkor a (3.34) becslés a (3.42) figyelembevételével igy alakul:

len| <exp(hn-1L) [len—1| + [gn-1]] <
exp(hn—1L> [GXp(hn_gL) <|en—2| + |gn—2|> + |gn—1” =
exp((hn-1 + hn—2)L) (len—2| + [gn—2| + [gn—1]) < (3.43)

|eo| + Z ‘gnz‘] :
i=1

exp((hn,l + hn72 + ...+ ho)L)

Mivel h,,_1 + hy_o+ ...+ hg = t* és érvényes a

My

M202
2

h2 <
2

|gi| < h? (3.44)

becslés, ezért (3.43) és (3.44) alapjan

M202
len] < exp(t*L) |:‘€0‘ + hn 5 h] = exp(t*L) |:|€0’ +t*

My h} . (3.45)

A (3.45) becslés azt mutatja, hogy megfeleléen finomodé racshalékon h — 0 esetén
e, — 0, és emellett e, = O(h).

3.10. Megjegyzés Lathatd, hogy az explicit Euler-moédszer esetén a limy_ge, = 0
egyenléséghez nem sziitkséges az yy = uy megvalasztas, elegendd, ha yo = ug + O(h),
mert ebben az esetben e = O(h). (Emellett, tovabbra is e, = O(h).)

3.1.4. Az implicit Euler-moédszer

Tekintsiik a f-moédszert a § = 1 megvalasztassall Ekkor (3.24) és (3.25) a kovetkezd
numerikus maédszert generalja:

Yir1 = Vi + hif (tiv1,¥ip1), i=0,1,...,N —1, (3.46)
ahol ismét yy = uyg.

3.11. Definicié A (3.40)-(5.27) képletekkel definidlt eqylépéses modszert implicit Euler-
modszernek nevezziik.

3.12. Megjegyzés A (3.46) implicit Euler-mddszert azért nevezziik implicitnek, mert
az idoben val6 elérehaladéshoz y; ismeretében y;, 1 értékét minden egyes idélépésben egy
(tipikusan nemlinedris) egyenlet megoldasaval tudjuk csak meghatarozni.
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Az implicit Euler-mdédszer e; hibafiiggvényére a hibaegyenlet a kivetkezé modon ir-
hato fel:
ei1 — € = — (ulti1) — uti)) + hif (tigr, u(tivr) + €i1) =

[hif (tivrs ultivn)) — (utivn) —u(t:))] + (3.47)
hi [f (tiv1, u(tivn) + eipr) — f(tivr, ultivn))] -

Igy a
9i = hif (tiv1, utis)) — (utisr) — u(ts)), (3.48)
Vi = f(tivr, u(tivr) + €iv1) = i1, utivn)) '
jelolésekkel ismételten a (3.31) alaku hibaegyenletet nyerjiik.
Nyilvanvaloan
ltisn) = ult) = ultir) — ultir — o) = b (tis1) — (€03, (3.49)

ahol & € (t;,t;41) egy adott pont. Masrészt, f(ti1,u(tiv1)) = ' (tiv1). Ezért g; (3.48)
szerinti definiciéja kovetkeztében érvényes a

M
lg;] < _2h2 (3.50)

egyenlotlenség. Ugyanakkor az implicit Euler—modszer esetén 1; a t; 11 pontbeli kozeli-
téstol és a pontos megoldastol egyarant fiigg, ezért az explicit Euler-mddszer vizsgalata
ebben az esetben véltozatlan formaban nem ismételheté meg. (A mddszer e, hibafiigg-
vényének nulldhoz tartasaval késébb foglalkozunk.)

3.1.5. A trapéz-mébdszer

Tekintsiik a §-mddszert a § = 0.5 megvalasztassall Ekkor (3.24) és (3.25) a kovetkezd
numerikus maédszert generalja:

h; .
_[f(tzvyz)+f<tz+layz+l)]a Z:0717---aN_ 17 (351)

Yit1 — Yi = 5

ahol yo = uyp.
3.13. Definicié A (3.51) egylépéses mddszert trapéz médszer nevezziik.
(Vegyiik észre, hogy a trapéz-mdédszer is implicit.)

A trapéz-modszer hibafiiggvényére az explicit és implicit Euler-mddszerek hibaegyen-
leteinek kombindldsaval konnyen nyerheté a (3.31) alaku hibaegyenletet, ahol most

gi = %hi [ (i, u(ta) + f (i, ultion))] = (ultiva) — ulhi),

i = 5 [t ult) + ) = (6, u)] + (3.52)
3 P, ) + €100) = Fltssr,ultin))].
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Adjunk becslést a (3.52) képletben szerepld g; kifejezésre! A t,, 1 = t; + 0.5h; jeloléssel
fejtsiik sorba az u(t;) = ultips — hi/2) és az u(t; 1) = ulty 1 + hi/2) kifejezéseket a
t =t;,1 pont koriil. Ekkor

3

i) — u(t) = (i) + S (" (ED) +u(E2). (3.59)

ahol £}, &2 € (t;,t;41) adott pontok. Masrészt

fltiu(ts) + ftiva, utin)) = /() + o' (). (3.54)
Sorba fejtve a (3.54) jobb oldali fiiggvényeit a t = ¢, 41 pont koriil, az

1 h?
5 [ ult) + ftiv, ultiv))] = W/t y) + 76(u (&) +u"(E))- (3.55)
egyenloséget kapjuk. Ezért (3.53) és (3.55) alapjan a g; kifejezésre érvényes a
M3
; < h3 M " )
il < = 3 = max|u”(?)] (3.56)
egyenlotlenség.

A 3.3 tédbldzatban a (3.13) tesztfeladat fenti harom numerikus mdédszerrel valé megol-
dasat ismertetjiik. A 3.4 tabldzatban a hibdkat a maximumnormaban hasonlitjuk 6ssze a
kiilonb6z0, egyre finomodé racshalékon. Az eredményekbdl megéllapithato, hogy rogzi-
tett racshalén a numerikus megoldas a explicit Euler-mddszer és a implicit Euler-modszer
esetén nagyjabol hasonlé pontossagot ad, mig a trapéz-modszer pontosabb az el6z6 két
moédszernél. A finomodo racshaldkon azt figyelhetjiik meg, hogy a trapéz-mddszer hiba-
fiiggvénye O(h?), az explicit Euler-mddszer és az implicit Euler-médszer hibafiiggvénye
viszont csak O(h) rendben tart nulldhoz. (Az altaldnos alakd #-mddszer esetén a hiba-
fiiggvény nulldhoz tartdsat a késébbiekben bizonyitjuk be.)

Az Euler-mdédszer viselkedése az u'(t) = 1 — t{/u(t) differencidlegyenletre jol 1athaté
a
http://math.fullerton.edu/mathews/a2001/Animations/Animations9.html
linken megtalalhaté animécion.

3.1.6. Az egylépéses moddszerek konvergenciaja
Ebben a szakaszban az
wp :=A{t; =1ih; i=0,1,...,N; h=T/N}

ekvidisztans racshdlon (avagy azok sorozatdn) megadjuk az egylépéses mddszerek alta-
lanos alakjat, és definidljuk a numerikus moédszerek alapfogalmait. Tekintsiik az

Yisr1 = Yi + h®(h, ti, yi, Yit1) (3.57)
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http://math.fullerton.edu/mathews/a2001/Animations/Animations9.html

| t; ||apontosérték | EE [ IE | TM |
0.1 1.0048 1.0000 | 1.0091 [ 1.0048
0.2 1.0187 1.0100 | 1.0264 | 1.0186
0.3 1.0408 1.0290 | 1.0513 || 1.0406
0.4 1.0703 1.0561 | 1.0830 || 1.0701
0.5 1.1065 1.0905 | 1.1209 || 1.1063
0.6 1.1488 1.1314 | 1.1645 | 1.1485
0.7 1.1966 1.1783 | 1.2132 | 1.1963
0.8 1.2493 1.2305 | 1.2665 || 1.2490
0.9 1.3066 1.2874 | 1.3241 | 1.3063
1.0 1.3679 1.3487 | 1.3855 || 1.3676

3.3. tablazat. Az explicit Euler-médszer (EE), az implicit Euler-médszer (IE) és a trapéz
moédszer (TM) osszehasonlitdsa a b = 0.1 16péskozil racshalon

|ahlépéskoz |  EE IE | TM |
0.1 1.92e — 02 | 1.92e — 02 | 3.06e — 04
0.01 1.84¢ — 03 | 1.84¢ — 03 | 3.06e — 06
0.001 1.84¢ — 04 | 1.84¢ — 04 | 3.06e — 08
0.0001 | 1.84¢ — 05 | 1.84¢ — 05 | 3.06e — 10
0.0001 | 1.84¢ — 06 | 1.84¢ — 06 | 5.54¢ — 12

3.4. tablazat. Az explicit Euler-mdédszer (EE), az implicit Euler-médszer (IE) és a trapéz

médszer (TM) hibdja h 1épéskozii rdcshdlén a maximum norméban
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egylépéses modszert, ahol ® a numerikus moddszert meghatarozo adott fiiggvény. A
tovabbiakban azt a numerikus médszert, amelyet a (3.57) képlet realizal, ®-numerikus
mddszernek (roviden: ®-mdodszernek) nevezziik.

3.14. Megjegyzés Specidlisan megvélasztott ¢ fiiggvények esetén a korabbi modsze-
reink elallithatok a (3.57) alakban. Példaul,

f(t;,y;) esetén az explicit Euler-mddszert;
(

f(t; + h,yir1) esetén az implicit Euler-médszert;

¢ h; ti? Yi, Yi+1

O(h,ti, yi, Yir1) = 0.5 [f(ti, v:) + f(ti + h,yi11)] esetén a trapéz mddszert,

( ) =
D (h, 15, yi Y1)
( )
D(h,ti, yi, yir1) = (L= 0) f(ti,y:) + 0f(t; + h,y;1) esetén a -modszert

jelenti.

3.15. Definicié Azokal a mddszereket, amelyekre ® = ®(h,t;,y;) (tehdt a ® figgvény
nem fiigg yi+1-t6l) explicit médszereknek nevezziik. Amennyiben ® = ®(h, t;, yi, yiv1), a
modszert implicitnek nevezziik.

Jelolje tovabbra is u(t) a (3.1)—(3.2) feladat megoldasat, és legyen t, € (0, T rogzitett
érték.

3.16. Definicié Az e, (h) = y, — u(ty), (nh = t.) figgvényt a ® numerikus mddszer
t, pontbeli globalis diszkretizaciés hibafiiggvényének nevezzik. Azt mondjuk, hogy a ®
numertkus modszer konvergens a t, pontban, ha

lim ey, (t,) = 0. (3.58)

h—0

Ha a ® numerikus mddszer konvergens a [0, T minden pontjiban, akkor egyszerien kon-
vergens moédszernek nevezzik. A (3.58) konvergencidjinak rendjét a ®-mddszer konver-
genciarendjének nevezzik.

A ®-modszer lokélis viselkedését jol jellemzi az a kozelités, amelyet a modszerrel — a
megoldasbol indulva — egy 1épés elvégzése utan nyeriink, azaz az

yi-‘,—l = u( ) + hq)(h tZ,U< ) y2+1) (359)
egyenlettel definidlt ;.1 kozelito érték.

3.17. Definicié Az l;(h) = 9; — u(t;) fuggvényt (ahol t; = ih € wy) a (3.57) alaki
b-numeritkus modszer t; pontbeli lokélis diszkretizacios hibafiiggvényének nevezziik.
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Az implicit ®-mddszerek esetén a lokalis diszkretizaciés hibat dltaldban nem kénnyt meg-
hatérozni, mivel ahhoz ismerni kell ;1 értékét a (3.59) képletbdl. Ennek megkeriilésére
vezessiik be a

gi(h) = —ultin) + u(ti) + RO (h, i, ulty), u(tin)) (3.60)

fiiggvényt, amelynek rendje (a kiindul6 Cauchy-feladat egyenletének felhasznalasaval)
sorfejtéssel a megoldas ismerete nélkiil is meghatarozhato.

3.18. Definicié Az g;(h) fiiggvényt a (3.57) alaki ®-numerikus mddszert; € wy, pontbeli
képlethibajanak (mds széval, lokélis approximacios hibafiiggvényének) nevezzik. Azt
mondjuk, hogy a ®-numerikus modszer r-ed rendben konzisztens, ha

gi(h) = O(R"™) (3.61)

valamely v > 0 allandoval minden t; € wy, rdcspontban.

3.19. Megjegyzés Gyakran (és ebben a kényvben is tobb helyen) g;(h) helyett a

di(h) = “ist) - U (s ults), utien) (3.62)

fliggvényt vizsgaljuk, amelyre nyilvanvaléan fennall a d;(h) = g¢;(h)/h Gsszefiggés. Ez
azt jelenti, hogy a ®-numerikus modszer pontosan akkor r-ed rendben konzisztens, amikor

d;(h) = O(h"). (3.63)
Nyilvanvaléan a képlethiba és annak rendje azt mutatja meg, hogy a pontos megoldas
milyen pontossaggal elégiti ki a ®-mddszert.

3.20. Megjegyzés A (3.37), (3.50) és a (3.56) becslések alapjan lathatd, hogy az exp-
licit és implicit Euler-médszerek elsérendiiek, mig a trapéz-modszer masodrendii. Egy-
szerll szamoldssal ellenérizhetd, hogy a f-mddszer csak a 0 = 0.5 esetén (azaz amikor a
trapéz-médszert jelenti) masodrend(i, egyébként els6rendii.

A tovabbiakban feltessziik, hogy a (3.57) alakd ® numerikus médszerben a @ fiiggvény
a harmadik és negyedik véltozdjaban egyarant lipschitzes, azaz 1éteznek olyan L3 > 0 és
L4 > 0 allandok, amelyek mellett tetszoleges s, s9, p1 és po szdmok esetén

|D(h, t;, s1,p1) — P(h,t;, S2,p2)| < Ls|s1 — sa| + La|p1 — po (3.64)

tetszéleges t; € wy, és h > 0 esetén. Ha a @ fiiggvény nem fiigg y;-t6l (avagy y;1-t6l),
akkor Ly =0 (avagy Ly = 0).
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3.21. Megjegyzés A 3.14. megjegyzés alapjan konnyen megmutathatd, hogy az f
fiiggvény masodik valtozdja szerinti lipschitzessége esetén tetszoleges 0 esetén a f-modszerre
(és igy az explicit és implicit Euler-moédszerekre valamint a trapéz-mddszerra egyarant)
alkalmasan megvalasztott L3 és L, allanddkkal érvényes a (3.64) egyenlStlenség.

A tovébbiakban megvizsgéaljuk a (3.64) tulajdonsagu, r-ed rendben konzisztens ®-
modszerek konvergenciajat. Az egyszertiség kedvéért vezessiik be az alabbi jeloléseket:

e(h) =€, gi(h) =g, Li(h) =1 (3.65)
A globalis és a lokalis diszkretizacios hibafiiggvények definicidja alapjan fennéll az

eit1 =Yir1 — U(tiv1) = (Wix1 — Yir1) + (i1 — u(tivr)) =

. (3.66)
(Yir1r — Gir1) + i
Osszefiiggés. Ezért a tovabbiakban az
leiv1] < [yir1 — Giva] + [4i] (3.67)
egyenlotlenség jobb oldalan 1év6 két tagra adunk fels6 becslést.
A lokalis diszkretizacios hibafiiggvényre az alabbi Gsszefiiggés érvényes:
liv1 =0ir1 — ultivr) = ults) + h®(h, ti, u(ts), Giv1)) — wltia) =
— U(tH_l) + U,(tl) + h@(h, ti, ’LL(tZ), U(ti+1))+ (3 68)
h{@(h, ti, u(ts), Giv1)) — P(h, i, ulti), u(ti))] .
= gi + h[®(h, i, u(ts), §iv1)) — P(h, ti, ults), utivn))] -
Ezért, felhasznalva a (3.64) feltételt,
liv1] < 1gil + hLalGiv1 — wltiva)| = |gil + hLallisa) (3.69)
fgy, (3.69) alapjdn, kellden kis h esetén érvényes a
L] < ; 3.70
|+1|_1_hL4|g| ( )

egyenlotlenség.

3.22. Megjegyzés A (3.70) egyenlétlenség azt is mutatja, hogy a lokalis diszkretizacios
hiba rendje nem lehet kisebb, mint a mddszer konzisztenciarendje. (Tehat egy r-ed
rendben konzisztens modszer esetén a lokalis diszkretizaciés hiba is legalabb r-ed rendben
tart nulldhoz.)
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Térjiink 4t a (3.67) jobb oldali elsé tagjdnak becslésére.

|yi+1_gi+1‘ =
|(yi + h®(h, ti, yi, Yiv1)) — (wlts) + h®(h, by, u(ts), Git1))| <
les] + Rl (R, ti, i, yis1) — @A, ti, u(ts), Jigr)| <
leil + hLsly; — u(ti)| + hLalyiv1 — Giga1| =
(1 + hLs)leil + hLalyiv1 — Gigal-

Igy (3.71) alapjan, kelléen kis h esetén érvényes az

1+ hLs

1 —hL4|€"|

‘?Jz’+1 — Uit1] <

egyenlotlenség.
A (3.70) és a (3.72) felhasznélasaval a (3.67) egyenl6tlenség atirhaté az

1+ hLs 1
) < TR, S P
|€’L+1| - 1 . hL4|€’L| + 1 . hL4|gz|
alakra. Vezessiik be a
14+ hls 1
jeloléseket.
3.23. Megjegyzés A (3.74) jelolések mellett
Ly + Ly
=1+nh
p= L,

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

és igy u =1+ O(h). Ezért valaszthatok olyan hg, g és Ag dllanddk’, amelyek mellett

p=puh) <14 puph, x=x(h)<xo, Vhe/0,hy).
A (3.74) jeloléssel (3.73) felirhat6 az
€] < ples] + xlgil

(3.76)

(3.77)

alakban. Rekurziv médon alkalmazva a (3.77) relaciét, a kovetkezd egyenlotlenséget

nyerjiik:
len| < plen1] + Xlgn-1] < plplen—a] + X|gn-2|] + X|gn-1] = 1*|en—2]

n—1

+ X [t gn—al + |gnaal] < ... < p"eol + x Y 1 lgn—1il

=0
n—1

leol + Xz ’gn—l—z’|] -
=0

"Példaul, a hg = ﬁ, o = 2(Ls 4+ Ly4) és xo = 2 egy alkalmas megvélasztés.

< u"

33
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A (3.76) osszefiiggés alapjan, minden h € (0, ho) esetén x < xo és
p" < (14 poh)" < exp(pohn) = exp(pots). (3.79)

Ezért (3.78) alapjan érvényes az

‘€n| S eXp(NOt*)

n—1
|€o| + Xxo Z ’gn—l—i|] (3.80)
i=0

becslés. Mivel a ®-mddszer p-ed rendben konzisztens, ezért a (3.58) definicié alapjan,
megfeleléen kis h esetén valamely ¢y > 0 allandéval fenndll a |g;| < coh™™! egyenlétlenség.

Ezért kis h esetén )
e

Z ‘gnflfi’ S ncOhTH = Cot*hr. (381)

i=0
Osszevetve a (3.80) és a (3.81) formuldkat, az
|en| < exp(pots) [leo] + c1h] (3.82)

becslést nyerjiik, ahol ¢; = xgcot,=dllandd. Mivel ey = 0, ezért a (3.82) alapjan belattuk
a kovetkezo allitast.

3.24. Tétel Tegyiik fel, hogy a (3.57) képlettel definidlt ® numerikus mddszer

e r-ed rendben konzisztens;

e a mddszert definiald @ fiigguvény folytonos, és érvényes rd a (3.64) Lipschitz-feltétel.
Ekkor a ®-mddszer r-ed rendben konvergens a [0, T] intervallumon.

3.25. Kovetkezmény A 3.20. és a 3.21. megjegyzések alapjan a 6-moddszer 6 = 0.5
esetén masodrendben, egyébként pedig elsérendben konvergens. Ezért tehat az explicit
és az implicit Euler-mddszer elsérendben, a trapéz-modszer pedig masodrendben konver-
gens.

3.2. Az egylépéses modszerek altalanos alakjanak vizs-
galata

Az el6zéekben a konvergenciat a (3.77) osszefliggésbdl vezettiik le, mégpedig a benne
szerepl6 tagok két tulajdonsagabol:

e a mddszer konzisztens, azaz g; = O(h"+1) valamely r pozitiv szdmmal, emellett a
x(h) filggvény korlatos;
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e a u(h) fiiggvényre a (3.76) nagysagrendi becslés teljesiil. Ez a tulajdonsag azt fejezi
ki, hogy az egyik idérétegrol a kovetkezo idorétegre vald attérésnél a lépésszamok
novelésével (azaz h csokkenésével) a hiba csak korlatosan novekedhet.

Ebben a szakaszban a masodik tulajdonsagot pontositjuk, és a segitségével kapcsolatot
teremtiink a konzisztencia és a konvergencia kozott.

3.2.1. Egylépéses modszerek operatoros alakban

Tekintsiik ismét a (3.1)—(3.2) Cauchy-feladatot, azaz a

2—1‘ ~ f(tu), tel0.T). (3.83)
u(0) = g (3.84)

kezdetiérték-feladatot. Feltessziik, hogy f : R? — R (azaz, az egyszeriiség kedvéért
a skaldris Cauchy-feladatot vizsgaljuk), és a feladatnak létezik egyetlen wu(t) megoldésa
a [0, T] intervallumon. frjuk fel ezt a feladatot operdtoregyenlet formajaban! Ehhez
vezessiik be a kovetkez6 L operatort. Legyen L egy olyan operator, amely valamely
szabaly szerint valamely adott, a [0, 7] intervallumon értelmezett fiiggvényhez egy mésik,
szintén a [0, T'] intervallumon értelmezett fiiggvényt rendeli hozzd. Konkrétan, egy w(t) €
C10,T] fiiggvényhez rendelje hozzé az

w'(t) — f(t,w(t)), hate (0,T),

(Lw)(t) = {w(()), ha t =0

fiiggvényt. Az L operdtort a feladat operdtoranak nevezziik. Mivel a (3.1)(3.2) Cauchy-
feladatra érvényes az egzisztencia és unicités, ezért az £ operdtor injektiv.® Ezért vala-
mely adott 3(t) fiiggvény esetén az Lu = ((t) feladatnak 1étezik egyértelmii megoldésa.

Legyen
0, ha t € (0,71,
olt) = { -7
up, hat=20

fiiggvény. Ekkor az
Lu=p (3.85)

8 Az L operator injektivitasdhoz azt kell megmutatni, hogy ha wy (t) és ws(t) olyan C*-beli fiiggvények,
amelyekre (Lw1)(t) = (Lws)(t), akkor wy(t) = wa(t). A feltétel alapjan wi(t) — f(t,wi(t)) = wh(t) —
f(t,wa(t)) a (0,7 intervallumon, és wy(0) = wo(0). Jeldlje g(t) = wi(t) — f(t,wi(t)) = wh(t) —
F(t, wa(t)) kozos értéket! Ekkor tehdt g(t) egy adott, folytonos fiiggvény. Nyilvdnvaldan a w’ = f(t,w)+
g(t), w(0) = adott kezdetiérték-feladatnak létezik egyértelmli megoldésa, hiszen a jobb oldalon szerepld
fliggvény a masodik valtozéjaban ugyanazon allanddval lipschitzes, mint az f fiiggvény. Ezért ennek a
feladatnak is 1étezik egyértelmii megolddsa. Mivel g definicidjabdl wy(t) = f (¢, wi(t)) + g(t) és wh(t) =
ft,wa(t))+g(t), valamint wq (0) = wa(0), ezért a kezdetiérték-feladat megolddsanak elézéekben beldtott
egyértelmiiségének kovetkeztében wy (t) = wa(t).
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operatoregyenletnek, amely éppen a (3.1)—(3.2) Cauchy-feladatot jelenti, szintén létezik
egyértelmi megolddsa. A (3.85) egyenlet felirhaté az operator értelmezési tartomanya-
nak alkalmas lesziikitésével mas alakban is. Nevezetesen, legyen £ az az operator, amely
értelmezve van a

dom (L) = {w € C'0, 7] : w(0) = ug}

halmazon, és a hozzarendelés legyen a
(Lw)(t) = w'(t) — f(t,w(t), te€(0,T] (3.86)

szabdly szerinti. Ekkor £ egy olyan operator, amely a [0, 7T]-n értelmezett, megfelelden
sima, és a t = 0 pontban adott értékii w fiiggvényhez egy masik, a (0, 7] intervallumon
értelmezett Lw fliggvényt feleltet meg. Ekkor az £ operdtort két adat definidlja: az wu
skaldr és az f kétvéltozds fiiggvény,” és a (3.83)—(3.84) Cauchy-feladat felirhat6 az alabbi
operatoregyenlet alakjaban:

Lu =0, (3.87)

azaz keressiik azt az u(t) figgvényt a dom(L) halmazb6l, amelyhez az £ operator a (0, T']
intervallumon értelmezett, azonosan nulla fiiggvényt rendeli hozza. (Mivel feltételeztiik,
hogy a (3.83)—(3.84) Cauchy-feladatnak létezik egyértelmii megolddsa, ezért a (3.87)
egyenlet is egyértelmiien megoldhatd.) Fogalmazzuk &t a feladatunkat: keressiik azon
u(t) fiiggvényt, amely a t = 0 pontban adott, és ismerjiik az L képét (amely nulla), azaz
feladatunk w(0) és Lu ismeretében az u ismeretlen fliggvény meghatérozasa a t € (0,7
pontokban.

A numerikus megoldas meghatarozasahoz tekintsiik az
Wh I:{O:t0<t1 <. .. <tn-i <tN:T}

finomodo, valtozo lépéshosszisdgu racshalok sorozatat. Jelolje h; = t;01 — 1, @ =
0,1,,...,N —1és h = T/N. Feltessziik, hogy a racspontok szamanak novelésével a
racshalé mindeniitt finomodik, azaz létezik olyan 0 < ¢ < oo allandd, amelyre minden
N esetén

h; <ch, i=1,2,... N. (3.88)

Tovébbra is feltessziik, hogy a rogzitett t* € [0, T] pont mindegyik racshalénak az eleme.
Egy ilyen rogzitett racshalén jelolje n azt a indexet, amelyre hg + hy + ... + h,—1 = t*.
Jelolje w) = wy\{to = 0} récsot, F(wy) és F(w)) az wy, illetve az w) rdcsokon értelmezett

racsfiiggvények vektorterét.

9Az L operator ezen bevezetése valdjaban a kovetkezSt jelenti. Legyen ¢ € R egy tetszoleges adott
szédm, g : R? — R egy adott fiiggvény. Jelolje L. , azt az operdtort, amelyre dom (L. ) = {w € C1[0,T] :
w(0) = ¢}, és (Lo gw)(t) = w'(t) — g(t,w(t)), t € (0,T]. Jelolje £ a c = uy és g = f megvalasztasi
L. 4 operatort, azaz L = Ly, f.
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Legyen N, egy olyan operdtor, amely az w;, pontjaiban értelmezett rdcsfiiggvényekhez
egy masik, szintén az wj;, pontjaiban értelmezett racsfiiggvényt rendel hozzd, azaz N, :
F(wy) — F(wy) adott leképezés. Konkrétan, egy wy, € F(wy) racsfiiggvényhez rendelje
hozza az
D (I tn—1, wp(tn1), wn(ty)), hat, €w,

3.89
wh(O), ha tn =0 ( )

(Nuwn) (tn) = {
racsfiiggvényt, ahol ®(hy,, t,_1, wp(t,—1), wn(t,)) az adott numerikus médszert leiré fiigg-
vény. A moédszer realizdlhatésdgahoz sziikséges feltenniink, hogy rogzitett elsé harom
véaltozé mellett a @ fiiggvény a negyedik valtozéjdban invertdlhatd, azaz a g(s) =
O(h*, t*,w*, s) fiiggvény injektiv. Az N} operdtort a diszkretizdciés mdédszer operdto-
rdnak nevezziik. Vegyiik észre, hogy az Nj, : F(wy,) — F(wy,) operator injektiv.'’ Ezért
tetszOleges rogzitett B, € F(wy) rdcsfiiggvény esetén az Nwy, = (), feladatnak létezik
egyértelmii megoldasa. Bevezetve a

0, hateuw),
) =
en(t) {uo, hat=0

racsfiiggvényt, akkor az
Niyn = ©on (3.90)

operatoregyenlet éppen a (3.1)—(3.2) Cauchy-problémahoz tartozé diszkretizalt feladatot
jelenti.

3.1. Példa Hatdrozzuk meqg az explicit Euler-mddszerhez tartozé N, operdtort!

Mint azt mar lattuk, az explicit Euler-mddszer esetén az wj racshalé pontjaiban a
kozelitéseket a (3.26) képlet alapjén definidljuk, ezért az explicit Euler-mddszer operatora

wnltn)—wnltn) _ gty (ta_y)),  hat, € WP,

Nan)(tn) = { wh(Oh)i hat, =0

alak.

A diszkretizalt feladat ekvivalens médon felirhaté mds alakban is. Nevezetesen, az N,
operator értelmezési tartomanyanak alkalmas megvélasztasaval az egylépéses numerikus
modszerek felirhatok

Nuyn =0 (3.91)

19Ennek beldtdsdhoz azt kell megmutatni, ha w}, és w? két olyan F(wp,)-beli racsfiiggvény, amelyekre
Myw; = Npw?, akkor wi = wi. A feltételiink alapjdn, figyelembe véve az N, operdtor definicigjét,
'U)}ll(t() = 0) = ’w%(to = 0) Mivel @(hl,to,’wh(to = 0),W}Z(t1)) = (I)(hl,to,’wh(to = 0),1[)}%(151)), JelOlJe ezt
a kozos értéket gq. Feltételeink szerint ekkor ®(hq,to, wp(to = 0)7w}b(t1)) = g1 és a ®(hy,to, wr(to =
0), w3 (t1)) = g1 egyenlbségekbdl a w} (t1) és a wi(ty) ismeretlenek egyértelmiien meghatérozhatdk, azaz

w}(t1) = wi(t1). Folytatva a gondolatmenetet, a w} = w? egyenl6ség mar kdzvetleniil kovetkezik.
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alakban, ahol y;, € F(wy) az ismeretlen récsfiiggvény, Nj, : F(wy,) — F(w)) tipust opera-
tor, amelynek értelmezési tartomanya a

dom(N}) = {wp, € F(wy) : wp(to =0) = up}
halmaz.

3.2. Megjegyzés Mivel N}, : F(wy,) — F(w)) tipust operdtor, és az F(wy,) valamint
az F(w?) vektorterek kiilonbozé dimenzidjtiak (dim(F(wy)) = N + 1, dim(F(w))) = N),
ezért N, a teljes F(wy,) téren nyilvan nem injektiv, azaz a (3.91) feladatnak nem létezik
egyértelmil megolddsa. Ezért sziikséges F(wy,) egy olyan alkalmas dom(N,) C F(wy)
halmazra valé lesziikitése, amelyre dim(dom(N})) = dim(F(w))), és ezen az N, operator
invertalhatd. Ezt az F(wy,)-beli racsfiiggvények ¢ = to = 0 pontbeli értékének rogzitésével
érhetjiik el, hiszen ezt az értéket a kezdetiérték-feladatbodl ismerjiik.

Mint azt mar lattuk, az explicit Euler-mddszer esetén az wj racshalé pontjaiban a
kozelitéseket a (3.26) képlet alapjan definidljuk, azaz az ismeretlen y;, € F(wy,) racsfiigg-
vényt az

yh(tn) = yh<tn71) + hnf(tnfl, yh@nfl))a 1= O, 1, Ce ,N, (392)

moédon hatdrozzuk meg, ahol y,(0) = wug. (Mivel yp(t,) az ismeretlen u(t) fiiggvény t,
pontbeli kozelitése, ezért ez a megvalasztds természetes.) Tehdt a (3.26) iterdciéban az
n = 0 értékhez tartozo y,(0) adott érték.

Mindezek alapjdn az N} operdtort a kovetkez6 mdédon hatdrozzuk meg: valamely
wy, € F(wy,) racsfiiggvényhez rendelje hozza az

(N (1) = 20 _hwh(t”‘” — [ (tar, wn(tn 1)) (3.93)

racsfiiggvényt, ahol n = 1,2,...,N és hy + hos + ... + h, = T. Nyilvanvaléan ekkor
Nywy, € F(w)).
Az operator értelmezési tartoményat értelmezziik a

dom(N}) = {wp, € F(wy), wi(to =0) =wup} (3.94)

modon.

Koénnyen 1dthatd, hogy az N, operdtor ilyen megvalasztdsa esetén a (3.91) egyenlet
éppen a (3.92) alaki explicit Euler-md6dszert jelenti, és az operdtoregyenlet megolddsa a
kovetkez6 feladatot jelenti: keressiik azt az y, € F(wy,) racsfiiggvényt, amelynek ismerjiik
értékét a t = to = 0 racspontban, tovabbd adott az Nj,-képe. (Esetiinkben ezek y;(0) =
Uug és Nhyh =0€ F(wg))
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3.2.2. Egylépéses moddszerek konzisztencigja

A numerikus médszerek tanulméanyozasanak lényege annak meghatarozasa, hogy a kiilon-
b6z6 approximdcidk (az N, képzési szabélya és y;,(0) megvalasztdsa esetén) milyen hibdk
keletkeznek, és ezek a hibak hogyan viselkednek az algoritmus realizélasa soran. Ebben
a szakaszban azt vizsgdljuk meg, hogy az N} operdtor milyen hibdval approximalja az
L}, operatort a pontos megoldason. (A kovetkezd szakaszban megvizsgaljuk, hogy az al-
goritmus lépéseinek sordn ezek a hibdk hogyan viselkednek a racshéld finomitdsaval.) Ez
tehét azt jelenti, hogy a ¢, € wy, rdcspontokban az (L,u)(t,) értékeket hasonlitjuk Gssze
az u(t) megoldés racspontbeli értékeibdl képzett racsfiiggvény Nj,-képével. Pontosabban,
bevezetve a Py, : C[0,T] — F(wy,) operdtort az

(Phu)(t,) = u(tn) (3.95)
egyenloséggel, célunk a

kifejezés becslése.

Vegyiik észre, hogy az operatorok definicidja kovetkeztében tg = 0 pontban (Lu)(ty) =
u(to), és (NaPru)(to) = (Pru)(to) = u(ty), azaz a ty = 0 pontban a hiba nulla. Mivel a
t, € w)) pontokban (Lu)(t,) = 0, ezért az ezen pontokhoz tartozé tn. lokélis approxi-
macios hiba

dn = |(NaPru)(tn)|,  tn € wy. (3.97)
Célunk a d,, = d,(h) h-t6l val fiiggésének vizsgélata.
3.3. Definicié Az N, operdtorral leirt numerikus mddszert konzisztensnek nevezzik az
L operdtori feladattal az F[0,T] C dom(L) figgvényosztalyon, ha

lim d,,(h) = 0. (3.98)
h—0

Azt mondjuk, hogy p-ed rendben konzisztens, amikor d,(h) = O(h?).

3.4. Példa Mint ismeretes, az explicit Euler-mddszer (3.94)-(3.93) alaki Ny, operdtora
elsérendben konzisztens a (3.86) alaki L operdtorral az F[0,T] = C?[0,T)] fiiggvényosz-
talyon.

Ez az allitds a Pru = uy, és az u, = u(t,) jelolések alkalmazdsdval az alabbi médon

nyerheto.

Up — Unp—1

(NaPru)(tn) = (Nyup)(tn) = W
(tp—1 + bt (tn-1) + O(hZ) — up—1
hy,

U (tn—1) = f(tn-1,tn-1) + O(hy) =
W (tn-1) = f(tn1, u(tn-1)) + O(hn) = (Lu)(tn-1) + O(hy).

- f(tn—la Un—l) -

— fltn-1,up—1) = (3.99)
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Mivel (Lu)(t,—1) = 0, ezért
dn = [N Ppu)(tn)| = O(hn),
azaz a séma elsérendben konzisztens. Emellett,

hon

d, =
2

ol (1) + O(hy) (3.100)

minden n esetén.

3.2.3. Egylépéses modszerek konvergenciaja és O-stabilitasa

Egy numerikus séma megadasaval természetesen nem a konzisztencia, hanem a konver-

gencia a célunk. Ezért feladatunk, hogy megmutassuk: finomodé felosztassorozat esetén

a numerikus megoldasok sorozata és a pontos megoldas eltérése hogyan viselkedik.
Legyen

h = max h,
1<n<N

és tegyiik fel, hogy Nh korlatos h — 0 esetén. (Tehat a [0,7] intervallum mindegyik
részén finomitunk.) Ezt ah; < ch feltétellel, ahol ¢ egy h-tdl fiiggetlen allandé, biztositani
tudjuk. Legyen t* € (0,T] egy olyan rogzitett pont, amelyre t* € wy, minden vizsgalt
h > 0 érték esetén.

3.5. Definicié Az N, operdtorral leirt numerikus mddszert konvergensnek nevezziik, ha
minden t* € (0,1 esetén

en(h) = yn(t,) — u(t”) (3.101)
un. globdlis hiba h — 0 esetén nulldihoz tart, ahol t, = t*. Azt mondjuk, hogy q-ed
rendben konvergens, amikor e,(h) = O(h?).

3.6. Megjegyzés Fontos kérdés, hogy konzisztencia és konvergencia esetén van-e kap-
csolat a két rend kozott. Megmutatjuk, hogy altalaban a két rend egymassal egyenlo.

Felmeriil a kérdés: milyen kapcsolat van a konzisztencia és a konvergencia kézott?
Kovetkezik-e a konvergencia a konzisztenciabdl? Megmutatjuk, hogy a valasz nemleges:
onmagaban a konzisztencia nem garantalja a numerikus modszer konvergenciajat, ehhez
egy ujabb tulajdonsag, a stabilitas is sziikséges.

3.7. Definicié Az N, operdtorral leirt numerikus mddszert 0-stabilnak (zérd-stabilnak)
nevezziik, ha léteznek olyan hy és K pozitiv dllandok, hogy minden h < hqy esetén két
tetszdleges F(wp)-beli xy, és z, rdcsfigguényre érvényes az

2n(tn) = 20 (ta)] < K{Jan(to) = zato)| + max [Nian(ty) = Noa(tp)l} (3.102)

egyenlotlenséq tetszoleges n = 1,2,..., N indexre.
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A 0O-stabilitds tehét azt fejezi ki, hogy ha két F(wy,)-beli rdcsfiiggvény olyan, hogy a
e at =ty pontban kozel vannak egymashoz,
e az N,-képiik F(w))-ben is kozel vannak egymdshoz,

akkor maguk a fiiggvények is pontonként kozel vannak egyméshoz F(wy)-ben. Ez azt
jelenti, hogy a numerikus mdédszert leiré adatokra (az N, képzési szabdlyra és a rdcs-
fiiggvény ty = 0 pontbeli értékének megvélasztasira) nézve a numerikus modszer stabil:
ezek kis megvaltoztatasa esetén a numerikus megoldas is csak korlatosan valtozik.

3.8. Megjegyzés Vegyiik észre, hogy a O-stabilitds fogalma a numerikus séma belso
tulajdonsaga, nincs kapcsolata azzal a folytonos feladattal, amelynek numerikus megol-
désara alkalmazni szeretnénk.

A O-stabilitas nemcsak a numerikus maddszer stabilitasat, hanem az injektivitasat is
biztositja rogzitett kezdeti értékek esetén. Ezért érvényes az alabbi éllités.

3.9. Tétel A
dom(Ny) := {wy, € F(wy) : wp(ty) rogzitett}

halmazon definidlt 0-stabil N, operdtor invertdlhatd.

Bizonyitds. Azt kell megmutatnunk, hogy az N, operdtor injektiv dom(AN},) halmazon,
azaz ha két xy, 2, € dom(N},) récsfiiggvényre z, # 25, akkor Nz, # Nyz,. Ehhez azt
kell belatni, hogy ha Ny, = Nz, akkor z;, = z,. Ez viszont a 0-stabilitds definiciéjabdl
nyilvanvald, hiszen Ny, = N,z kovetkeztében

max ’Nhl‘h(tj) —thh(tj>’ = O,

1<j<N

mdsrészt, mivel xy, 2z, € dom(Ny,), ezért xp(to) — 21 (tg) = 0. fgy a (3.102) egyenl6tlenség
alapjan |zp(t,)—zp(t,)] = 0mindenn = 0,1, ..., N esetén, amely a bizonyitandé x;, = z,
egyenloséget jelenti. O]

3.10. Megjegyzés A 3.9. tétel tehdt azt bizonyitja, hogy az N}, operdtor a (3.89) kép-
let szerinti definiciéjaban a ® fliggvény negyedik valtozdja szerinti injektivitasa a’priori
érvényes.

3.11. Kovetkezmény Egy 0-stabil N,-mddszer megfeleléen kis h 1épéskozii rdcsha-

l6kon mindig realizalhatd, emellett a diszkretizalt feladatra érvényes az egzisztencia,
unicitas és stabilitas, azaz a diszkrét feladat korrekt kitiizésu.
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3.2.4. Egylépéses modszerek alaptétele és alkalmazasa az exp-
licit Euler-moddszerre
A tovabbiakban megvizsgaljuk a korabban feltett kérdést: van-e kapcsolat a konzisz-

tencia, a konvergencia és a O-stabilitds kozott? A kovetkez6 tétel (amelyet gyakran a
numerikus analizis alaptételének is szokas nevezni) vélaszt ad erre a kérdésre.

3.12. Tétel Tegyiik fel, hogy
e a (3.85) operdtoregyenletnek létezik egyértelmii megolddsa;

o az N, : F(wy) — F(wy) operdtorral leirt numerikus mddszer konzisztens és 0-stabil.
Ekkor

e a (3.90) egyenleteknek létezik yy, eqyértelmi megolddsa a
dom(N}) := {wy, € F(wy) : wp(ty) = uo} (3.103)
halmazon;

e a numerikus megolddsok sorozata konvergens, és a konvergencia rendje megeqgyezik
a konzisztencia rendjével.

Bizonyitds. Jelolje u(t) a (3.86) operatoregyenlet megolddsét. (Feltételezésiink szerint a
folytonos feladat korrekt kitlizésii, tehat a megfelelé dom(L)-ben u(t) létezik.) Jelolje
uy, az u fiiggvény projekcidjat az wy, racsra, azaz u, = Ppu. Mivel N}, O-stabil, ezért
a 3.11. kovetkezmény miatt a (3.91) egyenletnek (az alkalmasan megvalasztott dom(Nj)
halmazon) szintén létezik egyértelmii y, megoldasa.

Ekkor a globédlis hiba racsfiiggvénye e, = y, — uy, € F(wy,), és azt kell megmutatnunk,
hogy w) pontjaiban h — 0 esetén nulldhoz tart a normdja. Alkalmazzuk a O-stabilitds
(3.102) egyenlétlenségét az x, = y, és 2z, = uj, megvalasztassall Ekkor

len(tn)] =yn(tn) — un(tn)]
< K{|yn(to) — un(to) | + max | (Nuyn) (t;) — (Npun) ()]}
~—_—— 1<GEN T e —
=0 =0
< K max [Npun(t;)| = K max |du(t;)],

(3.104)

ahol dj(t;) a lokdlis approximécids hiba. Ezért, ha a mddszer p-ed rendben konzisztens,
akkor |d,(t;)| = O(h?), és ezzel az allitast bizonyitd ey (t,) = O(hP) relaciét nyerjik. O

A fenti alaptétel alapjan tehat az explicit Euler-mddszer konvergenciajahoz elegend6
megmutatni a mddszer 0-stabilitasat. (Ugyanis a 3.4. példaban lattuk, hogy a médszer
els6 rendben konzisztens. )
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3.13. Megjegyzés Az allitdsban a konvergencia akkor is érvényben marad, ha (3.103)
helyett a
dom(NG,) == {wy € F(wy), wi(te) = ull} (3.105)

halmazon definidljuk az N, operdtort, ahol feltessziik, hogy limy o ulf = ug. Emellett,
ha ul — uy = O(hP), akkor a konvergencia rendje is megérzddik.

3.14. Tétel Az explicit Fuler-mdodszer 0-stabil.

Bizonyitds. Azt kell megmutatnunk, hogy a (3.93) médon definidlt A}, operdtorra érvé-
nyes a (3.102) egyenl6tlenség.
Legyenek xp,, z,, € F(wy,) két tetszleges racsfiiggvény, és vezessiik be a

Nhn = Tp — Zp € F(u}h) (3106)
1j racsfiiggvényt, illetve a

by = max | (Nza) (8) — (Nuzn) (1;)]

1<5<

jelolést. Ekkor a fenti jelolésekkel tetszoleges n = 1,2,..., N esetén

N (tn) — Mn(tn-1)

by, >
h = I

sy 2altn)) — F (b, zh<tn_1>>]\ S 3o

Felhaszndlva a valds széamokra jol ismert |a — b| > |a| — |b| egyenl6tlenséget, ekkor

tn
oz Bl

B f(tyor )~ S]] 109

Bevezetve az 1, = ny(tn), Tn = Tp(tn) és 2z, = zx(t,) egyszerisits jeloléseket, érvényes a

Tin—1

n

+ [f(tn-1, n1) = f(tn-1, 20-1)] (3.109)

becslés. Mivel az f fiiggvény a masodik valtozdjaban lipschitzes az L allandoval, ezért
érvényes a

B bt 0t) = s )] <

| ”| . (3.110)

Tn—1
Lin,1|=1—+L) |9

I + L{np-| (hn+ >’77 1]

becslés. Ekkor a (3.109) és a (3.110) becslésekbél a
by > k(LY (3.111)

~ hy hn
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egyenlotlenséget nyerjiik. Atrendezve a (3.111) becslést, az
7| < (14 Ao L) 01| + brhn (3.112)

becslést nyerjiik tetszéleges n = 1,2,..., N értékekre. Felhaszndlva a (3.112) becslést
egymas utan az egyes tagokra, ekkor a kovetkezo egyenlotlenséget kapjuk:

(1 + hnL)(l + hn—lL)|77n—2| + (1 + hnL)bhhn—l + bhhn S

(1+hn_L)(1+hn_1L)...(1—1—h1L))|n0|_|_ (3.113)

b hi(1+hjaL)(1+ hjaL) ... (14 hyL).

j=1

A tovabbi becsléshez hasznaljuk a pozitiv x értékekre jol ismert 1+ = < exp(z) = e”

egyenlétlenséget! Ez alapjan 1+ h;L < e és {gy

(1 + hoL)(1 4 kL) ... (1 + hyL) < ebththetehn) — pLtn, (3.114)
valamint minden 7 =0,1,...,n esetén
(1 + thrlL)(l + h/j+2L) c. (1 + hnL) < eL(hj+1+hj+2+“'hn) = eL(tnitj). (3115)

Mivel el(t»=ti) < L=t minden t € [t;_1,,] esetén, ezért integrdlva ezt az egyenlétlen-
séget a [t;_1,t;] intervallumon, a

ti t;
/ J M=t gt = peltn=t) < / T e gy
t t

j—1 j—1

egyenlotlenséget kapjuk. Ezt 6sszegezve tehat érvényes a

n n t; n t]
ZhjeL(t"_tj) < Z/ eHtn= gy = Z/ eltne=Ltqr =
j=1 =1 Jti—1 j=1Jti-1

tn tn

/ oltn =Lt gy — eLtn/ o~ Itgp — eLtnl (1— et = (3.116)
to to L

1

Lt,—1
Z (6 ¢ ) .
Felhasznalva a (3.114) és a (3.116) becsléseket a (3.113) egyenlétlenségben, a
1
[l < €m0l + 7 (€7 71) b (3.117)
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becslést nyerjiik. Mivel ¢, < T', ezért tehdt érvényes a (3.102) O-stabilitdsi becslés a
1
K = max{e"”, 7 (e" 1)} (3.118)
konstanssal. O
3.15. Megjegyzés A (3.118) képlet felhaszndldsdval kozvetlen becslés adhaté az exp-
licit Euler-médszer hibajara. Ugyanis (3.104) és a konzisztencia (3.100) becslése alapjén
M,

h A1
Zhe (3119)

1
, LT LT-1
len(tn)] < ng%X |dp(t;)| = max{e™", (e )}

ahol M2 = HlaX[()’T} |U”(t)|
3.16. Példa Tekintsiik a

u' = —sin(t), u(0)=1
kezdetiérték-feladatot! Milyen [épéskizii racshalon kell megoldanunk az explicit Euler-
mddszerrel, hogy a t* = 2 pontban a megoldds € = 1073 pontossdgi leqyen?
Az egyenletet derivéalva u”(t) = — cos(t), azaz My = maxg g |—cos(t)| = 1. A példankban
a differencidlegyenlet jobb oldala f(t,u) = —sin(t), ezért f(t,u1) — f(t,u2) = 0, azaz f
lipschitzes az L = 0 allandéval. Konnyen lathatéan limy o eLtL_l = t*, ezért a (3.119)
becslés alapjan

1
len(t,)| < max{e?, t*}ih = h.

Ezért ezen a feladaton a h = ¢ megvalasztasu racshdlén az explicit Euler-modszer ered-
ménye garantalja az € pontossagot.

Legyen tehat h = 1073! (Ekkor t* = tyyg, hiszen a 1épésszdm a t* = 2 pontig
t*/h = 2000.) Ezen a racshélén az explicit Euler-médszerrel kapott numerikus megoldés
Yaooo = —0.41569... Mivel a feladat pontos megolddsa u(t) = cos(t), ezért dsszevetve a
cos(2) = —0.41614... pontos megolddssal, a globdlis hibdra az e = 0.4548-1072 értéket
kapjuk.

3.17. Megjegyzés Az N, operdtorti numerikus mdédszer lokalis approximécids hib4ja-
nak (3.97) szerinti definicidja azt mutatja meg, hogy a megoldas racshalén vald vetiilete
milyen pontosan elégiti ki a differenciasémat. A moddszer egy masik jellemzése lehet a
kovetkezo: megvizsgaljuk, hogy a t = t,_; pontbdl a t,, pontba valé attérés soran mek-
kora eltérés van a numerikus megoldés (y,) és azon érték kozott, amelyet a numerikus
megoldassal akkor kapnank, ha a t,,_; pontbdl nem a kozelitett y,_1 értékbdl indulnank,
hanem a pontos u(t,—1) értéket haszndlnank. Példdul, az explicit Euler-mddszer esetén
ez az

Ly = u(ty) — [u(tn_1) + hnf(tn_1,u(t,—1))] (3.120)
értéket jelenti. Konnyen lathatd, hogy ekkor 1, = wu(t,) — [u(t,—1) + h,t'(t,—1)] =
hyd,, azaz I, = O(h?), és altaldban, ha [, = O(hP™!), akkor a médszer p-ed rendben
konzisztens.
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3.3. Abszolut stabilitas

Az el6z6 szakaszban megmutattuk, hogy egy p-ed rendben konzisztens, 0-stabil médszer
p-ed rendben konvergens is, azaz |e,| =~ C - h?. Ugyanakkor az elméleti becslésbdl a C'
konstans nagyon nagy is lehet, ami alkalmazhatatlanna teheti ezt a becslést. A kovet-
kezokben megvizsgaljuk, hogy az explicit Euler-mddszer esetén mit jelent ez a becslés,
illetve milyen numerikus probléma 1ép is fel valgjaban.

3.3.1. Az explicit Euler-mdédszer abszolut stabilitasi tartoma-
nya

3.1. Példa Tekintsiik a
5 1

'(t) = =5tu*(t) + — — —
W) = =5 + 7 — .
kezdetiérték-feladatot! Milyen lépéskizii racshalon kell megoldanunk az explicit Euler-
mddszerrel, hogy az [1,25] intervallumon a megoldds € = 1073 pontossdgi legyen?

u(l) =1

Mivel a feladat pontos megoldasa az u(t) = 1/t fiiggvény, ezért a Lipschitz-dllanddt
a Jacobi-matrix ezen megoldasbeli alakjabdl hatarozhatjuk meg. Feladatunkra f(¢,w) =
—5tw? +5/t— 1/t ezért o f (t,1/t) = —10t-1/t = —10. Tehét a Lipschitz-alland6 értéke
L = 10. Mésrészt,

My = max |u”(t)| = max [2/t?| = 2.
[1,25] [1,25]

Ezért az elméleti hibakorlat
10-25 __ 1

10

Tehét a konvergencia érvényes ugyan (hiszen h — 0 esetén a [0, 25] mindegyik pont-
jaban a globdlis hiba nulldhoz tart), egy rogzitett racshdlén a hiba nagyon nagy is le-
het! Példaul, a feladat 4ltal megkovetelt € = 1073 pontossdggal ezen feltétel szerint a
hog = 1073 - €72°0 melletti h < hg 1épéskozii rdcshalékon tudnénk csak biztositani. Mi-
vel a szamitogépen ebben az esetben hg = 0, ezért a fenti becsléssel elvileg nem tudjuk
garantalni az el6irt pontossdgot, azaz nem valaszthaté meg a megfelel6 racshalo.

e

2
len| < > max{ ,e?0) = 20,

3.2. Megjegyzés Mi lehet az oka a fenti jelenségnek? Bar az eredeti feladat sta-
bil (hiszen a Jacobi-métrix a megolddson negativ, tehat aszimptotikusan stabil is), a
Lipschitz-allandé meghatarozasanal ennek abszolut értékével szamolunk, azaz a numeri-
kus megoldas szempontjabol pontosan tugy viselkedik, mintha a Jacobi-matrix értéke 10
lenne, azaz instabil volna.

Felmeriilhet a kérdés: a fenti becslés hogyan viszonyul a valés pontossaghoz? A
kérdés megvalaszolasahoz tekintsiik a kdvetkezd példat.
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| b | en(2) értéke ||
0.001000 || 0.145252 - 1077
0.000976 || 0.588105 - 103°
0.000950 || 0.321089 - 10~°
0.000800 || 0.792298 - 10~ 7
0.000400 || 0.396033 - 107

3.5. tablazat. Numerikus eredmények A = —2100 esetén.

3.3. Példa Oldjuk meg az explicit Euler-modszerrel az
u'(t) = Mu(t) — cos(t)) —sin(t); w(0) =1
kezdetiérték-feladatot!

A feladatban f(t,w) = A(w — cos(t)) — sin(t), tehét 0, f(t,w) = \. Igy tetszOleges fiigg-
vényen a Jacobi-matrix értéke A. Vegyiik észre, hogy a feladat megoldésa u(t) = cos(t),
a A megvalasztasatol fiiggetleniil. Hatdrozzuk meg az € = 1073 pontossdgti numerikus
megoldést a t* = 2 pontban! Ebben a feladatban My = 1 és L = |A|. Ezért [A\| > 1
esetén a hibdra a (3.119) becslés alapjan az

len(t)] < 0.5he? (3.121)

becslést kapjuk. Legyen A = —10. A (3.121) becslést figyelembevéve olyan réacshalot
kellene megvalasztanunk, amelynek finomsdga a hg = 2¢ 2107 értéknél nem durvabb,
de ez a megvélasztas nem redlis. Mivel ez a feltétel egy elégséges feltételt jelent, ezért
arra nem ad vélaszt, hogy mi torténik az ettdl eltérd, nagyobb 1épéskozii racshalon.

Prébalkozzunk a racshalé méas megvalasztasaval! Mivel ebben a feladatban a megol-
déas ugyanaz, mint a a 3.16. példaban, ezért az ottani racshaléval kisérletezziink, azaz
legyen a h = 1073 1épéskozii ekvidisztdns rdcshalé! Ebben az esetben a t* = 2 ponthoz
tartozo kozelités ysgoo = —0.416163 lesz, azaz a hibdra az ey, (ta00) = |y2000 — cos(2)| =
0.161 - 10~* adédik. Tehat ez a rdcshalé-megvélasztds jé a kivant pontossag eléréséhez!

Legyen most A = —2100! Ebben az esetben az elméleti hibabecslésben szereplo
racsméretre a hg = 2e 4291073 értéket kapjuk, ami a gépi nullét jelenti. Tehét ez a
becslés nem alkalmazhaté a rdcshdlé megvélasztasara! Prébalkozzunk ismét a h = 1073
16péskozii ekvidisztdns racshaléval! Eredményiil ekkor az 92000 = —0.2543 - 1077 értéket
kapjuk, amely nyilvanvaléan alkalmatlan a cos(2) kozelitésére! FEzért probalkozzunk
kisebb h értékekkel! Eredményeink a 3.5 tablazatban lathatok.

Eredményeink azt mutatjak, hogy valamilyen ismeretlen ok kévetkeztében a h =
0.000976 és a h = 0.000950 értékek kozott torténik a valtozas, és az addig hasznalhatatlan
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numerikus eredmény jova valik. Az ok meghatarozasahoz tekintsiik a
u'(t) = A+ g(t)

linedris feladatot, azaz a 3.3. példat altalanos inhomogenitassal. Ha az explicit Euler-
modszert alkalmazzuk ezen feladat megoldasara, akkor az

Yn = Yn1 +h(AYn1 + g(tn1)) = (1 + A)yn1 + hg(t, 1) (3.122)
formulat nyerjiik. Mivel a lokdlis approximacios hibara a

i, = 122 _hU(tn_l) — Nty 1) = g(tn 1)

Osszefiiggés érvényes, ezért
u(tn) = (1 + Ah)u(t,—1) + hg(tn—1) + hd,. (3.123)
A (3.122) és a (3.123) osszefiiggésekbdl a t,, pontbeli ey (t,) = e, globalis hibara az
en = (1 + Ah)en,—1 — hd, (3.124)

egyenloséget kapjuk.

A (3.124) képlet azt mutatja, hogy az n—1-dik pontrél az n-dik pontra valé attérésnél
a globalis hiba két forrasbol tevidik Gssze. Bar a mésodik tag h csokkenésével csokken
(ezt a konzisztencia biztositja), az els6 tag az (14 Ah)-szorosédra véltozik. Ez azt jelenti,
hogy csak akkor csokken, amikor |1 + Ah| < 1. Az els6 esetben, amikor A = —10 volt,
akkor 1+ Ah = 1+ (—=10) - 1073 = 0.99, tehdt az egyenlétlenségi feltétel teljesiilt. A
mésodik esetben, amikor A = —2100 volt, akkor 1 4+ Ah = 1 + (—2100) - 1072 = —1.1,
tehdat az egyenldtlenségi feltétel nem teljesiilt, és az el6z6 pontbeli globalis hiba nagysaga
az 1j pontbeli hiba els6 6sszetevojében megnott. Ez az 6sszetevo tag tehat a 2000. 1épés
utan 1.1209 =~ 10%2-szeresére novekszik.

Mivel az |1 + (—2100)h| < 1 egyenlStlenség megoldédsa a h = 2/2100 =~ 0.00095238..,
ez magyarazatot ad a 3.5 tdblazat eredményeire.

A fenti példa azt mutatja, hogy a 0-stabilitas csupan azt mutatja, hogy A — 0 esetén
hogyan viselkedik a numerikus megoldas. Arra viszont nem ad valaszt, hogy egy rogzitett
racshalén milyen tulajdonsdgu a numerikus megoldas! A numerikus megolddsokat azzal
jellemezhetjiik, hogyan viselkednek a

u'(t) = Au(t), t>0 (3.125)

tesztegyenleten. Alapveto elvarasunk, hogy a numerikus megoldas valamely rogzitett

racshalén jol modellezze az u(t) = eMu(0) megoldast. Megjegyezziik, hogy a (3.125)
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tesztegyenletben A € C adott szdm''. Az altalanossdg megszoritdsa a tovabbiakban
feltessziik, hogy u(0) = up > 0. Mint azt megmutattuk, a megoldds stabilitdsa Re(\)
eléjelétol fiigg: pozitiv értéke esetén instabil, mig nem-pozitiv értéke esetén stabil a
megoldéas. Ezért a numerikus moédszeriinket olyan tesztfeladatra alkalmazzuk, amikor

Re()) < 0. (3.126)

Az u(t) = exp(At)u(0) fiiggvényre a stabilitdas kovetkeztében konnyen lathaté, hogy
a megoldas monoton csokkend, tehat tetszbleges to > t; esetén |u(te)| < |u(ty)]. A
megoldds alakjabol az is leolvashatd, hogy minden ¢ > 0 esetén wu(t) > 0, és |u(t)| <
|u(0)] = up. (Ha Re(\) < 0, akkor az aszimptotikus stabilitds kovetkeztében a megoldés
szigorian monoton csokkend, és t — oo esetén nulldhoz tart.)

Alkalmazzuk az explicit Euler-mddszert a feladat megoldasara az ekvidisztans (h,, =
h) 1épéskozli wy, réacshélon! Vizsgdljuk meg, hogy a folytonos megoldas felsorolt tulaj-
donsagai milyen feltétel mellett 6érzodnek meg a racshalén! Mivel

Yn = Yn-1 + PAYyn1 = (L + hA\)yn_1,
ezért a numerikus megoldas a racshalé pontjaiban
Yn = (14 hA)"ug. (3.127)
A stabilitas diszkrét megfelel6jét jelento
[Ynl < |Yn-1] (3.128)
feltétel akkor és csak akkor teljesiil, amikor
1+ AR| < 1. (3.129)

Ez azt jelenti, hogy a (3.125) tesztegyenletben szereplé A adott érték esetén csak azon
h-1épéskozli récshaldkon teljesiil a (3.128) numerikus stabilitasi tulajdonsag, amelyekre
a (3.129) feltétel érvényes.

Mit jelent ez a feltétel? Vezessiik be a z = Ah € C jelolést, illetve az R(z) = 1+ 2
fiiggvényt! Ezen jelolésekkel az explicit Euler-mddszer felirhatd

Yn = R(2)yn—1 (3.130)

alakban, ahol az R(z) fliggvényt az explicit Euler-mddszer stabilitdsi fiiggvényének ne-
vezziik. A numerikus megoldds monoton csokkenésének

IR(z)| <1 (3.131)

a feltétele. Azon pontok halmazat, amelyekre a (3.131) feltétel teljesiil, az explicit Euler-
modszer abszolut stabilitast tartomdnyanak nevezziik.
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3.1. dbra. Az explicit Euler-mddszer abszolut stabilitasi tartomanya.

3.4. Megjegyzés Az explicit Euler-mddszer stabilitdsi tartomdnya az |1+ 2| < 1 tulaj-
donsagu komplex szamok halmaza, azaz a 3.1 abra szerinti, C™-beli kor. Tehét pl. valds
A esetén a feltétel hA € [—2,0], azaz h < 2/(—\). (Lathaté a probléma nagy —A\ esetén!)
Vegyiik észre, hogy a 3.3. példdban, amikor a A\ = —10 esetet vizsgaltuk, a h = 1073
megvalasztas kielégiti ezt a feltételt, hiszen ezen \ esetén a korlat h < 0.2.

Fontos megjegyezniink, hogy az abszolut stabilitdsi feltétel a stabilitdsra, és nem a
pontossag novelésére szolgal. Példaul, legyen a tesztegyenletben Re(\) < 0 és ug = 10715,
Ekkor a pontos megoldas kozel van az u(t) = 0 gorbéhez, amely az uy = 0 megvalasztas-
hoz tartozik. Ugyanakkor az ug = 1071° kezdeti érték megvalasztdst gy is tekinthetjiik,
mint az up = 0 pontos kezdeti érték perturbalt (azaz, hibaval terhelt) értékét. Ekkor,
ha az explicit Euler-médszerben h értékét az abszolut stabilitasi tartomanybol vessziik
(azaz h-ra teljesiil a (3.129) feltétel), akkor kézel maradunk az u(t) = 0 megoldashoz,
és n novelésével a numerikus megoldas is, szigorian monoton cstkkenve nulldhoz tart.
Viszont nagyobb h esetén ez mar nem teljesiil: ha |1 + Ah| > 1, akkor n — oo esetén
|1 + Ah|" — o0, azaz a numerikus megoldas nem marad korlatos.

Linearis rendszerek esetén a stabilitasi vizsgalat kissé bonyolultabb. Tekintsiik a

du(t)
— = =Au(t), >0 (3.132)

HMegengedjiik a komplex értéket is, hiszen, mint azt mér littuk, rendszerek esetén A valamely métrix
sajatértéke, és igy komplex mértéki is lehet.
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linedris rendszert, ahol A € R%*? adott, diagonalizalhaté matrix. Ez azt jelenti, hogy
létezik olyan T regularis matrix, amellyel a hasonlésagi transzformécié utan

T 'AT = diag[\;, ..., A\g] = A, (3.133)

ahol \; az A matrix sajatértékei. Bevezetve w(t) = T 'u(t) 4j valtozét, a (3.132)
egyenlet atirhato
dw(t)
dt
alakra. Mivel ez az egyenlet d darab skalaris tesztegyenletet jelent, ezért a stabilitasanak
feltétele, hogy mindegyik skalaris egyenlet stabil legyen, azaz teljesiiljon a Re(\;) < 0
feltétel minden j = 1,2, ..., d esetén.

Alkalmazzuk az explicit Euler-médszert a (3.132) feladatra! Ekkor az u(t,) € R?
kozelitését jelentd y, € R? vektort az

= Aw(t)

Yn=Yn1t+hAy, (3.134)
vektoriteracioval allitjuk el6. Vezessiik be az
w, =Ty, cR? (3.135)
tij vektort! Mivel TAT ' = A, ezért (3.134) felirhat6
Yn = Yn1 +hTAT ly, _,,

azZaZ
T_lyﬁ = T_lyn—l + hAT_lYn—l

alakban, ami az 1j vektorra attérve a
W, = W,_1 + hAw,_ (3.136)

rekurziét jelenti. Ezért ha h értékét ugy valasztjuk meg, hogy h\; értékek az explicit
Euler-médszer stabilitdasi tartomanyaban vannak, azaz

1+ Nh| <1, i=1,2,....d, (3.137)
akkor az explicit Euler-mddszerrel eloallitott w,, vektorokra érvényes a

(Wl < f[Wna]l < - < [lwoll (3.138)
egyenlotlenség. Ezért érvényes a

1yl =N Twall < IT][[wall < IT[[woll = ITIIT yol

N (3.139)
<ITIIT ol = #(T)llyoll = £(T) [ uo]
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becslés, ahol x(T) = ||T||||T™!|| a T maétrix kondicidszdma'?>. Vegyiik észre, hogy
a (3.139) becslés azt mutatja, hogy rogzitett linedris rendszerre a (3.137) feltételt ki-
elégité h megvalasztasa esetén érvényes az ||y, || < allandé becslés, azaz a médszer nu-
merikusan stabil. Mivel nyilvanvaléan x(T") > 1, ezért altaldnos esetben nem feltétleniil
teljesiil r4 normédban a (3.128) feltétel, azaz a kezdeti vektor norm4jat meghaladhatja
egy késobbi kozelités norméja.

3.5. Megjegyzés Ha T ortogonalis matrix, akkor inverze a transzponaltjaval egyenld,

azaz T~' = TT. Ekkor egy tetszéleges y € R? vektor és annak w = T~ 'y transzformalt-
jainak euklideszi normai kozott az alabbi kapcsolat érvényes:

Iyl =<y, y >=<Tw,Tw >=< w, T"Tw > (3.140)

=<w, T 'Tw>=<w,w >= |w||3, '

azaz az ortogonalis transzformacié normatarté. Az ortogondlis métrixok egy tovabbi

fontos tulajdonsiga, hogy az euklideszi normabeli kondicionéltsigi szdma ko(T) = 1.
(V.6. [7], 61.0ldal, 3.2.2 tétel.)"

A 3.5. megjegyzés kovetkeztében, ha T ortogonalis matrix, akkor a specialis euklideszi
normédban érvényes az ||y, |l2 < [lyoll2 tulajdonsdg.'"

3.6. Példa Vizsgaljuk meg az explicit Fuler-mddszer alkalmazhatosagdt a forrasmentes
hévezetési eqyenlet Ax egyenletes térbeli racshdalon valo szemidiszkretizdcidjara, azaz a

Y (1) = Ansy(t) (3.141)

egyenletre, ahol

1 - NxN
Apn, = (A—m)Qtrldlag[l, -2,1] e R™™

tridiagondlis mdtriz.

Mint ismeretes, egy valés A matrix pontosan akkor diagonalizalhaté ortogonalis mat-
rixszal, amikor szimmetrikus. (V.6. [5], 28. oldal, 1.2.29 tétel.)'> Mivel A, ilyen

12 A kondiciészam normafiiggd, azaz fiigg az operdtornorma megvélasztasatél. Ha hangstlyozni akar-
juk, hogy melyik norméban értendé a kondicidészam, akkor ezt jelolésben is kifejezhetjiik: a || - ||, ope-
ratornorma haszndlata esetén az ebben normédban értendd kondiciészdmot r,-vel jeloljiik.

13Ez a tulajdonsag kénnyen beldthaté az eddigi eredményeinkbdl is. Ugyanis a (3.138) és a (3.140)
egyenlStlenség alapjan [ly,[l2 = [[Wnll2 < [[wn-1ll2 < -+ < [lwoll2 = Ilyoll2, ezért az [y, || < x(T)[lyoll
egyenlétlenség kovetkeztében x(T) < 1. Mivel az 1 = |||z = || TT Y2 < || Tll2|T 2 = s2(T)
becslés nyilvanvaléan igaz, ezért ko(T) = 1.

14Ha egy numerikus médszer olyan, hogy az altala eléallitott numerikus megoldésok sorozatéra fennéll
az ||y, |l < llyoll tulajdonsdg, akkor a numerikus mddszert ebben a norméban kontraktivnak nevezziik.

5Ebben az esetben T transzforméciés matrixnak az A matrix sajitvektoraibdl dsszedllitott métrix
vélaszthatd, amelyek a || - || norméban ortonorméltak.
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tulajdonsdgi matrix, ezért tehat diagonalizalhaté ortogondlis métrixszal, és igy adott
térbeli felosztas esetén a stabilitasi tartomanyabol véalasztott h idébeli diszkretizacios 1é-
péskoz esetén a modszer stabil és rdadasul a || - || normédban kontraktiv. Mivel a matrix
mindegyik sajatértéke negativ, ezért a (3.137) feltétel a

2
h <

/\mam

feltételt jelenti, ahol A\, a maximalis abszolut értékii sajatérték. Mivel az A, matrix
sajatértékei
4 kmh
e = — in k=1,2,...,N 3.142
k (Al‘)Q S1I1 2 ) 5 &y ) ) ( )

(ahol (N 4+ 1)Ax = 1), (v.6. (2.165) képlettel), ezért ebben a példdban

4 5 (Az)Nw 4 L, (1-Ax)rm

Mnaz = —AN = sin = sin
N7 (Ar)? 2 (Az)? 2 (3.143)
4 cos? TAz '
-~ (Ax)? 2

Tehat rogzitett térbeli racshalé esetén (rogzitett Az mellett) az id6beli diszkretizacié
1épéskozére a
(Az)®

9 cog2 TAT
2

h < = O((Ax)?) (3.144)
feltételt kapjuk. Ez Az — 0 esetén a h ~ 4llandé - (Ax)? feltétellel biztosithatd, azaz az
id6beli diszkretizacids 1épéskoz a térbeli 1épéskoz négyzetével aranyos. (Mivel Ax — 0
esetén cos?(mAz/2) alulrdl tart az 1 hatarértékhez, ezért tetszéleges Az 1épéskozre az
aranyossdgi dllandé értéke 0.5, tehdt tetszOleges Az esetén a korlat a h/(Ax)? < 0.5
feltétellel biztosithato. Ez természetesen egy elégséges feltétel, és rogzitett Ax esetén a
korlat kicsit novelhetd.)

Mint lattuk, az explicit Euler-modszer esetén az abszolit stabilitasi feltétel tilsa-
gosan is megszorité lehet. Ugyanis, nagy abszolit értéki A esetén csak nagyon kis h
valaszthatd, amely mellett stabil marad a moédszer. Ez ugyan nagy pontossagi nume-
rikus megoldashoz vezet, de nagy szdmitasi munkaval is jar. (Egy rogzitett t* idépont
eléréséhez t*/h szamu rétegen kell a kozelitést meghatarozni, amely kis h esetén jelentds
munkét eredményez.) Tehat, ha "be is érnénk” kisebb pontossaggal, mert nem sziikséges
a numerikus megoldas tilsagosan nagy pontossaga, akkor sem valaszthatunk nagyobb A
1épéskozt, hiszen ezen megvalasztas mellett az explicit Euler-mddszer instabilla vélna.
Az explicit Euler-mddszer ezen tulajdonsiga az alkalmazhatdésidga szempontjabol min-
denféleképpen hatranyt jelent.
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3.3.2. Tovabbi mdédszerek abszolit stabilitasi tartomanya

A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogy mas numerikus moddszer esetén mi mondhaté el az
abszolut stabilitasi tartomanyrél. Tudunk-e olyan moddszereket megadni, amelyekre a
1épéskoz megvalasztasat csak a kivant pontossag hatarozza meg? Elsonek az implicit
Euler-médszert tekintjiik. (V.6. a 3.1.4 szakasszal.)

Mint ismeretes, az implicit Euler-médszer esetén a numerikus kozelitést az

Yn = Yn-1+ hof(tn,yn), mn=12 ..., (3.145)
rekurzioval hatarozzuk meg, ahol ismét yg = uy adott.

A kovetkez6 levezetés az implicit Euler-mddszer mar korabban is megmutatott elsé-
rendii lokélis approximdcios tulajdonsagat mutatja meg (a megfeleléen sima megolda-
sokra):

u(tn) - u(tn—l) o u(tn) - u(tn—l) / .
i) gy, ) = M) )

u(tn) = (u(tn) = hat!/(t2) + O(h3)) _
hn

d, =

(3.146)

Emlékeztetiink, hogy az alapvetd kiilonbség az explicit Euler-mddszer és az implicit
Euler-médszer kozott az, hogy mig az elsé mddszer esetén y,,_1 ismeretében kdzvetlendil,
egy fiiggvénykiértékeléssel meg tudjuk hatarozni y, értékét, addig az implicit Euler-maéd-
szer esetén idérétegenként egy nemlinedris egyenletet (kozonséges differencidlegyenlet-
rendszerek esetén pedig egy nemlinedris algebrai egyenletrendszert) kell megoldani.

Vizsgédljuk meg az implicit Euler-mddszer abszolut stabilitasi tartomanyat! Alkal-
mazva a (3.145) képletet a (3.125) tesztegyenletre a h 1épéskozii ekvidisztans racshédlon,
a

Yn = Yn—1 + Ahyn

egyenloséget kapjuk, amely atrendezve az

1
= e 14
Yn = Ty Un (3.147)
egylépéses iteracidt eredményezi. A szokasos z = A\h € C jeloléssel, az
1
R(z) = 3.148
() = 7 (3.145)

stabilitasi fliggvénnyel a mddszer ismét a korabbi vy, = R(z)y,_; alakot olti. Ezért az
implicit Euler-mddszer abszolit stabilitdsi tartomanya az |R(z)| < 1 feltétel kovetkezté-

ben a
{zeC: 1/]1—2z <1} (3.149)
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ponthalmaz. Tehét implicit Euler-mddszer stabilitdsi tartoménya az [1 — z| > 1 tu-
lajdonsagi komplex szédmok halmaza, azaz a 3.2 dbra szerinti, tehat egy C*-beli kor
komplementere.

3.2. abra. Az implicit Euler-mdédszer abszolut stabilitasi tartomanya.

Ez azt jelenti, hogy valés Re A < 0 esetén nincs feltétel hA megvélasztasara, és ebben
az esetben h > 0 tetszolegesen vélaszthaté meg. Ezért nagy |A| esetén sem sziikséges
tulsagosan kis h értéket valasztanunk.

Mint mar emlitettiik, az implicit Euler-mddszer realizélasa soran idérétegenként nem-
linedris egyenlet megoldésa sziikséges. Nevezetesen, bevezetve a

g(yn) =Yn = Yn—1 — hf(tna yn)

fiiggvényt, minden id6lépésben a g(y,) = 0 egyenletet kell megoldanunk. Ennek megol-
dasat kozelithetjiik az egyszert fliggvényiterdcio segitségével, azaz az

(%(lk) - yn—l + hf(tn7 y'r(zk_l))7 k = 1a 27 R y'SLO) = yn—l (3150)
iteracioval.
Vizsgaljuk meg az iteraciéo konvergenciajanak feltételét! Jelolje el = Yn — yﬁlk) az

implicit Euler-moédszer numerikus megoldas és a k-ik iteralt érték kozotti eltérést! Ekkor
a (3.145) egyenletbdl kivonva a (3.150) egyenletet, az

B = (f(tns yn) = f (b, y=1))
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egyenlOoséget kapjuk. Innen mindkét oldal abszolit értékét véve és felhasznalva az f
fiiggvény masodik valtozo szerinti lipschitzességét,

)| < hLeF V| < ... < WPLFIED| = BELF|y, — yoosl.

Ezért k — 0 esetén hL < 1 mellett yff) az Yn-hez tart.

Tehét az egyszer(i iteracié konvergencidjanak feltétele a h < 1/L korlat, amely nagy-
sagrendben megegyezik az explicit Euler-mddszer stabilitési feltételével. (S6t, annal szi-
goribb is!) Ezért nagy L esetén az implicit Euler-mddszer ilyen realizdldsa nem el6nyos.

Egy masik lehetoség a Newton-féle iterdcio alkalmazéasa az egyenlet megoldasanak

kozelitésére. Ez az "
) = =0 — (' (g 1)) gyl

Yn

iteraciot jelenti, azaz

o = o = (U= f () 7 (U = — R ()

a modszer algoritmusa. Itt ugyaniugy felmeriil a konvergencia kérdése, amely a Newton-
moédszer esetén a megfelel$ kezdeti kozelités megvalasztasanak kérdéséhez vezet [5].

Egy tovabbi lehetéség a 3.1.5 szakaszban targyalt trapéz-modszer alkalmazasa. A
modszer

hy,
Yn = Yn—1 + 7 [f(tnflvynfl) + f(tna yn)] ) n = 17 2... ) (3151)

alak, ahol yg = ug. Korabban megmutattuk, hogy a trapéz-modszer masodrend maéd-
szer.

Hatdrozzuk meg a médszer abszolut stabilitdsi tartomanyat! Alkalmazva a (3.151)
képletet a (3.125) tesztegyenletre a h 1épéskozii ekvidisztans racshalon, a

n— + n
Un = Yo 4+ AR LTI
2
egyenloséget kapjuk, amely atrendezve az
2+ DA
n n— 3.152
n = 5 It (3.152)
egylépéses iteracidt eredményezi. A szokasos z = A\h € C jeloléssel, az
24z
R(z) = 3.153
() = 5= (3.153)

stabilitdsi fiiggvénnyel a mddszer ismét a kordbbi y, = R(2)y,_1 alakot olti. Ezért az
trapéz-modszer abszolut stabilitasi tartomanya az |R(z)| < 1 feltétel kovetkeztében a

2
{zeC: ‘2+Z

<1) (3.154)
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ponthalmaz. Ez azon z pontokban teljesiil, amelyekre érvényes a |2+ z| < |2 — 2| egyen-
16tlenség. Ez pedig pontosan akkor &ll fenn, amikor Re(z) < 0.'% Tehdt trapéz-mddszer
abszolut stabilitasi tartomanya a nem-pozitiv valés részi komplex szamok halmaza, azaz
a C§ halmaz, amelya 3.3 dbran lathato.

3.3. dbra. A trapéz-moddszer abszolit stabilitdsi tartomanya.

Nyilvanvaléan a trapéz-moédszer is implicit modszer, azaz realizalasa soran idéréte-
genként egy nemlinearis egyenlet megoldasa sziikséges. Nevezetesen, bevezetve a

hy,
g(yn> =Yn = Yn-1— 7 [f(tn—la yn—l) + f(tnv yn)]
fiiggvényt, minden id6lépésben a g(y,) = 0 egyenletet kell megoldanunk.
Oldjuk meg az egyszert fliggvényiteracio segitségével, azaz az

hy, _
v = yna S [Fnr o) + F(toyt )] k=12, (3.155)

iteracioval, ahol y7(10) = Yn_1-

Vizsgéljuk meg az iteracié konvergenciajanak feltételét! Jelolje ismét el = Yn — ygk)

a trapéz-mddszer numerikus megoldas és a k-ik iteralt érték kozotti eltérést! Ekkor

6Legyen ugyanis z = z + iy, ekkor a feltételiink |2+ (z +1iy)|* < |2 — (z +iy)|?, azaz (2+2)? +y* <
(2 — 2)? + y2. Ez pedig nyilvanvaléan csak x < 0 esetén igaz.
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a (3.145) egyenletbdl kivonva a (3.150) egyenletet, az

h _
en) = 5 (F(t,ya) = f(tny! ™)
egyenloséget kapjuk. Innen mindkét oldal abszolut értékét véve és felhasznalva az f
fiiggvény masodik valtozd szerinti lipschitzességét,

k
< et << () 1)

becslést kapjuk. Ezért & — 0 esetén hl < 2 mellett yﬁlk) az Y,-hez tart.

Tehat trapéz-mddszer esetén az egyszeri iteracié konvergencidjanak feltétele a h <
2/ L korlat, amely nagysdgrendben megegyezik az explicit Euler-mdédszer stabilitési fel-
tételével, de az implicit Euler-mddszer esetére nyert becslés korlatjanak kétszerese.

. . . . , Vo [ . 0
3.7. Megjegyzés A trapéz-modszer esetén az egyszerl iteracié soran szokas az yg)

kozelitésre 1,1 helyett a nagyobb pontossiagot eredményezd yflo) = Yn-1+hf(tn-1,Yn-1)
érték megvalasztas. Megjegyezziik tovabbda, hogy a trapéz-modszer esetén is termé-
szetesen alkalmazhaté a Newton-mddszer, a trapéz-mddszerra definiélt g(y,) fiiggvény

alkalmazasaval.

3.3.3. Az A-stabilitas fogalma

Egy numerikus modszer alkalmazasandal alapveto elvaras, hogy a lehet6 legjobban ko-
vesse a folytonos feladat megoldédsat, egyben megérizve a folytonos feladat megoldasanak
legfontosabb kvalitativ tulajdonsdgait. Ennek bemutatdsira tekintsiik a (3.125) teszt-
egyenletet! A pontos megoldas u(t) = e*ug, ahol ug = u(0) és az egyszerfiség kedvéért
feltessziik, hogy ug > 0. (Ez nem jelent megszoritast.) Ekkor Re(A) < 0 esetén a meg-
oldés (abszolit értékben) monoton csokkend, mig Re(A) > 0 esetén novekszik, és kiné a
végtelenbe. Ezért megkoveteljiik, hogy egy adott numerikus médszer altal szarmaztatott
numerikus megoldas is orokolje ezeket a tulajdonsagokat. Tehat, ha a tesztegyenletben
Re(A) <0, akkor a numerikus megoldasra teljesiiljon az|y,| < |yn,-1] < ... < |yo| egyen-
16tlenség. Ez a mddszerhez tartozé R(z) stabilitasi fuggvényre az |R(z)| < 1 feltételt
eredményezte. Gyakorlati szempontbdl elonytelen, ha ez a feltétel h nagysagara valami-
lyen felsé korlatot jelent. Ezért kiemelten fontosak azok a numerikus médszerek, amelyek
azzal a tulajdonsiaggal rendelkeznek, hogy Re(\) < 0 esetén a tesztegyenlethez tartozé
numerikus megoldasok tetszdleges pozitiv h esetén monoton csokkené numerikus meg-
oldast szolgaltatnak, azaz a z = h\ tetszoleges h esetén benne van a mddszer abszolut
stabilitasi tartomanyaban.

Ez motivélja az aldbbi fogalom bevezetését.
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3.8. Definicié Egy numerikus mddszert A-stabil modszernek neveziink, ha az abszolit
stabilitdst tartomdnya tartalmazza C; bal oldali komplex félsikot.

A fenti definicionak megfeleléen az implicit Euler-mdédszer és a trapéz-mddszer A-
stabil, az explicit Euler-modszer viszont nem.

Fontos megjegyezni a kdvetkezodt: ha egy numerikus médszer A-stabil, akkor az csak
azt biztositja, hogy a mddszer a tesztegyenleten Re(\) < 0 esetén megfeleléen viselkedik.
Viszont a Re(\) 0 esetre nem ad vélaszt!

3.9. Példa Vizsgdljuk meg az implicit Fuler-mddszer viselkedését az
u' = 10%, w(0)=1
feladaton!

Mivel a feladat pontos megoldasa u(t) = e ezért a megoldds t — oo esetén szigortan

monoton médon kind a végtelenbe. Nézziik meg, hogy az implicit Euler-médszer milyen
feltételek esetén orokli at ezt a tulajdonsagot? Az implicit Euler-modszer alkalmazasa
esetén a numerikus megoldast az

1

=y, = R(10° _

Yn
iterdciéval allitjuk el8. Az |y,| > |yn_1]| reldcié teljesiilésének feltétele: h < 2 - 107°.
Tehat a numerikus megoldas abszolut értékben csak ebben az esetben névekszik. Ez azt
jelenti, hogy az ennél nagyobb h nem alkalmas a numerikus modszerre.

Vegyiik észre, hogy tetszoleges A € R esetén a pontos megoldas szigorian monoton
és pozitiv. Ugyanakkor h > 107% esetén R(h) < 0, ezért id6lépésenként y,, elbjelet vAlt.
Ez azt jelenti, hogy a numerikus megoldas hamisan oszcillal.

Foglaljuk 6ssze az implicit Euler-mddszer viselkedését a kiilonbozo racshalokon a fenti
feladatra!

e h € (0,107%) esetén szigoriian monoton né (tehat pozitiv) és nem oszcilldl,
e e (107%,2-1079) esetén abszolit értékben szigorian monoton né és oszcillal,
e € (21075 00) esetén abszolit értékben szigortian monoton csdkken és oszcillal.

Ugyanakkor hangsilyozzuk, hogy ez a probléma (tehdt, hogy csak a h < 107° 16péskozii
racshélékon viselkedik jél az implicit Euler-médszer) csak a tesztfeladatban 1év6 pozitiv
valés részi A esetén fordul el6. Ha A valds része nem-pozitiv, akkor barmely h > 0 esetén
megfelel6 a numerikus megoldas.

Az el6z6 probléméaban mar érintettiik az numerikus megoldas oszcillacidjat, amely
a tesztfeladaton nemkivanatos jelenség. (Hiszen a pontos megoldds a A € R értékekre
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monoton, azaz nem valt eléjelet az egyes idérétegek kozott.) Ezt a tulajdonsdgot egy
adott numerikus médszerre pontosan akkor tudjuk biztositani, amikor a numerikus maéd-
szerhez tartozé R(z) stabilitasi fuggvényre az R(Ah) > 0 feltétel teljesiil. A vizsgalt
modszereinkre ez a kovetkezo feltételeket jelenti.

1. Az explicit Euler-médszerre A > 0 esetén minden h > 0 esetén oszcillacié-mentes
a megoldds, és A < 0 esetén h < 1/(—\) a feltétel.

2. Az implicit Euler-médszerre A < 0 esetén minden h > 0 esetén oszcillacié-mentes
a megoldés, és A > 0 esetén pedig h < 1/ a feltétel.

3. Az trapéz-mddszerra A = 0 esetén nincs feltétel, A < 0 esetén h < 2/(=X), A > 0
esetén pedig h < 2/ a feltétel.

Tehat az A-stabil médszerek koziil a trapéz-mddszernak A < 0 esetén is van hatranya:
ha [Ah| nagy, akkor a numerikus megoldds oszcillal. (Raadasul, ekkor |R(\h)| kozel van
az egyhez, és ezért a numerikus megoldds nem fog a kell6 sebességgel lecsengeni.) Az
implicit Euler-moédszer alkalmazasa pedig pozitiv nagy értékii A esetén nem ajanlott.
Ezek az észrevételek az

u=Au+f

linearis rendszerek megoldédsara is vonatkoznak, amikor az A matrix sajatértékei a fenti
tulajdonsaguak.

Ezért ha az A matrix mindegyik sajatértékének valds része nem-pozitiv, akkor az
A-stabil mddszerek koziil a trapéz-moddszer kevésbé ajanlott, amikor a matrix spekt-
ralsugardra p(A) > 1. Ugyanakkor ha a spektrum (mindegyik sajatérték) a képzetes
tengelyen van, akkor a trapéz-moédszer kiilénosen j6. Ugyanis, ebben az esetben a sa-
jatértékek A\, = 18, alakuak, ahol ¢ a szokédsos képzetes egység, ezért a tesztegyenletek
u' = ifyu alakiak. Ekkor a megoldasok u(t) = ety (0) alaktiak, azaz |u(t)| = |u(0)]
tetszoleges t > 0 idépontban, azaz a megoldas abszolit értékben nem valtozik. Ennek
a tulajdonsdgnak az numerikus médszer |R(z)| = 1 tulajdonsiga felel meg. Mivel a
trapéz-modszer esetén
2+ thpy
2 — ihfk

(ugyanis a szamlalé és nevezd egymas komplex konjugdltja), ezért ez a mddszer megfeleld.
Emellett, mivel az eredeti folytonos megoldas oszcilldl, ezért a trapéz-maddszer oszcillacios
tulajdonséaga is jol koveti az eredeti megoldas ezen tulajdonsagat.

LU '

3.10. Megjegyzés Ha A egy ugynevezett ferdén szimmetrikus, valés matrix, azaz A =
—A”, akkor a spektruma az Im(C) tengelyen van. Ez kozvetleniil adédik a Av = \v
sajatérték tulajdonsag melletti A(v,v) = (Av,v) = (v, ATv) = —(v,Av) = —(v,\v) =

— (v, V) relaciobdl kévetkezé A = —\ egyenl6ségbdl.
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Mutassuk meg, hogy ha A egy ferdén szimmetrikus, valés matrix, akkor tetszoleges
s € R esetén az euklideszi normara érvényes az

(T+sA) - (I—5A) =1

egyenloség! Felhasznaljuk, hogy ha T egy ortogonalis matrix, akkor az euklideszi nor-
méban normatarté leképezés, azaz (Tx, Ty) = (x,y) minden x,y vektor esetén. Ezért a
A sajatértékeire, a Tv = Av relaci6 alapjan érvényes a (v,v) = (Tv, Tv) = (Av, \v) =
M(V,v) = |M?(v, V) Gsszefiiggés, azaz sajatértékeinek abszolit értéke egy.

Jelolje B = (I+sA)(I—sA)~! matrixot. Elegendd megmutatnunk, hogy ez a matrix
ortogonalis, hiszen ebbdl az allitasunk mar kovetkezik. Felhaszndlva, hogy az A matrix
ferdén szimmetrikus, érvényes az alabbi egyenldség: B™! = (I — sA)(I+ sA)™' = (I +
sAT)(I—sAT)™ Mivel (I+sA”) = (I+sA)7, ezért tehat B = (I+sA)7(I-sA)™T =
[(T—sA) )T+ sA)]". A zargjelben 1év8 szorzat két métrixa egymassal kommutdl,
ezért B™1 = [(I+ sA)(I—sA)™)]" = BY. Igy B valéban ortogonalis matrix, és ezzel
az allitdasunkat belattuk.

Kovetkezésképpen, ferdén szimmetrikus matrixok esetén a trapéz-modszer az eukli-

deszi normaban normatartd.
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4. fejezet

Runge-Kutta tipusi moddszerek
kezdetiérték-feladatok megoldasara

Az el6z6 fejezetben targyalt egylépéses médszerek algoritmikusan viszonylag egyszertiiek,
ugyanakkor csak alacsony rendben pontosak. Ha nagy pontossagu kozelitést szeretnénk
elérni, akkor ezek a médszerek altalaban nem megfeleloek. A tulsagosan kis 1épéskoz meg-
valasztasa ugyanis a szamitasok hatékonysaga miatt nem mindig célravezetd: egy adott
idoréteg eléréséhez tul sok 1épést kell megtenniink, amely egyrészt 1ényegesen megnovel-
hibak jelentésen felhalmozdédhatnak.

Ezért célszerii magasabb rendii modszerek bevezetése. Ezt kétféleképpen is elérhet-
jiik.

o Mais felépitésii egylépéses modszerekkel, amelyek két racspont kozotti ijabb értékek

kiszamitasaval novelik a rendet.

o Az egylépéses modszerek helyett tobblépéses mddszerek alkalmazésa, amelyek az
1j id6pontbeli kozelités meghatarozasanal nem csak a kozvetleniil megel6z6 racs-
halobeli kozelitést, hanem tobb, korabbi idépontbeli kozelitést is figyelembe vesz.

Ebben a fejezetben az elsé megoldassal foglalkozunk, amelyeket 6sszefoglaléan Runge-
Kutta tipust moddszereknek neveziink.

4.1. A Runge-Kutta tipusi médszerek alapjai

Ketténél magasabb rendt numerikus moédszerek megkonstruéldsa a (3.1)-(3.2) Cauchy-
feladatra az elozoekben ismertetett egylépéses mddszerek segitségével akadalyokba titko-
zik: az egyszer(ibb mdédszerek (explicit Euler-médszer, implicit Euler-médszer, trapéz-
modszer) legfeljebb masodrendiiek, a Taylor-mddszerek viszont egy meglehet&sen bonyo-
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lult el6zetes analizist (a parcidlis derivdltak meghatdrozdsat) és azok kiértékelését igény-
lik. Ebben a részben megmutatjuk, hogy a parcialis derivaltak kiszamitasanak feladata
— egy viszonylag egyszerii otlet segitségével — megkeriilheto.

4.1.1. Tovabbi masodrendi mddszerek

Tekintsiik ismét a (3.1)-(3.2) Cauchy-feladatot. Elészor a Runge-Kutta tipusi méd-
szerek bevezetéséhez hatarozzunk meg egy, a trapéz-modszertol kiillénbz6, masodrend1i,
egylépéses mddszert.

Trjuk ki az u(t) (3.6) alaki Taylor-sordnak els6 tagjait a t = ¢* + h pontban. Ekkor

w(t* + h) = u(t*) + had (t) + Z—?u”(t*) + o). (4.1)

Felhaszndlva a (3.4) derivéltakat, bevezetve az
f = f(t*v u(t*))7 azf - 8zf(t*7u(t*))a azjf = aijf(t*a U(t*)), stb.

egyszerlisité jeloléseket, (4.1) atirhat6 az

u(t* + h) =u(t*) + hf + Z—?(@lf + fou f) + O(h?)
! (4.2)

—u(t*) + gf + g[f + hdLf + hfouf] + O(h?)
alakra. Mivel'
S+ hou(t®) + hf (£, u(t™) = f +hoy f + hfo.f + O(h?), (4.3)

ezért (4.2) felirhaté az
u(t* + h) = u(t*) + gf + g(f(t* + hyu(t?) + hf(t5, u(t))) + O(h*) (4.4)

alakban. Tehdt egy wy, rdcshald tetszoleges t,_1 = t* pontjaban felirva a (4.4) egyenlé-
séget, definialhatjuk az

h h
Yn = Yn—1 + §f(tn—17 yn—l) + Ef(tn> Yn—1 + hf(tn—h yn—l)) (45)
egylépéses, explicit numerikus modszert. Vezessiik be a

kl :f(tn—la yn—1)7
ko =f(tn, Yn—1 + hf(tno1,yn-1)) = f(tn—1 + b, yn—1 + hk1)
'Emlékeztetiink, hogy a kétvaltozés f : Qr — R fiiggvény (¢,u) pont koriili elséfokd Taylor-sorba

fejtése tetszéleges c1,co € R esetén f(t + cih,u + coh) = f(t,u) + c1hor f(t,u) + cohda f(t,u) + O(h?)
alak.

(4.6)
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jeloléseket. Ekkor a (4.5) médszer felirhaté

h
Yn = Yn—1 t+ 5(741 + ko) (4.7)

alakban. A (4.6)-(4.7) médszert Heun-mddszernek nevezziik.

4.1. Megjegyzés Mivel (4.4) alapjan
h h
u(t* + h) —u(t*) — §f — §(f(t* + h,u(t*) + hf(t5, u(t))) = O(h?), (4.8)

ezért a megoldds O(h?) rendben elégiti ki a (4.5) képletet, azaz a Heun-mddszer mdsod-
rendben konzisztens.

A Heun-modszer néhdny részlete megtalalhato a
http://math.fullerton.edu/mathews/n2003/Heun’ sMethodMod.html

linken. Az ugyanitt 1évé animdcién a médszer viselkedése az u' = 1 — t/u differencidl-
egyenletre is jol lathato.

Megadhatdk-e egyéb masodrendii médszerek? A (4.4) osszefiiggés dltalanositdsa (meg-
feleléen sima megolddsok esetén) a kovetkez6 paraméteres alak:

w(t* + h) =u(t*) + b f(t*, u(t*))+

bohf(t* + coh, u(t*) + an hf (t*,u(t?))) + O(h?), (4.9)

ahol by, by, co és agy egyeldre tetszéleges paraméterek. Felirva a ¢t = t,,_; pontban a (4.9)
egyenletet, az

Yn =Yn—1 + blhf<tn—17 yn—1)+
boh f(tn—1 + c2h, Yp—1 + anthf(tn_1, Yn-1))

egylépéses numerikus modszert kapjuk.

(4.10)

4.2. Megjegyzés A (4.12) éltalanos alakban felirt mddszer paramétereit célszerii cso-
portositva a kovetkezd alakban felirni:

0
Cy | A21 (411)
br  be

Fejtsiik Taylor-sorba a (4.9) jobb oldalét! Ekkor az

u(t* +h) =
w(t*) + bihf + boh[f + cohOLf + anhfOsf] + O(h?) = (4.12)
w(t*) + (by 4 ba)hf + hP[cabody f + baaoy fO2f] + O(R?)
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egyenloséget kapjuk. A moddszerek rendjére vonatkozo 4.1. megjegyzést alkalmazva,
a (4.2) és a (4.12) képletek Osszevetésébdl azt kapjuk, hogy a (4.10) dltal meghatarozott
numerikus modszer pontosan akkor masodrendii, amikor

by +be =1
Cgbg =0.5 (413)
a21b2 = 0.5.

//////

4.3. Tétel Tegyiik fel, hogy a by, b, co és as paraméterek megolddsai a (4.13) egyenlet-
nek. Fkkor a

kl = f(tn—la yn—l)a k2 = f(tn—l + Czh7 Yn—1 + haglk’l), (414)
Yn = Yn—1 + h(b1k1 + baks) (4.15)

képletekkel definidlt eqylépéses explicit numerikus modszer masodrendi.

A (4.13) feltételeket kielégit6 (4.14)-(4.15) mbdszert mdsodrendi Runge-Kutta tipusi
modszernek nevezziik és RK2 szimbdélummal jeloljiik.
Vizsgéljuk meg az RK2 médszert meghatarozé (4.13) egyenletrendszert! Mivel a négy is-
meretlenre harom egyenletiink van, ezért a megoldasa nem egyértelmi. Konnyen lathato,
hogy tetszéleges o # 0 esetén (4.13) megolddsai a kovetkez6 alakuak:

bQZO', blz]_—O', 02:a21:1/20. (416)

Tehat az RK2 moddszerek egy egyparaméteres mddszercsaladot alkotnak, amelynek pa-
ramétereit a (4.11) tdblazat alapjan a

0
1/20 | 1/20 (4.17)
‘ l1—0 o

szerint kell megvalasztani.

4.4. Megjegyzés A o = 0.5 értékhez tartozo RK2 maddszer éppen a Heun-modszert
eredményezi. Erdekes megvalasztas a o = 1. Ekkor o1 =0, 09 = 1 és ag = by; = 0.5 és
igy a szarmaztatott numerikus modszer

kl :f(tn—la yn—l)a k2 = f(tn—l + O5ha Yn—1 + 05hk1)7

4.18
Yn =Yn—1 + hks. ( )

A (4.18) mésodrendii médszert javitott explicit Euler-mdédszernek nevezziik.
Vegyiik észre, hogy a Heun-modszer és a javitott explicit Euler-mddszer is bevezet-

het6 a korabbiakban mar ismertetett mdodszerek médositasaval. Nevezetesen,
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e Ha a trapéz-moédszer (3.51)

Yn — Yn—1 = % [f(tnflaynfl) + f(tna yn)]

2
képletében az f(t,,y,) implicit tagban y, helyett az ¢, = yn_1 + hf(tn_1,Yn_1)
explicit Euler-moddszerrel kiszamitott értéket helyezziik, akkor éppen a Heun-maod-
szert kapjuk.

e A javitott explicit Euler-mddszer esetén a t = t,_1 + 0.5h = t,,_g5 felez6pontban
explicit Euler-mddszerrel kiszamoljuk az u(t) fiiggvény kozelito értékét az g, o5 =
Yn + 0.5hf(th—1,yn—1) képlettel, és ezzel az értékkel meghatdrozott irdnyban egy
ujabb explicit Euler-mddszert irunk fel a teljes intervallumra.

Tehét a fenti Runge-Kutta mddszerek paramétereinek (4.17) szerinti megadésa a kovet-
kez6. A Heun-médszer esetén

(4.19)

(4.20)

alakban adhaté meg.

Az elsorendii explicit Euler-médszer és a masodrendi javitott explicit Euler-modszer
konvergenciasebességei egymashoz viszonyitva az aldbbi animacion lathatoak:
../animaciok/eeljee2.gif

4.5. Megjegyzés Felmeriilhet a kérdés: lehetséges-e a o tetszdleges paramétert ugy
megvalasztani, hogy az RK2 mddszer nemcsak mésodrenddi, hanem harmadrendii le-
gyen? A valasz nemleges, amit a kovetkezd példa bizonyit. Legyen a (3.1)-(3.2) Cauchy-
feladatban f(t,u) = u. Ezért a (3.1) differencidlegyenlet megoldasara u'(t) = wu(t),
amelyet derivéilva u”(t) = u/(t). Ezért u”’(t) = u/(t) = u(t). Mésrészt, az f fiiggvény
definiciéja miatt f(t,_1,Yn—1) = Yn_1. Ezért a (4.10) mddszer erre a feladatra az

Yn = Yn—1 + b1hyn + bah(yn—1 + azthf(tn—1,Yn-1))
= Yn—1 + b1hyn + boh(Yn_1 + a21hyn_1)
= Yn—1 + hyn_1[b1 + ba + hbyas |
= Y11+ (by + ba)h + boag h?]

(4.21)

116


../animaciok/ee1jee2.gif

alakot olti. Behelyettesitve a mésodrendiiséghez sziikséges (4.16) értékeket, az RK2
modszer erre a feladatra az

h2

algoritmust eredményezi, amely fiiggetlen a o szabad paramétertol. Helyettesitsiik be az
u(t) pontos megoldast a (4.22) képletbe, azaz szamitsuk ki a pontos megoldasbol induld,
egy lépésben keletkezd hibat!(V.o6. a 3.17. megjegyzéssel.) Ekkor

2

dp = u(tn) — u(tn_1)(1+ h+ %). (4.23)

Az u(t,) kifejezés t = t,_1 pontbeli sorbafejtése a derivéltakra vonatkozé u”(t,_1) =
U (th_1) = u(t,_1) egyenléség kovetkeztében u(t,) = u(t,_1)(1 + h + h?/2) + O(h%).
Ezért tehat g, = O(h?) a o tetszbleges megvalasztdsa mellett, azaz minden RK2 médszer
legfeljebb masodrendii erre a feladatra.

4.2. Explicit, magasabb rendii mdédszerek

A kordabbiakban mér bevezettiik és részletesen megvizsgaltuk az explicit Euler-mddszert,
implicit Euler-mddszert és a trapéz-modszert. Ezeket a moddszereket a megoldasfiigg-
vény Taylor-sorba fejtésével szarmaztattuk. Ugyanakkor a mddszerek mas modon is
bevezethetok, és ennek altalanositdsa ad majd lehetdséget a magasabb rendit modszerek
megkonstrualaséra.

Legyen u(t) a
le—:: = f(t,u), u(0)=wuop (4.24)
feladat megoldasa, azaz érvényes ra az
W () = F(t,u(t)), u(0) = uo (4.25)

azonossag a [0, 7] intervallum mindegyik pontjaban. Az azonossiag mindkét oldalat in-
tegralva az wy racshéld két tetszoleges szomszédos pontja kozott az

tn
u(ty) — u(t,—1) = / ft,u(t)dt, te [tn1,tn) (4.26)
tn—1
(n=1,..., N tetsz6leges) egyenléséget nyerjiik. A kozelité médszerek megkonstrualdsdhoz

a jobb oldalon 16v6 integralt valamely kozelité formulaval szamoljuk ki a [t,,_1, t,,] interval-
lumon. A legegyszeriibb numerikus integralasi formula, amikor az intervallum valamely
végpontjaban, avagy mindkettoben felvett értéke szerepel csak a numerikus integralé for-
muldkban. A kiilonb6z6 numerikus integralé formuldk elvezetnek a fenti médszerekhez.
Nevezetesen,
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o A legegyszeriibb mdédszer, amikor a téglalapszabalyt alkalmazzuk a bal oldali vég-
pontjaban felvett értékének felhasznaldsaval, azaz

/t ")t o f (b u(t). (4.27)

Ekkor a (4.26) és a (4.27) osszefiiggések a (3.26) képlettel megadott explicit Euler-
modszert eredményezik.

e Egy tovdbbi lehetséges mddszer a (4.26) azonossdgban szerepl$ integral kozelitd
meghatarozasara, hogy az intervallum jobb oldali végpontbeli fiiggvényértéket fel-
hasznalva a téglalapszabalyt alkalmazzuk, azaz

/t ()t = b f(tu(t,)). (4.28)

Ekkor (4.26) és (4.28) felhasznélasaval a (3.145) alakd implicit Euler-mdédszert kap-
juk.

e Ha a (4.26) kozelit6 integralasara a trapézszabélyt alkalmazzuk, azaz

/ F(tult) ~7"[f(tn_1,u(tn_1))+ Fltmulta)], (4.29)

akkor a (4.26) és a (4.29) képletek felhasznélasaval a (3.51) alaki trapéz-mddszert
kapjuk. (Emiatt szokéds a mddszert trapéz modszernek nevezni.)

e Ha a (4.26) kozelits integralasara a kézépponti szabalyt alkalmazzuk, azaz

/tt" St u(t))dt = hy f(th—o5, u(tn—os)), (4.30)

akkor az
Yn — Yn—1 = hnf(tn—O.Sa yn—0.5) (431)
formulét kapjuk, ahol v, o5 az u(t,_o5) érték kozelitése.
e A (4.26) jobb oldaldnak numerikus integraldsra alkalmazhatjuk a Simpson-féle sza-

balyt is. Ekkor ezt az integrdlt harom pontbeli értékkel kozelitjiik, nevezetesen
a

% (a1, u(tn_1)) + 4f (ta—o5, u(tn—05)) + f(tn, ultn))]
formuléval. Ezzel a
b,
Yn — Yn—1 = F [f(tn—la yn—l) + 4f<tn—0.5a yn—0.5) + f(tn7 yn)] ) (432)

numerikus integralé formulat kapjuk.
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4.1. Megjegyzés Egy masik lehetséges mod a fenti mddszerek szarmaztatdsara, amikor
a (4.25) azonossagot valamely rogzitett racspontban felirva, a bal oldalon 16v6 derivéltra
egy numerikus derivalasi formulat alkalmazunk.

e Haat =t,_; pontban irjuk fel a (4.25) azonossagot, akkor az v/ (t,—1) = f(tn—1, u(tn—-1))
egyenloséget kapjuk. A bal oldalon szereplo derivaltat a halad6 véges differenciaval
kozelitve az u'(t,—1) ~ (u(tn) — u(tn—_1))/h, kozelitést kapjuk. Ez a két formula
pedig az explicit Euler-mddszert generalja.

e Ha a t = t, pontban irjuk fel a (4.25) azonossigot, és a retrograd numerikus
derivélast alkalmazzuk, akkor az implicit Euler-mdédszert kapjuk.

o A fenti két képlet szamtani kozepe szolgaltatja a trapéz-moddszer képletét.

A kozépponti szabalyon illetve a Simpson-képleten alapuld (4.31) és (4.32) mddszerek
tartalmazzak az ismeretlen y,,_o 5 értékeket is. Ezeket az y,,_o5 ~ 0.5(yn—1 +yn) kozelités
alkalmazéséaval egy djabb sémédhoz jutunk. Igy a (4.31) helyett tekinthetjiik a

Yn—1 + yn)

5 (4.33)

Yn — Yn—1 = hnf<tn70.5;

sémat, amelyet kozépponti modszernek szokasos nevezni.

Az implicit Euler-médszer, trapéz-modszer, tovabba a kozépponti illetve a Simpson-
képleten alapulé numerikus médszerek implicit sémat jelentenek, minden idorétegen nem-
linedris egyenletek (rendszer esetén: egyenletrendszerek) megolddsat igénylik. Ennek el-
keriilésére szolgdl a kovetkezd Otlet. Az implicit modszerek esetén elso 1épésben a jobb
oldalon szereplo y, értékét kozelitsiik egy y, értékkel valamely explicit modszer segit-
ségével, majd masodik 1épésben az 9, kozelitést behelyettesitve az eredeti formulaban,
mar explicit képletet nyerve meghatarozzuk az t = t,, pontbeli y,, kozelitést.

4.2. Példa frjuk fel ekvidisztans rdacshdlon az implicit Fuler-modszer explicitté tett val-
tozatdat, és vizsgaljuk meg az igy nyert explicit modszer rendjét!

Mivel az implicit Euler-modszer

Yn = Yn—1 + hf(tm yn)7

ezért legyen
Un = Yn-1 + hf(tn-1, Yn—1). (4.34)

Ezutan az
Yn = Yn—1 + hf(tna gn) (435)
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képlettel allitjuk el a megoldést. Ezen moddszer lokdlis approximacios hibajat a kovet-
kez& médon lehet meghatarozni. A (4.34) és a (4.35) mdédszer felirhaté a

Yn = Yn—1 + hf(tn1,Yn1 + hf(tn-1,Yn-1)) (4.36)
egylépéses explicit médszer alakjaban, amelynek kanonikus alakja

YUn — Yn—1

L = fltns Yos + Bf (bt yon)). (4.37)

Ezért a lokélis approximéciés hibara érvényes a kévetkezo.

d, = ults) _hu(t”_l) — fltn,u(tn_1) + hf(tn_1,u(tn_1))). (4.38)

Mivel
u(tn) — u(t,—1)
h

tovabbé az f, 1 = f(t,_1,u(t,_1)) jeloléssel

f(tna u(tn—1> + hf(tn—la u(tn—1>)) =
ftny+hou(tn 1) +hfo1) = fu1 +hOfo1+h(O2fn1)for +O(R?) =
for A0 (Oufar + (Bafn1) far) + O(R?)

Mivel v/ (t,—1) = fn_1 és U (tp—1) = O fuo1 + (02 fn—1) fu_1, ezért a d, lokélis approxima-
cios hiba

h
= (tn1) + 50" (bao1) + O(R2),

%:—%ﬂ%g+omﬁzmm,

azaz ez a modszer elsOrendul.

Tekintsiink most egy 1jabb explicitté tett implicit mdédszert!

4.3. Példa frjuk: fel a (4.51) kozépponti mddszer explicit valtozatat, és hatdrozzuk meg
a mdodszer rendjét!

Mivel a médszer alakja

Yn — Yn—1 = hff(tn—O.En yn—0.5>7 (439)

ezért explicit alakja a kovetkezo.
gn—O.S = Yn—1 + O5hf(tn—l> yn—l)a (440)

Yn = Yn-1 + hf(tn-05, Un-05)- (4.41)
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A (4.40)-(4.41) explicit médszer kozvetleniil dtirhaté az aldbbi egylépéses médszerként:

Yn = Yn—1 + hf(tn—0.57 Yn—1 + 0~5hf(tn—17 yn—l))' (442)
Ezért a lokélis approximéciés hibara érvényes a kévetkezo.

u(tn) — u(tn-1)

d, =
h

— f(tn—os, u(tn1) + 0.5hf (tn—1,ults-1))). (4.43)

Mivel
f(tn—os, u(tn_1) + 0.5hf (t,—1,u(tn-1))) = fa—1 + 0.5h0; fr_1+

0.5h(0afrn1) fr1 + O(h*) = fu1 + 0.5h(O1 fo1 + fr102fn_1) (4.44)
+ Oh?) =t (tn1) + 0.5U" (tn_1) + O(h?),

ezért a (4.40)-(4.41) explicit médszer masodrenddi.

4.4. Példa frjuk fel a (3.51) trapéz mddszer explicit vdltozatdat, és hatdrozzuk meg a
mddszer rendjét!

Mivel a médszer alakja

yn - ynfl = 05h [f(tnfla ynfl) + f(tna yn)] 9 (445)

ezért explicit alakja a kovetkezo.
gn = Z/nfl + hf(tnfla yn71>) (446)

yn = ynfl + O5h [f(tnfla ynfl) + f(tnv gn)] . (447)

Vagyis a (4.46)-(4.47) explicit médszer kozvetleniil dtirhaté az aldbbi egylépéses méd-
szerként:

Yn = Yn—1 + 05h [f(tn—lu yn—l) + f(tm Yn—1 + hf(tn—h yn—l))] . (448)
Ezért a lokalis approximacios hiba a kovetkezo.

u(tn) — u(tn-1)
h (4.49)
0.5 [f(tn-1, u(tn—1)) + f(tn, u(tn-1) + hf(tn-1,u(n-1)))]

d, =

Mivel
0.5 [f(tn-1, u(tn-1)) + f(tn, ultn1) + hf(tn1,u(n-1)))] =

0.5 [fae1 4 (fac1 + hO1 frr + W2 fn1) fua] + O(R?) =
fn—l + 05h(81fn—1 + fn—182fn—1)
+ O(h?) = (ty_1) + 0.5u" (t,_1) + O(h?),

(4.50)
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ezért a (4.46)-(4.47) explicit médszer masodrendti.

A Simpson-képleten alapulé (4.32) mddszer explicitté tétele mar jéval bonyolultabb.
Részletezés nélkill megadjuk a szokasos explicit modszert:

g:L = Yn—1,
72 = o1 + 0.5 f (ty1, 311, (4.51)
T = Y1+ 0.5hf (tnos,T2), |
gi = Yn—1 + 0.5hf(tn—0.57 gg)’
és ezutan
b ) ) ~ -
Yn = Yn—1 + = [f(tnflv y}z) + Qf(tnfO.En yi) + 2f<tn70'57 yi) T f<tn’ yi)} ’ (452)

6

Hosszadalmas szamolassal megmutathatd, hogy a (4.51)-(4.52) explicit médszer ne-
gyedrendi [7].

4.2.1. A Runge-Kutta tipusi maddszerek rendje

Lathattuk, hogy szamos explicit modszer allithato el6 a Cauchy-feladatok megoldasara.
Célunk ezen modszerek paraméterezéssel torténé egységes felirdsa. Ezért eloszor irjuk at
a modszereinket a koztes értékek 1j jelolésével!

e explicit Euler-mdédszer:
Y1 = Yo (4.53)

Yn = Yn—1 + hf(ta-1, Y1). (4.54)

e explicitté tett implicit Euler-mddszer:

Y = yn_1,
L (4.55)
Yo =yno1 + hf(tn-1, Y1),
e explicit kdzépponti modszer:
Y1 = n—1;
L (4.57)
}/2 = Yn-1 + 05hff(tn—17 }/1)7
Yn = Yn—1 + hf(tn_1+0.5h,Y5). (4.58)
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e explicit trapéz-modszer:

YI =yn_1,
LT (4.59)
}/2 = Yn—1 + hf<tn—17 }/1)7
Yn = Yn—1 + 0.5h [f(t,—1,Y1) + f(tn_1 + b, Y2)]. (4.60)
e A Simpson-képleten alapulé explicit mddszer:
Yi = Yn-1,
Y2 = Yn-1 + O5hf(tn—17 Y1)7 (4 61)
Y3 =yn1+ O5hf<tnfl + 0.5h, Y’2)7 .
}/;1 = Yn—1 + O5hf(tn—l + 05h7 }/E’))a
és ezutan
Yn = Yn—1+
h
g L/ (ta1, Y1) + 2f (tur + 0.5k, Y2) + 2f (tu1 + 0.5k, Y3) + f (-1 + b, Ya)]-
(4.62)

Ezek alapjan konnyen felirhaté az dltalanos paraméteres alak:

4.5. Definicié Legyen s > 1 egy adott egész szam. A régzitett a;;, c;,b; (i,j =1,2,...,s)
szamok mellett

Yi=yo1 +h Y aifltar +chY;), i=12...s (4.63)
j=1
Yo = Uno1 +h Y _bif(tas +ch,Y:), i=1,2,..s (4.64)

i=1

numertkus modszert s-1épcsés Runge-Kutta tipusu mddszernek nevezziik.
Néhdny észrevétel a (4.63)-(4.64) Runge-Kutta tipusi médszer kapcsan.

e A moddszer tovabbra is egylépéses, hiszen y,,_; értékébdl szarmaztatja v, értékét. Az
s paraméter a lépcsoszamot jelenti: hany koztes pontban szamolunk ki értékeket,
amelyekbdl az y,, értékét meghatarozzuk.

e A moédszert adott s esetén a paraméterei hatdrozzdk meg, amelyek szdma s? + 2s.
Bevezetve az A = (a;;); =, € R™, valamint a ¢ = (¢;)i_;, b = (bi)io; € R
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jeloléseket?, a Runge-Kutta tipusi médszer paramétereit jol 4ttekinthetéen meg-

adhatjuk a
c| A

alakban. Az ilyen tipust tablazatot Butcher-tdbldzatnak nevezziik.

e A szakaszban emlitett explicit modszerekben mindeniitt Y; = y,,_1 szerepelt, ezért
ezekre a ¢ vektor els6 koordinatdja, valamint az A métrix elsé minden sordnak
eleme egyarant nulla.

e Az el6z6ekben emlitett explicit modszerek Butcher-tablazatai tehat a kovetkezok.

1. explicit Euler-mddszer:

1 (4.66)
2. explicitté tett implicit Euler-mddszer:
0(0 O
111 0 (4.67)
0 1
3. explicit kdzépponti modszer:
(4.68)
4. explicit trapéz-modszer:
(4.69)
5. A Simpson-képleten alapuld explicit mddszer:
0] 0 0 0
0505 0 0
05/ 0 05 0 (4.70)

0
0

0

1o 0o 1 0
1/6 1/3 1/3 1/6

2A vektorokat oszlopvektorként értelmezziik.
3John Butcher (1933-), Uj-Zélandon él5 és dolgozé matematikus.
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e A fenti mdédszerek koziil az explicitté tett kozépponti modszer és az explicit trapéz-
modszer masodrendiiek. Mint az el6z6 szakaszban azt mar emlitettiik, ezekre a
modszerekre a kovetkezé médon hivatkozunk: a (4.57)-(4.58) alakd explicit ko-
zépponti médszert javitott explicit Euler-mddszernek, a (4.59)-(4.60) alakid explicit
trapéz-modszert pedig Heun-modszernek nevezzitk. A Simpson-képleten alapuld
negyedrendii, a (4.61)-(4.62) alaku explicit médszert RK4-mddszernek szokas ne-
vezni.

e Az explicit Runge-Kutta tipust mddszerek sajatossaga, hogy a mddszerek A mat-
rixa szigoruan alsé haromszogl, azaz a;; = 0 minden j > 7 esetén. Ez azt teszi lehe-
tové, hogy a koztes értékeket kozvetleniil, egyenletek megoldasa nélkiil is meghaté-
rozhatok: az egyes Y; értékek kozvetleniil kiszamolhatok a megel6z6 Yy, Y, ..., Y,
elemek ismeretében.

A fenti egylépéses, de tébblépcsos mddszerek ki is prébdlhatéak. A program az alabbi
linkrol t6ltheto le:
. ./programok/onestep.exe

4.6. Megjegyzés A fenti Butcher tablazatok érdekes tulajdonsiaga, hogy az A matrix
tetszoleges i-ik sordnak Osszege megegyezik ¢; értékével. Vizsgaljuk meg ennek okat!
A (4.63)-(4.64) Runge-Kutta tipusi moédszerek gy vannak felépitve, hogy a kiszdmolt
Y; értékek az u(t) megoldasfiiggvényt approximéljék valamilyen ¢ > 1 rendben a t =
t,—1+ c;h pontokban. Ezért, ha a megoldasfiiggvény konstans avagy elsérendii polinom,
akkor a médszernek pontosnak kell lennie. Tekintsiik az

u'=1, u(0)=0

feladatot. Mivel a feladat pontos megolddsa u(t) = t, ezért a fentiek alapjan a (4.63)-
(4.64) altal meghatarozott Y; értékekre teljesiilni kell az Y; = u(t,—1 + ¢;) = t,—1 + c;ih
egyenléségnek. Erre a feladatra f(¢,u) = 1. Ezért az elsé 1épésben (tehat n =1, tp =0
és yn—1 = yo = 0) a (4.63) alapjan kiszdmolt értékek

S S

Y;L = Yn—1 + hzaijf(tn—l + th’7 Yv]) = h’z Q.

j=1 j=1
S

Ezért az Y; = ¢;h feltétel a kivant ¢; = Z a;j, relaciot eredményezi. Mindez azt jelenti,
=1

hogy a Butcher-tablazatban valéjaban cjértéke az A matrix altal mar meghatdrozott: az

e=(1,1,...,1)T € R* jeloléssel c = Ae, és igy a Butcher-tdbldzat

Ae| A

- (4.71)

alakn.
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../programok/onestep.exe

A gyakorlatban alkalmazott haromlépcsGs, egyparaméteres mddszer a kovetkezo:

0 0 0 0
2 2 0 0
P21 1 (4.72)
3 3 da 4o
1 i-aa

A 4.6. megjegyzés szerint a (4.63)-(4.64) Runge-Kutta tipusi médszer esetén az Y;
értékek a koztes pontokban az u megoldast approximaljak. Az adott mddszer egy masik
lehetséges felirdasa, amikor nem a megoldéasfiiggvényt, hanem annak derivéltjat, azaz
u'(t) = f(t,u(t)) fiiggvényt approximéljuk koztes értékekkel a ¢, ; + ¢;h pontokban.
Ekkor a mdédszer algoritmusa a kovetkezo:

ki = f(tn—l +Cih,yn_1 +h2aijkj), 1= 1,2,...,5, (473)
j=1
=1

Megjegyezziik, hogy a (4.73)-(4.74) és a (4.63)-(4.64) médszerek Butcher-tdblazatai
illetve pontossagi feltételei megegyeznek, tehat ezeket a modszereket, mit egylépéses
modszereket ekvivalensnek tekintjiik.

A tovabbiakban megvizsgédljuk a Runge-Kutta tipusi modszerek konzisztencidjanak
feltételét.

El6szor sziikséges feltételt adunk a p-ed rendit konzisztenciara. Ehhez alkalmazzuk
a (4.63)-(4.64) Runge-Kutta tipusi médszert az

u=u+1, u(0)=0

feladatra, amelynek pontos megoldésa az u(t) = e' — 1 fiiggvény. Ezért a megoldds a
t = h pontban

1 1
u(h) = e" =1 =h+ 5 h* 4 ...+ b7+ O(W), (4.75)
! p!

(Tehat itt a lokdlis approximdcios hibat szamoljuk ki.) Hatdrozzuk meg az els6 1épés
utani kozelité megoldast. (Ekkor n = 1, yo = 0 és tg = 0.) Mivel erre a feladatra
f(t,u) =u+1, ezért a (4.63) alapjan a koztes értékekre

Yi=hY ay(Y;+1), i=12. s (4.76)
j=1

Bevezetve az Y = (Y;)i—1,s € R® vektort, a kordbban mér hasznalt I egységmaétrix és e
egyesekbdl &ll6 vektor jeloléssel (4.76) felirhaté

Y = hA(Y +e) = hAY + hAe
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alakban, ahonnan
(I-hA)Y = hAe. (4.77)

Mint ismeretes, megfeleléen kis h esetén az I — hA matrix invertalhatod, és inverze eloal-
lithaté az in. Neumann-sor segitségével:

(I—hA) ' =1+hA+h°A%+ ... +IPAP + ... (4.78)

Ezért a (4.77) és a (4.78) osszefiggések alapjan Y kifejezhetd a kovetkez6 alakban:

I+hA +Rh*A* + ...+ hPA? + .. )hAe = (4.79)

Y =(I—-hA) 'hAe =
(
(RA + R*A® + ...+ hPAP + . e.

Ezért y; (4.64) értéke, a (4.79) Osszefiiggés alapjan:

y1=hY bi(Yi+1)=hb'(Y +e) =
=1
hb' [(hRA +R?A® + ...+ WPAP + .. Je+e] = (4.80)
hb' [I+hA +h*A%+ ..+ hPAP + . e] =
hb'e+h’b"Ae + h*b A%e + ... + IPbT AP e + .. ..

Osszevetve a (4.80) és a (4.75) kifejezéseket 1athato, hogy a Runge-Kutta tipust médszer
p-ed rendiiségének sziikséges feltétele a kovetkezo:

l — bTAkfle

o . k=1,2,....p. (4.81)

Ez k=1 esetén a
b'-e=1,

és k = 2 esetén, az Ae = c Osszefiiggés miatt, a

b"-c=0.5
feltételt jelenti.
Bevezetve az
=k k... T eR, C=diagc,co,. .., c;] € RS
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jeloléseket, felirhat6 egy Runge-Kutta tipusi moédszer p-ed rendii konzisztencidjanak elég-
séges feltétele az A métrix illetve a b sorvektor segitségével”

rend (p) feltétel
1 b e=1
2 b c=1/2
3 b -Z=1/3, b -Ac=1/6 (4.82)
4 b"-c2=1/4, b' - CAc=1/8
b'-Ac?=1/12, b'-A%c=1/24

fgy, érvényes az alabbi

4.7. Tétel A /.65 Butcher-tdblazati Runge-Kutta tipusi maodszer pontosan akkor kon-
zisztens, amikor teljestilnek a

Ae=c; b -e=1 (4.83)

feltételek, azaz

S

Zaik =¢ 1=1,2,...,8 ¢és emellett Z b, = 1. (4.84)
k=1 k=1

4.8. Megjegyzés Mivel a (4.63)-(4.64) Runge-Kutta tipusi médszerek esetén Y; belsd
1épcso is approximél a megfelel6 pontban, ezért értelmes egy Runge-Kutta tipusi mddszer
belso rendjét is definidlni. Azt mondjuk, hogy egy s-1épcsés Runge-Kutta tipust mddszer
belsé rendje ¢, ha a belsé 1épések sordni hiba minimaélis rendje ¢, azaz min;—; __s(u(t,—1 +
c;ih) —Y;) = O(h?). Nyilvanvaléan minden médszere esetén ¢ < p, és a redlis médszerek
esetén q < p.

4.9. Példa A (4.82) tdbldzatba vald kiézvetlen behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetd,
hogy az alabbi hdaromlépcsos explicit Runge-Kutta tipusi modszer harmadrendi.

0l0 0 0
1/3[1/3 0 0
2/3] 0 2/3 0

[1/4 0 3/4

(4.85)

1Ezek a feltételek a kordbban mar ismertetett, de csak alacsonyabb lépcsdszamra (s = 1,2) kiszamolt
Taylor-sorba fejtéssel nyerheték. A szdmolasok mér s = 4 esetén is meglehetésen bonyolultak. Magasabb
rendli pontosséag feltétele is megadhatd, de ekkor a feltételek szdma is lényegesen megnd. (V.6. a (4.91)
tablazattal.)
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4.10. Példa Szintén harmadrendd a

0l0 0 0

1/211/2 0 0

AR (4.86)
11/6 2/3 1/6

maodszer.

Megjegyezziik, hogy a fenti harmadrendii mddszerek gyakran szerepelnek az alkalmaza-
sokban. Emellett f(t,u) = f(t) esetén a (4.86) egyiitthatokkal definidlt Runge-Kutta
tipusi mddszer O(h®) rendben pontos a Simpson-formuldval, ezért alkalmazdsa abban
az esetben kiilonosen elényos, amikor a 0, f parcidlis derivalt kozel van a nullahoz.

A (4.70) Butcher-tabldzati Runge-Kutta tipusi médszer nyilvan explicit, emellett
negyedrendben pontos. (Ennek belatasa a (4.82) tablazat feltételeinek egy meglehetdsen
hossz1, de matematikailag nem nehéz ellendrzésével onédlléan elvégezhetd.)

Ezt a moédszert szokds a (4.73)-(4.74) alakban alkalmazni. Ebben a felirdsban a
modszer algoritmusa (azaz a t, pontbeli y, kozelités meghatarozdsa a mar kiszdmolt
t,—1 pontbeli y, 1 kozelitésbol) a kovetkezo:

o A
ki = f(tn-1,Yn-1)
k2 - f(tn_l + O.5h, Yn—1 + 05hl€1) (487)
ks = f(tn—1 + 0.5h, y,_1 + 0.5hks)
ko= f(tn-1+ h,yn—1 + hks3)
képletekkel rendre kiszamoljuk a ki, ko, k3 és k4 értékeket.
o Az
Yn = Yn—1+ %(/ﬁ + 2ky + 2k3 + ky) (4.88)

képlettel meghatarozzuk az 1j kozelitést.

4.11. Megjegyzés Az RK4 moédszer ezen alakja mar kozvetleniil lathatéan kapcsolatba
hozhaté a Simpson-féle numerikus integraldssal. Ugyanis, ha a (4.26) jobb oldaldnak
numerikus integralasara alkalmazzuk a Simpson-féle szabalyt, akkor a

hon

o s ultn 1)) +4f (b0, ultn-05)) + f(bn, ulta))]

kozelitést nyerjiikk. Ezzel tehat az

I,
YUn = Yn-1= & [f(tn-1,Yn—1) + 4f(tn-05, Yn—05) + f(tn, yn)] ; (4.89)
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numerikus integralé formulat kapjuk. Mivel k; a megoldasfiiggvény derivaltjanak ko-
zelitése a t, 1 + c;h pontban, és u'(t,—1 + ¢;h) = f(tn—1 + cih,u(t,—1 + c;h)), ezért
ki~ u'(th_1), ks = u/(t,), és ko, ks két kiillonboz6 kozelitése az u'(t,_o5) értéknek. Le-
gyen tehat ezek szdmtani kozepe az approximécié, azaz (ke + k3)/2 ~ v/ (t,—o5). Ezen
approximécidkkal a (4.89) képlet éppen a (4.88) formulat adja.

Mi a kapesolat az explicit Runge-Kutta tipusi médszerek 1épesdszama (s) és rendje
(p) kozott? Azt lattuk, hogy az egylépesés explicit Euler-médszer elsérendii, a kétlépesos
moédszerek (Heun-médszer, javitott explicit Euler-médszer) mésodrendiiek, a haromlép-
csOs (4.85)-(4.86) Butcher-tdblazati mddszerek harmadrendiiek, a négylépcsds (4.87)-
(4.88) médszer pedig negyedrendben pontos. Tehat s = 1,2,3,4 esetén a az elérhetd
konzisztenciarend elérheto a lépcsoszammal, azaz a p = s pontossag biztosithatd. Ugyan-
akkor, s > 5 esetén ez mar nem érvényes, a rend alatta marad a lépcsészamnak, azaz
p < s. A kozottiik 1évé kapcesolat az elsd tiz 1épesdszamu explicit Runge-Kutta tipusu
modszerre a kovetkezo:

s ||111213[4]5/6[7[8/9]10

p(s) [ 1[2[3[4[4[5(6(6[7]| 7 (4.90)

Az explicit Runge-Kutta tipusi modszer esetén nem ismeretes, hogy egy tetszoleges
p rend eléréséhez hany 1épcsé sziikséges. Ez egyeldre csak p = 8 értékig ismert. Az alabbi
érdekes tablazatban megadjuk, hogy ezen értékig hany feltétel, illetve hdny paraméter
szerepel.

| rend(p) [1]2]3]4] [5[6] [7] [8 |
feltételek szama || 124 | 8 17137 85 200 (4.91)
lépes6k szama (s) |[1|2(3(4 |56 |7 8|9 ]10| 11
paraméterek szama || 1 {3 |6 |10 | 15|21 |28 |36 | 45 | 55 | 66

A tablazat valaszt ad arra is, hogy miért nem lehetséges 6todrendl explicit Runge-
Kutta tipust moédszert adni az 6tlépcsds modszerek korében: erre az esetre a feltételek
szama 17, mig a szabad paraméterek szama csak 15.

4.12. Megjegyzés Az explicit Runge-Kutta tipusi mddszerek adott rendjét biztositd
feltételek megadasa a megfelel6 Taylor-sorba fejtésbdl adodnak, es ezért altalaban nagyon
bonyolult, nemlinedris egyenleteket jelentenek. Mivel a feltételek fiiggetlensége altalaban
nem mutathaté ki, ezért dltaldban nem igaz, hogy a szabad paraméterek szama (azaz
s értéke) elére kiszamithatéan megadja az elérheté pontossdgot. Ezért nem mondhatd
meg, hogy egy tetszoleges p-ed rend médszer hany 1épcsos explicit Runge-Kutta tipusi
modszerrel érheto el. A fenti tablazatbdl kiolvashatd a pontos valasz p = 8-ig. A p =9
esetre csak az ismeretes, hogy 12 < s < 17, mig p = 10 esetén 13 < s < 17. A p > 10
esetre nem ismerjiik a valaszt. [7]
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4.2.2. Az explicit Runge-Kutta tipusi moédszerek konvergenci-
aja

A Runge-Kutta tipusi mddszerek felirhaték a mar kordbban targyalt (3.57) alakban,

azaz az

Yn = Yn—1 + hq)(h, tn—17 Yn—-1, yn) (492)
egylépéses modszerként, ahol @ a numerikus modszert meghatarozé adott fiiggvény. Ha
explicit Runge-Kutta tipusi mddszert vizsgalunk, akkor & alakja ®(h,t, 1,9, 1), azaz

a modszeriink
% = (h, b1, Y1) (4.93)

alaki. Emlékeztetiink, hogy a 3.24. tételben megmutattuk: ha a mddszer p-ed rendben
konzisztens, emellett ® folytonos, és a harmadik valtozdjaban lipschitzes, azaz valamely
hg > 0 és L > 0 allandoval

|(I)(h, tn, 81) — @(h,tn, 82)| S Lq>|81 — 82| (494)
tetszoleges t,, € wy és h < hg esetén, akkor a modszer p-ed rendben konvergens.

Mindez azt jelenti, hogy elegend6 megmutatni, hogy az egyes moddszerekhez tartozo
® fliggvények ilyen tulajdonsaguiak.
4.13. Példa Mutassuk meg, hogy az explicit Euler-mddszerhez tartozo @ fiigguény kielé-
giti a 3.24. tétel feltételeit!

Az explicit Euler-médszer alakjabol nyilvanvaléan

cb(ha tnfla yn71> - f(tnfla ynfl)-

Ezért f folytonossagabdl @ folytonossaga kovetkezik. Emellett, f masodik valtozdja
szerinti lipschitzessége az L > 0 allandoval pontosan a 4.94 tulajdonsagot jelenti, és
emellett Ly = L. Igy erre az esetre a tétel alkalmazhato.

4.14. Példa Mutassuk meg, hogy az explicit trapéz-maodszerhoz tartozo ® figgvény ki-
elégiti a 3.24. tétel feltételeit!

A (4.59) szerinti explicit trapéz-mddszer esetén a ® fiiggvény alakja:

Cb(h, tn—l; yn—l) - 05 [f(tn—h yn—1> + f(tn—l + h; Yn—1 + hf(tn—la yn—l))]

Ha f folytonos, akkor ® is az. Tegyiik fel megint, hogy az f fiiggvény a masodik valtozdja
szerinti lipschitzes az L > 0 allandéval. Ekkor

O(h,ty—1,51) — P(h,ty_1,82) =

0.5 [f(tn-1,81) + f(tn-1 + hys1+ hf(tn-1,51))] —

0.5[f (tn-1,52) + f(tn—1+ h,s2 + hf(tn_1,52))] < (4.95)
0.5[f(tn-1,51) = f(tn_1,52)] +

0.5[f(tn,s1+ hf(tn-1,51)) — f(tn,s2 + hf(ta_1,52))].
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Nyilvanvaloan
|f(tn-1,81) = [(tn-1,52)| < Lls1 — s2l, (4.96)
tovabba
|f(tny s14 hf(tn1,81)) = f(tn, $2+ hf(tno1, 52))| <
Ll (st 4+ hf(tn-1,51)) = (s2 4+ hf(tn-1,52)) | < Lls1 — sa|+ (4.97)
Lh|f(tp_1,51) — f(tn_1,52)| < L|s1 — sa| + L*h|s; — so].

A (4.96) és a (4.96) becslések felhasznédlasaval (4.95) Osszefiiggésbol 1lathatd, hogy ®
fiiggvényre teljesiil a 4.94 tulajdonsdg, és emellett Lg = 0.5(2L + hL?).

Teljes indukcioval megmutathatd, hogy az f fiiggvény folytonossaga és masodik val-
tozdja szerint lipschitzessége esetén explicit Runge-Kutta tipusi moédszeresetén a @ fiigg-
vény kielégiti a 3.24. tétel feltételeit.

Ezért érvényes az alabbi allitas.

4.15. Tétel Tegyiik fel, hogy a (4.2]) kezdetiérték-feladatban f folytonos és a mdsodik
vdltozojdaban lipschitzes. Ekkor eqy p-ed rendben konzisztens explicit Runge-Kutta tipusi
modszer p-ed rendben konvergens is.

Egy ®-moddszer konzisztencidjat altaldban nehéz ellendrizni, pontosabban, meglehe-
tosen munkaigényes. Ugyanakkor ha csak a modszer konvergencidjat akarjuk belatni, és
a rendjére nem vagyunk kivancsiak, akkor egyszertibben is eljarhatunk. Ugyanis, tegyiik
fel, hogy a mdédszer ®(h,t, 1,y,_1) fliggvénye az elsé valtozdjaban folytonos a h = 0
pontban, ®(0,t,—1,Yn—1) = f(tn_1,Yn_1), és érvényes a (4.94) harmadik valtoz6 szerinti
lipschitzesség. Ezen feltételek mellett megmutathaté a médszer konvergencidja a t = t*
pontban. Ugyanis a korabbi jelolések megtartasaval a t,, = t* pontbeli e,, globdlis hibara
érvényes az

eal < e (leal +1* s ]

szokasos becslés. Mivel eg = 0, ezért tehat

Lot max |dy).

len] < e
1<i<n

A lokalis approximaciés hiba felirhato

wlh) = ultio) _gp g uty)) =
. (4.98)

Wt 1) gl (ti2) + O(R) = Bk, byt 1)

di:

alakban. A feltételek miatt
hIIl (I)(h, t,‘_l, ’u(ti_1)) :(I)(O, ti—la U,(ti_l)) =
h—0

fltic, u(tiog)) = u'(tim1).
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Ezért tehat limy, o d; = 0, és a rendjére d; = O(hP). Tehét
len| < e et O(RP),

ami a kivant limy_,g e,, = 0 relaciot jelenti.

Vegyiik észre, hogy az [ szokasos tulajdonsagai mellett az explicit Runge-Kutta
tipusi moédszerre a ¢ fiiggvény h = 0 pontban folytonos, és h = 0 esetén a kivant
O0,t-1,Yn—1) = f(tn_1,yn_1) feltétel teljesiil. Mivel a (4.94) feltétel szintén teljesiil,
ezért az elobbi levezetéssel belattuk az alabbi allitast.

4.16. Tétel Tegyiik fel, hogy a (4.2/) kezdetiérték-feladatban f folytonos és a mdsodik
vdltozojdaban lipschitzes. Ekkor eqy explicit Runge-Kutta tipusi modszer konvergens is.

4.17. Megjegyzés Mint a levezetésbdl is lathatd, nem sziikséges az eg(h) = 0 feltétel,
azaz nem feltétleniil kell az yq értékét up-nak valasztani. A konvergencidhoz elegendé a
limy, 0 ep(h) = 0 teljesiilése. (A p-ed rendii konvergencia megérzéséhez pedig az eg(h) =

O(h?) feltétel.)

4.2.3. A Runge-Kutta tipust moddszerek lépéshosszanak meg-
valasztasa. Hibaanalizis.

A Runge-Kutta tipust modszerek hibabecslése altalaban bonyolult. A konvergencia rend-
jének eléréséhez megfeleloen kis h érték megvélasztasa sziikséges, de konkrét feladatok
esetén ennek meghatarozasa nem kézenfekvs. Masrészt, mint azt az elézéekben is l1at-
tuk, a Runge-Kutta tipusi moddszerekre a hibaanalizis meglehetosen Osszetett feladat.
A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogy egy adott moddszerhez hogyan lehet hatékonyan
1épéshosszusagot valasztani.

Egyik lehetséges eljaras, amikor az adott, p-ed rendben konzisztens numerikus maéd-
szerrel két modon 1épiink at a ¢, rdcspontbdl a t, pontba: egyszer egy h lépéssel,
méasodszor pedig két, egymaést kovetd h/2 1épéssel. A két numerikus eredmény eltérésé-
nek analizise lehetdséget ad a 1épéskoz hatékony megvalasztasara, nevezetesen az [, (vagy
d,) lokalis diszkretizaciés hiba vizsgalataval. (V.6. a 3.17. definiciéval.) Jelolje y, a h
lépéskozzel nyert szamolt numerikus megoldast, mig 7, a két, h/2 1épéskozli numerikus
modszer altal nyert, és a pontos kezdeti értékbdl szamolt kozelitést. Ekkor

u(ty,) = y, + CRPT + O(hPH?), (4.100)
h p+1
u(ty) = Gn + 2C <§) + O(hP*?), (4.101)
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tehat

hptl
u(t,) =g, + C 5+ O(hP*?). (4.102)
Ezekbdl az Osszefiiggésekbol
1
Yn — On = ChPT (1 — 5) + O(h??), (4.103)
azaz C un. hibakonstans egy jé becslése
|yn _'gn|

Mivel ez a becslés egyben a megvalasztasara is hasznalhaté, ezért a (4.102) képletbe
behelyettesitve a C allandé (4.104) szerinti értékét, az

u(ty) = gn + €+ O(RP*?) (4.105)
Osszefiiggést nyerjiik, ahol
|Yn — Unl
= 4.106
T w1 (4.106)

A (4.106) képlet szerinti € szdmot a csonkoldsi hiba mutatéjénak is szokds nevezni.
Vegyiik észre, hogy (4.105) és (4.106) kovetkeztében az

yn_yn+ 2p_1

kozelitésre
u(t,) =y, + O(h"*?),

azaz a lokalis diszkretizaciés hiba rendje erre a kozelitésre egyel nagyobb.

Egy adott ey pontosségi kritériumhoz a 1épéshossz megvalasztasara is felhasznalhato
ez az eljaras. Hatdrozzuk meg azt a h,; 0j 1épéshosszt, amellyel a (4.101) szerint kiszé-

p+1
mitott 7, hibaja eo-nal kisebb lesz! Mivel a hiba a képlet szerint 2C' (%) nagysagu,

ezért a feltételiink
hp-i-l

o
Figyelembe véve C (4.104) értékét, ez a

C

< 0.

~ p+1
Yn — Un| ) hua’ <
»—1 pott = 7°
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feltételt jelenti, ami a (4.106) jeloléssel az

p+1

4 < 0.

< hpt+1l —

Ezek alapjan az 1j 1épéshosszisagra a

_1
haj = h - <@> v (4.107)
€
feltételt eredményezi. A fenti becslésekben kozelitéseket hasznaltunk. Ezért megbizha-
tosagi meggondolasbdl a szakirodalomban egy egynél kisebb, de ahhoz kozeli § szammal
szokasos modositani a becslést, és a

ha; = Bh (%) = (4.108)

képlettel szamoljak az 1j 1épéskozt, ahol § € (0.8,0.9). A (4.108) azt jelenti, hogy € > ¢
esetén a kovetkezd 1épésben csokkenteni kell a 1épéskozt, mig € < gg esetén novelni lehet
a kovetkezo 1épésben. Megjegyezziik, hogy ez az eljaras a 1épéskdz megvalasztasanak
adaptivitasat eredményezi, azaz a meglévo eredményekbol tudunk kovetkeztetni az 1j
1épésre.

A hiba és a 1épéshossz megvélasztasanak egy masik lehetséges modja, amikor két
kiilonb6z6 modszer eredményeibdl kovetkeztetiink a megoldés pontossagara, illetve a 1é-
péskoz megvalasztasara. Tipikus megvalasztds, amikor két kilonbozo rendi mbdszert
valasztunk, amelyek rendje p és p + 1. Jeldlje vy, és vy, az ezen moddszerekhez tartozd
numerikus megoldasokat. Ekkor a kevésbé pontos megoldas hibajat, illetve a megfe-
lelé 1épéskozt a két numerikus megoldés kiilonbségébdl becsiiljiik. (Lésd pl. [19]) Az
alapotlet, hogy a magasabb rendi (p + 1-ed rend{i) médszert hasznédljuk az alacsonyabb
rendli megoldas pontossaganak becslésére, mégpedig gy, hogy a magasabb rend maéd-
szer eredményét tekintjiik a pontos megoldas egy jé kozelitésének, ezért ezzel szamoljuk
ki az alacsonyabb rendi médszer globalis hibajat. A szamitasi munka minimalizalasa
céljabol célszerii olyan Runge-Kutta tipusi modszeret vélasztani, amelyek A matrixa
megegyezik, és csak a koztes értékeket sulyozo vektorok kiilonboznek. Jelolje tehdt a b
vektor a p-ed rendii médszer, és b vektor a p + 1-ed rendiit médszer silyait tartalmazé
vektort. A két modszert Gsszefoglaléan az aldabbi Butcher-tablazattal irhatjuk fel:

Ae| A
b (4.109)

BT

Ilyenkor azt mondjuk, hogy az alacsonyabb rendii médszer bedgyazott modszere a ma-
gasabb rendii Runge-Kutta tipusi moddszernek. Az ilyen modszerparok esetén a globalis
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hibat az e,, = y, — y, képlettel becsiiljiik, azaz az explicit Runge-Kutta tipusi mddszer
(4.73)-(4.74) alakjabol

€n = hi(bi - gi)kia
=1

ahol b; és b; a b és b vektorok koordintai. Ennek nagysagabol egyrészt a hibara, méasrészt
az 1j lépéskoz megvalasztasara is tudunk koévetkeztetni.

4.18. Megjegyzés Mutassuk meg, hogyan lehet a 1épéskoz megvalasztasiara hasznalni
a bedgyazott médszereket!® Mivel az alacsonyabb rendit médszer p-ed rendfi, a magasabb
pedig p + 1, ezért a lokdlis csonkoldsi hiba egy 1épés utén u(t,) = y, + C1hP™ + ...
illetve u(t,) = 9, + C1hP*? + ... Az els6 Osszefiiggés alapjan a p-ed rend moédszer
globdlis hibdjara |e,| &~ CihPTL. Mésrészt, a két relacié kiilonbségébdl szintén az |g,, —
Yn| = C1RPTE + . becslést kapjuk. Ezért egy adott 9 pontossag eléréséhez az |7, —
Un| < €0 egyenlStlenséget ellenérizziik. ha ez teljesiil, akkor y,, értékét elfogadjuk az 1j
kozelitésnek. Ha nem teljesiil, akkor egy 1j, kisebb h,; lépéskozt valasztunk. Ennek
megvalasztasdra ismét felhaszndlhatjuk a fenti relacidt, ugyanis olyan h,; sziikséges,
amelyre e, ~ C’lhﬁ;l < gg. Mivel |e,| & C1hPT] ezért

p+1
Gy _ e

<
Clhp+1 €n’

ahonnan a korabbi esethez hasonlé

1
haj = h - (5—0) (4.110)
feltételt kapjuk.

Tekintsiink néhany példat!

4.19. Példa Adjunk példdt eqy mdsodrendi; explicit Runge-Kutta tipusi modszer elsd-
rendt bedgyazott mddszerére!

Tekintsiik az explicit trapéz-mddszert! Konnyen lathatéan ennek beagyazott madd-
szere az explicit Euler-mdédszer. A médszerpar Butcher-tablazata a kovetkezo:

(4.111)

°Ez a megjegyzés természetesen nem csak a bedgyazott mddszerekre vonatkozik. A lépéshossz ezen
adaptiv megvélasztasa bdrmely két, megfelel6 rendii mddszerre alkalmazhato.
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4.1. tablazat. A bedgyazott Dormand-Prince RK-mdédszer paraméterei (a nulla elemeket
nem jeloltiik.)

4.20. Példa Adjunk bedgyazott (mdsodrendi) mddszert a (4.86) harmadrendd explicit
Runge-Kutta tipusi modszerhez!

A konzisztencia rendjére vonatkozd (4.82) feltételbdl konnyen lathat6, hogy olyan
b1, bs és by értékeket kell megvalasztanunk, amelyekre

b1+b2+b3:1
by 1
2 ==
5 7073

Ennek megoldasa:

by =bs=0b, by=1-—20b,
ahol b tetszéleges paraméter, de b # 1/6. fgy tehat a beagyazott parok Butcher-tablazata

ojlo 0o 0

1/2(1/2 0 0
1 [-1 2 0 (4.112)

b 1-2b b

1/6  2/3 1/6

(Specidlisan, b = 0 esetén a javitott explicit Euler-médszert, mig b = 1/3 esetén az
un. szimmetrikus sémét kapjuk.)

Nagyon fontos és a Matlab alkalmazza az in. Dormand—Prince beagyazott mddszer-
part, amelyek négy illetve 6tddrendiiek. Ezekre késobb a 8.1 fejezetben még visszatériink,
ezért itt csak a 4.1 tablazatban csak Butcher-tablazatat adjuk meg.
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4.2. tablazat. A beagyazott Bogacki-Shampine RK-mddszer paraméterei.

Egy masik, ugyancsak gyakran haszndlt bedgyazott Runge-Kutta tipusi mddszer a
Bogacki-Shampine-médszer, amelynek Butcher-tablazata a kovetkezo:

Befejezésiil megjegyezziik, hogy nem minden maédszernek van bedgyazott mddszere.
Példaul, a mar ismertetett RK4-mddszernek nincs megfelel6 bedgyazott mddszerparja.
(Lésd [19].)

4.2.4. Az explicit Runge-Kutta tipust mdédszerek abszoliit sta-
bilitasa

Ebben a szakaszban megvizsgédljuk az explicit Runge-Kutta tipust mddszerek abszolit

stabilitasat, és megvizsgaljuk azt a kérdést, hogy vannak-e A-stabil explicit Runge-Kutta

tipusu modszerek.

Ezért a tovabbiakban az explicit Runge-Kutta tipusi modszerek viselkedését vizsgal-

juk az
u=Mu, t>0 (4.113)

tesztegyenleten. A stabilitasi tartoméany felirasahoz elsé 1épésben a tesztfeladatra alkal-
mazott explicit Runge-Kutta tipusi mddszerhez tartozé R(z) stabilitasi fiiggvény meg-
hatarozéasa sziikséges.

A (4.63)-(4.64) Runge-Kutta tipusi médszer t alkalmazva a (4.113) tesztegyenletre,
a kordbbi jeloléseink megtartdsaval (4.63) alapjan érvényes az

Y =y, 1e + hA\Y =y, e+ zAY
Osszefiiggés, ahol z = h\. Innen

(I-2A)Y = y,_1e. (4.114)
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Mint kordbban szerepelt, megfelelGen kis z (azaz h) esetén az I — zA matrix invertalhatd,
és inverze eloallithaté a Neumann-sora segitségével. Tehat

Y =(1-2A)"ey, (4.115)
Masrészt, a (4.64) alapjan
Yn = Yn—1 + hz biAY;, =yn_1 + :b'Y =

i—1
Yn1+2zb (I—zA) "ey,_1 = [L+2b" (I—2A) €] y1.

(4.116)

Tehat a Runge-Kutta tipusi modszerek stabilitasi fiiggvénye
R(z)=1+2b"(I—2A)""e.
Felirva (I — zA)~! Neumann sorat, érvényes az aldbbi 6sszefiiggés:

R(z)=1+2b"(T+2A+22A% +... + . e=

1+2b" JFAFle=1+Db" AR | e =
> > .

Mint megmutattuk, (v.6. (4.81)) a Runge-Kutta tipusi mddszerek p-ed rendiiségének

sziikséges feltétele a

1 T A k-1
H =b A e,
Ezért egy p-ed rendli Runge-Kutta tipusi mddszer stabilitdsi fiiggvénye a (4.117) és

a (4.118) alapjan:

k=1,2,....p. (4.118)

p o0
R(z) =1+ Zk’% + ) (bTAM ). (4.119)
k=1 k=p+1
Tehét egy tetszdleges, p-ed rendi; Runge-Kutta tipusi modszer stabilitasi fiiggvénye (4.119)
alakid. Most tegyiik fel, hogy a modszeriink s 1épcsos, p-ed rendben pontos explicit
Runge-Kutta tipusi médszer! Ekkor A € R*** egy szigoruan alsé haromszogli matrix,
ezért
AP =0, k=s+1,5+2,...

esetén. fgy az ilyen moédszerek stabilitasi fliggvénye

p s
R(z)=1+)_ zk% + ) F(bTAM e). (4.120)
k=1 Tk

:p+1
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Fontos megjegyezniink, hogy a maximalis rendii explicit Runge-Kutta tipusi maéd-
szerek stabilitasi fiiggvényei p = 1,2,3,4 esetén ugyanolyan alakuak, hiszen a p = s
relacié miatt ekkor mindegyik modszerre

p
1

R(z)=1+) o'+ p=1234, (4.121)
k=1 ’

mivel ebben az esetben (4.120) jobb oldaldn a masodik szumma eltiinik.

A stabilitasi fiiggvény a (4.120) alaka el6allitasabdl latszik, hogy az explicit Runge-
Kutta tipusi modszer stabilitasi fiiggvénye egy legfeljebb s-ed foku polinom. FEzért
|z| — oo esetén a lim |R(z)| = oo, ezért ebben az esetben a stabilitdsi tartomény nem
tartalmazhatja a teljes C~ félsikot. fgy érvényes a kovetkezo allitas.

4.21. Tétel Az explicit Runge-Kutta tipusi modszerek nem A-stabilak.

Az explicit Runge-Kutta tipusi moédszerekrdl tovabbi részletek megtalalhatdéak a
http://math.fullerton.edu/mathews/n2003/RungeKuttaMod.html
linken.

Az explicit Runge-Kutta tipusi modszer abszolut stabilitdsi tartomanya a p = 1 és
p = 2 rendre a 4.1 abran lathaté.

4.1. abra. Az ERKI1 és ERK2 explicit Runge-Kutta tipusi médszer abszolit stabilitasi
tartoménya.

Az abrabdl lathatd, hogy a magasabb rendii mddszer abszolut stabilitasi tartomany
bovebb. Novelve p értékét, az abszolut stabilitasi tartomany tovabb noévekszik. Az
explicit Runge-Kutta tipusi modszer abszolit stabilitasi tartomanya a p = 1,2,3,4
rendekre Osszefoglaléan a 4.2 abran lathato.
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4.2. abra. Az explicit Runge-Kutta-moddszerek abszolut stabilitasi tartomanyai a p =
1,2, 3,4 esetekben.

4.3. Az implicit Runge-Kutta tipusti mdédszerek

A 4.21. tételben kimondtuk, hogy az explicit Runge-Kutta tipusi moddszerek nem A-
stabilak. Ez a tény az alkalmazhatdsagukat erésen bekorlatozza, kiilonosen merev fel-
adatok megoldéasa esetén. Ezért célszerti az implicit mddszerek vizsgalata.

Vegyiik észre, hogy altalanosan a Runge-Kutta tipusi mddszerek a kévetkezo modon
definidlhaték. Legyen A € R**® egy tetszOleges matrix, b € R® egy adott vektor, és
c = Ae. Egy tetszoleges Runge-Kutta tipusi médszert ekkor az ezen elemekkel definidlt
Butcher-téablazattal adhatunk meg. Az olyan mddszereket, amelyekre A nem szigoruan
alsé hdromszogii matrix, implicit Runge-Kutta tipusi mddszernek (IRK) nevezziik. Ami-
kor A alsé (de nem szigoruan als6) haromszogii matrix, akkor a médszert diagondlisan
implicit Runge-Kutta tipusi mddszernek (DIRK) nevezziik. A DIRK esetén a k; (vagy
Y;) értékének kiszamolésa, az explicit Runge-Kutta tipust médszerektol eltéréen, egy (al-
taldban nemlinedris) egyenlet megolddsat, mig az implicit Runge-Kutta tipusi mddszer
esetén egy m ismeretlenes (dltaldban nemlinedris) egyenletrendszer megoldasat igényli.
Ez a mddszer alkalmazasat bonyolultabbd teszi, viszont az ilyen tipusi modszerek alta-
laban jobb stabilitasi tulajdonsdgokkal rendelkeznek.

Mint majd megmutatjuk, az implicit Runge-Kutta tipusi moddszerek fontosak és a
gyakorlatban hasznalatosak, elsésorban a parcidlis differencialegyenletek numerikus meg-
oldasa soran. Ennek alapvetoen két oka van:
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e altaldban j6 stabilitasi tulajdonsagokkal rendelkeznek,
e ugyanolyan lépcsészam mellett magasabb rendben pontosak.

Az explicit Runge-Kutta tipusi mddszerekkel 6sszehasonlitva, ennek természetesen
"ara” van, nevezetesen a nagyobb szamitasi munka.

Ebben a szakaszban ismertetiink tobb nevezetes implicit Runge-Kutta tipusi mod-
szert, megadva a modszer Butcher-tablazatat, és megvizsgalva, hogy milyen numerikus
algoritmus tartozik az adott tablazathoz.

4.3.1. Bevezetés az implicit Runge-Kutta tipusti mdédszerekbe

Egy implicit Runge-Kutta tipusi mddszerek altalanos egylépéses modszer, mint altaldnos
egylépéses médszer a (4.92) szerint a kovetkezd alakban adhaté meg:

yn - yn—l + h®(h’7 tTL—17 y’n—17 yn); (4122)

ahol ® a numerikus médszert meghatarozé adott fliggvény,. Mint latni fogjuk, a ®
fiiggvény meghatarozasa az implicit Runge-Kutta tipusi moddszerek esetén méar joval
Osszetettebb feladat, mint az explicit modszerek esetében volt.

Tekintsiink néhany példat!
ﬂ% (4.123)

Butcher-tabldzati modszerhez tartozo ® fiigguényt!

4.1. Példa Hatdrozzuk meg a

A (4.123) egy egylépcsés Runge-Kutta tipusi médszert hatdroz meg. Részletesen
kiirva a kovetkezot jelenti:

ki = f(tn—1+ h,yn—1 + hk1)

(4.124)
Yn = Yn—1 + hki.

Tehat algoritmikus realizalasa kovetkezot jelenti: els6 1épésben megoldjuk a ki ismeret-
lenre az elsé egyenletet®, majd a megoldédst behelyettesitjiik a masodik képletbe. Hat4-
rozzuk meg a modszer ® fiiggvényét! Mivel a masodik képletbdl hk; = v, —y,_1, ezt behe-
lyettesitve az elsé egyenletbe ky = f(tn—14+h, Yn—1+ Yn—Yn-1)) = f(tn_1+h,y,). Ezért,
ismét a masodik Osszefiiggésbol, v, = yn_1 + hf(tn_1 + h, yn), azaz ®(h,tn_1, Yn_1,Yn) =
Fltae1 + h,yn). gy a (4.123) Butcher-tdblazati médszer az jol ismert és mér targyalt
implicit Euler-moddszert eredményezi. (fgy ez a médszer elsérendii.)

6A megoldashoz valamely, mar kordbban ismertetett iterdciés médszert (tipikusan a Newton-féle
iterdciét) alkalmazzuk.
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4.2. Példa Hatdrozzuk meg a

—‘—0'5 Of (4.125)

Butcher-tablazati maodszerhez tartozo ® fiigguényt!

Ez szintén egy egylépcsos diagonalisan implicit Runge-Kutta tipusi mddszer, amely
a kovetkezot jelenti:
]{?1 = f(tn—l -+ O5h, Yn—1 + 05hk’1)
Yn = Yn—1 + hkl

Hatarozzuk meg ennek a maddszernek is a @ fiiggvényét! A masodik képletbol hk; =
Yn — Yn—1. Behelyettesitve az elsé egyenletbe k1 = f(t,—1 +0.5h, Y1 +0.5(yn — Yn_1)) =
f(tn_14+0.50,0.5yn_1+yn)). Tehdt @(h,tn 1, Yn_1,Yn) = f(tn_1+0.50,0.5Yn 1+ yn))
és a megfelel6 egylépéses modszer

(4.126)

Yn = Yn—1 + 1 (tay +0.5h,0.5(yn—1 + yn)) (4.127)

alaku. A (4.127) diagondlisan implicit Runge-Kutta tipusi mdédszert implicit kozépponti
szabdlynak nevezziik. A mddszer rendjét a

gn:u(t)_u< ) hf(n 1+05h’05(< 1)+u(tn)))

kifejezés nagysagrendjének meghatarozasaval nyerjiik. A szokdsos sorbafejtéssel a kovet-
kezdéket kapjuk. Az els6 kifejezés sorbafejtésével
2

u(ty) — u(tn_1) = h'(tp_1) + %u"(tn_l) + O(h?).

Maésrészt

f(tn1 +0.50,0.5(u(t, 1) +u(t,))) =

f(tn1 +0.5h,u(t, 1) + 0.5kt (t, 1) + O(h?)) = f(tn_1,u(tn 1))+
0.5h01 f (tn—1, u(tn_1)) + 0.5ht/ (tn_1)Dof (tnor, u(tn_1)) + O(h?) =
f(tn1, ultn-1))+

g[alf<tn—17 utn-1)) + f(tn-1, u(tn-1))02f (ta-1, u(tn-1))] + O(h?).

Behelyettesitve ezeket az értékeket g, kifejezésébe, és figyelembe véve (3.4) mésodik
Osszefiiggését, azaz az

u’(t) = Ouf(t,ul(t)) + Oof (1, u(t))u'(t) = 01 f (¢, u(t)) + 02 f (t, u(t)) f (L, u(t))

képletet, a g, = O(h®) nagysigrendet kapjuk. Tehdt az implicit kézépponti szabdly
masodrendii.
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4.3. Példa () Hatdrozzuk meg a

(4.128)

Butcher-tabldzati modszerhez tartozo ® fiigguényt!

Ez egy kétlépcsts implicit Runge-Kutta tipust moédszer, amely a kovetkezot jelenti:

kl = f(tn—byn—l)
ko = f(tn—1 + D, yn_1 + 0.5k 4 0.5k,) (4.129)
Yn = Yn—1 + 0.0hk; 4 0.5hk,.

A harmadik képletb6l 0.5h(k1+k2) = yn—yn_1. Ezt és az elsd Osszefiiggést behelyettesitve
a masodik egyenletbe, a ko = f(t,—1+h, Yn—1+ Yn—Yn-1)) = f(tn_1+h,y,) Osszefiiggést
kapjuk. Tehat ezt a ko értéket, illetve az els6 Osszefiiggésbeli ky értéket behelyettesitve
a harmadik egyenletbe, ®(h,t,—1,Yn—1,Yn) = 0.5[f(tn-1,Yn-1) + f(tn—1 + h,yn)]. Ezért
a (4.128) Butcher-tédblazat az implicit trapéz-médszert jelenti, amely masodrendit méd-
szer.

A 4.2. példa azt mutatja, hogy az implicit Runge-Kutta tipusi mddszerek esetén a
pontossag rendszama (p) meghaladhatja a 1épesok szamat (s), hiszen (4.125) egy mésod-
rendben pontos, egylépcsés modszert definial.

Mielott attériink az implicit Runge-Kutta tipusi moédszerek vizsgédlatara, egy rovid
osszefoglalot adunk a sziikséges és felhasznalt matematikai hattérrol.

Eloszor az interpolaciés formulakon alapulé numerikus integrald képletek alapjait
ismertetjiik.

Legyen ¢(t) egy adott, az [a,b] intervallumon értelmezett, megfelelden sima fiigg-
vény. Célunk az f: g(t)dt integrél kozelit6 értékének kiszdmoldsa. Legyenek t1, 1o, ..., ts
az [a,b] intervallum s-darab, kiilonboz6 pontjai. (Mindig feltessziik, hogy indexelésiik
novekvo sorrendl, azaz a < t; < ty < ... <ty < b.) A (tx), k = 1,2,...,s ponto-
kat integrdcios alappontoknak nevezziik. Ekkor az alappontokra fektetett Lagrange-féle
interpoldcids polinom”

g(t) =~ gn(t) = Zg(tj)Lj(t),

ahol L;(t) a Lagrange-féle approximécids polinom, amelynek alakja
t—1;
L) = ] —
X 7 7
1<i<s
i#]

"Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) (aki Giuseppe Luigi Lagrancia néven sziiletett), olasz - francia
matematikus és csillagdsz. Kiemelked6 tudoményos munkassiga a matematikai analizis szinte vala-
mennyi d4gahoz, tovabba a szamelmélethez, a klasszikus és az égi mechanikahoz kapcsolodik.
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Ekkor g;, egy s — 1-ed foku polinom (jelolésben: g, € Ps_1), és g € Ps_1 esetén g = gy,
hiszen az s — 1-ed rendli polinomokra az approximécié pontos.
A numerikus integrélé képletet az fabg(t)dt R~ fab gn(t)dt kozelitésbol allitjuk eld.

Ekkor tehat . . L

/ g(t)dt ~ ijg(tj) (4.130)

fgy a kozelités

b
alaku, ahol w; = / L;(t)dt. Megjegyezziik, hogy az alappontok optimalis megvélasz-

a
tasaval (az in. Gauss-féle alappontokkal) a numerikus interpolaciés kvadratiraformula
rendje noévelheto.

A Lagrange-féle approximacié tehat olyan fliggvénykozelito eljaras, amikor egy s
szamu pontban ismert fiiggvényre fektetiink olyan polinomot, amely dtmegy ezeken az
adott pontokon. Egy masik feladat, amikor egyetlen adott pontban, az [ =0,1,...,s—1
derivélasi rendig bezardlag adott értékekre illeszkedd polinomot hatarozunk meg. Ez
az in. Taylor-féle interpolacié. (Mindkét megkozelitést magdba foglalja a Hermite-féle
interpoldcio.)

Foglalkozzunk a fiiggvénykozelités egy masik modszerével, az in. Padé-tipusi app-
roximdcidval.® Ez a Taylor-mddszer természetes altalanositdsa: egy adott g(z), megfele-
16en sima fiiggvényhez olyan racionalis tortfiiggvényt keresiink, amely egy adott pontban
(4ltaldban a z = 0 pontban) maximalis rendben illeszkedik a fiiggvényhez.” Tehdt az
approximaciot
_ h(z)

Qm(2)
alakban keressiik, ahol Py, @Q,, valamely k- illetve m-ed foki polinomok, és az egyér-
telmiiség miatt feltessziik, hogy Q(0) = 1. (Az Ry,, approximdcids fiiggvény ezen
alakja nyilvan dltaldnositdsa a polinomoknak, hiszen a @Q,(z) = 1 megvalasztas ese-
tén Ryo = Py € Py polinom alaki a kozelités.) Mivel feltételeink mellett az Ry, (2)
raciondlis tortfiiggvénynek k£ +m+ 1 szabad paramétere van, ezért az elérheté maximélis
rend p=Fk+m. Ezt a

9(2) = Rim(2) (4.131)

feltétel biztositja.

8Henri Eugene Padé (1863-1953) francia matematikus, aki elsédlegesen a raciondlis fiiggvénykozelités
teriiletén ért el eredményeket.

9Megjegyezziik, hogy a racionélis approximécié &tlete Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) ki-
emelked6 német matematikustol ered.
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Térjiink at egy altalanos alaku operatoregyenlet lehetséges megoldésara, ezen beliil
a kollokdcios modszer rovid bevezetésére. Legyenek L, B : X — Y adott operatorok,
ahol B linearis. Keressiik az adott ¢ € Y mellett az Lu = g olyan megoldasat, amelyre
Bu = 0. (Ez utébbi dltaldban valamilyen peremfeltételt jelent.) Tehdt a megoldast
valamely C C X vektor-altéren keressiik, amelynek elemei az x € (2 fiiggetlen véaltozotdl,
illetve m darab paramétertdl fiiggnek, és kielégitik a peremfeltételt, azaz

C={weX: w=wlwp,p2-. -, Pm) Bw=0}
Tipikusan a w elem w = Zpkwk(ac) alaki, ahol wy(x) egy bazis C-ben.

k=1
Célunk, hogy valamilyen elv alapjan a paraméterek j6 megvélasztasaval egy jo koze-

lit6 megoldasat adjuk az eredeti operatoregyenletnek. Ezt dltalaban az

E(x;p1,p2, ..., pm) = (Lw)(z;p1,02, .., Pm) — 9(2)

kifejezés kicsivé tételével szoktuk meghatarozni.

Tobb moédon is megvalaszthatjuk az "optimalis” paramétereket. A kollokacids mdd-
szer lényege, hogy rogzitiink m darab pontot, és megkoveteljiik, hogy ezekben a pontok-
ban E legyen nulla, azaz teljesiiljon az

E(l’i;pl,pQ,---,pm)IO, i:1727"'7m
feltétel, ahol az x; pontok az un. kollokacios alappontok.

4.4. Megjegyzés Altaldban az m darab pontra kitizott kollokacio esetén w egy m — 1-
ed foku polinom, azaz

w(@;pr,pa, - Pm) = > e’
k=1

Ekkor a cél a polinom egyiitthatéinak megfelel6 megvélasztasa. Vegyiik észre, hogy
a Lagrange-féle interpolacié értelmezhetd kollokacios modszerként is, az L =identitéds
megvalasztassal.

Léteznek mas mddszerek is a pi, paraméterek meghatarozasara. Példaul bevezethetjiik

G(p17p27"'7pm):/|E(<;pl>p27"'apm)|2d<
Q

fiiggvényt, és azt minimalizaljuk az m darab valtozéjdban. (Ez az tn. legkisebb négyze-
tek mddszere.) Egy maésik 6tlet a Galjorkin-mdédszer, amikor a paramétereket az

\/{2E<C;plap27---7pm) %(C)dc = 07 L= 1727"'7m

feltételbdl hatarozzuk meg, ahol {1;(¢)} valamely jé tulajdonsdgi fiiggvényrendszer.
(Példdul, 1;(¢) = wi(C).)
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4.3.2. A kollokaciés moédszeren alapulé implicit Runge-Kutta
tipusii modszerek

Legyen u(t) az
u = f(t,u) (4.133)

egyenlet megoldés, azaz az
u'(t) = f(t,u(t)) (4.134)

egyenldséget kielégit6 fiiggvény. A (4.134) tulajdonsédg felirhaté az aldbbi operédtoros
alakban: jelolje L : C' — C az (Lw)(t) = w'(t) — f(t,w(t)) operdtort. Az egylépéses
numerikus moédszerek megaddsa azt jelenti, hogy megadjuk azt az algoritmust, amely
szerint a t = t,_, pontbeli y,,_1 kozelitésbol a t = t,, pontbeli y,, kozelités meghataroz-
hato.

Ezt az algoritmust a kollokacios modszer segitségével adjuk meg.

Legyenek t, 1 <t; <ty < ... <ty <t,alt,_1,t,] intervallumon definidlt s darab
pont. Keressiik az ezen pontokra felépitett kollokdcidés médszerrel az olyan w(t) € Ps
s-ed foku polinomot, amelyre

W(tn—1) = Yn_1- (4.135)
Tovabba a kollokaciés modszer alapjan
(Lw)(t;) = w'(t;) — (Lw)(t;) =0, i=1,2,...,s. (4.136)
Tehét feladatunk olyan w(t) € Ps meghatarozéasa, amelyre
a. W(tn—1) = Yn_1;

b. w'(t;) = f(t;,w(t;)), i =1,2,...,s. (Vegyiik észre, hogy a. és b. s+ 1 feltételt
jelent az s+ 1 szabad paraméterrel rendelkez6 ismeretlen s-ed foki polinomra, azaz
egyértelmiien meghatarozhaté a w polinom.)

¢. Meghatarozva a w polinomot, legyen

Yn = w(tn). (4.137)
A kollokaciés alappontok felirhatok
ti:tn_l—Fcih, 1= 1,2,...,8, h:tn—tn_l (4138)
alakban, ahol 0 < ¢y <y < -+ < ¢y < 1.
Jelolje
K;=uw'(t;), i=1,2,...,s. (4.139)

147



Mivel w'(t) egy s — 1-ed foki polinom, ezért az s darab kollokdcids alappontra felépitett
Lagrange-interpolaciéja pontosan eldallitja, azaz

w'(t) =Y K;Lj(t), (4.140)
Jj=1
ahol
St —ty
L(t) = .
0=T7—7
k=1
k#j

Integraljuk a (4.140) egyenl6séget a [t,_1,t;] intervallumon! Ekkor

t; S t;
/ w'(t)dt =Y K / L;(t)dt, (4.141)
tnfl j:]_ tnfl

azaz

w(t;) —w(t,—1) = idinj, (4.142)

ahol

s

_ b b t—t,
tn—1 tn—1 k=1 ] — K
K#j

Innen a t = ¢, + 7h transzformacioval és a (4.138) jeloléssel

- ¢ i (tn_1 + Th) — (tn_1 + Ckh)
o 11 hdr = hay, 4.143
o /0 iy (b1 i) — (tna + crh) T 4143
k#j

ahol

ci S T — Cp ci
a;; = /0 H p— dr = /0 L;(7)dr. (4.144)

k=1
k#j

Ezért a (4.135) figyelembevételével a (4.142) és a (4.143) osszefiiggések alapjan
w(t;) = Yn-1 + hz a;; K, (4.145)
j=1
ahol a;; értékét (4.144) alapjan hatérozhatjuk meg.
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Integraljuk most a (4.140) egyenléséget a [t,,_1,t,] intervallumon! Ekkor

tn S tn
/ w'(hdt =3 K, / Li(t)dt, (4.146)
tn—1 i=1 tn-1

azaz

w(ty,) — w(t,—1) = hi b K, (4.147)

ahol

s

1 . 1
bi:/ dT:/ L;(T)dr. 4.148
i Hci_ck i (1) (4.148)

k=1
k#j

Ezért, figyelembe véve a 4.139 jelolést és a (4.145) osszefliggést, érvényes a

Ki = w'(t;) = f(ti, w(ts)) = (g1 + 0 aiK)) (4.149)

=1
egyenléség. Mdsrészt, (4.147), (4.135) és (4.137) alapjan
Yo =Yn1+h Y bK; (4.150)
j=1

Vegyiik észre, hogy (4.149) és (4.150) éppen egy implicit Runge-Kutta tipusi madd-
szert definial.

4.5. Példa Hatdrozzuk meg a [0,1] intervallumon (tehdt h = 1 esetén) azt a implicit
Runge-Kutta tipusi modszert, amelyet a kollokdcios modszerrel, az intervallum két vég-
pontjdnak alappontként valo alkalmazdsdval kapunk!

Példdnkban s = 2, t; = 0és ty = 1, azaz ¢ = 0 és co = 1. Ezért Ly(t) = 1 — ¢,
Lo(t) = t. Mindezek alapjan az implicit Runge-Kutta tipusi mddszer paraméterei a
kovetkezok.

0 0
a1 = / Ll(T)dT = 0, 12 = / LQ(T)dT = O,
10 01
agy = / Ll(T)dT = 05, a29 = / LQ(T)dT = 05, (4151)
0 0

1 1
b1 = / Ll(T)dT = 05, bg = / LQ(T)dT = 0.5.
0 0
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fgy a megfelelé implicit Runge-Kutta tipust médszer Butcher-tablazata

(4.152)

alakl, tehat a generalt modszer a 4.3. példaban mar targyalt implicit trapéz maddszert
jelenti.

Az implicit Runge-Kutta tipusi mddszerek kollokéacios médszerként vald eloallitasa
lehetOséget ad a modszer hibabecslésére is. Ugyanis a mddszer lokalis csonkolasi hibaja az
egy lépésnél (a t,_; pontbdl a t,, pontba a numerikus integralé formula hibajaval egyenld.
Mint ismeretes (1d. pl. [5]) az s alappontos kvadratiraformula akkor és csak akkor pontos
minden legfeljebb s — 1-edfokt polinomra, ha interpolacios kvadraturaformula. Mivel a
derivaltfiiggvényre alkalmazzuk kvadraturat, ezért s pont esetén a lokélis csonkolési hiba
rendje a fiiggvényre O(h**1), azaz az implicit Runge-Kutta tipusti médszer pontossiga
tetszoleges alappontok esetén p = s. Ugyanakkor specialis alappontmegvalasztassal a
rend novelhetd! Példaul, ha alappontként a Gauss-féle pontokat valasztjuk, akkor p = 2s
rend érheto el. Mivel ennél magasabb kvadratira nem adhaté meg, a p = 2s pontossagu
modszerek a legmagasabb rendiiek, ezért az ilyen mddszereket maximalis rendid implicit
Runge-Kutta tipusi mddszereknek nevezziik.'"

A kollokaciés alappontok specidlis megvalasztasaval elért magasabb rendti implicit
Runge-Kutta tipusi médszerek koziil ismertetiink néhanyat.

A Radau-mddszer olyan alappontmegvalasztasi médszer, amikor az intervallum egyik
végpontja hozzdtartozik az alappontokhoz. (Tehédt ¢; = 0 vagy ¢s = 1.) A mddszer
pontossaga p = 2s — 1.1

4.6. Példa Az implicit Euler-mddszer eqylépcsés Radau-maodszer.

Ez konnyen lathato, hiszen a jobb oldali végpont kollokéciés alappont.

4.7. Példa Legyen a mddszer Butcher-tabldzata a kévetkezd:

(4.153)

Nyilvanvaléan ez az implicit Runge-Kutta tipusi modszer szintén Radau-modszer: ebben
az esetben is a jobb oldali végpont szerepel az alappontok koézott. Erre a modszerre s = 2

1Az irodalomban az ilyen médszereket s-lépcsés Gauss-Legendre-médszernek is szokds nevezni.
1Az irodalomban szokésos a médszerekre a Radau IA és Radau ITA megkiilonboztetés is: az elsé
esetben a bal oldali végpont, a masodik esetben pedig a jobb oldali végpont tartozik az alappontokhoz.
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és p = 3. (A rend a Runge-Kutta tipusi médszerek rendjének mar ismertetett (4.82)
feltételeibdl kozvetleniil ellenérizhetd.)

A Lobatto-mddszer olyan alappont-megvalasztasu modszer, amikor az intervallum
mindkét végpontja hozzatartozik az alappontokhoz. (Tehdt ¢; = 0 és ¢ = 1.) A mddszer
pontossiga p = 2s — 2.2

Megjegyezziik, hogy a (4.152) Butcher-tablazati implicit trapéz szabdaly Lobatto-
modszer, amelyre p = s = 2.

4.8. Példa Az aldbbi Butcher-tabldzati implicit Runge-Kutta tipusi maodszer eqy jol
ismert Lobatto-modszer:

00 0 0

105 1 _1

A (4.154)
6 3 6

BB

6 3 6

Erre a moédszerre s = 3 és p = 4.

A legnagyobb pontossagot az eredményezi, amikor alappontként a Gauss-féle alappon-
tokat valasztjuk. Azt igy nyert médszert Gauss-Legendre—-mddszernek nevezziikk. Ezek
pontossaga p = 2s. A kozépponti szabaly mellett az alabbi mddszer elterjedt.

4.9. Példa Tekintsiik az alabbi Butcher-tabldzati implicit Runge-Kutta tipusi modszert:

3—3 1 3-2V3

3+6\/§ 3+§1¢§ 112 4.1

6 12 % (4.155)
‘ 2 2

Ez egy Gauss-Legendre-tipusii médszer, amelyre s = 2 és p = 4.

Ezen pont befejezéseként térjiink vissza a Runge-Kutta tipusi modszerek rendjének
vizsgalatdhoz merev feladatok esetén. Mint belattuk, egy numerikus modszer p-ed ren-
diisége azt jelenti, hogy megfeleléen kis 1épéskoz (h) esetén a globdlis hiba h? rendten,
azaz, ha h a differencidlegyenlet idoskaldjahoz képest megfeleléen kicsi, akkor a hiba
const-hP alaku.

4.10. Példa Tekintsik az
u'(t) = Mu(t) —g(t), te(0,1] (4.156)

feladatot, ahol \ egy kiilsé paramétertdl fiiggs mennyiség (pl. a térbeli diszkretizdciotol
fiigg), és
0<—

h< 1. 4157
Rep S0 (4.157)

12Megjegyezziik, ha az A, b és ¢ értékeire néhany tovabbi specialis feltételt is kikotiink, akkor szokésos
Lobatto IITA, ITIB és IIIC tipust moédszerekrél is beszélni. Ezek pontossdga szintén p = 2s — 2.
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Azt is lattuk, hogy a kollokaciés implicit Runge-Kutta tipusi mddszerek hibajanak
rendjét két tényez6 hatarozza meg:

e a (4.156) jobb oldalan az ismeretlen u(t) megoldésfiiggvény interpolacidjanak rendje,
e kvadratura alkalmazasa a differencidlegyenlet kiintegralasara.

Példaul, tekintsiik a szokasos u' = cu tesztfeladatot, ahol ¢ egy adott allandé. Ekkor a
differencidlegyenlet [t,,_1,t,] intervallumon valé szokésos integralasa utan az

u(ty) — ulty 1) = ¢ /t " (bt

egyenléséget kapjuk. Ha a nulladrend® u(t) =~ wu(t,_1) interpoldciét alkalmazzuk, majd
utana az interpolacios kvadratiraformulat, akkor az elsérendli explicit Fuler-modszert
kapjuk.

Amint ez a példa is mutatja (de a numerikus integralas elméletébdl is ismeretes), a
kvadraturak alkalmazasa egy renddel noveli az approximacié rendjét. Ha visszatériink
a (4.156) feladatra, és azt atirjuk az

1
XUI(t) =u(t) —g(t), te(0,1] (4.158)
alakra, akkor a (4.157) reldcié alapjan lathatd, hogy (4.158) bal oldala gyakorlatilag

eltiinik. Ezért a (4.158) feladat tulajdonképpen az
u—g(t)=0, te(0,1] (4.159)

feladat megoldasat jelenti. Ez viszont a szokasos interpolacids feladathoz vezet, és igy
elmarad a numerikus integralasi rész. Mindez azt jelenti, hogy az ilyen feladatokra
a Runge-Kutta tipusi moédszerek rendje nem az elmélet szerinti rendet, hanem annal
kozelitoleg egyel kisebb rendet eredményez csak. Ezt a jelenséget a szakirodalomban
rendcsokkenésnek szokasos nevezni.

4.3.3. Egylépéses modszerek a tesztfeladaton

Az eddigiekben tobb numerikus médszert ismertettiink, amelyek a pontossdgukban (rend-
jikben), illetve a megoldas kiszamitasanak médjaban (explicit/implicit) kiillonboztek egy-
mastél. Ebben a részben egy modellfeladatra alkalmazva a moédszereinket 1jabb tulaj-
donsagokat allapitunk meg.

Oldjuk meg rogzitett A < 0 mellett az

=M, u(0)=1 (4.160)



A=-9 A=-99 A= —-999
h EE IE EE IE EE IE
0.1 3.07e-01 | 1.20e-01 || 3.12e+409 | 9.17e-02 || 8.95e+19 | 9.93e-03
0.01 1.72e-02 | 1.60e-02 || 3.62e-01 | 1.31e-01 || 2.38e+495 | 9.09e-02
0.001 | 1.71e-03 | 1.60e-03 || 1.90e-02 | 1.75e-02 || 3.67e-01 | 1.32e-01
0.0001 || 1.66e-04 | 1.65e-04 || 1.78e-03 | 1.68e-03 || 1.92e-02 | 1.76e-02
0.00001 || 1.66e-05 | 1.66e-05 || 1.82e-04 | 1.18e-04 || 1.83e-03 | 1.83e-03

4.3. tablazat. A kiilonbozé A értékekkel kitlizott tesztfeladat numerikus megoldasanak
hib4ja maximumnorméban

un. teszitfeladatot a [0, 1] intervallumon az explicit és implicit Euler-médszerekkel! (A (4.160)
feladat pontos megolddsa u(t) = exp(At).) 4.3 tdblazat tartalmazza eredményeinket.

Figyeljiikk meg, hogy A = —9 mellett mindkét médszer az elméletnek megfelelé médon
viselkedik (azaz mindegyik h érték mellett a hiba elsérendii). Ugyanakkor a A = —99 és a
A = —999 esetekben ez mar nem igy van: a kezdeti h megvalasztasok mellett az explicit

Euler-médszer nem kozeliti a megoldast, az implicit Euler-mddszer viszont jé kozelitést
ad. A h paraméter tovabbi csokkentésével viszont mar mindkét modszer az elméletnek
megfeleléen viselkedik.!> Mindebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy ezekre a feladatokra
az implicit Euler-mddszer h megvalasztasatol fiiggetleniil mindig jol viselkedik, az explicit
Euler-modszer viszont csak valamely hg > 0 melletti h < hg feltétel mellett alkalmazhato.
Ez utobbi viszont problémat jelent: ha a negativ A értékét tovabb csokkentjiik, akkor
mar csak olyan kis hgy értékek mellett miikodik az explicit Euler-mdédszer, amelynél

1. hg kozel van a gépi epszilonhoz, ezért a szamitogépes realizalas eleve nem lehetséges,

2. ha hg nagyobb ugyan a gépi epszilonnal, de nagyon kicsi, akkor egy rogzitett t*
idérétegen vald y,,, kozelités meghatarozasahoz rendkiviil sok 1épés (ngs ~ t*/hg)
végrehajtasa sziikséges. Ez egyrészt a szamitdasok idejének megndévekedését, mas-
részt pedig a szamitasok soran fellépd hibak felhalmozodasanak a lehet6ségét ered-
ményezi.

A jelenség oka a kovetkezs. A (4.160) tesztfeladat megoldésa az explicit Euler-mddszerrel
az

=0,1,..., y=1,

I3Magyarazatra szorul, hogy a tdbldzat ezen két oszlopaban h csokkentése esetén miért novekszik
a hiba bizonyos helyeken? Ennek magyarazata, hogy a hibat a maximumnormaban mérjiik a racshaléd
pontjaiban, ezért h csokkentésével 1j racspontok keriilnek be. Ezekben a pontokban a durvabb réacshélén
nem mértiik a hibat, viszont a finomabban igen. fgy, ha a megoldds nagyon meredek (azaz a derivélt
értéke nagy), akkor el6fordul, hogy ezekben az djonnan hozzdvett pontokban még kisebb h esetén is
nagyobb a hiba, mint a nagyobb A melletti pontok barmelyikében.
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az implicit Euler-moddszerrel pedig az

1
i+l — T 1 Yiy ‘:0717--'7 :17
Yit+1 1_h)\?/ ! Yo

egylépéses iteracidkat jelenti. Egységesen felirva, az egylépéses modszereknek a tesztfel-
adatra torténo alkalmazasa egy

Yir1 = R(hA)y; (4.161)

iterdciét jelent, ahol R(hA) az alkalmazott numerikus médszer altal meghatarozott fiigg-
vény. Mivel a tesztfeladat u(t) = exp(At) megoldédséra

u(tivr) = exp(hA)u(t;), (4.162)

ezért az alkalmazott médszert az jellemzi, hogy az R(z) fiiggvény milyen jol kozeliti az
exp(z) fiiggvényt.'

4.11. Megjegyzés Vegyiik észre, hogy az exp(z) — R(z) eltérés a numerikus médszer
képlethibajat jellemzi a tesztfeladaton! Ugyanis a képlethiba (3.60) definicidja, a (4.161)
és a (4.162) osszefiiggések alapjan

gi(h) = u(tisa) — R(hA)u(t;) = (exp(hA) — R(RA))u(t;).

Mivel az u(t) megoldas korlatos, ezért a konzisztencia rendje meghatarozhaté az (exp(hA)—
R(hA)) rendjével, azaz p-ed rendii konzisztencia esetén exp(hA) — R(hA) = O(hP*1). Mi-
vel az explicit Euler-médszer esetén Rpp(z) = 1 + z, az implicit Euler-médszer esetén
Rip(z) = 1/(1 — 2), a trapéz-mddszer esetén pedig Ren(z) = (1 + 2/2)/(1 — 2/2),
ezért kénnyen ellendrizhetéen exp(z) — Rpp(z) = O(h?), exp(z) — Rip(z) = O(h?),
exp(z) — Ren(z) = O(h3), amely természetesen dsszhangban 4ll az ezen mddszerek
rendjére vonatkozé korabbi megallapitasainkkal.

A tesztfeladaton tetszoleges A < 0 esetén a megoldas korlatos. Ezért nyilvanvaléan
csak azok a numerikus megoldasok tudjak a pontos megoldast approximalni, amelyekre
az el6éllitott numerikus megoldés szintén korldtos, azaz a (4.161) médszerben az

|IR(hN)| <1 (4.163)
feltétel teljesiil. Mivel valos A esetén

M Emlékeztetiink ra, hogy az elézé 3 fejezetben ezt R(z) egyvaltozds fiiggvényt a numerikus médszer
stabilitdsi fiigguényének neveztiik, és néhany egyszeriibb egylépéses modszerre részletesen megvizsgaltuk.
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ezért az explicit Euler-mdédszerre a mar emlitett h < hy feltételben hg = 2/(—\). Ugyan-
akkor az implicit Euler-modszer esetén

|Rr(hA)] <1 minden h >0 (4.165)

esetén. A (4.164) és a (4.165) Osszefiggések magyarazatot adnak arra, hogy a 4.3 tabla-
zatban miért viselkednek ennyire eltéroen az explicit és implicit Euler-mddszerek bizonyos
h értékek esetén.

Fontos megjegyezniink, hogy valamely numerikus modszer konvergencidja a modszer
h — 0 melletti viselkedését jellemzi, azaz csak azt garantdlja, hogy elegendden kis h
esetén a numerikus megoldas kozel keriil a pontos megoldashoz. Ugyanakkor nem ad in-
formaciét a megoldésrol valamely rdgzitett rdcshdlon. Ezért kiemelkedéen fontosak azok
az R(z) stabilitasi fiiggvénnyel rendelkez6 numerikus maédszerek, amelyek tetszoleges
rogzitett rdcshalén is jol kovetik a pontos megoldést.

4.12. Definicié Azon z € C komplex szdmok halmazat, amelyekre az
[R(z)] <1 (4.166)

feltétel teljestil, a numerikus modszer stabilitasi tartomanyanak nevezziik. Azt mondjuk,
hogy eqy numerikus modszer A-stabil, ha a stabilitdasi tartomadnya tartalmazza a bal oldali
C~ ={2€ C:Rez <0} C C komplex félsikot.

Az A-stabilitas tehat azt jelenti, hogy minden olyan z = a + ib komplex szamra, amelyre
a < 0, érvényes az |R(z)| < 1 egyenlétlenség. Konnyen megmutathatd, hogy az implicit
Euler-médszer abszolut stabil. (Az explicit Euler-mdédszer nyilvan nem, hiszen, mint
lattuk, (4.166) mar az R~ C C~ halmazon sem igaz.)

4.13. Megjegyzés Tekintsiik a trapéz-modszert, amely felirhato

1+ ARh/2 2+ Ah

Yn = Ron(AN)yn_1 = m%q = m%q

alakban. Mint megmutattuk, a modszer masodrendii, és kénnyen lathaté tetszoleges
h > 0 esetén minden valés A < 0 esetén |Reoy(hA)] < 1. (Megmutathatd, hogy abszolit
stabil is.) Ugyanakkor a tesztfeladaton tetszoleges h > 0 mellett mégsem viselkedik jol a
modszer. Ugyanis h > 2/(—\) esetén Ron(hA) € (—1,0), ezért az ilyen racshalékon az y;
értékei lépésenként elgjelet valtanak, azaz bar abszolut értékben csokkennek, de emellett
oszcillalnak is, ami ellentmond a pontos megoldas szigori monoton csokkenésének.
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4.3.4. Az implicit Runge-Kutta tipusi mdédszerek abszolut sta-
bilitasa

Ebben a szakaszban megvizsgaljuk az implicit Runge-Kutta tipusi médszerek abszolut

stabilitasat. Megmutatjuk, hogy az explicit Runge-Kutta tipusi mddszerrekkel ellentét-

ben léteznek A-stabil implicit Runge-Kutta tipusi mdédszerek, és megadunk néhéany ilyen
modszert.

Az A-stabilitas vizsgalatahoz hatarozzuk meg a modszerek stabilitasi tartoméanyét,
azaz vizsgaljuk az implicit Runge-Kutta tipusi modszer viselkedését az

u'=MXu, t>0 (4.167)

tesztegyenleten. A stabilitasi tartomany felirdasdhoz elsé lépésben a tesztfeladatra al-
kalmazott implicit Runge-Kutta tipusi mddszerhez tartozé R(z) stabilitdsi fiiggvény
meghatarozasa sziikséges.

Emlékeztetiink, hogy amikor a (4.63)-(4.64) Runge-Kutta tipust mddszert alkalmaz-
zuk a (4.167) tesztegyenletre, akkor a (4.63) alapjan, a kordbbi jeloléseink megtartasaval
érvényes az

Y =y,_1e + hA\Y = y,_1e + zAY (4.168)

Osszefiiggés, ahol z = h\. Innen
(I-2A)Y =y, _1e. (4.169)

Mint kordbban, most is megfelelen kis z (azaz h) esetén az I — zA matrix invertdlhatd,
és inverze eloallithato a Neumann-sora segitségével. Tehat

Y =(1-2A)"ey, (4.170)

Masrészt, a (4.64) alapjén

Yo =Yn1+h D DAY=y, 1 +2b'Y =

i=1 (4.171)
Yn_1 +2b (I — 2A) ey, = [1 +2b' (I - zA)_le} Yn—1-
Tehat az implicit Runge-Kutta tipusi modszer stabilitasi fiiggvénye
R(z)=1+2b" (I-2A)""e.
Feladatunk az
S={z€C,|R(z) <1} (4.172)

stabilitasi tartomany meghatarozasa.
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4.14. Tétel Egy tetszdleges implicit Runge-Kutta tipusi mddszer R(z) stabilitdsi figg-
vénye felirhato

_det(I—zA+ze-bT)

_ 4.173
(2) det (I—zA) ( )
alakban.
Bizonyitds. A (4.168) 6sszefliggésbél érvényes az
Yi—2) ayYij=ya1, i=12...s (4.174)
j=1
egyenléség. Maésrészt, a (4.171) Osszefiiggésbol
Un— 2> _bYj =1 (4.175)
j=1

Ekkor (4.174)-(4.175) egy linedris algebrai egyenletrendszert jelent az Y7, Ys, ..., Y5, yn
s + 1 darab ismeretlenre nézve. Jelolje y € R¥™! ezen ismeretlenek vektorat! Ekkor az

egyenletrendszer felirhato
By =f

matrixos alakban, ahol a rendszer f € R*™! jobb oldala f = y,_;e alakd, mig a rendszer
B € REHDx(HD) egyiitthatomatrixa a kovetkezd alaki:

1—z2a11 —za;s ... —zays O
—zQ91 1 —2zas ... —zags O
B = : : : : Sl (4.176)
—2ZQq1 —ZQos ... 1—2zas O
—zby —zby ... —zby 1

Hatarozzuk meg ebbdl a rendszerbdl az utolsd, y, ismeretlent a Cramer-szaballyal!
Ekkor

det Bf
Yn = B’ (4.177)
ahol
1—za11 —za12 ... —zG1s Yn_1
—2a91 1 —2za9 ... —2Qos Yn_1
B = : s : : 2 (4.178)
—2041 —209s ... 1 —2Ggs Yn_1
—zby —zby ... —2bs  Yp_1
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Konnyen lathatéan det B értékét az utolséd oszlop szerinti kifejtéssel kozvetleniil meg-
hatarozhatjuk, és ekkor
det B = det(I — zA). (4.179)

Ezért det By értékének meghatarozdsdhoz vonjuk ki az utolsé sorat rendre a felette
1év6 sorokbdl! Ezutan az utolsd oszlop szerinti kifejtéssel mar lathatd, hogy

det By =y, det(I — zA — +e-b"). (4.180)

A (4.179) és a (4.180) osszefiiggések (4.177) képletbe valé behelyettesitése a tétel
allitasat eredményezi. O

4.15. Megjegyzés Vegyiik észre, hogy a szdmléléban 16v6 e-b' a két vektor diadikus
szorzata, azaz egy R*** méretii matrix.

A tételbol kovetkezik, hogy egy dltalanos Runge-Kutta tipusi moddszer stabilitasi
fiiggvénye két polinom hényadosa, azaz un. raciondlis tortfiiggvény. (Ugyanakkor, ha
a Runge-Kutta tipusi moddszer explicit, akkor A szigorian alsé haromszogi matrix,
ezért det B = det(I — zA) = 1, azaz ebben az esetben R(z) polinom. Ez természetesen
megegyezik az explicit Runge-Kutta tipusi mddszer stabilitasi fiiggvényének mar vizsgalt
tulajdonsagaval.

A tesztegyenlet megolddsa u(t) = e*u(0). Ezért u(t,) = eMu(t,_), azaz u(t,) =

e*u(t,—1). Mivel az egylépéses modszerekre (igy a Runge-Kutta tipusi médszerekre is)
Yn = R(2)yn_1, ezért az R(z) stabilitdsi fiiggvénynek az e* exponencidlis fiiggvényt kell
a megfelel6 médon approximélni. Mint lattuk, az explicit Runge-Kutta tipusi mdd-
szerek esetén Taylor-tipusu volt ez az approximacio, az implicit Runge-Kutta tipusu
modszerekre pedig Padé-tipusi az approximécié. Tehat egy Runge-Kutta tipusi méd-
szer pe-d rendli pontossagat a (4.132) feltétellel tudjuk biztositani, ahol g(z) = €*, azaz
itt a feltétel
P, 0]
(Q—) 0)=1, 1=0,1,...,p (4.181)

alak.

4.16. Példa Adjuk meg az exponencidlis fiiggvény maximdlis rendi Ry, Padé-tipusi
approzimdciojat!

Mivel p =1+ 1= 2, ezért a (4.181) alapjan a feltétel
NG
(—1) 0)=1, 1=0,1,2, (4.182)
1

ahol Py(2) = ap + a1z és Q1(z) = 1 + b1z. Az Ry (%) approximaciéban szereplé harom
ismeretlenre (4.182) harom feltételt jelent. Az igy nyert egyenletrendszer megoldésa,
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mint az kénnyen ellenérizhets, az ag = 1,a; = 1/2 és by = —1/2. Tehat a keresett
masodrendi Padé-tipusu approximacié

1+
1 —

z

N =

R, =

2 .

D=

fgy az ehhez tartozé implicit Runge-Kutta tipusi mddszer az implicit trapéz-maodszer.
Kiszdmithatok az exponencidlis fliggvény maximalis rendli egyéb Ry ,, Padé-tipusu
approximaciéi is. A k,m = 0,1, 2 esetekre az alabbi fiiggvényeket kapjuk.

Roo=1, Rig=1+2z Rog=1+2+2%/2,

o L 142 14224527
0,1 — 1_27 1,1 — _%7 2,1 — 1_%2 ) (4183)
2
R 1 143 1+ 54+ 5
0 1—24—%7 b 1—§z+%’ »2 1—%z+%'

Mikor lesznek A-stabilak a megfelel6 Runge-Kutta tipust mddszerek?

4.17. Definicié Egy r(z) raciondlis tortfiigguényt A-megengedett figguvénynek neveziink,
ha minden z € C esetén |r(z)| < 1.

Tehat azok a Runge-Kutta tipusi médszerek lesznek A-stabilak, amelyek R(z) stabi-
litasi fiiggvényei A-megengedettek. Ezért fontos az alabbi allitas, amely a rendkorlatot
jelenti az implicit Runge-Kutta tipusi moddszerekre.

4.18. Tétel Legyen Ry ..(z) az exponencidlis figgvény mazimdlis rendi Padé-tipusi
approximdcicja. Ekkor Ry .,,(z) pontosan akkor A-megengedett, amikor

m—2<k<m. (4.184)

4.19. Példa Koizvetlen szamoldssal ellenorizheto, hogy az s = 2 lépcsés Gauss-Legendre-
féle implicit Runge-Kutta tipusi modszer stabilitasi fiiggvénye

4 22
1+§+ﬁ

1 22"
1 52+ 13

R(z) =

Tehdt erre a mddszerre a stabilitdsi figguény az Roo(z) mazimdlis rendi Padé-tipusi
approzimdacio. Mivel k =m =2, ezért a 4.18. tétel alapjan ez a mdodszer A-stabil.

Megmutathatok a kovetkezok.
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e Fgy s-1épcsos Gauss-Legendre-féle implicit Runge-Kutta tipust mddszer stabilitasi
fiiggvénye az exponencidlis fiiggvény R (2) maximalis rendii Padé-tipust appro-
ximacidja.

e Egy s-1épcsds Radau-féle implicit Runge-Kutta tipusi mddszer stabilitasi fiiggvénye
az exponencidlis fiiggvény R,_; s(z) maximalis rendi Padé-tipust approximécioja.

e Egy s-1épcsos Lobatto-féle implicit Runge-Kutta tipust mddszer stabilitasi fiiggvé-
nye az exponencidlis fiiggvény Ry i ,_1(2) maximélis renddi Padé-tipust approxi-
macioja.

Mindez az alabbi allitast jelenti.

4.20. Tétel A Gauss-Legendre, a Radau és a Lobatto maodszerek egyarant A-stabilak.

Ezzel befejeztiik az egylépéses mddszerek vizsgalatat. A kovetkezo részben attériink
az egylépéses modszerek altalanositasara. Mint latni fogjuk, ezek vizsgalata bonyolul-
tabb, és 1jabb matematikai eszkozok alkalmazasat is igényli.
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5. fejezet

Tobblépéses modszerek

Az eddigiekben az egylépéses mddszereket vizsgaltuk, vagyis az olyan numerikus maéd-
szereket, amelyekkel a megoldasfiiggvény valamely racshalo-pontbeli kozelitését az ezen
pontot megel6z6 racshalé-pontbeli kozelitésének segitségével hatarozzuk meg. A tovab-
biakban ezt altaldnositjuk. A tobblépéses mddszerek soran az 4j kozelités értékét egynél
tobb megel6z6 racspontbeli kozelitésbol hatarozzuk meg.
A tovébbiakban feltessziik, hogy ezek szdma m (m > 1). Az ilyen mddszereket k-lépéses
mddszereknek nevezziik. (A kordbbi egylépéses mddszereink a tobblépéses mddszerek
specidlis eseteinek tekinthet6k az k = 1 megvalasztassal.)

Az alabbiakban két egyszer(i példan bemutatjuk, hogy a (3.1)-(3.2) Cauchy-feladat
megoldasanak a megfelel6 pontok koriili Taylor-sorba fejtésével hogyan szarmaztathatok
ilyen tipusi moédszerek.

5.21. Példa Adjunk példdt kétlépéses, implicit modszerre!

Nyilvan
h2
u(tn_1) =u(t,) — hu'(t,) + ?u”(tn) + O(h?),
4h2 (51)
u(tn_2) =u(t,) — 2hu'(t,) + Tu"(tn) + O(h%).
Ezért

3u(ty) — 4u(ty_1) + u(tn_s) = 2hu'(t,) + O(h®) = 2hf(t;, u(t;)) + O(R?).
gy az f, = f (tn, yn) jeloléssel definidlhatéd az

4 1

2
= —Unt+ ~UYno = —hf,, =23 .. 5.2
Yn = ZYn-1+ Y2 3f n (5.2)

modszer. Lathatéan az (5.2) egy kétlépéses implicit médszer, amely méasodrendben kon-
zisztens.
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5.22. Példa Adjunk példat kétlépéses, explicit mdodszerre!

El6szor fejtsiik Taylor-sorba a megoldasfiiggvényt, majd annak derivaltfiiggvényét a
t,—1 pont koriil. Ekkor

2

u(ty) =u(t,_1) + ha'(t,—1) + %u”(tnl) + O(h?),

U (ty_o) =t/ (t,_1) — hu" (t,_1) + O(R?).

(5.3)

Mivel a masodik sszefiiggésbdl hu” (t,_1) = o/ (tn_1) — ¥ (tn_o) + O(h?), ezt behelyette-
sitve az elsO egyenletbe az

h
u(tn) = ultn-1) + E[Sul(tn—l) —/(th—2)] + O(hs)
Osszefiiggést nyerjiik. Ez alapjan az

3 1
Yn — Yn—1 = h[§fn,1 - §fn72]7 n = 2, 3, (54)
egy kétlépéses explicit modszer, amely masodrendben konzisztens.

5.23. Megjegyzés Felhivjuk a figyelmet a Runge-Kutta tipusti médszerek és tobblépé-
ses modszerek kozotti alapvetd kiilonbségre. A Runge-Kutta tipust médszerek olyan egy-
1épéses modszerek, amikor a ¢,,_; pontbeli kozelitésbol igy hatarozzuk meg a t,, pontbeli
kozelitést, hogy a két racspont kozott s szamu pontban koztes értékeket is generalunk.
(Ezek altaldban szintén alacsonyabb rendd approximaciok.) A tobblépéses mddszerek
viszont csak a racspontbeli értékekkel szamolnak.

A fenti példdink alapjan a k-lépéses modszerek altalanos alakban is definialhatdk.

5.24. Definicié Az adott ag, o, ...ay €s By, b1, ... By egyiitthatok mellett az

QoYn + A1Yn—1 +-+ OpYn—k = h [BOfn + 61fn71 +...+ kanfk} ) (55)
iteraciot, aholn =k, k+ 1, ..., linearis, k-lépéses modszernek nevezziik.

A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy «ag # 0, hiszen ebben az esetben lehetséges

az ismert Yn g, Yn—ka1,--->Yn_1 ertékekbdl y, értékének meghatdrozasa. Mivel f, =
f(tn, yn), ezért az (5.5) moédszer explicit, ha Gy = 0, és implicit, amikor 5y # 0. Egy
linedris tobblépéses médszer definidldsa az «; és §; paraméterek (j =0, 1,..., k) konkrét

értékeinek a megadasaval torténik. Példaul, az (5.2) numerikus mddszer esetén k = 2,
ag=1,a7 = —4/3, as = 1/3, és By = 2/3, 51 = 0, f = 0. Ha két linedris tobblépéses
médszer egyiitthatdi (aj, 8;) és (af, B7), és létezik olyan ¢ # 0 dllandd, amely mellett
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a; = cajj valamint 8; = ¢f; minden j = 0,1,. .., k értékre, akkor adott kezdeti értékekbdl
mindkét médszer ugyanazt az eredményt szolgaltatja. Ezért az ilyen mddszereket nem
kiilonboztetjiik meg egymdastol. Tehat a linedris tobblépéses moédszereket leird 2(k + 1)
paraméter koziil egyet érdemes elére rogziteniink. Ez, konvencié szerint, az o paraméter,

és a tovabbiakban mindig feltessziik, hogy
Qg = 1. (56)

Osszefoglaléan tehét, a linearis k-1épéses médszerek alakja

k k
Doy =hY  Bifays (5.7)
=0 =0

ahol ag = 1, és Yo, y1, ..., yr_1 adottak.

A linearis tobblépéses mddszer kapcsan a kovetkezd alapveto kérdések fogalmazhatdk
meg.

e Hogyan valasszuk meg az «;, 3; paramétercket?
e Hogyan hatarozzuk meg az yo,vy1,,...,yx—1 k darab kezdeti feltételt?

e Adott médszer esetén mi mondhaté el ezen médszer konzisztencidjardl, illetve sta-
bilitasarol?

5.1. Adams-tipusi moddszerek

k
Az (5.7) médszer alkalmazésa az v = f(t,u) feladatra azt jelenti, hogy az %Zajyn_j
5=0

kifejezés az u megoldasfiiggvény derivaltjat, mig Z?:o Bjfa—j az f(t,u(t)) figgvényt
approximélja a t = t,, pontban.

A linearis tobblépéses modszerek kozott kiemelkedd szerepet jatszanak azok, amelyek
a bal oldalon a derivaltat a legegyszertibb (y,—y,_1)/h véges differencids approximaciéval
kozelitjiik, azaz az (5.5) képletben

=1 a=-1, aps=a3=...=a=0. (5.8)

5.1. Definici6é Az i
Yn — Yn—1 = hZ/ijn—j (59)

j=0

alakid mddszereket k-lépéses Adams-tipusi médszereknek (vagy réviden Adams-méd-
szereknek ) nevezziik.
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(Példaul az (5.4) médszer egy Adams-médszer.) Az Adams-tipusi médszereknél a 5o, 5y, . . .

paraméterek szerepelnek szabad paraméterként. Alapvet6 kiillonbség létezik a Sy = 0 és a
Bo # 0 megvalasztasu Adams-médszer kozott: mig az els6 esetben a mddszerek explicit,
addig a masodik esetben implicit.

A tovébbiakban megmutatjuk, hogy az Adams-mddszerek hogyan kapcsolédnak a
numerikus integralds elméletéhez. Az alapotlet, hogy a g : [—kh, h] — R tipusi fiiggvényt
interpolaljuk az w, = {t;, = lh, | = —k,—k+1,...,0,1} racshélé bizonyos pontjaira
illeszkedéen, majd ezutan az interpolaciés polinomot integraljuk a [0, k| intervallumon.

5.2. Megjegyzés Ha az interpolaciés alappontok a [—kh, 0] intervallumon helyezked-
nek el, akkor nem a klasszikus numerikus integralas torténik, hiszen a [0, h| intervallumon
valé integréldssal "kimegyiink” az interpolaciés alappontok halmazabdl. (Ez az tn. ext-
rapolacio.)

Az eloz6 részben leirtuk a Lagrange-féle interpolacié alapjait. Most réviden fog-
laljuk Ossze a Newton-féle interpolaciot! Ha ismerjilkk a g fiiggvény értékeit a t =
0,—h,—2h, ..., —kh pontokban, tehat k+ 1 szamu pontban, akkor 1étezik egyetlen olyan
k-ad foku polinom, amelyre

Nk(tl) = g(tl), tl = —lh, l = O, 1, .. .,k’.

Ez a kordbban is emlitett interpolaciés polinom, amelynek Lagrange-féle alakjat mar
felirtuk az el6z0 szakaszban, de felirthato a koévetkezo, Newton-féle osztott differencids
alakban is!

ki
Ni(t) = Vi) o, (5.10)

— iR
ahol
1, hai=0
wilt) = i_[(t—tl) =t(t+h)...(t+(—1)h), hai>0,
=0
tovabba
V99(0) = 9(0),
V'g(0) = Vg(0) = g(0) — g(—h),
V2g(0) = V(Vg(0)) = g(0) — 2g(—h) + g(—2h),

Vig(0) = V(V'g(0)).

IFelhasznéljuk, hogy egyenkozii felosztds esetén az osztott differencia kénnyen meghatarozhaté.
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Ekkor
g(t) = N(t) + ri(t),
ahol
rp(t) = O(RFY).

fgy

/Ohg(t)dt = /Oh Ni(t)dt + /Oh ri(t)dt = /Oh Ny (t)dt + O(hFH2).

Behelyettesitve az (5.10) Osszefuiggést (5.13) képletbe, a

/ t)dt = / ZW wi(t)dt + O(hF2),

ezért az

[ o= 50 [P ouey

egyenloséget kapjuk. Mivel a t = 7h helyettesitéssel

ho 1 L .
/ wl,(t)dt _ h/ Th(t + 1)h. (T4 l)th _ h“’l%,
0 0

7l 7l
ahol
1, har=0

= 1 1)... — 1
7 /T(T+) Z,l(T“ ) dr. hai >0,
0 .

ezért, (5.15) és (5.16) alapjén
/h

ahol v; az (5.17) képlet alapjan szamolhato.

’L

Mpr

1=0

,%hz—i-l +O<hk+2 _ hzrylvz )—|—O(hk+2>,

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

Az Adams-mddszerek kozvetleniil nyerhet6k az (5.18) numerikus integrald formulabél.

Ugyanis, legyen g(t) = u'(t, +t — h). Ekkor

h k
/ u'(t, +t—h)dt = hz Vi (t, — h) + O(hF?),
0

=0

azaz

u(ty) — u(tn_1) = hZ%Vi f(tn — hyu(t, — h)) + O(h**2).
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Ekkor tehét (5.20), a szokdsos f, = f(tn, yn) jeloléssel az

k
Yn — Yn—1 = h Z ’Yivifn—l (521)
=0

numerikus sémat generalja.

5.3. Definicié Az (5.17) képlet szerinti ~y; egyitthatokkal definidlt (5.21) médszercsald-
dot Adams-Bashforth-maodszernek nevezziik.

Kovetkezésképpen, (5.21) egy explicit Adams-mddszer.
Mivel vofnfl = fnfh vlfnfl = fnfl - fn72> Vanfl = fnfl - 2fn72 + fn737 Stb;

ezért '
K3

Vifo_1 = Z(—l)j C) foiy, i=1,2,.... (5.22)

=0
Az (5.22) reldcié figyelembevételével (5.21) jobb oldala atirhaté a kévetkezéképpen:

k A ; .
Z %V fum1 = Z Vi Z(_l)j (;) Jno1-j =
=0 i=0 0

Jj=

ko k : k k ,
(1 . 1
Z Z Yi(=1)’ ( > fno1—j = Z<_1)]fnflfj Z %’( ) = (5.23)
J=0 i=j J Jj=0 i=j J
k+1 k ;
—1
et 2o, L)
j=1 i=j—1
Tehét (5.21) Adams-Bashforth-médszer felirhat6
k+1
Yn — Yn—1 = h Z 6jfnfj (524)
j=1

alakban, ahol
k .
. 7
= (=1)"1 ; =1,2,...,k+1. 5.25
5= () z-_%_:f(j—l) =12k (5.29
Mivel tetszoleges m > n természetes szamokra

(m):(mm! m(m—1)...(m—n+1)

n

—n)ln! n! ’

ezért © > 0 esetén ezt a jelolést kiterjesztve a valds szdmokra

= /01 A THiz,, (—1)1‘/01 (_,T) dr. (5.26)

7! )
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Az (5.25)-(5.26) mbdszer realizdldsa soran az y, 1, Yn—2, - - - Yn_k_1 értékeibdl szdmol-
juk ki y,, értékét, azaz k + 1 lépéses a mddszer. Ezért az (5.9) alak figyelembevételével a
k-lépéses Adams-Bashforth-mdédszerek az alabbi médon irhatdk fel:

k
Yn — Yn—1 = hZijn—j—h (527)
=0
ahol j;
k—1 ;
B = (=1)" v( ) J=12,... k+1, (5.28)
& J—1
1=7—1
és

v = (—1)f /O 1 (7) dr. (5.29)

Mivel a k+ 1 1épéses Adams-Bashforth-médszer pontossaga (5.20) alapjén p = k+1,
ezért érvényes az alabbi allitas.

5.4. Tétel Az (5.27)-(5.29) k-lépéses Adams-Bashforth-mddszerek konzisztenciarendje
megegyezik a lépésszamokkal (vagyis k-val).

Tekintsiink néhany példat!

5.5. Példa frjuk fel a kétlépéses Adams-Bashforth-maodszert!

Ebben az esetben k = 2. Ezért (5.27) alapjan y, — yn—1 = h(S1fn_1+ B2 fn_o. Hatdrozzuk
meg a 3 és [y értékét! Az (5.29) képlet alapjan

L/t
V :/ ( )drzl.
o=/ Lo
. 1
M= (—1)/ ( )dT = —/ —7dr =1/2.
o \ 1 0
Mivel (5.28) alapjan
1 :
i
b= ;%(O) =+ = 3/2.

1 :
Ba = —Z%<D =-—m=-1/2.
i=1

2Mivel a lokalis csonkoldsi hiba rendje O(h**2).
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Tehat a séma:
2
Ezt a mddszert a bevezet6ben mar targyaltuk (1d. (5.4)), és megmutattuk, hogy

kétlépéses, masodrendben konzisztens méodszer. Ez természetesen 6sszhangban &ll az 5.4.
tétel allitasaval.

3 1
Yn — Yn—1 = h (§fn—1 - fn—2) .

A kovetkezé (5.30) képletszamu téablazatban hatodik rendig bezardlag felsoroljuk az
ilyen konstrukciéval el6allitott Adams-Bashforth-mddszerek f3; egyiitthatoéit. (A konnyebb
attekinthetoség kedvéért nem tortként irjuk fel ezeket, és a harmadik oszlopban jelezziik,
hogy ; hdnyszorosa szerepel a tabldzatban.)?

plk| B 1 2 3 4 5 ] 6

1[1] B 1

2|2| 28 3 | -1

313|128, | 23 | —16 | 5 (5.30)
A04) 248, | 55 | =59 | 37 | -9

5|5 7208; | 1901 | —2774 | 2616 | —1274 | 251

6

6 | 14405, || 4277 | —7923 | 9982 | —7298 | 2877 | —475

A tablazatbdl lathatjuk - az elméletiinknek megfeleléen- , hogy p = k. A k =1 az
explicit Euler-mdédszert jelenti. A k = 2 esetén a mér ismert (5.4) médszert kapjuk.

Az implicit Adams-mddszerek az explicit esethez hasonléan nyerhetok. Az egyetlen
lényeges kiilonbség, hogy a g(t) fiiggvény interpoldcidjanak felépitésénél bevessziik at = h
pontot is. A Newton-féle interpolacids polinomot a t; = —lh, |l = —1,0,1,2,..., k; k+2
szamu pontra fektetjiik, és alakja

k41
Vig(0
Nea(t) =3 00 ),
i=0 ’
ahol
1, hait=0

will) = ﬁ(t—tl), ha i > 0.

=0

A fenti interpolaci6 [0, h] intervallumon valé integraldsa sordn, az Adams-Bashforth-
modszerekkel megegyezé mdédon definidlhatunk egy implicit Adams-tipusi numerikus
modszert, amely az

k
Yn — Yn—1 = h Zﬁ/jvlfn (531)
=0

3Az igy elért rend egyben maximalis is, v.6. a késébbi 5.10. definiciéval.
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alaki numerikus sémat generalja, ahol

. /1(T—l)T(T—Fl)...(T—i-j—l)dT'

Y = (5.32)

J!
5.6. Definicié Az 5.31-(5.32) mddon szdarmaztatott numerikus maodszert Adams-Moulton-
modszernek nevezzik.

Az Adams-Moulton-médszerek pontossaga p = k + 1. Az Adams-Bashforth mddszer-
hez képest torténé rendnovekedés az egyel tobb paraméterrel (azaz a magasabb rendii
polinommal valé kozelitéssel) magyardzhato.

Nem részletezve a szamitdsokat, az (5.33) tabldzatban ismertetjiik az Adams-Moulton-
médszerek egyiitthatéit. A rendjiik, az elméletnek megfeleléen, p = k + 1. *

B o 1] 2 |3] 4 |5

B; 1

28, | 1] 1

126; | 5| 8 | -1 (5.33)

248; | 9 | 19 | =5 | 1
7208; | 251 | 646 | —264 | 106 | —19
14408; || 475 | 1427 | —798 | 482 | =173 | 27

DU W N T
Uk W N = =

Az els§ médszer (kK = 1, f; = 0) az implicit Euler-mdédszert jelenti. Ez a mddszer
elsérendti, {gy nem maximalis rendi. A téblazat mésodik médszere (k = 1, 51 # 0)
a (3.51) képletii trapéz-médszert jelenti.

5.7. Megjegyzés Az Adams-Bashforth-moddszert gyakran Adams-féle extrapoldcios maod-
szernek, mig az Adams-Moulton-médszert Adams-féle interpoldcios maodszernek is szo-
kasos nevezni. Ezek a médszerek gyakran egyiittesen, egymassal kombinalva keriilnek
felhasznalasra a kovetkezé modon. Elészor egy Adams-Bashforth-mdédszerrel kiszamolt
yr értékkel "megjosoljuk” a t, idorétegen a kozelito értéket, majd az Adams-Moulton-
modszerrel "javitjuk” a numerikus megoldast a kovetkezé modon: a jobb oldalon szereplo
Bofn tagba f, helyett fr = f(t,,y:) értékét rakjuk. Az igy nyert médszert "jéslo-javitéd”
(angolul: "predictor-corrector”, PC) mddszernek nevezziik, de szokdsos az sszefoglald
Adams-Bashforth-Moulton-mddszer elnevezés is. Lényeges tulajdonsaga, hogy ez a maod-
szer mar explicit. (A realizdldst illetéen 1d. a kovetkezd szakaszt.)

A PC médszer néhany elméleti részlete megtalalhato a
http://math.fullerton.edu/mathews/n2003/AdamsBashforthMod.html

linken, és konkrét formuldkkal animéacién is megfigyelhetjiik a modszer viselkedését az
u'(t) =1 —t/u(t) differencidlegyenleten.

4Az igy elért rend egyben maximélis is, v.6. a késébbi 5.10. definiciéval.
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5.2. A retrograd differencia mdédszerek

Mint lattuk, az Adams-mdédszerek jellemzje, hogy a kezdetiérték-feladat u(t) megolda-
sdra at = t, pontban érvényes, a kollokaciobdl eredé u'(t) = f(t, u(t)) egyenldség integra-
ldsa utdn a t = t,, pontban a bal oldalon szereplé derivéltra a szokésos (u(t,)—u(t,—1))/h
véges differencids approximdciét alkalmazzuk, mig a jobb oldalon a g(t) = f(t,u(t)) fiige-
vényre a Newton-féle interpolacios polinomot fektetjiik, és azt integraljuk.

Egy masik lehetséges eljaras, amikor kozvetleniil alkalmazzuk az egyenlet megolda-
sdra a t = t,, pontbeli kollokdciét, azaz az u'(t,) = f(t,,u(t,)) egyenléségbdl indulunk
ki. Ezutan a kozelitéshez a bal oldalra alkalmazzuk a Newton-féle interpolaciét, a jobb
oldalt valtozatlanul hagyjuk. Ez a megkozelités egy olyan linearis tobblépéses mddszert
eredményez, amelyben 5y = B, = ... = By = 0, azaz csak [y # 0. Ez kiilonosen elényos
lehet a merev feladatok numerikus megoldésara. Tekintsiik ugyanis Gjra a mar targyalt
4.10. példaban targyalt

U () = Ault) — g(t), te€ (0,1] (5.34)

egyenletet! A (4.157) feltétel esetén (tehat 0 < —1/Re A < h < 1 esetén) egy adott t =
t* idépontban u'(t*) /A — 0, amikor A — —oo. Ezért a numerikus megolddssal szembeni
természetes elvards, hogy az adott ¢ = t* idérétegen, rogzitett h esetén y,, — g(t,) — 0 ,
amikor Re(A\)h — —oo. (Emlékeztetdiil, ¢, = t*.) Ha a jobb oldalra a linedris tobblépéses
modszer szokdsos (5.5) approximéciéjat felirjuk, akkor a

Z Bi(Yn—j — g(t* — jh))A

kozelitést kapjuk. Ez pedig a fenti kévetelményiinket csak akkor elégitheti ki, ha a f;
egylitthaték a mar emlitett (tehdt Sy # 0, 51 = o = ... = B = 0) tulajdonsiguak.
Tehat célunk az

QoY + A1Yp—1 + -+ QRYp—i = hBOfn (535)
tipusi modszer paramétereinek meghatarozasa. Ezt ismét a Newton-féle interpolacids
polinom segitségével adjuk meg. Jelolje Ni(t) a g(t) figgvény t, = —lh, 1=0,1,... k
pontjaira épiilé interpolacids polinomjat, azaz Ni(t) € Py és Ni(t;) = g(t;), 1 =0,1,... k.
ekkor, mint azt az el6z6 szakaszban mar lattuk, g(t) = Ni(t) + O(R**!) ahol

és

1, hai:=0

i—1

[It—t)=tt+h)...(t+ (i —1)h), hai > 0.

=0

W; (t) =
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Ekkor a t = hr transzforméaciéval w;(ht) = hit(t +1)... (7 +i — 1). Tehét

wi(t) T(r+1)...(t+i—1) :<_1)i(—7')’5

ilhi il i

és ezért, .
S —T )
ht) =~ Ni(ht) = —1) V'g(0), 5.36
o) = Nelir) = S0 ()90 (530
ahol az approximacié k + 1-ed rendii.
Legyen g(ht) = u(t, + h7). Ekkor (5.36) kovetkeztében

k . —T .
u(t, + hr) ~ Z(—n’( , )Vlu(tn). (5.37)

i=0 !
Innen u'(t,) kozelitését mindkét oldal 7 szerinti derivéldsival nyert egyenléség 7 = 0
melletti alakjabol nyerhetjiik, azaz

(diiu(tn + h7)>70 i (C% ;(—Di (_ZT) ViU(tn)> B )
$ (7). v

1=0

Mivel 7 = 0 indexre wy = 1, és ezért a derivaltja nulla, igy az (5.38) Osszefliggés alapjan

k
u(t,) ~ YA Viult), (5.39)
i=1
ahol 4 4 T Do )
N i —T T(r+1)...(7+21—
= (7)) =4 : |
T\ ). _, dr 2! =0
Ezért w . .
A = S5 U B i=1,2,... k
2! i
Tehat
11
"(tn) = Ni(tn) = = > =V'u(t,). 4
it % Nt = § 32 9l (5.40)
Az /' (t,) = f(tn,u(t,)) egyenléséghdl igy a numerikus séma
1Tm1e,
- > V'Y = f(tn, ). (5.41)
i=1

5Mivel alapértelmezés szerint (’61) =1, ezért az i = 0 esetre is érvényes a formula.
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5.1. Definicié Az (5.41) numerikus mddszert retrograd differencia médszernek (angolul
backward differentation method (BDF)) nevezziik.

A Newton-féle approximécids polinom pontossagabol kovetkezoen a BDF mddszer rendje
p=k.

5.2. Példa Hatdrozzuk meg az eqylépéses retrograd differencia maodszert!

Mivel k = 1, ezért

1 1
N/ (t)) = =V = = (Yn — Yn_1).
1(ta) = 2V = 2 (4o = Yo1)
Tehat a numerikus moédszer algoritmusa % = f(tn,Yyn), azaz az implicit Euler-

modszer.
5.3. Példa Hatdrozzuk meg a kétlépéses retrograd differencia mddszert!
Mivel k = 2, ezért
Ny (tn) = % (Vlyn + %VQyn) = % ((yn — Yn—1) + %(yn — 2n1 + yn—Q)) :
gy
Ny(tn) = % (gyn — 2Yp—1 + %%—2) .

Ezért az (5.6) szerinti ap = 1 normalizélé feltétellel a numerikus mddszer algoritmusa:

Yn — %yn—l + %yn—Q 2

A kovetkez6 (5.42) tablazatban megadjuk az els6 hat maximadlis rendd retrograd
differencia médszer egyiitthatoit.

p k 50 (8%] aq D) (0%} Qy (073 67
111 1] =1
2 4 1
g g i 1 _is | 3| _2 (5.42)
1 5 16| 3 '
414 2 L =5 | 55 | =% | 35
5|5 80 | 1 | 300|800 | 200 | 7 | _ 12
137 137 137 137 137 137
66| B0 | 1 | 360|450 | _4d0 |25 | _ 7 | 10
147 147 147 147 147 147 147

Az els6 médszer (k = 1) az implicit Euler-mdédszert jelenti, mig a k = 2, 3,4 mdédsze-
reket rendre mdsod-, harmad- és negyedrendi Curtis-Hirschfeld-modszernek nevezziik.
Megjegyezziik, hogy k > 6 esetén a retrograd differencia moédszerek mar a legalapve-
tobb stabilitasi tulajdonsdggal, a 0-stabilitdssal sem rendelkeznek, ezért a hatodrendiinél
magasabb mddszereket nem alkalmazzak.
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5.3. A kezdeti kozelitések megvalasztasa

Ebben a révid szakaszban megvizsgéljuk a kezdeti kozelitések meghatarozasanak leheto-
ségét. Ez specialisan a tobblépéses mddszerek problémaja, hiszen egy k 1épéses iteracio
elinditasahoz ismerni kell az els6 k darab lépés eredményét. Ugyanakkor az eredeti
kezdetiérték-feladatbdl csak a kezdeti érték, azaz az els6 érték ismeretes. Vizsgdljuk meg
ezt a kérdést részletesebben!

A probléma tehat az, hogy egy k-lépéses linearis tobblépéses modszer feltételezi a kez-
deti kozelitések ismeretét a racshalo elsé k pontjaban, azaz feltessziik, hogy yo, y1, - - -, Ye—1
adottak. Ugyanakkor, a (3.2) kezdeti feltételbdl csak yo értéke ismert. Ezeket a kozelité-
seket egy megfelelé rendben pontos egylépéses mddszerrel hatdrozzuk meg. (Tipikusan
valamely Runge-Kutta tipusi médszerrel.) Egy mésik lehet6ség, és ezt néhany program-
csomagban alkalmazzdk is, hogy v, (I = 1,2,...k — 1) értékét egy megfeleléen megva-
lasztott [ — 1-1épéses modszerrel szamoljak. Itt tigyelniink kell arra, hogy a kivéalasztott
modszer az alkalmazott linearis tobblépéses modszer rendjével egyezzék meg, hiszen el-
lenkez6 esetben a kezdeti kozelitések alacsonyabb rendii meghatarozasaval elveszithetjiik
a modszer eredeti pontossagat. Tehat, ha p-ed rendii linearis tobblépéses mddszer-t al-
kalmazunk, akkor a kezdeti kozelitéseknek is p-ed rendiieknek kell lenniiik, azaz valamely
p-ed rendii Runge-Kutta tipust mddszert alkalmazunk.

Ha implicit médszert alkalmazunk, akkor 1épésenként egy nemlinedris egyenlet vagy
egyenletrendszer megoldasa sziikséges. Ezek megoldasara valamely iteraciés modszert,
tobbnyire a Newton-mddszert szokas haszndlni. Ehhez viszont sziikséges az iterdcid
kezdeti értékének meghatarozasa. Célravezetd, ha ezt az értéket a kezdetiérték-feladatot
megoldo valamely explicit médszerrel hatarozzuk meg.

5.1. Példa frjuk fel a negyedrendti Curtis-Hirschfeld retrograd differencia maodszer al-
goritmusdt!

A korabbiaknak megfeleloen az aldbbi lépéseket tessziik.

e Mivel a Curtis-Hirschfeld retrograd differencia médszer (CH4) negyedrendi, ezért
Y1, Y2, €s y3 értékét az RK4 Runge-Kutta tipusi médszerrel szamoljuk Kki.

e Negyedrendii Adams-Bashforth-mddszerrel meghatarozzuk y, kozelitését.

e A CH4 moddszer felirasaval nyert egyenletbol meghatarozzuk a t = t4 pontbeli koze-
litést. Az egyenletet Newton-iteracioval oldjuk meg, ahol kezdeti kozelitésnek az
explicit Adams-Bashforth-mddszerrel nyert kozelitést alkalmazzuk.

e Minden tovabbi ¢t = ¢, n > 5 pontbeli kozelitést az el6z6 két 1épés alapjan hatéro-
zunk meg.
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Néhany tobblépéses mddszer ki is prébalhato. A hozza tartozé programot a az alabbi
linkrél tudja letolteni az Olvaso:
../programok/multistep.exe

5.4. Altaldnos alakt linearis tobblépéses modszerek
rendje

Ebben a szakaszban megvizsgaljuk az (5.5) altaldnos alaku linedris tobblépéses modszer
konzisztenciajat és rendjét. A modszer képlethibaja

gn(h) = lajultnj) — hp; f(tn — jh, u(ty, — jh))] . (5.43)

J=0

Mivel a (3.1) alapjan o' (t,—;) = f(tn—j, u(tn—;)), ezért

k
gn(h) = laju(tn—) — hd (taj)] (5.44)

§=0
Fejtsiik a t = t,, pont koriil Taylor-sorba p-ed illetve p— 1-ed rendig az (5.44) jobb oldalan
szerepld fiiggvényeket! Ekkor

1
W(ty—j) =u(t, — jh) = u(t,) — jhu'(t,) + gjzhzu”(tn) + ...+

1
(1 LW ) + O,

U (tn—j) =u'(tn — jh) = ' (t,) — khu" (t,) + ... +

p—1 1 p—1pp—1, (p p
(—1) m] R~ tu®(t,) + O(hP).

Ezt behelyettesitve az (5.44) Osszefiiggésbe, a képlethibéra a

gn(h) =dou(t,) + hdyu'(t,) + h2dou (t,) + ... +

RPduP (t,) + O(hPT) (5.45)
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../programok/multistep.exe

kifejezést kapjuk, ahol

k
do = ZO&j,
=0
k
dy = _Z(j% + 55)
=0
NS (5.46)
dy :Z 517y +55 ),
i=0

Egy linedris tébblépéses modszer pontosan akkor p-ed rend{i, amikor g, (h) = O(hP*1),
azaz teljesiilnek a dy = d; = ... = d, = 0 feltételek. Ez az (5.46) alapjan a kovetkezét
jelenti.

5.1. Tétel Az (5.5) linedris tobblépéses mddszer p-ed rendd, ha a mddszert definidld
paraméterekre teljesiilnek az aldbbi feltételek:

(5.47)

k k

1 ] :s—1

gg jozj+§ J7B; =0, s=1,2,...,p.
J=0 J=0

Ezek alapjan kozvetleniil megfogalmazhaté a konzisztencia feltétele is.

5.2. K6évetkezmény Az (5.5) linedris tébblépéses mdédszer pontosan akkor konzisztens,
amikor a modszert definidlé paraméterekre teljesiilnek az

k
Qg = 1, ZO&j =0
=0
. . (5.48)
D o+ Bi=0
j=0 =0

feltételek.

175



5.3. Megjegyzés Az (5.48) feltétel kifrva a kovetkezét jelenti: a mddszer akkor kon-
zisztens, amikor

l+a1+...4a,=0

(01 + 200+ ...+ kag) + (Bo+ B+ ...+ Be) = 0. (5.49)
Tovébbd, p > 2 rendben pontos, ha (5.49) mellett teljesiilnek az
1 ¢ 5 - s—1
g;J O‘j+j21] Bi=0, s=2,3,....p (5.50)

feltételek. Ez példaul azt jelenti, hogy egy k-lépéses mddszer masodrendiiségéhez a kon-

zisztencia mellett az
k

k
> o+ iB=0 (5.51)
j=1

Jj=1

DO | —

feltétel teljesiilése sziikséges és elégséges. Konnyen ellendrizhetd, hogy az (5.2) numerikus
modszer esetén (ahol k =2, g =1, an = —4/3, ay = 1/3, és 5o = 2/3, 1 =0, B = 0)
ezek az Osszefliggések érvényesek.

Milyen pontossagu lehet egy (5.5) alaku linedris tobblépéses mddszer? Az altalanos
alakban 2k + 1 paraméter (aq, ag, ..., ax és By, b1, - . ., Bx) valaszthaté meg. Ugyanakkor
ezeknek a paramétereknek a p-ed rendii pontossaghoz p + 1 feltételt kell teljesiteniiik.
fgy p < 2k. Ha a moddszer explicit, azaz B, = 0, akkor egyel kevesebb a szabadon
megvalaszthaté paraméterek szdma. Osszefoglaléan, érvényes a kovetkezé allités.

5.4. Tétel Eqy k-lépéses implicit linedris tobblépéses modszer maximdlis rendje 2k, az
explicit linedris tobblépéses modszeré pedig 2k — 1.

5.5. Megjegyzés A linedris tobblépéses mddszer egyértelmiiségét biztosits (5.6) ap = 1
feltétel helyett megadhato mas feltétel is. Gyakori a

> Bi=1 (5.52)

feltétel megadasa. Ez azt biztositja, hogy az (5.5)

QolYn + Q1Yn—1 + - + QpYn_k
= Bofn+ B1frno1+ -+ Biefo
- Bofu+ Bufucs -+ B

alakjaban a jobb oldalon szereplo kifejezés pontosan approximélja az f = allandé filigg-
vényt. Az (5.48) alakbdl konnyen lathatd, hogy az (5.52) feltétel mellett a konzisztencia
feltétele

k
> ;=0 (5.53)
§=0



k
> jay =1 (5.54)
j=1

A p > 2 rendiiség feltétele az (5.50) alakbdl jél lathatéan a

k
> 5T oy +sB) =0, s=2.3,....p (5.55)

Jj=1

feltételek. Mint lathato, ebben a felirasban 2k 4 2 ismeretleniink van, és k + 2 feltételt
tiztink ki rdjuk. Igy (természetesen) p < 2k, és a p = 2k maximélis rend eléréséhez az
egyiitthatokat az alabbi médon hatarozhatjuk meg.

1. Megoldjuk az ay, s, ..., ap és By, Ba, ..., Bk ismeretlenekre a 2k szamu egyenletbol
allo (5.54)—(5.55) rendszert.

2. Ezutén az (5.52) és az (5.53) feltételekbdl meghatéarozzuk az aq és By egyiitthatokat

az
k k

a==-Y a;=0, Bo=1-) 5 (5.56)

j=1 j=1

Osszefiiggések alapjan.

A linearis tobblépéses mddszerek vizsgalatanal hasznos a kovetkez6 két polinom be-
vezetése:

k
0(§) = 3_ay€"™ (5.57)
o(§) = 3 Big". (5.58)

5.6. Definicié Az (5.57) és (5.58) modon definidlt o(€) és o(§) k-ad foki polinomo-
kat az (5.5) k-lépéses linedris tobblépéses mddszer elsd illetve mdsodik karakterisztikus
polinomjanak nevezziik.

Trjuk fel az (5.48) konzisztencia feltételeit a o(€) és a o(€) polinomok segitségével! Mivel

k
o(1) = Z a;, ezért a konzisztencia elsé feltétele felirhaté a p(1) = 0 alakban. Mésrészt,
=0
k—1
! _ . k—j—1
=0
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ezért

k—1 k—1 k—1 k—1 k—1
)= (k=jag=k) aj=) joy=k) aj—) jo;=
Jj=0 Jj=0 j=0 j=0 j=1
’ . (5.59)

DI SR VOI MRS i

=0 j=1 ~ j=1

k
Ezért a konzisztencia az (5.48) Z joy + Z B; = 0 masodik feltétele felirhato
=0 =0
k
0=—d(1)+ > Bi=—0(1)+0(1)
=0

alakban.
Ezzel belattuk az alabbi allitast.

5.7. Tétel Az (5.7) linedris tobblépéses mddszer pontosan akkor konzisztens, amikor a
karakterisztikus polinomjaira érvényesek a

o(1) =0, ¢'(1)=0(1) (5.60)

osszefiiggések.

5.8. Példa Hatdrozzuk meg az dltaldnos alaki Adams-maodszerek konzisztencidjanak fel-
tételét!

Az Adams-modszerek esetén ag =1, a1 = —1ésas =az3=...=a; = 0.

Ezért i
&= a7 =g -t
j=0

és gy o(1) = 0 és (1) = 1. Az 5.7. tétel alapjan tehat a mddszer pontosan akkor
konzisztens, amikor a

L=d()=o(l) =3 5 (5.61)

feltétel teljesiil.

5.9. Példa Hatdrozzuk meg az dltaldnos alaki Adams-mddszerek maximdlis rendjének
feltételét!
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Vizsgaljuk meg, hogy az (5.61) mellett milyen feltételt r6 ki az (5.50) p-ed rendiiséget
k

biztosité feltétell Figyelembe véve a; értékeit, » j'a; = —1, ezért a p-ed rendiiség
j=1
feltétele i
s B =1, s=23,....p. (5.62)
j=1

Mivel s = 1 esetén (5.62) az (5.61) feltételt jelenti, ezért osszefoglaléan a p-ed rendiiség

feltétele
k

s P8 =1, s=1,23,...p. (5.63)

j=1

Az (5.61) feltételek p egyenletet jelentenek a fy, 31,. .., B ismeretlenekre. Ezért a
k-lépéses Adams-modszerek legfeljebb k£ + led rendiiek lehetnek. Ha moddszer explicit,
azaz [y = 0, akkor pedig a rend legfeljebb p lehet.

5.10. Definiciéo Azokat az implicit Adams-maodszereket, amelyekre p = k + 1, illetve
azokat az explicit Adams-mddszereket, amelyekre p = k, maximalis rendii Adams-maod-
szernek nevezziik.

Ezért az Adams-Bashforth- illetve az Adams-Moulton-mddszerek maximalis rendiiek.

5.11. Megjegyzés Az elsé és masodik karakterisztikus polinombdl meghatarozhato

egy linedris tobblépéses mdédszer p-ed rendiisége is. Megmutathaté [3], hogy egy mddszer

pontosan akkor p-ed rendil, amikor a £ = 1 szdm p-szeres gyoke a ?(—? — (&) komplex
n

fiiggvénynek.

5.5. Az altalanos alaku linearis tobblépéses moédszerek
konvergenciaja

Attériink a linedris t6bblépéses médszerek konvergencigjéanak vizsgalatdra. Mint azt mar
az egylépéses modszereknél lattuk, a konzisztencia 6nmagdaban nem elégséges a konver-
gencidhoz. Ezen kérdéskor targyalasa, mint latni fogjuk, meglehetosen Gsszetett feladat.
A konnyebb olvashatosag és érthetoség kedvéért eloszor a matematikai alapok és hattér
ismertetése nélkiil osszefoglaljuk a legfontosabb eredményeket, majd utana részletezziik
azokat.
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5.5.1. Bevezetés a linearis tobblépéses mddszerek stabilitasaba

A tovabbiakban, bizonyitas nélkiil, megadunk egy kénnyen ellenorizheté feltételt, amely
a konvergenciat biztositja.’

Mint lattuk, konzisztens médszerek esetén a & = 1 gyoke a p(&) karakterisztikus poli-
nomnak. A kovetkez6 definicié a tobbi gyok tulajdonsagairdl szol.

5.1. Definicié Azt mondjuk, hogy egy linedris tobblépéses maodszer kielégiti a gyokkrité-
riumot, ha a o(§) = 0 karakterisztikus egyenlet & € C (1 =1,2,...,k) gyokeire |&] < 1,
és a |§| =1 tulajdonsdgi gyokik egyszeresek.

Mint azt a koévetkezo tétel mutatja, ez a feltétel a linearis tobblépéses modszer 0-
stabilitasat is jelenti.

5.2. Tétel Ha eqy linedris tobblépéses modszer konzisztens és érvényes ra a gyokkrité-
rium, akkor konvergens is, azaz tetszéleges rogzitett t* € (0,T) pontban h — 0 esetén
Yn — u(t*), ahol nh = t*.

5.3. Megjegyzés A gyokkritérium teljesiilésének sziikségességét mutatja a kovetkezo
példa. Tekintsiik az

Yn + 4yn_1 — 5yn—2 = h(4fn_1 + 2fn_2> (564)
kétlépéses (k = 2) explicit mddszert. Konnyen ellenérizhetéen ez a médszer maximélisan
pontos, azaz konzisztenciarendje p = 2k — 1 = 3. Ugyanakkor elsé karakterisztikus

polinomja o(£) = &2 +4£ —5 = (£ —1)(£+5), tehdt a gyokkritérium nem teljesiil. Oldjuk
meg az v’ = 0 feladatot az u(0) = 0 kezdeti feltétellel. A feladat megoldasa u(t) = 0.
Legyen tovabbd yo = 0 és y; = . (Ha valamilyen egylépéses médszerrel kiszdmoljuk i,
értékét, akkor az a modszer hibajanak megfelelo rendben, de varhatéan csak kissé fog
eltérni a pontos megoldastél az els6 idépontban, igy € egy nullatol kiilonbozo kis szamnak
tekinthet6. Mint lattuk, ez az eltérés példaul a Runge-Kutta tipusi mddszerek esetén jol
becsiilhetd.) A fenti kétlépéses mddszerrel szamolva a kezdeti kozelitésekre az aldbbiakat
kapjuk:

Yo =—4dy = —4e

ys = — 4dys + dy, = —104e  stb.

Lathatéan a numerikus megoldas nem marad korlatos, igy a konvergencia sem lehetséges.

6Tehat ez a szakasz csak egy éltalanos osszefoglaldst ad. Az elméleti hattér irdnt kevésbé érdeklsdd
Olvas6 ezért a kovetkezo, a téméhoz kapcsolodéd szakaszokat ki is hagyhatja. Ugyanakkor az Gsszefiig-
gések és a bizonyitdasok irdnt érdeklédd Olvasd a kovetkez6 szakaszokat akar ezen rész elhagyasdval is
olvashatja.

180



Fontos megjegyezniink, hogy a numerikus realizdlasok soran a gyokkritérium &lta-
laban nem elégséges a stabilitashoz: vannak esetek, amikor a gyokkritérium teljesiilése
ellenére a szamitasok soran kialakulé hibak miatt a moédszerek nem szolgaltatnak meg-
bizhato eredményt. Az ilyen médszereknél az a probléma, hogy a karakterisztikus egyen-
letének tobb (bar csak egyszeres) egy abszolit értékii gyoke is van.

5.4. Definicié Azt mondjuk, hogy egy linedris tobblépéses maodszer erOsen stabil, ha
kielégiti a gyokkritériumot, és csak a & =1 az egyetlen eqy abszolit értéki gyoke.

Példaul, az alabbi in. Milne-mddszerre

h
Yn — Yn—2 = g(fn + 4fn—1 + fn—2>

a gyokok & o = £1. Ezért a gyokkritérium érvényes, viszont nem lesz erésen stabil. Ezért
ennek a moédszernek a haszndlata altalaban nem ajanlott. Mivel elsésorban az erdsen
stabil linedris tobblépéses mddszerek hasznalata a célszerti, ezért fontos megemliteni G.
Dahlquist eredményét, amely az ilyen tipusi médszerek rendjérél szol [7].

5.5. Tétel Eqy erdsen stabil k-lépéses linedris tobblépéses maodszer legfeljebb k + 1-ed
rendi lehet.

Az egylépéses mddszereknél mar bemutattuk, hogy egy mddszer konvergencidja nem
garantalja a megoldds adekvat viselkedését valamely rogzitett racshélon. (Csupan azt
biztositja, hogy a numerikus megoldas a "megfeleloen kicsi 1épéskozii racshalon” kozel
van a pontos megoldashoz. Ugyanakkor ez a 1épéskoz tilsdgosan kicsi is lehet.) Ennek
elkeriilése céljabol definidltuk az abszolut stabil mdédszereket. (Lésd a 3.3.3 fejezetet.)
Felmeriilhet a kérdés: mi a helyzet a linearis tobblépéses modszerek abszolut stabili-
tasaval? Sajndlatosan a vélasz azt mutatja, hogy ezekre a mdodszerekre az A-stabilitast
nehéz biztositani. Ugyanis az in. els6é és masodik Dahlquist-korlatok szerint, amelyet egy
késébbi szakaszban ismertetiink (ldsd 5.13. megjegyzést), a kovetkezd korlatok léteznek:

e Az explicit linedris tobblépéses mddszerek nem lehetnek A-stabilak.
e Az A-stabil linedaris tobblépéses modszerek rendje nem lehet kettonél nagyobb.

Ezek komoly korlatot jelentenek a linearis tobblépéses modszerek alkalmazhatésagara.

5.5.2. A linearis tobblépéses mddszerek konvergenciaja

Vizsgaljuk meg a linedris tobblépéses mddszerek konvergenciajat.”

“Ismételten megemlitjiik, hogy a fejezet tovabbi részeinek olvasidsdhoz az el6z6 szakasz ismerete nem
feltétleniil sziikséges.
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Eloszor a targyalashoz feltétlentil sziikséges matematikai alapokat targyaljuk, neve-
zetesen, a differenciaegyenletek megoldasanak sziikséges Osszefiiggéseit ismertetjiik. Te-
kintsiik a kovetkez6 linedris, dllando egyiitthatos, k-ad rendi differenciaegyenletet:

WYt + O 1Yn—ts1 + .-+ a0Yp =bn, n=kk+1,..., (5.66)
amely kiirva az alabbi végtelen rendszert jelenti:

aryYo + ap—1y1 + ... + aoyr = by
aryr + ap—1Yy2 + ...+ aoYp+1 = br41

apYo + ax_1Y3 + - . . + AoYrro = brio (5.67)

Ez a rendszer felirhaté Ay = b alakban, ahol A € R*** végtelen dimenzidés matrix,
amelynek alakja

ar Qp—1 QAgp—o ... ag 0 0 O
0 ar Qp—1 ... a3 ag 0 0 ...
A= 0 0 ap ... ay a; ay 0 ... |

y, b € R* végtelen dimenziés vektorok, amelyekre

Yo by,

Y1 bk+1
y = : s b = .

feladatunk adott A és b mellett y meghatarozésa. Ez azt jelenti, hogy a feladat megol-
désa
{yn} = (y07y17 e Yk - )

végtelen sorozat. Az (5.66) egyenlet megoldasara érvényesek a kozonséges differencial-
egyenletek elméletébol ismert allitasok megfelelo atfogalmazasai. Nevezetesen, a kovet-
kezo6 tulajdonsagok érvényesek.

e Ha {z,} sorozat jeloli az (5.66) feladat b = 0 melletti (az Gn. homogén feladat)
altaldnos megoldasat, és {v,} sorozat az (5.66) feladat egy tetszéleges megoldasat
(az un. partikuldris megoldast), akkor az (5.66) feladat altalanos megoldésa {y,} =
{z,} + {v,} alaki, azaz elemenként érvényes az y,, = x, + v, egyenldség.
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o Az
ApTpt + Qg 1Tp g1+ ... +ar, =0, n=kk+1,..., (5.68)

homogén feladatnak k£ darab linearisan fiiggetlen megoldasa van.

e A homogén feladat k£ darab linedrisan fiiggetlen megoldasat igy hatarozzuk meg,
hogy a megoldést az x,, = " alakt elemekbdl allo sorozat alakjaban keressiik. Ezt
behelyettesitve az (5.68) egyenletbe, az

" ap & L aplt =0, n=kk+1,..., (5.69)

egyenleteket kapjuk. Ezt leosztva " *-vel, eredményiil a

ap +ap1E+ ... +att =0, n=kk+1,..., (5.70)
k
relaciot nyerjiik. Bevezetve a ®(§) = Z a;EF7 jelolést, (5.70) a
=0
B(€) =0 (5.71)

egyenletet jelenti, ahol ® € Py egy k-ad foku polinom. Tegyiik fel, hogy az (5.71)
egyenletnek k£ darab valds, kiilonbozo gyoke van, &1,&s, .. .,&. Ekkor a homogén
(5.66) feladat linerisan fiiggetlen megoldésai az {zV} = { (&)"} sorozatok, ahol
1=1,2,... k.

e A homogén (5.66) feladat dltaldnos megoldédsa a fenti k darab linedrisan fiiggetlen
megoldédsainak linearis kombinacidi, azaz a

c{ (6)"} +eof (&)} +.. +af (&)}

sorozat. Mindez azt jelenti, hogy a homogén (5.66) feladat dltaldnos megoldésa az
az {x,} sorozat, amelynek n-ik eleme

T =1(&)" + (&) + .. 4 (&)™ (5.72)

Tehét az (5.66) inhomogén feladat altaldnos megoldasa egy {v,} partikuldris meg-
oldas esetén:

k
Yn = Cl(fl)n —+ CQ(&Q)H + ... Ck(fk)n + Unp = Z Cj(gj)n + Un. (573)

J=1

e Ha az (5.71) egyenlet k darab valés gyokei koziil az egyik gyok kétszeres, azaz
& = &, akkor az (5.66) inhomogén feladat altalanos megoldédsa

Yo = c1(&)" + con(&)" + e3(&3)" - - (&) + vn. (5.74)
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e A differenciaegyenlet stabilitdsa (azaz az {y,} sorozat korlatossiga) a ®(£) un.
karakterisztikus polinom gyokeitdl fiigg. (Emlékeztetéiil: stabilitas azt jelenti, hogy
a ¢; egyiitthatdk kis perturbdcidja nem okoz nagy eltérést a megolddsban.)® Ezért
(5.73) és (5.74) alapjan a differenciaegyenlet stabil, ha a ®(£) karakterisztikus
polinom gyokeire teljesiil a

& <1, 1=1,2,... )k, ésa || =1 gyok egyszeres (5.75)

feltétel. (Tehat megengedett a & =1 és & = —1 eset is.) Ugyanakkor a differen-
ciaegyenlet aszimptotikusan stabil (azaz a ¢; egyiitthat6 perturbaciéjabél szamitott
két megoldés kiilonbsége nulldhoz tart), ha

Gl <1, 1=1,2,... k. (5.76)

Most &ttériink az (5.5) alaki linedris tébblépéses mddszerek stabilitasanak (és igy kon-
vergencidjanak) vizsgdlatdra. A konvergencidhoz sziikséges O-stabilitas vizsgdlata elétt
vizsgaljuk meg, hogy a mddszer stabilitasi tulajdonsaga mivel all kapcsolatban.

Alkalmazzuk az (5.5) médszert az

u'=MXu, t>0 (5.77)
tesztegyenletre, ahol A € C adott allandé. Ekkor a

> (@ = hAB)y—y =0 (5.78)

j=0

feladatot nyerjitk. Ez egy (5.66) alakt differenciaegyenletet jelent, ahol a; = a; — hAS;.
Ezért tehat a linedris tobblépéses médszer stabilitdsat meghatérozé ®(§) polinom

(€) = 0(€) — hAa(€) (5.79)

alaku. Ez is motivalja, hogy egy adott linedris tobblépéses mddszer esetén bevezessiik a

I1(&) = o(§) — hAo(§) (5.80)

polinomot.

5.6. Definicié Az (5.80) alaku 11(§) € Py polinomot az (5.5) linedris tobblépéses mad-
szer karakterisztikus polinomjanak nevezziik.

8A ¢; paramétercket a differenciaegyenlet egyértelmii megolddsihoz sziikséges k darab kiegészitd
feltételekbdl hatdrozzuk meg. Igy valéjaban a stabilitds ezen bemend paraméterekre vonatkozik: arra ad
valaszt, hogy a bemend adatok perturbacidja hogyan véltoztatja meg a differenciaegyenlet megoldésat.
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Tehét az (5.77) tesztfeladatra ®(&) = T1(€), és ennek gyokei hatdrozzék meg a médszer
stabilitdsat.

5.7. Megjegyzés Az egyszeriiség kedvéért feltehetd, hogy a tesztegyenlet kezdeti fel-
tétele u(0) = 1. Ekkor a pontos megoldas a t = ¢, pontban

u(tn) _ eAtn _ ekhn _ (eAh)”.

Ha &,&, ..., & a I1(§) = 0 karakterisztikus egyenlet megoldésai, akkor (5.73) alapjan a
numerikus megoldas

k
=Y &} (5.81)
j=1

alakt, ahol a c; egyiitthatok ismertek. Ez azt jelenti, hogy a &, o, . . ., & gyokok egyikeé-
nek az e értékét kell kozelitenie, mig az osszes tobbi gycknek ki kell oltédnia (nulldhoz
kell tartania) az n novelésével.”

Legyen most a vizsgalt differencidlegyenletiinkben f = 0, azaz feladatunk az v’ = 0
egyenlet megoldasa adott kezdeti feltétellel. Alkalmazzuk ismét az (5.5) alakd linedris
tobblépéses numerikus modszert. Ez nyilvanvaléan a

k
Zozjyn_jzo, n==kk+1,...
§=0

differenciaegyenletet eredményezi. Mivel ebben az esetben ®(§) = II(€) = (&), ezért
a linedris tobblépéses mdodszer stabil, ha a o(§) elsé karakterisztikus polinom gydkeire
teljesiil az (5.75) szerinti gyokkritérium, azaz || < 1 minden [ = 1,2,... k esetén, és a
|€] = 1 tulajdonsagi gyokok egyszeresek.

Attériink a konvergencidhoz sziikséges stabilitasfogalom targyalasara. Vegyiik észre,
hogy a 3.2.1 szakaszban leirtaknak megfeleléen, ez a moddszer is felirhaté operatoros
alakban. Jeldlje wy, == {0 =ty < t; < ... < ty_1 < ty = T}, valamint w) =
wp\{t;, 1=0,1,..., k— 1} racsokat, és F(w,) a megfelels racsfiiggvényeket. Legyen
ismét N, egy olyan operator, amely az wj, pontjaiban értelmezett ricsfiiggvényekhez
egy masik, szintén az w;, pontjaiban értelmezett racsfiiggvényt rendel hozza. Tehat
Ny, F(wn) — F(wp) adott leképezés, amely a linedris tobblépéses mdédszer esetén egy
wy, € F(wy,) rdcsfiiggvényhez a kovetkezé médon rendel hozza:

_ k k
! Zj:o ajwp(tn—j) — Zj:(] B fa—j hat, €wy,

2.82
wh(tn), hatnE{tlI l:O,l,...,k—l} ( )

(Nnwn) (tn) = {

9Az M értékét kozelité gyokot f6 gyoknek ("principal root”), a tébbi gyokot parazita gyoknek (ext-
raneous root”) szokdsos nevezni.
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Az el6z6 fejezetben megvizsgaltuk a modszer konzisztenciajat, azaz megmutattuk, hogy
a

dp = |(NuPru)(t,)], tn € W) (5.83)

lok4lis approximdciés hiba milyen feltételek mellett lesz p-ed rendi.'® A linedris t6bb-
lépéses modszerek O-stabilitdsa kozvetleniil definidlhaté az egylépéses médszerek (3.7.)
definicidja alapjan.

5.8. Definicié Az N, operdtorral leirt, az (5.5) alaki linedris tobblépéses numerikus
mdodszert 0-stabilnak (zérd-stabilnak) nevezzik, ha léteznek olyan hy és K pozitiv dl-
landdk, hogy minden h < ho esetén két tetszdleges F(wy)-beli xy és z, rdcsfiggvényre
érvényes az

|$Ch tn) - Zh(tn>| S
1

K 9 z(t;) — zn(t; max |h~* k o (Tp(tn—j) — 2ntn—j)) —
(5 lot) =)+ i, 1 D0 o) = 1) -
Z Bi (f(tnjs xn(tn—y)) — f(tn—j, 2n(tn=y))) |}

eqyenlitlenséqg tetszoleges n =k, k+1,..., N indexre.
A O-stabilitds tehét azt fejezi ki, hogy ha két F(wy,)-beli racsfiiggvény olyan, hogy a
e at=1t (l=0,1,...,k— 1 pontokban kozel vannak egyméshoz,
e az N,-képiik F(w))-ben is kozel vannak egymdshoz,

akkor maguk a fiiggvények is kozel vannak egymdshoz F(wy)-ben. Ez azt jelenti, hogy
a numerikus mdédszert leiré adatokra (az N, képzési szabdlyra és a rdcsfiiggvény ¢,
(Il =0,1,...,k — 1) pontbeli értékeinek megvélasztdasdra nézve a numerikus maddszer
stabil: ezek kis megvaltoztatasa esetén a numerikus megoldas is csak korlatosan val-
tozik. Megjegyezziik, hogy a 3.9. tételhez hasonléan a linearis tobblépéses modszerek
esetén is érvényes a kovetkezo allitas.

5.9. Tétel A
dom(Ny) := {wy, € F(wp) : wp(ty) rogzitett | =0,1,...,k — 1 esetén}

halmazon definidlt 0-stabil N, operdtor invertdlhatd.

0Em]ékeztetiink, hogy az adott fejezetben a csonkoldsi hibat vizsgaltuk. Ezért a konzisztencia rendje
a csonkoldsi hiba rendjénél egyel kisebb.
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A O-stabilitas az 5.8. szerinti definiciéjabol, az x, = y;, és a z, = P,u megvalasztas-
sal, az egylépéses modszerrel megegyez6 modon kapjuk a linedris tobblépéses mddszerre
vonatkozo alaptételt.

5.10. Tétel Tegyiik fel, hogy
o a kezdetiérték-feladatnak Iétezik eqyértelmii megolddsa;
o az Ny, : F(wp) — F(wy) operdtor p-ed rendben konzisztens,
e a kezdeti yo,y1,...Yyp_1 kozelitések szintén p-ed rendben pontosak,

e a linearis tobblépéses maodszer 0-stabil.
Ekkor

e az linedris tobblépéses maodszerrel definidlt vy, kozelité megoldds létezik és eqyér-
telmi,

e a numerikus megoldasok sorozata konvergens, és a konvergencia rendje megegyezik
a konzisztencia rendjével.

A linedaris tobblépéses maddszer 0-stabilitdsanak belatdsa nagyon Osszetett feladat.
Hosszu és bonyolult szamolds utan megmutathaté(ldsd példaul [14]), hogy szoros kap-
csolatban all a médszernek megfeleltetett differenciaegyenletek stabilitasaval, mégpedig
a kovetkez6 maédon.

5.11. Tétel Egy linedris tobblépéses modszer pontosan akkor 0-stabil, ha az elsé karak-
terisztikus polinomjdara teljesil az (5.75) gyokkritérium, azaz o(§) = 0 egyenlet k darab
gyokeire |§| < 1 minden | = 1,2,...,k esetén, és a || = 1 tulajdonsdgi gyokok egysze-
resek.

5.12. Megjegyzés A fenti tétel kicsit meglepé abban az értelemben, hogy a linearis
tobblépéses modszer O-stabilitdasa csak az els6 karakterisztikus polinomjanak tulajdon-
sagaitdl fligg, és fiiggetlen a masodik karakterisztikus polinomtdl, azaz csak az a; pa-
raméterek értéke hatdrozza meg a O-stabilitdst. Ennek az az oka, hogy a O-stabilitas a
modszer h — 0 melletti viselkedését vizsgalja. Ugyanakkor, ha az (5.5) alakd linedris
tobblépéses numerikus médszerben h-val nullahoz tartunk, akkor a

k
Zozjyn_j:O, n==kk+1,...
§=0

sémat nyerjiik, ami, mint azt lattuk, az ' = 0 esetre alkalmazott linedris tobblépé-
ses modszer algoritmusa. Tehat ilyen értelemben a numerikus maédszer ezen stabilitasi
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tulajdonsdga csak az u' approximécidjatdl fiigg. (Mindezt indokoltta teszi az is, hogy a
folytonos feladat (3.86) szerinti £ operdtorban, ahol (Lw)(t) = w'(t) — f(t,w(t)), a w’
a legmagasabb rendii tag, tehat az N}, operdtor approximicidjaban elsédleges szerepet
jatszik.)

5.13. Megjegyzés Tegyiink néhany észrevételt.

A konzisztens linedris tobblépéses mddszerek esetén, mint azt az (5.60) feltételben
megmutattuk, o(1) = 0. Tehat konzisztens médszer esetén a £ = 1 mindig gyoke
az elsO karakterisztikus polinomnak. Mivel az egylépéses mddszerek esetén nincs
mas gyok, innen is latszik, hogy a konzisztens egylépéses modszerek automatikusan
O-stabilak, és igy konvergensek is.

A 5.10. tételbdl, illetve az (5.12.) megjegyzésbdl kovetkezik, hogy [; értékei nin-
csenek kihatdssal a O-stabilitdsra, viszont a konzisztencidra igen. (Lésd az (5.60)
0'(1) = o(1) feltételét.) Ez azt jelenti, hogy f3; értékei kihatnak a konzisztenciara,
és ezen keresztiil a konvergenciara, valamint annak rendjére is.

Az 5.4. tételben megmutattuk, hogy a maximalis rendben konzisztens k-lépéses
linearis tobblépéses mddszerek rendje p = 2k illetve, explicit modszer esetén p =
2k —1. Vajon ez a rend elérhet6 a O-stabilitas mellett is? A vélasz nemleges, és erre
vonatkozéan G. Dahlquist!! bizonyitotta be a kévetkezdket, amelyet Dahlquist-féle
els6 rendkorlatnak szokasos nevezni.

1. Ha k paratlan, akkor p < k + 1;
2. ha k péros, akkor p < k + 2;

3. ha a linearis tobblépéses modszer explicit, akkor p < k.

(A bizonyitds meglehetésen technikai, és megtalalhaté a [19] konyvben.)
e Ha nem teljesiil a tétel feltétele, akkor a megoldés instabil. (Lasd az 5.3. megjegy-
zést.)
A O-stabilitds megengedi a & = 1 és a & = —1 gyokoket is. (Csak az a feltétel,
hogy ezek egyszeresek legyenek.) Ugyanakkor ez a numerikus realizalds soran problémét
okozhat!

HGermund Dahlquist (1925 — 2005) svéd matematikus, aki a numerikus analizis (elsésorban a kozon-
séges differencidlegyenletk numerikus megolddsdban) elméletében ért el kiemelkedd eredményeket. To-
vabbi részletek illetve érdekességek az eredményeir6l megtalalhatok a http://www.unige.ch/ wanner/
DQsem.pdf és a http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Dahlquist.html linkeken.
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5.14. Példa Alkalmazzuk az uw(0) = 1 kezdeti feltételii (5.77) tesztegyenletre az

1
Yn — Yn—2 = gh(fn + 4fn—1 + fn—2) (585)
un. Milne-mddszert!

Erre a mddszerre

—_

Oé():l7 061:0, Qg = —
1 4 1
50—5: Bl_gv 52_5
Konnyen ellendrizhet6, hogy a mddszer masodrendii. (V.6. az (5.49) és (5.50) feltétele-
ket.) A fenti paraméterek mellett

I

o(§) =2 -1
1 4 1
1 4 1
I(¢) = (1 — 5Ah> £+ g)\hg — (1 + 5Ah> =0.

Ekkor a I1(§) = 0 karakterisztikus egyenlet megoldésa

INh £ /1 + 2(AR)?
— AR ‘

§12=

112

Sorbafejtéssel '~ a két gyok alakja:

G =M+ 0 (M), &=—eG) 10 (). (5.87)

Ez azt jelenti, hogy A\ < 0 esetén a & parazita gyok domindl, és nem a & fogyok.

Mi a probléma a fenti feladatban? A II(§) karakterisztikus polinom gyokei folyto-
nosan fiiggnek az egyiitthatoktol, azaz Ah — 0 esetén a o(€) gyokeihez tart.'s Ezért,
ha o(€) valamely gydke £, akkor I1(€) megfelels €™ gyike €™ = £0) 4 O(AR). Igy a
megoldasban szereplo (5 (’T))n megfeleléen kis h mellett csak akkor tart nulldhoz n — oo
esetén, ha || < 1. Ha valamely gyokre |¢()| = 1, akkor viszont |¢™| = 1 4+ O(Ah),
azaz (8’”)” nem tart nulldhoz, azaz ez a gyok nem oltédik ki. Ha &) = 1, akkor a
karakterisztikus egyenlet megfeleld gyoke £(™ = 1 4+ O(Ah), ami azt jelenti, hogy az e
értéket approximalja, azaz ez a fogyok. Viszont a tobbi gyoknek ki kell oltédnia, ezért
tehat nem lehet az elsé karakterisztikus polinomnak tobb, || = 1 tulajdonsagi gyoke.

Ez motivalja az alabbi fogalom bevezetését.

Phttav/1+2=1+ %x — %xQ +.....6saz ﬁ =1+2z+22+...... sorbafejtéseket alkalmazzuk.
13Az 4llitds beldtasa meglehetdsen bonyolult, és a Rouché-tételen alapul [11].
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5.15. Definicio Azt mondjuk, hogy egy linedris tobblépéses mddszer erésen stabil, ha
a 0(§) = 0 egyenlet gyikei, a & = 1 fégyokdt kivéve, az eqységkiron belil vannak. Ha
eqy linedris tobblépéses maodszer 0-stabil, de nem erdsen stabil, akkor gyengén stabilnak
nevezzik.

5.16. Példa Mutassuk meg, hogy az (5.85) alaki Milne-mddszer gyengén stabil.

Mint lattuk, erre a médszerre o(§) = &2 — 1. Ezért az els§ karakterisztikus polinom
gyokei & o = £1, tehdt a mddszer O-stabil, viszont nem erdsen stabil.

Mi mondhaté el az erésen stabil és konzisztens linedris tobblépéses mddszerek rend-
jérél? Erre vonatkozik G. Dahlquist aldbbi tétele.'

5.17. Tétel Eqy erdsen stabil k-lépéses linedris tobblépéses maodszer legfeljebb k + 1-ed
rendi lehet.

Vizsgéljuk meg az Adams-mdédszerek stabilitasat! Mivel ezekre a modszerekre oy = 1,
a; = —1, a; = 0 minden ¢ = 2,3, ...,k esetén, ezért az elsd karakterisztikus polinomja
0(€) = €8 — ¢F1. Tehat a gyokok: & =1, és & = 0minden i = 2,3,...,k esetén. Ez azt
jelenti, hogy az Adams-mddszerek erésen stabilak. Mivel az Adams-Moulton-modszer
konzisztenciarendje k + 1, ezért ez a mddszer erdsen stabil és maximalis rendben pontos.
(Ez is indokolja a médszert széleskorii alkalmazdsat.)

A retrograd differencia mddszerek bevezetésénél megemlitettiik, hogy jol alkalmazha-
tok a merev feladatok numerikus megoldasara. Ez nem jelenti azt, hogy ezek a modszerek
automatikusan erésen stabilak is. Megmutathatd, hogy a retrograd differencia médszerek
csak kK =1,2...,6 esetén O-stabilak, azaz k > 7 esetén a mddszereket nem alkalmazzuk.
Ugyanakkor a k < 6 értékekre a retrograd differencia moédszerek erdsen stabilak is.

Térjiink at a linearis tobblépéses mddszerek abszolut stabilitasdanak vizsgalataral
A 3.3.3 fejezetben ezt a kérdést mar targyaltuk az egylépéses modszerekre. A lényeg a
kivetkez8 volt: mivel az (5.77) tesztegyenlet u(t) = e*ug (up = u(0) > 0) pontos meg-
olddsa Re(\) < 0 esetén monoton csokkend, ezért alapvet6 elvards, hogy az alkalmazott
numerikus modszer altal szarmaztatott numerikus megoldas is 6rokolje ezt a tulajdon-

sagot, azaz a numerikus megoldésra teljesiiljon az

‘ynl < |yn—1| (5‘88)

egyenlStlenség. Azon z = Ah értékeket, amelyek mellett az (5.88) tulajdonsdg teljesiil,
a numerikus modszer abszolut stabilitasi tartomanyanak neveztiik. Jelolje S C C ezt

14 Az eredeti bizonyitds elemei megtaldlhaték G. Dahlquist “Stability and error bounds in the numerical
integration of differential equaitions” (1958) doktori tézisében. A teljes bizonyitds megtaldlhatéd [7]
kényvében (Theorem 3.9), ahol megmutatjék, hogy a k+2 rendl médszerek szimmetrikusak, (azaz a; =
—ap—j; és B; = PBr—j), és ezért az elsé karakterisztikus polinomjanak mindegyik gyoke az egységkoron
van.
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a abszolut stabilitdsi tartoméanyt! Egy numerikus mdédszert A-stabil mdédszernek nevez-
tiink, ha az abszolut stabilitasi tartomanya tartalmazta bal oldali komplex félsikot, azaz

C; CS.

Ez azt jelenti, hogy az (5.5) alaku linedris tobblépéses médszer S abszolt stabilitédsi
tartomanyat ugy tudjuk meghatdrozni, hogy alkalmazzuk az (5.77) tesztegyenletre, és
megvizsgaljuk az (5.88) tulajdonsédg feltételét. Ez a

k

> (e = hAB; ) Yn—j =0 (5.89)

j=0
feladatot eredményezi, azaz egy (5.66) alaku differenciaegyenlet, amelyre

O(5) =T1(S) = o(§) — hAa(§). (5.90)
Ennek feltétele (v.6. (5.81)) pedig a kévetkezo.

5.18. Tétel Az (5.5) alaki linedris tobblépéses mddszer S abszolit stabilitdsi tarto-
manya azon z € C szamok halmaza, amelyekre a 11(§) = o(§) — zo(§) karakterisztikus
polinom gyokeire teljesil az (5.75) gyokkritérium.

5.19. Megjegyzés Az 5.18. tétel kovetkezménye, hogy az (5.5) alakd linedris tobb-
lépéses modszer pontosan akkor O-stabil, amikor a z = 0 pontban abszolit stabil, azaz

0es.
5.20. Példa Hatdrozzuk meg explicit Euler-modszer abszolut stabilitdsi tartomdnyat!

Mivel az explicit Euler-médszer esetén T1(§) = (( —1) —z = & — (1 — 2), és igy a
karakterisztikus egyenlet gyoke &;(z) = 1+ z. Tehat az explicit Euler-md6dszer abszolit
stabilitasi tartomanya a jol ismert

SEE:{ZECS |1+Z’§1}
halmaz.
5.21. Példa Hatdrozzuk meg implicit Euler-maodszer abszolut stabilitdsi tartomdnydt!

Mivel az implicit Euler-mddszer esetén I1(§) = (£ —1) — 2§ =&(1 — 2) — 1, és igy a
karakterisztikus egyenlet gyoke & (2) = T— Tehat az implicit Euler-mddszer abszolit
—z

stabilitasi tartomanya a jél ismert
1
S]E:{ZE(C, ‘1—’§1}I{Z€C, ‘1—2"21}
—z
halmaz.
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5.22. Példa Hatdrozzuk meg trapéz-maodszer abszolut stabilitdsi tartomdnydt!

1 1
A trapéz-modszer esetén I1(§) = (1 — —z) £ — <1 + §z) Ezért a karakterisztikus

2
1
.. 1+ §Z . 1+%z .. , .. ’ ’
egyenlet gyoke &;(z) = 1 Mivel a z i komplex fiiggvény bijektiv médon
2

képezi le a zart egységkorlapot a C~ bal oldali komplex félsikba, ezért a trapéz-modszer
abszolut stabilitasi tartomanya a jol ismert

Srr={z€C, Re(z) <0}
halmaz.

5.23. Példa Hatdarozzuk meg az

Yn — Yn—2 = hfn-1 (5.91)
un. kozépponti szabdly abszolut stabilitdsi tartomdnydt!

(Vegyiik észre, hogy ez mddszer kiilonbozik a kézépponti mddszertél.)
Konnyen ldthatéan a mddszer mdsodrendi.’® Erre a mddszerre o(§) = &2 — 1, és
o(&) =&, azaz T1(§) = €2 — 2€ — 1. Tehat a karakterisztikus egyenlet gyokei

E12(2) =2 V22 + 1L (5.92)
Eloszor tegyiik fel, hogy z tisztdn komplex, azaz z = ib alaki. Ekkor & o(ib) =
+v1 —b? +ib.

e Hab e (—1, 1), akkor 51’2 = :l:\/l - b2+Zb, azaz 51 7é 52, és ‘51’2’2 = (1—b2)+b2 =1.
Tehat az ilyen z szdmok Syg-beliek.

e Ha b =1, azaz z = i, akkor & o = i. Mivel || = 1 és kétszeres gyok, ezért a
z = i nem Stg-beli.

e Ha b= —1, azaz z = —i, akkor & o = —i. Mivel || = 1 és kétszeres gyok, ezért
a z = —i sem Srg-beli.

o Ha [b| > 1, akkor &5 = ib+ £ivb? — 1 = i (b= V0> — 1). Ezért |&] > 1, és az
ilyen tulajdonsagi z komplex szamok nem Srg-beliek.

15 Az angol nyelvii irodalomban "leap-frog” médszernek szokésos nevezni.
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Most tegyiik fel, hogy z = a + ib alaku, ahol a # 0. Ekkor [£; 2] > 1., és igy az ilyen
tulajdonsagu z komplex szamok sem Spg-beliek.

Tehat a trapéz-modszer abszolat stabilitdsi tartomanya egy nyilt intervallum, amely
a C komplex szdmsik Im(C) képzetes tengelyén helyezkedik el, azaz

Srr={2€C, z=ib, be (—1,1)} C Im(C).

Tehét a kozépponti szabalyt akkor érdemes alkalmazni, ha A tisztan képzetes. (Pél-
daul, az v’ = Au linedris rendszer esetén, amikor A ferdén szimmetrikus matrix, azaz

A=-A")

Altaldnos esetben az abszoliit stabilitdsi tartomany meghatarozasa meglehetosen bo-
nyolult feladat. T6bb moddszer is létezik, amelyek segitséget nyujtanak a tartomény
meghatdrozasaban. Ezek kozill az an. boundary locus method (BLM) a legelterjed-
tebb. A moddszer lényege a kovetkezd. Mint lattuk, egy linedris tobblépéses modszer S
abszoluit stabilitdsi tartomanyat a I1(§) = 0 egyenlet 2-t6l fiiggd gyokeinek segitségével
hatarozhatjuk meg. Mint lattuk, konzisztencia esetén van egy &1(z) € S f6gyoke, amelyre
|€1(2)| = 1. Ezért valamely 0 € [0, 27] mellett & = €. Tehat & = £(6), és () = 0.
Ezért a II polinom definiciéja alapjan o(e?) — zo(e) = 0, azaz

20) = £ 2 (5.93)

Tehat adott 0 esetén, az (5.93) Osszefiiggés alapjan azon z értékek, amelyekre [£(2)] = 1,
meghatarozhaté. Ezt figyelembe véve, és felhasznalva a polinomok gyokeinek paramé-
tertol valé folytonos fiiggését, az S abszolut stabilitasi tartomany hatara nem mas, mint

0) = 25wy

komplex zart gorbe altal hatarolt C-beli ponthalmaz.

0 € [0, 2n] (5.94)

5.24. Megjegyzés Hogyan lehet meghatarozni, hogy az (5.94) zart gorbe belseje vagy
kiilseje képezi az S abszolut stabilitasi tartomanyt? Ha egy linearis tobblépéses mdod-
szer konzisztens, akkor ap(§) = 0 egyenletnek az & = 1 érték a gyoke, emellett, ha p-ed
rendben konzisztens, akkor a I1(§) = 0 karakterisztikus egyenlet & (z) f6gyoke a z = 0
pont koriil p-ed rendben approximélja az e* fiiggvényt. (Pl., az explicit Euler-médszer
esetén & (2) = 1+ 2z, és 1 + 2z = e* + O(z?).) Kis z (azaz kis h ) esetén a numerikus
megoldas viselkedése vy, =~ e*y,_1. A z = 0 pont koriil egy kis sugard kort meghatarozva,
ezen belill a y, = R(2)y,—1 numerikus médszerben R(z) az e® fiiggvényhez hasonléan
viselkedik. Mivel |e*| < 1 a Re(z) < 0 értékekre, és |e*| > 1 a Re(z) > 0 értékekre, ezért
a kor bal oldaldn (Re(z) < 0) az S abszolut stabilitdsi tartomanyban maradunk, mig a
jobb oldalan (Re(z) > 0) kilépiink beldle.
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5.25. Példa Hatarozzuk meqg a BLM modszerrel az explicit Euler-mdodszer abszolut sta-
bilitdsi tartomdnydt!

Az explicit Euler-mddszer esetén o(§) = £—1éso(€) = 1. [gy az Spp abszolit stabilitdsi
tartomany hatara a

20)=¢€" -1, 0¢€]0,2n]
gorbe. Ezt a gorbét konnyt abrazolni az (x,y) sikon, mivel
e —1=(cosf —1)+isinf.
Tehat a zart gorbe az
() =cosf —1, y(f) =sinf, 6¢€]|0,2n]

paraméteres gorbe, amely a szokasos kort jelenti. (Mivel a z = 0 halmaz bal oldali része
a kor belsejébe esik, ezért S a zart kor belsejét jelenti.)

5.26. Példa Hatarozzuk meg a BLM modszerrel az implicit Euler-maodszer abszolit sta-
bilitdsi tartomdnydt!

Az implicit Euler-médszer esetén o(§) = £—1és o (§) = &. lgy az Spp abszolit stabilitési
tartomany hatara a

2(0) = S0 6 € [0, 2]

gorbe. Ezt a gorbét konnyl dbrazolni az (x,y) sikon, mivel ebben az esetben
() =1—cosf, y(f)=sind, 6e]l0,2n]

a paraméteres zart gorbe, amely a szokdsos kort jelenti. (Mivel a z = 0 halmaz jobb
oldala szintén a kor belsejébe esik, ezért S a nyilt kor kiilseje.)

A maér targyalt linearis tobblépéses mddszerek stabilitasi tartomanya is felrajzolhato
a LBM segitségével. Ezek alakjai megtaldlhatok a

http://www.scholarpedia.org/article/Linear_multistep_method

linken.

5.27. Megjegyzés A LBM mellett més mddszerrel is meghatarozhaté valamely linea-
ris tobblépéses mddszer S abszolut stabilitasi tartomanya. Ezek koziil a leggyakoribb a
I1(z) karakterisztikus polinom gyokeinek vizsgédlata algebrai mddszerekkel. Tipikusan a
Schur-kritériumot, illetve a Routh- Hurwitz-kritériumot szokésos alkalmazni [17].
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Egy adott mdédszer A-stabilitasahoz azt kell ellendrizni, hogy a mddszer S abszolut
stabilitasi tartomanya tartalmazza-e a C~ félsikot. Az alabbi eredmény, amelyet Dahl-
quist masodik rendkorldtjaként ismeriink, a kovetkez6 valaszt adja a linearis tobblépéses
modszerek A-stabilitdsara vonatkozdan.

e Az explicit linearis tobblépéses modszerek nem A-stabilak.
e Az A-stabil linearis tobblépéses médszerek maximélis rendje p = 2.

fgy a retrograd differencia mddszerek csak k = 1,2 esetén A-stabilak. A fenti
Dahlquist-féle rendkorlat azt jelenti, hogy a masodrendnél magasabb linearis tobblé-
péses mddszerek nem A-stabilak. Ugyanakkor szamos feladat esetén nem sziikséges az
A-stabilitas, mivel elegendd az abszolut stabilitds csak azon A € C komplex szamokra,
melyek viszonylag tavol esnek a komplex szamsik képzetes tengelyétol. Mint ismeretes,
minden komplex szdm felirhaté z = re® alakban, ahol § € (—m, 7| és arg(z) = 6.

5.28. Definicié Egy numerikus mddszert A(a)-stabilnak neveziink, ha az abszolit sta-
bilitdast tartomdnydra érvényes az

SD{zeC: z=0Ularg(2)| < a}
tartalmazds.

Kovetkezményként, az A(r/2) stabilitds az A-stabilitdst, az A(0)-stabilitds pedig a valds
R~ tengelyen valé stabilitast jelenti.

A retrograd differencia moédszer mint emlitettiik, & = 6 értékig erdsen stabil, és
a k = 1,2 értékekre A-stabil A k = 3,4,5,6,7 értékekre A(a) stabil egyre csokkend
szogekkel. Az alabbi tablazatban megadjuk az egyes retrograd differencia modszerek
abszolut stabilitasi tartomanyat.

E| 12|34 |5 ]6 |7
a | 90°90° | 86° | 73° | 51° | 17° | —

A szakasz befejezéseként foglalkozzunk az implicit linearis tobblépéses mddszerek rea-
lizalasanak kérdésével. Ilyenkor dltaldban a létrejové nemlinedris egyenletet (vagy egyen-
letrendszert) valamilyen iterdciés médszerrel (egyszerti iterdcid, avagy merev rendszerek
esetén Newton-iteracid) segitségével oldjuk meg. (Az egylépéses médszerek esetén ezt a
kérdést a 3.3.2 fejezetben targyaltuk részletesen.)

Az implicit linedris tobblépéses modszerek esetén az egyszert iteracio alakja az n-dik
idopontban a kovetkezo:

ys+1 _hﬂof nayn Za]yn ]“"hZﬁ]fn —j» s=0,1,. (595)
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ahol az (5.95) iterdcié akkor konvergens, amikor a

h

Aer

feltétel teljesiil. Mint azt mar ebben a fejezetben megjegyeztiik, hogy kezdoértéknek
egy explicit mdédszerrel meghatarozott értéket hasznalunk. Az iteraciét altalaban akkor
allitjuk le, amikor két egymést kovetd iteralt érték eltérése egy elore megadott € értéknél
kisebb. (A gyakorlatban 2 — 3 1épést szokésos tenni, és ha ezen beliil nem éri el a kivént
pontossagot, akkor h értékét csokkentve (tipikusan h/2-t véve) tjraszdmoljuk a feladatot.

Merev feladatok esetén altaldban a moédositott Newton-iteraciot alkalmazzuk a nem-
linedris egyenletrendszer megoldasara. Ennek alakja a linedaris tobblépéses modszerek
esetén

P -1 k k
y7(15+1) :y7(18) - <I_h508_£) [Z%Z/n; _hZﬂjfnfj ) 520717"'7
j=1 j=1

0
ahol I az egységmatrix, —f a Jacobi matrix a (t,, yﬁf”) pontban.

Ay
Egy p-ed rendii linedris tobblépéses mddszer nemlinearis feladatanak elkeriilésének
egy masik modja, altalaban nem-merev feladatok esetén, amikor elére meghatarozott
szamu iteracios lépést szandékozunk tenni a linearizalas céljabol.
A modszer a kovetkezo 1épésekbdl all.

e Egy explicit, szintén p-ed rendii médszerrel "megjésoljuk” (predict) a korabbi id6-
pontbeli kozelitésekbdl a t,, pontbeli kozelitést. Tipikusan valamely Adams-Bashforth-
modszert szokasos alkalmazni. Legyen ez a mddszer a kovetkezo:

(P) yr(z()) + dlyn—l +...+ @k:yn—k; =h <Blfn—1 + ...+ kan—k) .

e Ezutédn ezzel az értékkel kiértékeljiik (evaluate) az f fliggvényt a ¢, pontban, azaz
meghatarozzuk a

&) £ = ftn,yD)

értéket.

e Ezt az értéket behelyettesitve az implicit linedris tobblépéses mddszerbe, korrigal-
juk (correct) a megoldést az

(€) yfll) + Y1+t Yk =D (5ofr(LO) +Bifar+ .+ ﬁkfnfk)

képlet alapjan.
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Ha ezzel befejezziik a szamitasunkat, akkor a médszert PEC moédszernek nevezziik.
Ugyanakkor a masodik (€) és a harmadik (C) 1épés megismételhets, mindig az utolsd

kiszamolt értékkel. Ha ezt m-szer hajtjuk végre, akkor a médszert P(EC)™ mddszernek

nevezziik, és a t,, pontbeli kozelités az y,, = y,(@m) érték lesz.

5.29. Definicié6 A P(EC)™ tipusi mddszereket prediktor-korrektor (avagy “joslo-javits”)

modszernek nevezziik.

Megjegyezziik, hogy altaldban még egy kiértékelést ((€) 1épést) szokdsos megtenni,
azaz

&) f = f(ta,y(™)

értéket is meghatarozzuk. Ezt azért szamoljuk ki, mert amikor attériink a ko-
vetkez$ idépontra (azaz a t,,1 pontban hatdrozzuk meg a kozelitést a P(EC)™
moédszerrel, akkor a jéslé (C) formulaban a jobb oldalon 51 fn_1 helyett 51 fn szere-

pel majd, és ehhez az f,, = fn értéket hasznaljuk.
Az igy nyert teljes médszert P(EC)™E tipusi modszernek nevezziik.

5.30. Definici6 A P(EC)™ és P(EC)™E tipusi modszereket prediktor-korrektor (avagy
"j6slé-javité”) mddszereknek nevezzik.

Befejezésiil néhany megjegyzés.

e Altaldban a kiértékelés ((€) 1épés) eléggé koltséges, ezért a P(EC)™E mdbdszer
helyett alkalmazhatjuk a P(EC’)m modszert, és ebben az esetben az f,, = (m) —
Fltn, y™) helyett az f, = £ = f(tn, yi™ ) értékkel szémolunk. (Ezt mar ki-
szamoltuk a P(EC)™ algorltmusban.) Ugyanakkor megmutathaté, hogy a P(EC)"E
modszer abszolit stabilitdsi tartomanya lényegesen nagyobb, mint a P(EC)™ mé6d-
szeré.

e A korrektor formulat altaldban csak egyszer alkalmazzuk, azaz a PECFE formula
alkalmazdsa a tipikus. Ezért (is) a P(EC)™ és P(EC)™E mddszerek abszolit
stabilitdsi tartomanya eltér a javité (C) lépésben alkalmazott implicit linedris tobb-
1épéses modszer stabilitasi tulajdonsagatol.

e A prediktor-korrektor modszert gy is szokasos alkalmazni, hogy a prediktor méd-

szer p — l-ed rendii, a javito viszont p-ed rendli. Megmutathatd, hogy ilyenkor a
P(EC)™ és a P(EC)™E mddszerek rendje egyarant p.
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6. fejezet

Ko6zonséges differencialegyenletek
kétpontos peremérték-feladata

Lattuk, hogy a kozonséges differencialegyenletek megoldasanak egyértelmiiségéhez Kki-
egészito feltételek megadasa sziikséges. Az eloz6 fejezetben ezek a feltételek a megoldés
valamely kezdeti (t = 0) idépontban val6 tulajdonsagai voltak. Példaul, az

u" = f(t,u,u) (6.1)
masodrendii differencialegyenlethez az
w(0) = up; u'(0) =y (6.2)

feltételeket adtuk meg, ahol wug,u; adott szamok. Ugyanakkor gyakori eset, amikor a
megoldést a [0, 7] korlatos idéintervallumon vizsgaljuk, és a megoldas értékét ismerjiik
ezen id6intervallum mindkét végpontjdban, vagyis a (6.1) feladat megoldésara az

uw(0) = ug, u(T) =1 (6.3)

kiegészito feltételeket adjuk meg. Ez a feladatosztdly lényegesen eltér az eddig targyalt
feladatosztalytol, ezért vizsgalatuk is kiilonbozik. A kovetkezokben megvizsgéljuk a foly-
tonos feladat megoldhatosagat, illetve megadunk numerikus modszereket ezen feladatok
megoldasara.

6.1. Bevezetés, motivacio

Kezdjiik a peremérték-feladatok targyaldsat egy példaval!

6.1. Példa Tegyiik fel, hogy eqy rigzitett pontbol valamely iranyba kiloviink eqy dgyigo-
lyot. Jelolje y(t) a kildtt golyo magassagadt, x(t) pedig a kilovési ponttdl mért vizszintes
tavolsagat a t > 0 wdopontban. Feltessziik, hogy
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e « vizszintes (x) irdnyban dllandd sebességgel halad a golyd;
e a figgdleges (y) iranyi mozgdsdra csak a gravitdcid hat.

Hatarozzuk meg, hogy milyen szogben kell kiléni a golyct ahhoz, hogy eqy elore rogzitett
x = L pontba érkezzen!

A fenti feladat megoldésa a kovetkezo. Jelolje v > 0 az éallandé vizszintes irdanyt
sebességet. Ekkor a mozgast leird egyenletek:

(t) = v

y(t) = —g.
Emellett 2(0) = 0 és y(0) = 0. (A t = 0 kezdeti idépontban sem vizszintesen, sem
fiiggblegesen nem tavolodott el a golyé a kezdeti helyzetbél.) Ezért a kezdeti feltétel

figyelembevételével az elsé egyenlet megoldasa x(t) = vt, azaz t = z/v. Bevezetve az
y(t) = y(x/v) =: Y (x) figgvényt, az dsszetett fiiggvény derivalasi szabalya alapjan

(6.4)

: dY dz dY

i = Ao,

. d*Y ,d?Y '
i(t) =V U =

Ekkor a feltételeink alapjan az ismeretlen 1j fliggvény az aldbbi tulajdonsagokkal ren-
delkezik:

Y”(CE) _ _%, z € (0,L) (6.6)

Y(0)=0, Y(L)=0.

Mivel ez a differencidlegyenlet konnyen kiintegralhatd, ezért a (6.6) feladat megoldasa

kozvetlenil kiszamithato:

Y(z) = 5—;@ —2).

Ezért a kilovés a szogét a

gL
thé = Y,(O> = ﬁ

Osszefiiggésbol hatarozhatjuk meg.

Megjegyezziik, hogy a fenti példaban a t valtozérdl x valtozora vald attérést azt
motivélta, hogy a (6.1) (6.3) peremérték-feladat valamely korlatos térbeli tartomdnyon
lett kittizve. FEz eléggé tipikus a peremérték-feladatokra, és mi a tovabbiakban ezt a
jelolést hasznaljuk.

6.2. Definicié Az u = u(x) ismeretlen figgvényre kitizott
W' =f(z,u,u’), z € (a,b),
u(a) = a, u(b) =4

feladatot kétpontos peremérték-feladatnak nevezziik.

(6.7)
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Vegyiik észre, hogy a (6.7) peremérték-feladatban a peremfeltétel megaddsa dltald-
nosabban is megfogalmazhaté. Legyen g : R? — R? egy adott fiiggvény.

6.3. Definicio Az
u' = f(x,u,u’), x€ (a,b),

g(u(a),u(b)) = 0

feladatot dltalanos alaki kétpontos peremérték-feladatnak nevezziik.

(6.8)

6.4. Példa Adjuk meg a g fiigguény alakjat a (6.7) feladat peremfeltételéhez!

Legyen g : R? — R? a kovetkezd fiiggvény:

51—«
g(s1,82) = ( s;—ﬁ)'

Ekkor a g(u(a),u(b)) = 0 feltétel a sziikséges u(a) = a és u(b) = [ feltétellel ekvivalens.

6.2. Ko6zonséges differencialegyenletek peremérték-
feladatanak megoldhatdsaga

A tovébbiakban azt vizsgéljuk meg, hogy a (6.7) peremérték-feladatnak milyen feltételek
mellett 1étezik egyértelm megoldasa. Emlékeztetiink, hogy az el6z6 részben ezt a kér-
dést a kezdetiérték-feladatokra vizsgaltuk, és megmutattuk, hogy a differencidlegyenlet
jobb oldalan szereplé f fiiggvény tulajdonsdga (nevezetesen, a masodik véltozd szerinti
lipschitzessége) hatarozza meg a megoldhatdsagot és annak egyértelmiiségét, fiiggetleniil
a kezdeti feltétel (avagy magasabb rendi differencidlegyenletek esetén, a kezdeti feltéte-
lek) megvélasztasatol. Az alabbi példa megmutatja, hogy a peremérték-feladatok esetén
ez megvaltozik, az f fliggvény mellett bizonyos esetekben a peremfeltételek is kihatnak
a megoldas létezésére és annak egyértelmiiségére.

6.1. Példa Legyen a (6.3) feladatban f(z,u,u’) = —u, tehdt vizsgdljuk az
u'=—u (6.9)

egyenletet. Mint ismeretes, (6.9) dltaldnos megolddsa u(x) = Cysinx + Cy cos x, ahol Cy
és Cy dllandok. Ez utobbiak meghatdrozdsdra szolgdlnak a (6.7) feladatban a x = a és
x = b pontokban megadott peremfeltételek.

e Legyen elbszior a = 0, b = /2, « = 3 és = 7. Konnyen lathatéan ekkor az
egyértelmi megoldds az u(x) = Tsinx + 3cosx figguény.
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e Legyen mosta=0,b=m, o« =3 és 5 ="7T. (Tehdt csak b értékét vdltoztattuk meg.)
Behelyettesitve az dltalanos megoldasba ldthatoan nincs olyan Cy és Cy értékpar,
amely mellett ez a peremfeltétel teljestil.

o Legyen a = 0, b =, a = f = 0. Az dltalanos megolddsba behelyettesitve a
peremfeltételeket ldthatjuk, hogy a Cy = tetszdleges és Cy = 0 megvalasztdssal meg-
olddst kapunk, azaz az u(x) = Cysinzx figgvény, ahol C tetszéleges, megolddsa a
peremérték-feladatnak.

Megjegyezziik, hogy van olyan példa is, amelyben létezik ugyan a peremérték-fela-
datnak megoldasa, de az nem egyértelmii. Példaul, az

v =—expu+1), =€ (a,b),

uw(0) =0, u(l)=0 (6.10)

feladatnak megoldasa az

cosh[(z — 0.5)6/2]

u(@) =—2In cosh(0/4)

fiiggvény, ahol § a 6 = v/2ecos(0/4) egyenlet megoldasa. Mivel ez utébbi egyenletnek
két megolddsa van, ezért a (6.10) feladatnak két megoldésa létezik.
A kovetkezd tétel egy elégséges feltételt ad egyértelmii megoldds létezésére. (Ldsd

[17])
6.2. Tétel Tegyiik fel, hogy a T := {(x,s1,52) : © € [a,b], s1,59 € R} jeldléssel a (6.7)
feladat f : R3 — R filigguényére teljesiilnek a kévetkezdk:

1. feC(D),
2. Oof,05f € C(T),
3. Oof >0 T-n,
4. létezik olyan M >0, amelyre |0sf| < M T-n.
Ekkor a (6.7) peremérték-feladatnak létezik egyértelmi megolddsa.
A 6.2. tétel fontos kovetkezménye az alabbi allitas.
6.3. Kovetkezmény Legyen f linearis, azaz tekintsiik az
u' =f(x,u,u) = plx)u + q(x)u+r(z), =€ la,b],
u(a) = a, u(b) =p

feladatot, ahol p,q,r € C[a,b] adott folytonos fiiggvények. Ha ¢(z) > 0 az [a,b] inter-
vallumon, akkor a (6.11) linearis peremérték-feladatnak létezik egyértelmi megolddsa.

(6.11)
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Mint azt a 6.1. példa is mutatja, a g(z) > 0 feltétel nem hagyhaté el, hiszen ezt a
feltételt kivéve a példaban szerepld f(z, s, s9) = —s; fiiggvényre a 6.3. kovetkezményben
szereplé valamennyi feltétel teljesiil. Ugyanakkor, mint azt belattuk, a méasodik esetben
nem létezik megoldas.

A masodik fejezetben megmutattuk, hogy a magasabbrendii differencidlegyenletek atir-
hatok elsérendli rendszerek alakjdban. (Lasd a 2.7. megjegyzést.) Alkalmazva ezt az
atviteli elvet, a (6.7) peremérték-feladat egyenlete is atirhat6 kétismeretlenes rendszerré.
Vezessiik be az u : [a,b] — R? u(z) = (u1(2),us(x)) fiiggvényt a kovetkez6 mddon:
ur(x) = u(x) és ug(r) = u/'(z). Ekkor a feladatunk felirhaté6

U/l = U2, U/Q = f(xaulvu2)7

ui(a) = a, wui(b) =p

alakban. Természetesen a (6.12) feladat ebben a formdban nem oldhat6 meg, hiszen csak
az uy fiiggvényre ismeriink kiegészito feltételeket.

Megjegyezziik, hogy a (6.12) egyenlet specidlis alakja a kovetkezd altaldnos alakban
felirt egyenletnek:

(6.12)

u' = f(z,u), z € la,] (6.13)
ahol f: R3 — R? adott fiiggvény. Ugyanis, ha a (6.13) feladatban

U2
f(xaUDUQ

£, u) =f(z, ur, up) = ( ) ) .z € [a,b] (6.14)

alakban valasztjuk meg az f fiiggvényt, akkor éppen a (6.12) egyenletrendszerét kapjuk.

6.3. A linearis peremérték-feladat megoldhatésaga
frjuk fel

a (6.11) linedris peremérték-feladatot elsérendli rendszer alakjaban! Kénnyen latha-
téan az egyenlet

u' = A(z)u+r(z) (6.15)

Alz) = ( q(ox) p(lx) ) , r(z) = ( T(Ox) ) . (6.16)

A peremfeltételek felirasahoz vezessiik be a
10 0 0 o}
B (1) (00 v= (%) on
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jeloléseket. Ekkor a (6.11) feladat peremfeltétele
B.u(a) + Byu(b) = v (6.18)
alakban irhaté fel.

Ha egy m-ed rendii (m > 2) linedris differencidlegyenlet peremérték-feladatéat vizs-
galjuk, akkor az atviteli elv segitségével az is felirhaté (6.15)-(6.18) alakban, ahol A(z),
B, és By, megfelel, R™*™ méretii matrixok.

6.1. Példa frjuk fel az

"

() = —2Xu(x) + A () + 20" (2), @ € (0,1),
uw(0) = by, u(l) =by, u'(1) =103 (6.19)

linedris differencidlegyenletet a (6.15)-(6.18) mdtrizos alakban!

Legyen u(z) = (u(z),/'(z),u"(x)) egy [0,1] — R3 fﬁggvény‘ Ekkor az atviteli elv
felhasznaldsaval (6.19) differencidlegyenlete felirhaté u’ = Au alakban, ahol A € R3*3

0 1 0
A= 0 0 1
—2X3 A% 2)

alaki métrix. A peremfeltételek a B,, B, € R3*3,

100 000
B.=|000], By=[10 0 (6.20)
000 010

alaki métrixok segitségével felirhaté a (6.18) alakban.

A tovabbiakban eléallitjuk a (6.15)—(6.18) feladat megoldasat.

A (6.15) egyenlet dltaldnos megoldasa felirhaté a kovetkez6 médon. Legyen Y(x) €

R™*™ az egyenlet alapmegoldédsa (més néven fundamentalis matrixa), vagyis az
Y'(z) = A(2)Y(z), z € [a,b]

Y(a) =1 (6.21)

Cauchy-feladat megoldasa, ahol I € R™ ™ az egységmatrixot jeloli. Ekkor a (6.15)
egyenlet altalanos megoldasa

u(z) = Y(z) (c + / ' Y_l(s)r(s)ds) , (6.22)



ahol ¢ € R™ egy tetszbleges vektor.! Célunk c¢ olyan megvdlasztdsa, amely mellett
a (6.22) szerint definidlt u(z) fiiggvény kielégiti a (6.18) peremfeltételeket. Behelyette-
sitve a (6.22) képletet a (6.18) feltételbe, a

b
B.u(a) + Byu(b) = v =B,Y(a)c + B,Y(b) (c + / Y_l(s)r(s)ds> . (6.23)
feltételt kapjuk. Ebbol a ¢ vektorra rendezve és az Y(a) = I feltételt figyelembe véve a
b

(B, +ByY(b)c=v—B,Y(b) / Y '(s)r(s)ds (6.24)

egyenletet nyerjiikk. Ezért a
Q =B, +ByY()) (6.25)

jeloléssel a c vektorra a
b

Qc=v—-B,Y(b) / Y !(s)r(s)ds (6.26)

feladatot kapjuk. Ezért érvényes az alabbi allitas.

6.2. Tétel A (6.15)-(6.18) linedris peremérték-feladatnak pontosan akkor létezik egyér-
telmii megolddsa, amikor a (6.25) alakid Q mdtriz requldris. Emellett a megoldds (6.22)
alaki, ahol

c— Q! <'v _ B,Y(b) / ’ Y_l(s)r(s)ds) | (6.27)

6.3. Példa Vizsgaljuk meg az

u' = —u, z€(0,b)

(6.28)
u(0) =a, u(b) =7

feladat megoldhatosagadt!

Mivel erre a feladatra

Alz) = A = ( Y ) , (6.29)

ezért az alapmegoldasa az

Y(x>:< Cos T sinw) (6.30)

—sinx coszx

LA (6.15)—(6.18) feladatban nyilvanvaléan m = 2. Ugyanakkor, ha egy tetsz6leges m > 2-ed rendit
kozonséges differencidlegyenletet tekintenénk, akkor az atviteli elv alkalmazasa utdn nyert feladatra is
érvényesek a tovabbiak.
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alaki matrix. Ezért, a B, és B, métrixok (6.17) definiciéja alapjan a (6.25) szerinti Q
matrix
1 0
Q= ( cosb sinb ) (6.31)

alaki. Ez a Q matrix pontosan akkor szingularis, amikor b = jm, ahol j € N tetszoleges
pozitiv egész szam. Tehat pontosan akkor létezik a (6.28) feladatnak egyértelmi meg-
oldédsa, amikor a b végpont a m nem egész szamu tobbszorose. (Ez az eredmény egyben
megvalaszolja a 6.1. példa eredményét, hogy miért volt egyértelmii megoldas b = m/2
esetén, és miért nem létezik, vagy éppenséggel miért létezik végtelen sok megoldas a
b = 7 megvélasztas mellett.)

6.4. Megjegyzés Ha Q regularis, akkor vezessiik be a
®(z)=Y(2)Q! (6.32)
fiiggvényt! Ekkor
®(2) = Y(2)Q = A@)Y(2)Q" = Ax)®(x).

Mésrészt
B,®(a) + By®(b) = (B,Y(a) + ByY (1) Q' = L

Ezért a (6.15)—(6.18) linedris peremérték-feladat esetén a (6.32) alapjan definidlt ®(z)
fiiggvény az alapmegoldas, és segitségével a megoldéds a bemend fiiggvényekbol kozvetle-
niil felirhato:

u(zr) = ®(z)v +/ G(z, s)r(s)ds, (6.33)
ahol?
| ®(2)B,®(a)® '(s), has<t
Gla,s) = {—@(az)Bb@(b)tﬁ_l(s), ha s >t. (6.34)

2Ezt a G(z,s) fiiggvényt a feladat Green-fiiggvényének nevezziik.
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7. fejezet

Ko6zonséges differencialegyenletek
kétpontos peremérték-feladatanak
numerikus megoldasa

Bar az el6z6 pontban megmutattuk, hogy egy peremérték-feladat megoldasa képletek se-
gitségével eléallithaté (v6.(6.33)), ez a felirds formélis: konkrét feladatok esetén dltalaban
sem az alapmegoldés, sem a G(z,s) fiiggvény nem hatdrozhaté meg. Ezért a Cauchy-
feladatokhoz hasonléan a peremérték-feladatok esetén is valamely numerikus megoldés
alkalmazasa sziikséges.

Az ismertetésre keriilo numerikus mddszereket két csoportba sorolhatjuk.

e A peremérték-feladat megoldasat visszavezetjiik Cauchy-féle kezdetiérték-feladatokra,
és ezek megoldasara a korabban ismertetett numerikus modszerek valamelyikét al-
kalmazzuk.

e Kozvetleniil diszkretizaljuk a peremérték-feladatot.

Ezek leirdasaval és vizsgalataval foglalkozunk a tovabbiakban.

7.1. Peremérték-feladat numerikus megoldasa Cauchy-
feladatra valé visszavezetéssel

Ebben a pontban az elsé mddszerrel foglalkozunk, azaz megvizsgaljuk, hogy megfeleld
kezdetiérték-feladatra vald visszavezetéssel hogyan oldhatok meg a peremérték-feladatok.
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7.1.1. A belOvéses modszer

Tekintsiik az
u' = f(z,u), =z €la,b
ui(a) = a, u(b) =p
el6z6 szakaszban mar felirt dltaldnos alakd peremérték-feladatot! A beldvéses mddszer?
lényege, hogy a (7.1) feladat helyett az

(7.1)

/

u' = f(z,u), x € [a,]

ala) . (7.2)

kezdetiérték-feladatot oldjuk meg. Mivel

) = (), (73)

us(a)

ezért a x = a pontbeli kezdeti 4llapotot leiré ¢ € R? vektor els§ komponense a (7.1)
peremfeltételébdl ismert, viszont a masodik komponensét (uz(a) = u'(a)) nem ismerjiik.
Jelolje cn = ug(a). A belovéses mddszer lényege, hogy a

c=(‘2‘> (7.4)

kezdetiérték megvalasztasaban a ¢ dllandét ugy hatdrozzuk meg, hogy a (7.2) feladat
megoldasa a = b pontban az eldirtaknak megfeleléen a [ értéket vegye fel. Ez a
kovetkezét jelenti. Jelolje u(x,c¢) a (7.1) feladatnak a (¢ paraméter megvélasztasatol
fiiggd) megoldésat! Feladatunk a ¢ paraméter olyan megvélasztdsa, amely mellett

ur(b.c) = B. (7.5)
Ezt a
o(c) =uy(b,c) — (7.6)
fiiggvény jelolése mellett a
p(c) =0 (7.7)

egyenlet megoldasaval kaphatjuk meg. A (7.7) egyenlet egy nemlinedris egyenlet, amely-
ben ¢ : R — R tipusu fiiggvény. Megoldasara tobb ismert médszer is alkalmazhaté.

Az egyik legegyszertibb modszer az intervallum-felezé mdodszer, azaz keresiink olyan ¢,
és ¢y értékeket, amelyekre p(c)p(c2) < 0, és ekkor a (¢, c2) intervallumon 1évé gyokot
az intervallum folyamatos felezésével hatarozhatjuk meg.

A belovéses modszer intervallum-felez6 modszeres algoritmusa tehat a kovetkezo.

LA médszer angol elnevezése: shooting method.
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. Rogzitiink valamely c értéket.

. A (7.4) kezdeti vektorral megoldjuk az [a,b] intervallumon a (7.1) kezdetiérték-

feladatot, alkalmazva az el6z6 fejezetben ismertetett valamely numerikus modszert.
(Példaul egy Runge-Kutta tipusi médszert. )

. Az 1. 1épésben két olyan c értéket keresiink, amelyekre a 2. lépésben kiszamolt

x = b pontbeli kozelitések ellentétes eldjeliiek lesznek. Legyenek ezek c¢; és cs.

A ¢ =0.5(c; + ¢g) értékkel wjra szamoljuk a 2. 1épést.

. Az igy nyert megoldas x = b pontbeli értékének eldjele alapjan tjra megvalasztjuk

c1 vagy co értékét, és folytatjuk az eljarast.

. Amikor a két végpont tavolsaga kisebb, mint egy elére megadott € > 0 érték, akkor

befejezziik az iterdciét.

A belovéses mddszer soran a (7.7) egyenlet megoldasa sziikséges, amihez az el6zéekben
a felez6 eljardst alkalmaztuk. Ennél hatékonyabb (bar még mindig csak elsérendil) a
hiarmddszer. Az el6zéek alapjan a megoldési algoritmus viszonylag kénnyen felirhat6 [5].
Ugyanakkor a felezoémodszer és a hurmodszer kozos hatranya a kezdeti ellentétes eldjelii
alappontok meghatarozasa. Ha a szelomaodszert alkalmazzuk, akkor erre nincs sziikség.
Ezzel a modszerrel algoritmusunk a kévetkezo:

1.
2.

Legyenek ¢(© és ¢ tetszéleges értékek.

A (7.4) kezdeti vektor képletébe elészor cl¥-t, majd cV-t helyettesitve, megoldjuk
az [a, b] intervallumon a (7.1) kezdetiérték-feladatot, alkalmazva az eléz6 fejezetben
ismertetett valamely numerikus maodszert.

. Ekkor o(c9) =y (b, ¢9) = 3 és o(c™M) = uy (b, M) — B.

. Linedris kozelitést alkalmazva a (¢, p(c(?)) és a (M), o(cM)) pontok kézott, meg-

2) pontot, ahol ez a kozelités nulla értéket vesz fel:

1) _ 0)
2 1 ¢ ¢ 1
=M (gp(c(l)) — SD(C(O))) o(cM). (7.8)

hatdrozzuk azt a ¢

. A (7.8) képlettel kiszamolt ¢ értékkel meghatarozzuk a (7.4) alaki kezdeti vek-

tort, és a Cauchy-feladat numerikus megoldéséval meghatérozzuk a ¢(c)) értéket.
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6. A tovabbiakban egy kétlépéses iteraciot épitiink fel a fenti 1épések analdgidjaként:
k = 2,3,... értékekre a mér kiszamolt (c#*=2) ¢(c*2)) és a (cF=1 o(cFD))
pontok ismeretében meghatérozzuk a

(k—1) _ .(k—2)
k) _ (k-1 ¢ ¢ k-1
) =D — (w(c(kl)) _ (p(c(kz))) p(c! )) (7.9)

kozelitést, majd ennek ismeretében a ¢(c*)) értéket.

7. Amikor |p(c®)| értéke kisebb, mint egy elére megadott & > 0 érték, akkor befejez-
ziik az iteraciot.

7.1. Megjegyzés A felezbmodszerrel és a hurmodszerrel 6sszehasonlitva a szelémodszer
elénye tehat, hogy az iterdcié elinditasahoz nem sziikséges két olyan kezdeti kozelités
megkeresése, amely mellett a ¢ ellentétes eldjelet vesz fel ezekben a pontokban, hanem
indulhatunk két tetszéleges c¢(© és (V) kozelitésbsl. Ugyanakkor tetszéleges feladatok
esetén a médszer konvergencidja a’priori nem biztosithatd. (Lasd [5].)

A fenti algoritmus utolsé 1épése utén szokdsos még egy javito 1épést tenni. (Ennek oka,
hogy ha o(c*=1) és p(c®)) nagyon kozel vannak a nulldhoz, akkor az algoritmusunk
instabil. Ezért a 7. 1épésben megadott ¢ értékét nem célszerti tulsdgosan kicsinek va-
lasztani.) Ezt a kovetkez6 moédon hajtjuk végre. Elkészitjiik a

L) [ | | o(c™) |
O ™

(7.10)

tablazatot és egy m-ed foku interpolacids polinomot fektetiink ezekre az adatokra, azaz
meghatarozzuk azt a p(z) n-ed fokd polinomot, amelyre p(p(c®)) = c¢*) minden k =
0,1,...n esetén. Tehat a p polinom a ¢! fliiggvényt (a ¢ fiiggvény inverzét) interpoldlja.
Ekkor a ¢ fiiggvény gyokéhez valé ¢V kozelitést a p(0) = "V 6sszefiiggés alapjn
hatarozhatjuk meg.

Az egyenlet megoldasara lényegesen hatékonyabb mddszer a masodrendi Newton-maodszer,

amelynek soran a

( _ #le)
@ (c))’

iterdciéval felépitett sorozattal kozelitjiik a keresett gyokot. (A (7.11) iterdciéban a c¢(©)

megfelel megvalasztasa valamely elsérendit médszerrel nyerhet6.) A (7.11) képlet alkal-

mazasanal alapvetd probléma a ¢'(c!®)) értékének meghatérozasa.

D = ¢

s=0,1,... (7.11)

Ehhez térjink vissza az eredeti (6.7) feladatral A belovéses mddszer alkalmazdsa azt
jelenti, hogy keressiik valamely ¢ € R mellett az

u' =f(z,u,u’), x € (a,b),

u(a) =a, u'(a)=c (7.12)
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feladat megolddsét. Legyen ez az u(x,c) fliggvény és ekkor

u'(z,¢) =f(z,u(z,c), v (z,c)), =z € (a,b),

7.13
u(a,c) = a, u'(a,c)=-c. (7.13)
Derivaljuk a (7.13) azonossdgot a ¢ paraméter szerint!” Ekkor
a " a a ’
S (w,0) = Do f(wut, ), v/ (2, 0) 5 (@, )+ D f (2, u(t, ), (2, €) S (w, €),
oc oc oc
, (7.14)
du(a,c) 0 ou'(a,c) i
oe oe
Vezessiik be a 5
w(x) = a—Z(x,c)
4j fiiggvényt! A (7.14) 6sszefiiggések alapjan erre a fiiggvényre:
w”(x) = 82f(x7 u(xa 0)7 ul(xa C))M(.Z‘) + an(xa u(x, C)a ul(xa c))w’(x), (7 15)

w(a) =0, w'(a)=1.

A (7.15) reldci6 latszolag az ismeretlen w(t) fiiggvényre egy Cauchy-feladat®. Ugyanak-
kor valéjaban nem az, hiszen a 0y f és 05 f fiiggvényeket az ismeretlen (z, u(z, ¢), u'(z, c))
pontban nem tudjuk kiértékelni. Ha hozzévessziik a (7.15) reldcidhoz a (7.13) egyen-
16séget, akkor egy négyismeretlenes elsorendii kozonséges differencidlegyenlet-rendszer
Cauchy-feladatat kapjuk! Nevezetesen, bevezetve a

v1(x) = ulx,c), volzx) =u'(z,¢), vs(z)=w(x), vi(x)=w'(z) (7.16)

fiiggvényeket, ezekre a fiiggvényekre a fenti Osszefiiggések alapjan a kovetkezo kapcsolat
all fenn:

v () =va(),
vy(w) =f (2, v1(x), va()),
(x) —vn(a), (40
vy () =0o f (z, v1(2), v2(7))v3(x) + O3 f (7, 01(x), va2(¥))va().
Emellett,
vi(a) = a, wvy(a)=c, wv3(a)=0, wv4(a)=1. (7.18)

2Ehhez felhasznaljuk az aldbbi &llitdst. (Lasd[17].) Jeldlje ®(x;z0,y0) az y' = f(z,y) differenci-
alegyenlet megolddsit az y(xg) = yo kezdeti feltétel mellett. Ha az f fiiggvény k-szor folytonosan
differencidlhaté, akkor ®(x;xo,yo) is k-szor folytonosan differencidlhaté a harmadik véltozdjaban, és
minden ¢ esetén az u(x) = (93P)(x; zo, yo)q fiiggvény megoldasa az v'(x) = (d2f)(x; P(x; o, yo))u(x),
u(zg) = q kezdetiérték-feladatnak.

3Ezt a feladatot az irodalomban elsd varidcids egyenletnek szokds nevezni.
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Ezért az [a, b] intervallumon megoldva a

V] =s,
U; :f(:L‘, U1, UQ)
vl =0y, (7.19)

vy =0af (x,v1,v2)vs + O3 f (2, 1, v2) v,
vl<a) = G, UQ(G’) =G 1}3(@) = 07 1)4(@) =1
Cauchy-feladatot, meghatarozhatjuk az ismeretlen fiiggvényeinket. Mivel

v3(b) = w(b) = %(b, c), (7.20)

ezért (7.6) miatt h/(c) = wv3(b), azaz a (7.20) szerinti Newton-iterdcié jobb oldaldnak
nevezoje kiszamithato.

A belovéses mddszer Newton-moddszeres algoritmusa tehat a kovetkezo.
1. Rogzitiink valamely c(© értéket.

2. A ¢ = c» megvélasztassal az [a,b] intervallumon megoldjuk a (7.19) rendszerre
kitizott kezdetiérték-feladatot az el6z6 fejezetben ismertetett valamely numerikus
modszerrel.

3. A megoldésok ismeretében kiszamoljuk a p(c(?) = vy (b) és (V) = v3(b) értéke-
ket.

4. A (7.11) képlet alapjan meghatarozzuk a c(!) kizelitést.
5. Folytatjuk az eljarast a 2. 1épéstdl kezdve.
6. Amikor |p(c®)| értéke kisebb, mint egy elére megadott ¢ > 0 érték, akkor befejez-

zik az iteraciot.

7.1.2. Linearis peremérték-feladatok numerikus megoldasa

Ebben a szakaszban a (6.11) médon bevezetett

W =p(a)u + g(z)u+1(z), = € [a,b], (7.21)

u(a) =a, u(b) =7

linedris peremérték-feladat numerikus megoldasaval foglalkozunk. Megmutatjuk, hogy
ha az altalanos alakd (6.7) feladatban az f fiiggvényt a (7.21) szerinti speciélis médon
adjuk meg, akkor a numerikus targyalas is lényegesen egyszertibbé valik.
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Tegyiik fel, hogy a (7.21) feladatot a belovéses mddszer segitségével megoldjuk a ¢ = ¢ és
a ¢ = co megvalasztassal. Jelolje uy () = u(x, ¢1) és ua(z) = u(z, c2) a két Cauchy-feladat
megoldasat. Ekkor tehat

ui(z) =p(x)uy () + q(r)us(z) +r(x), = € la,b],

ui(a) = a, (a) = c, (7.22)
uy(x) =p(x)uh(z) + g(x)us(z) + r(z), z € [a,b],
uy(a) = a, uhla) = cy. (7.23)
Legyen tovabba
w(w) = dun(x) + (1 = Auz(2) (7.24)

egy 1j fiiggvény, ahol A € R valamely, egyelore tetszOleges paraméter. Mivel a (7.21)
feladat linedris, ezért az egyenlet két megolddsanak (7.24) szerinti linedris kombindciéja
is megoldés, azaz

w”(z) = p(z)w'(z) + q(x)w(z) + r(z) x € [a,b]. (7.25)

Masrészt w(a) = a és w(b) = Auy(b) + (1 — N)ug(b). Ezért valasszuk meg a A paramétert
ugy, hogy teljesiiljon a w(b) = S feltétel, azaz Aui(b) + (1 — N)uz(b) = B. Innen A értékét

’ 8 — us()
u1(b) — uz(b)

egyenloségbdl hatdrozhatjuk meg. Ezért a (7.26) értékii A melletti (7.24) alaku w()
fiiggvény lesz az eredeti (7.21) linedris peremérték-feladat megoldésa.

A= (7.26)

A fenti megoldas eléallitdsanak szamitégépes realizalasa a kovetkez6 médon valdsithato
meg. Tekintsiink a kdvetkezd két Cauchy-feladatot:

u" =p(x)u' + q(x)u +r(x), x € a,b],

u(a) =, u'(a) =0, (7.27)

valamint
u" =p(a)d + q(x)u+r(x), € a,b],

u(a) = o, v'(a) =1 (7.28)

Jelolje a (7.27) megolddsat ui(x), a (7.28) feladat megoldasat pedig us(x). (Ezeket
a (7.27) és a (7.28) feladatok elsérendii rendszerre valé visszavezetésével megoldhatjuk az
[a, b] intervallumon, az eléz6 fejezetben ismertetett numerikus médszerek valamelyikével.)
Ezutan a (7.26) képlet alapjan meghatédrozzuk a A paraméter értékét, és végezetiil a (7.21)
feladat megolddsat az ui(x) és ug(x) elézéekben mar kiszamolt kozelitéseibdl a (7.24)
Osszefiiggés alapjan hatarozzuk meg.
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7.2. Megjegyzés Felmeriilhet a kérdés: vajon mindig kifejezhet6-e A a (7.26) képlettel?
Ervényes a kovetkezd éllitas [3].

7.3. Tétel Tegyiik fel, hogy a (7.21) linedris peremérték-feladatnak létezik egyértelmi
megoldasa. Fkkor

e vagy a (7.22) tulajdonsdgi ui(x) figguény a megoldds,
o vagy uy(b) — uz(b) # 0, és igy a (7.26) képletbdl X meghatdrozhato.
Tehat korrekt kitiizési feladatok esetén a numerikus megoldas is meghatarozhato.

A (7.21) linedris peremérték-feladat egyértelmiien létez6 megoldasét elé tudjuk &l-
litani nemcsak a (7.27) és a (7.28) Cauchy-feladatok linedris kombinaci6éjaként, hanem
mas Cauchy-feladatok megoldasainak kombindcidjaként is. Tekintsiink a kovetkezd két
Cauchy-feladatot:

" /
' =+ ot (@), w e o) 720
u(a) =, u'(a)=0,

valamint
" =p(z)u’ + q(x)u, x € [a,b],

u(a) =0, u'(a)=1.

Jelolje ismét a (7.29) megolddsét uy (z), a (7.30) feladat megolddsat pedig uq(z). Kénnyen
lathatoan ekkor a
B —u(b)

UQ(b) 42 (I)

fiiggvény megolddsa a (7.21) feladatnak. Igy elegendd numerikusan megoldani a (7.29)
és a (7.30) Cauchy-feladatokat.

Osszefoglaléan tehat megallapithatjuk, hogy a linedris peremérték-feladatok numeri-
kus megoldasa soran ténylegesen nem alkalmazzuk a belovéses modszert, mivel a meg-
oldast el6 tudjuk allitani két, egyszert strukturaji, masodrendl kozonséges differenci-
alegyenlet Cauchy-feladatanak megoldaséaval. Ez, 6sszehasonlitva az altaldnos esettel,
a szamitasi koltségek tekintetében jelentés megtakaritast jelent: mig a linedris esetben
osszesen kétszer kell valamely egylépéses kezdetiérték-feladatot megold6é numerikus maéd-
szert alkalmazni, addig az altaldanos esetben annyiszor, ahany iteraciés 1épést hajtunk
végre a (7.7) egyenlet kozelité megoldasara.

(7.30)

w(z) = u(x)

7.2. A peremérték-feladat numerikus megoldasa vé-
ges differenciak moddszerével

Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy a belovéses médszer alkalmazasa meglehetésen mun-
kaigényes: minden egyes fiiggvénykiértékelés egy Cauchy-feladat numerikus megoldasat
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igényli. Ebben a szakaszban més megkozelitést alkalmazunk: a belovéses modszertol
eltéroen, a véges differencids modszer alkalmazasa soran nem egy kezdetiérték-feladatra
valé visszavezetéssel oldjuk meg az

u' =f(x,u,u), x € (a,b),
u(a) =a, u(b) =5
feladatot, hanem a megoldasi tartomanyon racshalot hatarozunk meg, és a feladatban

szerepl6 derivaltakat ezen a racshalon approximaljuk. Ezutan ennek segitségével allitjuk
elé a kozelité megoldast.

(7.31)

7.2.1. Véges differencias approximacio

A tovébbiakban felhasznaljuk a megfeleléen sima fiiggvényekre jol ismert alabbi Gssze-

fiiggéseket:
r+h)—u(x) 1

() = - — 5h"() (7.32)

i () = U = 2‘(”3 —h %hu”(@) (7.33)

w(p) = WD ZUTZD) Ly (734

W (1) = u(x 4+ h) — 212(23:) +ulr—h) 1—12h2u(4)(§4), (7.35)

ahol (; az x pont h sugarid kornyezetébol vett érték, azaz az ¢+ = 1,2,3,4 indexekre

¢ € (x — h,z+ h)." Ez adja azt az otletet egy (megfeleléen sima) u(x) fiiggvény egy
rogzitett x; pontbeli derivaltjainak kozelitésére.
Jeloljiink ki az [a, b] intervallumon egy racshalét! Az egyszeriliség kedvéért legyen ez

az
wp={zi=a+ith: 1=0,1....N+1, h=(b—a)/(N+1)} (7.36)

ekvidisztans racshald, ahol h a rdcshalo lépéskoze. Jelolje wy, a rdcshalo belsé pontjait,
azaz

wp={x;=a+ih: i=1,2,...,N, h=(b—a)/(N+1)}, (7.37)
tovabba v, a racshalé hatarpontjait, azaz

Y = {xo = a, xn11 = b} (7.38)

4A (7.32)—(7.35) osszefiiggések az u(x + h) és az u(x — h) fiiggvények x pontbeli Taylor-polinomjaval
és a Lagrange-féle maradéktaggal kozvetleniil belathatdk.
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Tegyiik fel, hogy a (7.31) feladatnak létezik egyértelm(i u(z) megolddsa, azaz u(x) €
C?[a, b] olyan fiiggvény®, amelyre

u'(x) =f(z, u(x), v'(z)), =€ (a,b),

7.39
u(a) =, u(b) = 4. (7.39)

Ezért az wy, racshalé pontjaiban felirva a fenti 6sszefiiggést, az
u'(x;) =f(t;, u(x;), v (), i=1,2,...,N (7.40)

u(zo) = o, u(zyy1) =
osszefiiggések allnak fenn. Alkalmazva a (7.40) azonossdgban a derivaltakra nyert (7.32)—
(7.35) szerinti kozelitéseket, az ismeretlen y; értékekre (amelyek széndékaink szerint az
u(z;) kozelitései), az alabbi egyenleteket nyerjiik:

i1 — 2Yi + Yie il — Yiy .
Yit1 hy2+y 1:f(xi’y"’%)’ i=1.2 .. N

(7.41)
Yo =0, Yny1 =P

Megoldva a fenti N + 2 ismeretlenes egyenletrendszert az yo, y1, . . ., yn+1 ismeretlenekre,
meghatarozhatjuk a véges differencias kozelitéseket. Ugyanakkor, valéjaban nem tudjuk
a valaszt a kovetkezo kérdésekre.

e A (7.41) rendszernek létezik-e egyértelmii megoldasa?
e Ha igen, hogyan oldhaté meg a rendszer hatékonyan?
o Kozel van-e y; értéke az u(x;) értékéhez?

e Ha siiritjiik a racshalét (azaz, ha h nulldhoz tart), akkor az [a,b] intervallumon a
kozelité megoldasok sorozata valamely értelemben tart-e a pontos megoldashoz?

7.1. Megjegyzés A (7.41) diszkretizaciéban az elsé derivéltat a (7.32) formuldjdval
helyettesitettiik. Ha a (7.33) formuldval helyettesitjiik, akkor az

Yir1 = 2Ui T Yin

= flegy, 20N =12, N

h? h (7.42)
Yo =, Ynt1 = B?
ha pedig a (7.34) formulaval, akkor az
Yir1 — 2 + Yi-1 Yirl — Yi-1\ .
—fty, g, 2L S 9 N
E f TR (7.43)

Yo = @, YN+1 :5

feladatot kapjuk.

SMint az a (7.39) 6sszefiiggésbdl latszik, elegendd az u(x) € C?(a,b) N Cla,b] simasdgi feltétel, de a
gyakorlati esetekben ez az egyszeriibben ellenérizhet6 feltétel nem jelent tényleges megszoritast.
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Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

_ Y Y _ Y~ Yi, _ Y1 Y1 (7.44)

Yz i h ; y:c,z - h y ny,z‘ - 2% )

amelyeket rendre jobb, bal és kozépponti differencidknak neveziink. A (7.32) és a (7.33)
alapjan nyilvanvaléan a jobb és bal oldali differencidk elsérendben, mig a (7.34) kovetkez-
tében a kozépponti differencia masodrendben approximalja az els6 derivéltat az © = x;
pontban.
Koénnyen lathato, hogy

Yoi — Yzi  Yirl — 2Yi + Yia

I = 4
Yzai h 12 ) (7 5)

és ezért a (7.35) Osszefiiggés miatt yz,; masodrendben approximalja az u”(z) fiiggvényt
a r = x; pontban. Ezen jelolésekkel az egyes sémak a kovetkezo alakot oltik:

o A (7.41) séma:
Yze,i :f(xza Yis yx,i)a 1= 17 27 cee 7N

(7.46)
Yo =, Yn41 = p.
o A (7.42) séma:
Tr,i — iy Y1y Yz,i ) >:1727"'7N
Yaui =f (Tis Yis Vi), 1 (7.47)
Yo =, Yn41 = p.
o A (7.43) séma:
zxi —J \Liy Yiy o)y i:172a"'7N
Yzzi =f(Tis Yis Yy,o ) (7.48)

Yo =0, Yns1 =P

7.2.2. Linearis peremérték-feladatok approximacidoja véges dif-
ferenciak moédszerével

Ebben a szakaszban valaszt adunk az el6z6ekben megfogalmazott kérdésekre a

u" =p(x)u’' + q(x)u + r(x), x € a,bl],

u(a) =a, u(b)=p (7.49)

linearis peremérték-feladat véges differencias numerikus megoldasara vonatkozdan. Mint
azt megmutattuk, az egyértelmii megoldhatdsdghoz feltételezziik, hogy p, q,r € Cla, b
és q(x) > 0 az [a,b] intervallumon, azaz ming,p ¢ = Gmin > 0. Vezessiik be a p; =
p(i), ¢ = q(x;),m; = r(x;) jeloléseket.
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7.2. Tétel A (7.49) linearis peremérték-feladat (7.40)-(7.48) véges differencidas diszkre-
tizdcioja
a;yi-1 + diyitciyipn = —ri, 1=1,2,...,N
Yo=0a, ynt1 =0
alaki linearis algebrai eqyenletrendszert eredményez, ahol megfelelden kis h esetén mind-
hdarom diszkretizaciora érvényes a

(7.50)

|di| — |ai| = [ei] = g (7.51)
eqyenloség.
Bizonyitds. A (7.49) feladatra a (7.46) diszkretizaci6 az

iv1 — 2Y; i i+1 — Yi )
Yi+1 Yi +Yi-1 Yit1 Y g4, i=1,2.. . N,

72 — Py (7.52)
Yo=0, Yny1=p
linearis algebrai egyenletrendszert jelenti, ami az
1 2 1 1 1
i == di= 5+ 4 — Tpi, G =—15+ 7D 7.53
a4 == 3 b TP 6= s D (7.53)
megvalasztdssal a (7.50) feladatot jelenti. Megfeleléen kis h esetén ezért
1
Konnyen lathato, hogy a (7.47) diszkretizacid esetén
1 1 2 1 1
@i = =55 = 3 Pi di:ﬁ‘{’%""ﬁpia Ci =~ (7.55)
mig a (7.48) diszkretizacié esetén
1 1 2 1 1
i=—13 — 57bi» i= 5+ 46, ¢ =—5+ b, 7.56
“T Tt e G T gl (7.36)

és mindkét esetben alkalmasan megvélasztott kis h értékek mellett (7.51) érvényes. [

7.3. Kovetkezmény Mivel a (7.50) rendszer felirhaté

d1y1 + C1Ys = — 71 — a1,
a;Y;—1 + dzyz + CilYiv1 = — T, 1= 2, 3, ey N — 1, (757)
anyn-1+dyyn = —rn —cnf3

alakban, ezért a diszkretizalt feladat valéjaban egy IV ismeretlenes linearis algebrai egyen-
letrendszert jelent, amelynek egyiitthatomatrixa tridiagonalis, szigorian diagonélisan do-
minans matrix.
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Jelolje e; az © = x; pontban a pontos és a kozelité megoldés eltérését (azaz e; =
u; — Yi), s e, az wy, racshélo pontjaiban értelmezett hibafiiggvényt (azaz ep(x;) = €;).

7.4. Definicié Valamely numerikus modszer konvergencidja azt jelenti, hogy az dltala
generdlt numerikus megolddsra a rdcshalo finomitdsaval a hibafiggvény a rdcshdlon ér-
telmezett fligguények terének valamely normdjdban nulldhoz tart, azaz

lim €, = 0. (7.58)

h—0

Ha e, = O(hP), akkor a numerikus mddszert p-ed rendi mddszernek nevezzik.

Megjegyezziik, hogy mi a tovabbiakban a maximumnorméban fogjuk vizsgalni a konver-
genciat.

A kovetkezo allitasban a fenti véges differencias kozelitések konvergencigjaval és a
konvergencia rendjével foglalkozunk.

7.5. Tétel A (7.53), (7.55) és (7.56) megudlasztasi (7.50) alaki véges differencids
diszkretizaciok linearis peremérték-feladat esetén konvergensek, emellett

1. a (7.56) megudlasztis esetén a séma mdsodrendben,
2. a (7.53) és a (7.55) megudlasztas esetén pedig a sémdk elsérendben
konvergdlnak a (7.49) feladat megolddsdhoz.

Bizonyitas. Mivel a két allitas bizonyitasa lényegében megegyezik, a tovabbiakban csak
az els6t mutatjuk meg.
Felhaszndlva a (7.34) és a (7.35) approximécids tulajdonsagokat, a (7.49) feladat a t = t;
pontban igy frhato fel:

i+1 — 2u; + Uy 1 i 1 Ui 1 '
Uip1 — 2u; + Uiy —h2u(4)(é )) =p; <M — —h2u’”(Cg(, ))) + qiui + i (7.59)

h? 12 2h 6

Atrendezve a (7.59) egyenldséget a kovetkezé alakot kapjuk:

(_ﬁ + ﬁ) Uil + (ﬁ + Qi) u; + (_ﬁ - ﬁ) ui—1 = —r; — hg;, (7.60)
ahol .
i bi i
9i = Eu(“)(d ) - EUW(C:)E ).

Ezért a (7.56) jeloléseivel (7.60) felirhaté az
Q;U;—1 -+ dluz + Ciljr1 = —T; — h29i, (761)
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alakban. Mivel a numerikus megoldésra érvényes a (7.50) osszefliggés, (ahol az egyiitt-
haték (7.56) szerintiek), a (7.61) egyenléségbdl kivonva a (7.50) egyenleteket, az ey, hi-
bavektor koordinatai kielégitik az

a;e; 1+ diei+ciei+1 = —h2gi, 1= 1, 2, ey N

(7.62)
ep =¢ent1 =0
alakt linearis algebrai egyenletrendszert. Az i-edik egyenletet atrendezve:
diei = —Q;€;—1 — Ci€j41 — h2gi7 (763)
azaz abszolut értékben becsiilve a
|dilledl < laillei—1| + leillessa| + 2?|gil < (Jail + leil) llenlloo + 27 [l8lloo (7.64)

egyenlGtlenséget nyerjiik, ahol g jeloli a g; koordinataju vektort. Jelolje ¢y azt az indexet,
amelyre ||epl|co = |€i]. (Nyilvanvaléan iqg # 0 és ig # N + 1, mivel ¢y = ey4q = 0.)
Mivel (7.64) minden ¢ = 1,2, ... N értékre érvényes, ezért az i = iy indexre is, azaz

|diglllenlloo < (lais| +leio]) llenlloo + A [Ig]loo- (7.65)
Atrendezve a (7.65) egyenlétlenséget, a

(Idio| = laio| = lei|) lenlloe < 7?8l (7.66)

egyenlétlenséghez jutunk. Ez a (7.51) tulajdonsag figyelembevételével a

Giollenlloe < 1?8l (7.67)

becslést jelenti. A mingp) q := gmin > 0 feltétel kdvetkeztében

fenlle < 1218l < G2 (7.68)
ahol Y \
~ Pmax V13 ]
C= _4+ min» M; = (J)) max — .
( 1 5 ) /q j = max [u[, p max |
Mindez azt jelenti, hogy h — 0 esetén a hiba méasodrendben tart nulldhoz. [

7.6. Példa Mutassuk meg a fenti tétel mdsodik dallitasat a fenti bizonyitas felhaszndld-
sdval!
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A 7.5, tétel arra az esetre vonatkozik, amikor a (7.49) feladatban ¢(z) > 0 az [a, b]
intervallumon. Igy nem ad vélaszt a (6.6) feladat p = ¢ = 0 speciélis esetére.
Tekintsiik tehat az
u' =r(x), ze(0,1),
u(0) =a, u(l)=p

peremérték-feladatot. (Az egyszertiség kedvéért az intervallumot [ hosszusagunak tekint-
jik, és a bal oldali végpontot az origéba helyezziik.) Ebben az esetben tehat az wy,
racshalo

(7.69)

wh={x;=ih: i=0,1,...,N+1, h=1/(N+1)} (7.70)

alaku. Ekkor a (7.50) rendszer mindegyik diszkretizacié esetén a (7.57) feladatot ered-

ményezi, ahol
1 2 1

@ ="75 di = 2 6T T (7.71)
Ezért a diszkrét feladat az
Ahyh = bh (772)
alakt linedris algebrai egyenletrendszert jelenti, ahol az A;, € RM*N mitrix
2 -1 0 O 0 0 0
1 -1 2 -1 ... 0 0 0 O
0O 0 O O -1 2 -1
0O 0 O O 0 -1 2

alakd, és a by, € RY vektorra pedig

—r(xy) + a/h?
b,=| —r(z;), i=2,3,....,N—1 |. (7.74)
—r(zy) + B/
Eloszor megmutatjuk, hogy a fenti diszkretizacié korrekt kitiizési feladatot eredmé-

nyez.

7.7. Tétel A (7.72) feladatnak tetszdleges h > 0 esetén létezik egyértelmi megolddsa.

Bizonyitds. Azt kell megmutatnunk, hogy barmely A > 0 mellett az A, matrix regularis,
azaz a A = 0 nem sajatértéke. Felhasznalva a sajatértékekre vonatkozo (2.165) formulat,
az Aj matrix sajatértékei a kovetkezok:

4 . 5 kmh
)\kZESln 7, k:1,2,...,N. (775)
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A legkisebb sajatérték a k = 1 indexhez tartozé érték, amelyre érvényes

) 16 . , @ 8
;LI;E A(h) = M(1/2) = l—zsm 1z (7.76)

egyenléség. (V.6. a (2.167) képlettel.) gy minden h > 0 esetén

A(h) > % (7.77)

vagyis az Ay, matrix legkisebb sajatértéke minden h > 0 esetén a ¢ := 8/1> > 0 szdmnal
nagyobb. Ezzel belattuk allitasunkat. n

7.8. Kovetkezmény A fenti tételbol és a bizonyitasabol kozvetleniil kovetkeznek az
alabbi allitasok.

1. Az A, métrix invertalhaté, és ||A, s < 1/6 = 12/8.
2. Az A, métrix szimmetrikus, szigorian pozitiv definit.

3. A (2.166) formuldbdl, azaz a k-ik sajatvektor

NN
vy = <sin k‘T;Zh) , k=1,2,...,N (7.78)
i=1

alakjabdl lathatd, hogy vi > 0. Mivel A\;(h) > 0 is igaz, ezért az Apvy = A (h)vy
Osszefiiggés alapjan igaz, hogy a vy > 0 vektorral A,vy > 0, azaz A, M-maétrix, és
igy egyben reguléris is [2].

Eredményiinket felhasznalva kozvetleniil beldthaté a (7.57), (7.71) numerikus méd-
szer konvergencidja az wy, := {x1,Ta,...,xn}, h 16péskozii ekvidisztans racshéalén értel-
mezett wy, racsfiiggvények

lwn 3, = hZu (7.79)

alakti norméjaban.’
Megjegyezziik, hogy ekkor a megfelel6 matrixnormara

A h||A
Al — sap AV WAV,
veie BV

veRN ||V

= [[A]l2,

6Koénnyen lathato, hogy az a = 1 és b = xx rogzitett értékek esetén ez a norma az La[a,b] tér
norméjanak diszkrét analégja, azaz ha w az [a,b] intervallumon értelmezett, négyzetesen integrélhaté

P . b
fiiggvény, és up,(w;) = u(z;), akkor limp o [[unl3 ) = [[ull7, 44 = [, lul(2)da.
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tehat a szokasos spektralnormaval szamolhato.

Tekintsiik tehat az

Yi1 — 2Ui + Yit1 N

i=1,2,...

= Ti, )
h? (7.80)
Yo =@, Yny1=p
feladatot, és mutassuk meg, hogy a megolddsa a || - ||z, normdban h — 0 esetén tart

a (7.69) peremérték-feladat megolddsédhoz. Jelolje ismét e; = u(t;) — y; a hibafiiggvényt.
Ekkor y; = —e; + u(x;), és ezt behelyettesitve a (7.80) séméba a hibaftiggvényre a

—ei1+ 26 — €11 w(wi—1) — 2u(z;) + w(@ipr) .
2 = 72 =Y;, 1=12,...,N (7.81)
€y = 0, EN+1 = 0
feladatot kapjuk. A (7.81) feladat felirhaté
Aheh = ’l,bh (782)

alaki linedris algebrai egyenletrendszerként, ahol A, € RN*N mdtrix (7.73) alaki, a
¥, € RY vektorra pedig (¢,); = ¥y, i = 1,2,...,N. A (7.82) egyenletbdl

e, =AY, (7.83)
azaz

lenllzr < 1AL 2nllwonllzn = 1AG l2llnll2n- (7.84)
Mivel (7.35) kovetkeztében 1; = O(h?), ezért az hN < [ kivetkeztében

N N
lbulls = hY_vi=h) O(h')=hNOM') = O(h").
i=1 i=1
Ezért tehét |4, |2, = O(h?). Mésrészt, a 7.8. kivetkezmény szerint || A1, < 12/8. Igy
(7.84) alapjén

||eh||27h = O(hQ) (785)
Ezzel belattuk az alabbi allitast.

7.9. Tétel A (7.80) séma megolddsa h — 0 esetén mdsodrendben tart a ||-||2,, normdban
a (7.69) peremérték-feladat megolddsdhoz.

A fenti séma konvergencidja az alabbi animacion lathato:
../animaciok/pef.gif

S6t, az egyenletet megoldd program le is toltheto, az alabbi linkrol:
. ./programok/fdm. exe
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../animaciok/pef.gif
../programok/fdm.exe

7.3. A linearis peremérték-feladat numerikus meg-
oldasanak altalanos vizsgalata

A korabbiakban megvizsgaltuk a linearis peremérték-feladatok véges differencidk maéd-
szeres megoldasat adott feladatra. Ebben a szakaszban ismételten a linearis peremér-
ték-feladatok numerikus megoldasaval és a kozelitések konvergencidgjaval foglalkozunk,
de most az eredményeinket altalanosan fogalmazzuk meg. Megmutatjuk, hogy ezen al-
talanos megkdozelitésbol specialis esetként az el6z6 szakaszban leirt eredményeink hogyan
nyerheték.”

Jelolje Ly azt az operatort, amely a C?|a, b]-beli fiiggvényeken van értelmezve, és
Lou = —u" + p(x)u' + ¢(z)u, (7.86)

valamint Bi, By azokat a szintén C?[a,b]-beli fiiggvényeken értelmezett operdtorokat,

amelyekre
Byu = u(a), Byu = u(b). (7.87)

Ekkor Ly : C*[a,b] — Cla,b], By, By : C*[a,b] — R tipusu linedris operatorok. Jelslje
Fila,b] = C?[a,b], Fila,b] = Cla,b] x R x R (7.88)
tereket, valamint L azt az operatort, amely az Fq[a, b] halmazon van értelmezve, és

Lo’U
Lv=| By |. (7.89)
BQU

Tehédt L egy Fi[a,b] — Fyfa, b] linedris operator, amely egy v € C?[a, b] fiiggvényhez az

—v" + p(x)v" + q(x)v
Lv = v(a) € Fyla, b (7.90)
v(b)

harmast rendeli hozza.

Ekkor a (7.49) feladat felirhaté a kovetkezé médon. Az

—r(z)
= o € Fyla, b] (7.91)

B

jelolés mellett keressiik azon u € Fyla, b] elemet (azaz C?|a, b]-beli fiiggvényt), amelyre

Lu=f. (7.92)

"Ezt a részt elsésorban az érdeklédé Olvasénak szénjuk.
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Jelolje F(wy,) illetve F(wy,) az Wy, illetve wy, racshalékon értelmezett racsfiiggvények vek-
torterét, Lo, : F(w,) — F(w,) pedig azt az operatort, amely valamely v, € F(wp,)
fiiggvény esetén a kovetkezd médon hat:

(L(l) ) (2) = — vp(z + h) — 2up(z) + vp(x — h)+

e " (7.93)
o+ h) — () '

pi h

Jelolje tovabbd By j, By, azokat az F(wy,)-beli racsfiiggvényeken értelmezett operatoro-
kat, amelyekre

+ qiup(z), T € wp.

Bl,hvh = Uh(l’g) = a, Bl,hvh = Uh(.l‘NJrl) =b. (794)

Ekkor tehat L(()%,)l : F(w,) — F(wp), Bip, Bay : F(@r) — R tipust linedris operdtorok.

Jelolje L,(zl) azt az operatort, amely az [F(w),) halmazon van értelmezve és

0 Lo
B2,hvh

Tehét Lg) egy F(wy,) = F(wy) X R x R = F(@y,) tipust linedris operétor, amely a v, (@,
racshél6 pontjaiban definialt) racsfiiggvényhez az

Lgll)vh —
h) — 204(x) + va(z — h +h)—
_up(z 4+ h) Uhgx> onle = h) +Pz’vh<x )~ onlz) + qivn(z),
h h
vn(a)
un(b)

(ahol = € wy) F(wp)-beli, ugyancsak a @y, racshdlé pontjaiban definidlt racsfiggvényt
rendeli hozza.

Legyen ry, az az F(wy,)-beli racsfiiggvény, amelyre ry,(z) = r(x) mindegyik x € wj;, pont-
ban. Ekkor a (7.52) feladat felirhaté a kovetkez6é médon. Az

—7
fh = (0} € F(wh) (796)
s

jelolés mellett keressiik azon v, € F(i,) elemet (vagyis az W), racson értelmezett racs-
fiiggvényt), amelyre

LW, = fi. (7.97)
Vegyiik észre, hogy (7.97) — a jeloléseinket figyelembe véve — egy linedris algebrai egyenlet-
rendszert jelent, amelynek mérete megegyezik az wy, racshalo pontjainak a szdmaval, azaz
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N + 2 ismeretlent tartalmaz. Tehat az ismeretlen vy, illetve az adott fj racsfiiggvényeket
N + 2 dimenzids vektorokkal, mig az Lg) linedris operdtort egy (N + 2) x (N + 2)
dimenziés matrix segitségével adhatjuk meg. Ez azt jelenti, hogy a (7.97) feladat felirhaté

Ay, =1 (7.98)

alakban, ahol A ) € RIVHX(N+2) g ¥y, £, € RNT2. Mivel a vektorok i-edik koordinatéja
ax; € Wy racsponthoz tartozo értékeket jelenti, ezért a (7.98) egyenletben

Fn)i = vn(ts), (F)i= fu(ts), i=0,1,... . N+1, (7.99)

és (7.91) alapjan az KS) matrix

1 0 0 O O 0 0 0
ap dy ¢ 0 0O 0 0 0

0 a9 dQ Co 0 0 0 0 (7 100)
O 0 0 0 0 anv dy cn

O 0 0 0 O o0 0 1

alaku, ahol a;,d;, ¢; értékei a (7.53) képlet szerintiek.

7.1. Példa Jelolje L((f,)l, L(()?})L : F(@wy) — Fwy) azokat az operdtorokat, amelyek egy vy, €
F(wy,) figguényre a kivetkezd mddon hatnak:

(L(()?})Z/Uh> (x) _ Uh(l’ + h) — 21}}};21’) + Uh<I — h>+
n(2) — on(@ — ) (7.101)
Di A + qivn(x), T € wy.

<L(3) ) (2) vp(x + h) = 2vp(x) + vp(x — h) N

12
vp(x 4+ h) —vp(x — h) (7.102)

Di 5T + qup(z), T € wp.
Jeldlje
k)
Ly, = Loy _
hUh=| Biyup |, k=23 (7.103)
Ba pon

Mutassuk meg, hogy L ) ebben az esetben is felirhaté (a tovdbbiakban Ah -val jelolt)
(7.100) alaki matrix alakjaban ahol a;, d;, c; értékei a (7.55) illetve a (7.56) képlet sze-
rintiek.
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Mivel (¥,)o0 és (¥),)ns+1 értékei ismertek (a peremfeltételek miatt ezek értéke o és [3),
ezért a (7.98) egyenlet ekvivalens az

Aly, =1, (7.104)
feladattal, ahol Al € RV*N y, £, € RN és

(B)1 = (E)1 — a1, (£); =(En)i, i=2,3,...,N =1, (f,)nv = (fn)n — cn B,
(yh)i :<yh)i7 1= 17 27 ) N7

d ¢ 0 ... 0 0 0 (7.105)
A;ll) _ a9 d2 Co e O O 0
0 0 0 ... 0 any dy

A (7.104)-(7.105) feladat megegyezik a (7.57) feladattal.

7.2. Megjegyzés A masik két diszkretizaciéra is az értelemszertien definidlt Ag) és
A,(f) matrixokkal (7.104) érvényes.

A tovabbiakban arra vagyunk kivancsiak, hogy a fenti sémak valamelyikével definialt
numerikus megoldasok hasznalhatok-e az eredeti peremérték-feladat megoldasanak ko-
zelitésére.

Ezen szakasz elején megmutattuk a kévetkezdket.

e A 7.2 tétel alapjan az alkalmasan megvélasztott h értékek mellett az K;k) matrixok
szigorian diagonalisan dominansak, ezért regularisak. Tehat megfeleléen kis h
esetén az Lflk)vh = fn (k= 1,2,3) feladatok mindegyike egyértelmiien megoldhatd.

e A 7.5. tétel alapjan az e; hibafiiggvény nulldhoz tart, azaz a kozelité megoldasok
sorozata h — 0 esetén tart a pontos megoldashoz. Ennek belatasa két 1épésben
tortént:

1. Felirtuk a (7.62) hibaegyenletet.
2. Megmutattuk, hogy ezen rendszer megoldasai (h — 0 esetén) nulldhoz tarta-

nak.

7.3. Megjegyzés Ezzel kapcsolatosan két dologra hivjuk fel a figyelmet.

1. A (7.62) hibaegyenlet jobb oldalén szereplé kifejezés a lokdlis approximéciés hiba.
Tehat a hibaegyenlet jobb oldalan egy olyan vektor all, amelynek i-edik koordina-
taja azt mutatja meg, hogy a t; € wy, pontban a rdacshalé pontjaiban értelmezett
megoldas Lgk)—képe milyen kozel van a megoldas L-képének értékéhez.
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2. A hibavektort a (7.62) rendszer megoldasaval allitjuk els. Ezért a globdlis hiba
viselkedése (nevezetesen, nulldhoz tartdsa) azon mulik, hogy a rendszer jobb olda-
lan szerepl6é vektor hogyan viselkednek a rendszer egyiitthatématrixdnak inverzén,

— o —1
azaz h — 0 esetén az (AEP) matrixok hogyan hatnak a lokélis approximacios
hibavektorra.

A tovabbiakban dltaldnosan targyaljuk a diszkretizaciés mdodszereket és azok konvergen-
cigjat. Legyen Lg, : F(@y) — F(wy) egy adott linedris operator, azaz egy olyan leképezés,
amely egy W), racson értelmezett racsfiiggvényhez valamilyen lineéris leképezési szabaly
szerint megfeleltet egy wj-n értelmezett mésik racsfiiggvényt. Legyen L, az ezen Ly,
operator segitségével definidlt

Lo pvn
Lyvy, = | Binvn (7.106)
B2,hvh

F(ws) — F(wy) tipusi linedris operdtor. (Tehat Ly jelentheti az LI (k = 1,2,3) ope-
ratorok valamelyikét, de jelenthet valamely més linedris operatort is.) A tovabbiakban

az L, operatornak megfeleltetett matrixokat Ay, illetve Aj-val jeloljiik. Legyen 73,?) egy
olyan leképezés, amely egy Fsla, b] = C[a, b] x R x R elemnek megfeleltet egy F(wy,)-beli
racsfiiggvényt. Jelolje

fni=PP f € F(wy) (7.107)

racsfiiggvényt, ahol f € Fyla,b] a (7.92) feladat jobb oldala.
A diszkretizacios eljarasok altalanos targyalasa soran a kovetkezd kérdések megvalaszo-
lasa sziikséges.

1. Létezik-e az
thh = fh (7108)

feladatnak egyértelmii megoldasa?

2. Hogyan értelmezhetd egy F(wy,)-beli racsfiiggvény és egy Fila, bl-beli fiiggvény té-
volsaga?

3. Milyen kozel van a v, € F(wy,) figgvény a (7.92) egyenlet u € Fi[a, b] megolddsé-
hoz?

4. A h — 0 esetben milyen feltételek mellett tart a kozelité és a pontos megoldés
tavolsaga nulldhoz?

A tovabbiakban ezekkel a kérdésekkel foglalkozunk.
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1. Az &ltaldnos targyalds sordan mindig feltesszik, hogy a (7.108) feladatnak létezik
egyértelmii megoldésa. Ugyanakkor minden konkrét L, megvélasztds esetén ezt
be kell bizonyitani, azaz azt kell megmutatni, hogy az A, (avagy az Aj) métrix
regularis.

2. Ennél a kérdésnél az az alapvetd probléma, hogy az [a,b] intervallumon értel-
mezett w € Fifa,b] és az Wy, racspontokban értelmezett g, € F(wp)-beli récs-
fiiggvény kilonbozé alaphalmazokon vannak értelmezve. FEzért jeloljon 77,(11) egy
Fila,b] — F(@y,) tipust linedris leképezést. (Tehdt 73,51) egy olyan leképezés, amely
az intervallumon értelmezett fiiggvényt leképezi egy, a racspontokban értelmezett
fiiggvényre.) Ekkor a két fiiggvény tdvolsdgan HP,(ll)w — gnlln szémot értjiik, ahol
|- || egy F(wp) = RV*2 térbeli rogzitett norma.

3. Legyen a v, € F(w,) fiiggvény a (7.108) feladat megolddsa. Jelolje u;, azt az
F(@y,)-beli racsfiiggvényt, amelyet a (7.92) egyenlet u € Fi[a, b] megolddsédnak P,Sl)—
képeként kapunk, azaz

u, = P, (7.109)

tovabbd e, € F(w),) azt a racsfiiggvényt, amelyre
€Ep = Up — Up. (7110)

Ekkor az e, rédcsfiiggvényt a vy, kozelité megoldashoz tartozé globdlis hibdnak, és (a
2. pontnak megfeleléen) a ||en||n értéket a kozelité megoldas hibdjanak nevezziik.
A vizsgalt médszert akkor nevezziik konvergensnek, amikor limy g ||ex||n = 0. Ha
lenlln = O(hP), akkor a konvergenciat p-ed rendilinek nevezziik.

7.4. Megjegyzés A numerikus mddszer alkalmazéasaval az a célunk, hogy a nu-
merikus megoldédsok a (7.92) folytonos feladat megoldasanak u, = P}(LI)u képéhez
keriiljenek kozel, és ne egy esetleges mas elem 77,51) képéhez. Ezért a || - ||, norméra
kikotjiik a kovetkezd tin. kompatibilitasi feltételt. Legyen L : Fy[a, b] — Fyla, b], és
jelolje || - || az Fq[a, b] térbeli normét. Azt mondjuk, hogy a ||- ||, norma kompatibilis
a || - || normaval, ha limy, o ||73,(Ll)w||h = ||lw|| minden w € Fy[a,b] esetén. Ekkor
megmutathaté a kivant egyértelmiiség.®

4. Az eloz6 pontban definidlt konvergencia biztositasara alkalmazzuk az L;, = Lgk)

megvalasztds esetén alkalmazott mddszeriinket. (Lasd a 7.3. megjegyzést.) Jelolje

8Ugyanis, indirekt médon tegyiik fel, hogy léteznek olyan wi,ws € Fi[a,b], (w1 # ws) elemek,
amelyekre limy_,o [wy, — PP wy|[n = 0 és limp_yo [[wp — PP ws|ln = 0. Ekkor [P wy — PP, =
H’P,(Ll)wl —wp+w, —P,(ll)w2||h < H’P,(Ll)wl —wp||n +||wp, —’P]Sl)wgnh — 0. Mivel a kompatibilitési feltételt

)

felhaszndlva ekkor ||wy —ws|| = limp_q ||73,(11)w1 —’P,(l1 wal|p, = 0, ezért w; = wsy, ami llitdsunkat igazolja.

O

228



tetszéleges w € Fi[a,b] esetén
d(w) = L(PPw) — PP (Lw) € F(wy). (7.111)

Azt mondjuk, hogy az L, operdtor konzisztens az L operdtorral, ha valamely p > 0
mellett dp(w) = O(h?) minden w € Fyla, b] fliggvényre, és a p szdmot a konzisz-
tencia rendjének nevezziik.

A differenciaséma egy masik fontos tulajdonsaga (a differencidlegyenletek elméle-
téhez hasonléan) a stabilitds, amely azt fejezi ki, hogy a megoldas folytonosan fiigg
a feladatot meghatarozé adatoktdl. (Mas kifejezéssel: két kozeli adatokhoz tartozo
megoldds is kozel van egyméashoz.) Ezt a fogalmat definidljuk a kévetkez&kben.

Azt mondjuk, hogy a (7.108) feladat stabil kit{izésii (a tovabbiakban: az Ly, operd-
tor stabil), ha minden f;, € F(w},) esetén létezik a feladatnak egyértelmii megoldésa,
és a megoldasokra teljesiil a

[on]ln < Cllfnlln (7.112)

egyenlotlenség, ahol C' > 0 egy, a h-tdl fiiggetlen allandé.

A stabilitds (7.112) tulajdonsdgénak ellendrzése elég nehéz. Megmutathaté”, hogy
ez a fogalom ekvivalens az L, operatorsereg kovetkezo, gyakran kénnyebben ellen-
6rizheto tulajdonsagaval: az invertalhato Lj operatorokhoz létezik olyan C' > 0, a
h értékétol fiiggetlen allandd, amely mellett

123l < € (7.113)
7.5. Tétel Tegyiik fel, hogy

1. Ly, p-ed rendben konzisztens az L operdatorral,

2. az Ly, operdtor stabil.

Ekkor a numerikus maodszer p-ed rendben konvergens, azaz

lenl[n = O(R). (7.114)

9A (7.112) és a (7.113) tulajdonsdg ekvivalencidjit a kovetkezék moédon ldthatjuk be. Mivel
vy, = L' fr, a norma tulajdonsdgai miatt ||vn)n = [|L;, " falln < 15 el fullns és gy a (7.113) =
(7.112) implikacié nyilvanvalé. Mésrészt, (7.112) esetén (ismételten a v, = L, " f, egyenl6ség miatt)
1L, fulln < Cllifullns azaz | Lyt falln/l frlln < C, ami a norma definiciéja miatt a (7.112) = (7.113)
implikaciét bizonyitja.
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Bizonyitds. Felhasznalva az ej, globélis hiba (7.110) definici6jat, illetve a (7.109)
definiciot, a kovetkezo egyenlGség érvényes:

Lheh :Lhuh — thh = Lh(P,(Ll)u) — thh =

Lu(P ) — P (Lu) + P (Lu) — Ly, . (7.115)
—idn(w) —dn(f)

A (7.92) egyenlet mindkét oldalénak P\”-képét véve és figyelembe véve a (7.107)
Osszefiiggést,

PP (Lu) =P f = fi. (7.116)

Mésrészt, a (7.108) egyenlet alapjan Lyu, = fr. Igy a (7.115) relaciéban d,(f) = 0,
tehét
Lheh = dh(u) (7117)

Innen a stabilitds (7.112) tulajdonsdga miatt érvényes az
lenlln < Clldn(u)l[n = O(h") (7.118)
egyenlotlenség, amely a tétel allitasat bizonyitja. O]

7.6. Megjegyzés A (7.113) feltételt a numerikus modszer stabilitdsanak is szoka-
sos nevezni. Tehat leegyszertisitve a 7.5. tétel igy fogalmazhaté meg: "konzisztencia
+ stabilitds = konvergencia”.

A fejezet befejezéseként vizsgdljuk meg, hogy mit jelent a (7.112) stabilitasfogalom,

pontosabban, van-e kapcsolata a kezdetiérték-feladatokra definialt O-stabilitdssal? Nyil-
vanvaléan a O-stabilitas 3.7. definicidja azt fejezi ki, hogy a kezdetiérték-feladatot leird
adatoktdl (tehét a kezdeti feltételtdl és az diszkretizalt egyenlet jobb oldalatdl) a meg-
oldas egyenletesen folytonosan fiigg. Mds szdval, ha azt szeretnénk garantalni, hogy a
két kiilonb6zo bemend adati feladat megoldasai egy elore megadott értéknél kevésbé
térjenek el egymastol, akkor elore meg tudjuk mondani, hogy a bemend adatoknak eh-
hez milyen kozel kell lenniiik egymashoz. Ez azt jelenti, hogy ha operatoregyenletként
tekintjiik a problémat, akkor az Lyv} = f} és Lyvi = f? egyenletekre (feltételezve Ly, in-
vertédlhatdsagat) azt jelenti, hogy ha || f} — f7| kellSen kicsi, akkor ez biztositja ||vi — v ||
kicsinységét. Ez azt jelenti, hogy léteznie kell egy C' > 0 allandénak, amely mellett

lop, = vill < Cllfy = fl

teljesiil tetszOleges f és f? esetén. Mivel

lvn = vill = 1Ly " fo = Ly fll = Ly (fn = S,
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ezért az f, = f} — f7 jeloléssel ez a

—1
125l _
1/l
feltételt jelenti. Ezért az indukalt operdtornorma definicidja alapjan a O-stabilitasi feltétel
a
Lfl
i

feltételt, azaz éppen a peremérték-feladatokra kimondott (7.113) stabilitdst jelenti.
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8. fejezet

Ko6zonséges differencialegyenletek
numerikus megoldasa Matlab
programmal

Ebben a szakaszban a kordabban targyalt és els6sorban az elmélet szempontjabol megvizs-
galt numerikus modszerek Matlab programjaival foglalkozunk. Bevezetést adunk a Mat-
lab programozas alapjaiba, majd a kezdetiérték-feladatokra és a peremérték-feladatra
valé programok elkészitésérdl, illetve a programcsomagban mar eleve szerepld progra-
mok lehetdségeirdl adunk ismertetést.

8.1. A Matlab alapjai és a kezdetiérték feladatok
megoldasa

A Matlab segitségével viszonylag egyszertien realizalhaték a numerikus eljarasaink.! A
programokat vagy sajat magunk elkészitjiik, vagy a Matlab programrendszerben szerepld,
"oyarilag elkészitett és beégetett” programmal dolgozhatunk. Bar az utébbi tinik az
egyszeriibbnek, de, mint azt latni fogjuk, az egyszertibb algoritmusok programjainak
onallé elkészitése sem nehéz. Példaul, az explicit Euler-moédszer megirasa egy m-fajlban
és a tovabbiakban 6nall6 fiiggvényként valé hasznédlata igen egyszeri.

Tekintsiik azokat a 1épéseket, amelyek ennek megvalositdsahoz sziikségesek.

LA Matlab egy széles korben elterjedt, t6bb funkciéval is rendelkezé matematikai programcsomag.
Alapvetéen a mérnoki és miiszaki szamitdsokat egyszeriisiti le, és elsésorban numerikus és matrixalgebrai
feladatokra dolgozték ki. (A Matlab neve a MATrix és a LABoratory szavakbdl ered.) A Matlab nyelve
egy magas szintil, BASIC-szerti programozasi nyelv, éppen ezért konnyl vele dolgozni. Szamos kiegé-
sz{t6 csomaggal (Gn. toolbox-szal) rendelkezik, amelyek az egyes feladatosztélyhoz tartozé eljarasokat
tartalmazza.
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e Els6 1épésben inditsuk el a Matlabot, majd az Editorba irjuk a koévetkezoket:
function[t,y] = expeuler(diffegy, tO, yO, h, N)
t=zeros(N+1,1);
y = zeros(N+1,1);

t(1) = t0;
y(1) = y0;
for i=1:N

t(i+1) = t(i) + h;

y(i+1) = y(i) + h * diffegy(t(i),y(i));
end

e A fenti programban az elsé sorban azt adtuk meg, hogyan tudjuk meghivni a méd-
szeriinket. (Mi most expeuler-nek neveztiik el.) Ezutén felsoroljuk a feladatot il-
letve a bemen6 paramétereket, a bal oldalon pedig a kimené paramétereket. (Ezek
tipikusan a kiszamitott és tovabbi célra felhaszndlni kivant eredmények.) A mi
esetiinkben 6t bemend és kettd kimend paraméter van. A két kimend paraméter
a diszkretizalt id6 vektor (t) és az ezen pontokban kiszdmolt numerikus kozelité
megoldédsok vektora (y). Az els6 bemené paraméter egy alfiiggvény, aminek jelen
esetben diffegy a neve, és ebben a fiiggvényben irjuk meg a differencidlegyenletet
specifikalo f fiiggvényt. A masodik paraméter t0, ez a kezdeti idépontot jeloli,
a harmadik a t0 pontbeli y0 kezdeti értéket jelenti. A kovetkezd paraméter h,
amely az iddintervallum diszkretizacios lépéstavolsagat jelenti, majd végiil N je-
16li a megtett id6lépések szamat. A masodik és harmadik sorban vessziik fel t és y
vektorokat, amikben az értékeket el6szor lenullazzuk, és a kovetkezo két sorban be-
allitjuk a kezdoértékeket. Utana kovetkezik 1ényegében a modszer algoritmusa: egy
ciklus keretében el6szor beallitjuk a t; értékeket, majd kiszamoljuk a meredekséget,
végiil az y; értékeket, az explicit Euler-mddszer képletének megfelelGen.

e A fenti programmal még nem tudjuk kozvetleniil az adott differencidlegyenlet nu-
merikus megoldasat eldallitani, ehhez sziikségiink van az f fiiggvényt megado "dif-
fegy” alfiiggvény megadasara. Ha az

u'(t) = —u(t) +t+1,

ahol ¢ € [0,1] és u(0) = 1 feladat” megolddsat szeretnénk eléallitani, akkor a diffegy
nevi alfiiggvény elkészitéséhez nyissunk egy 1j m-fajlt, amibe irjuk a kovetkezoket:
function dydt = diffegy(t,y)

dydt = -y + t + 1;

2Emlékeztetiink 14, hogy ezen a feladaton teszteltilk a numerikus mdédszereinket a 3.1.1 és a 4.1
fejezetekben. Ebben a részben a Runge-Kutta tipusi mddszerrel illetve linedris tébblépéses mddszerrel
is megoldjuk ezt a feladatot.
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e Ha mar megirtuk mindkét fiiggvényt, ugyanabba a konyvtarba mentve futtassuk le
a programunkat h = 0.1, h = 0.01 és h = 0.001 1épéstavolsiagokkal a [0, 1] intervallu-
mon. A Command ablakba frjuk a kovetkezot: [T1,Ye] = expeuler(@diffegy,
0, 1, 0.1, 10). Enter utan megkapjuk a T1 és Ye vektorokat, amelyek a ko-
zelitések idobeli helyét és értékét tartalmazzak. Ha ki is szeretnénk rajzoltatni,
akkor a plot(T1,Ye) paranccsal egy kiilon ablakban megjelenik a fiiggvényiink.
(A h = 0.01 és h = 0.001 lépéskozokre értelemszertien a [T1,Ye]l = expeu-
ler(@diffegy, 0, 1, 0.01, 100) illetvea [T1,Ye] = expeuler(@diffegy, O,
1, 0.001, 1000) parancsokat kell beirni.)

Ha az explicit Euler-mddszer hibajara vagyunk kivancsiak, akkor a pontos megoldassal
szitkséges a numerikus megoldasunkat ¢sszehasonlitani. A példank pontos megoldédsa az

u(t) =e "+t

fiiggvény. A 8.1-8.3 abrakon lathatjuk a mddszer pontossagat a h = 0.1, h = 0.01 és
h = 0.001 lépéstavolsagokkal. Az elvartaknak megfeleléen h csokkenésével a numerikus
megoldas grafikonja kozeledik a pontos megoldas grafikonjahoz.

14 T T T T

1.35F 7

1.3 .

1.25 .

1.2F g

1.1F .

T

1.05 .

Explicit Euler médszer (piros), pontos megoldéas (kék)

8.1. dbra. A h = 0.1 1épéskozu explicit Euler-mddszer
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1.35

1.3

1.25

1.2

Explicit Euler médszer (piros), pontos megoldéas (kék)

8.2. abra. A h = 0.01 1épéskozii explicit Euler-médszer

A rendszerekre készitett programot egy egyszerti populaciédinamikai modellen, az tn.
Lotka-Volterra-modellen mutatjuk be. Ez az in. ragadozo-préda modell, amely a két faj
szamanak id6beli alakuldséat (fejlédését) irja le.

8.1. Példa Jelslje x(t) egy nyilpopuldcic méretét a t idépontban, mig y(t) egy rokapo-
puldcio méretét. Feltessziik, hogy ismerjik a populdciok kezdeti méretét, azaz az x(0)
és y(0) értékeket. Ekkor egy egyszeriisitett matematikai modelliink felirhaté a kovetkezd
differencidlegyenlet-rendszer seqgitségével:

2'(t) = ax(t) — bx(t)y(t)

y(t) = cx(t)y(t) — dy(t),

ahol a a nyulak novekedési ratdja, d a rokapopuldcio haldlozdsi ardnya. Mikor eqy roka
és eqy nyul taldlkozik, akkor a nyulak szamdnak csékkennie kell, és a rokak szamanak
nonie, ezt fejezik ki a b illetve ¢ egyiitthatok.

A modell kapcsan elvarasaink a kovetkezdk. Ha nincs ragadozo, akkor feltessziik,

hogy a préda populacié exponencidlis, azaz ¥’ = ax dinamikéji, ahol a a préda populd-
cié novekedési ratdja. Feltessziik tovabba, hogy préda hidnyaban a ragadozok kihalnak

235



14 T T T T

1.35

1.3

1.25

1.2

Explicit Euler médszer (piros), pontos megoldéas (kék)

8.3. abra. A h = 0.001 1épéskozi explicit Euler-modszer

az Yy = —dy egyenlet szerint, ahol d a ragadoz6 populdcié haldlozasi ardnya. Ha a préda
ragadozoval taldlkozik, akkor a prédapopulacionak csokkennie, és a ragadozépopulédcié-
nak pedig novekednie kell.

A modell hianyossaga, hogy ragadozo hianyaban a nyulak szama nem korlatos, azaz
kino a végtelenbe. Ezért mdédositsuk a modelliinket a kovetkezd modon. Az els6é egyen-
let jobb oldaldhoz vegyiink hozzd egy négyzetes elnyeld tagot, azaz valamely v pozitiv
allanddval az

#(t) = ax(t) — be(Oy(t) — 723(1)
egyenletet tekintsiik. Ekkor rokdk hidnyaban a nyulak szaménak alakuldsat az z/(t) =
ax(t) — yz?(t) egyenlet irja le, amely mér idében korlatos megoldast biztositja.
A tovébbiakban a Matlab segitségével numerikusan oldjuk meg ezen utébbi, komp-
lexebb modellt. Numerikus modszerként ismét az explicit Euler-mdédszert valasztjuk.

Tekintsiik a kovetkezo példat:
¥ =1z — 22— ay
y' = —2y + 6zy,
legyen z(0) = 1, y(0) = 0.1.
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Készitsiik el az alabbi m-fajlt.

function LVexpeuler(x,y,T,N)

h=T/N;

for n=1:N

u=f(x,y); v=g(x,y);

x=x+h*u; y=y+thx*v;

xhistory=[xhistory,x]; yhistory=[yhistory,y];
end

t=0:h:T,;

plot(t,xhistory,’red’, t, yhistory,’blue’)
xlabel(’id6’), ylabel(’préda (piros), ragadozé (kék)’)
function U=f(x,y)

U=xX-2%X.*X~X.*y;

function V=g(x,y)

V==2%y+6*x.*y;

Itt bemeno paraméterként a kévetkezoket adjuk meg: z: a prédak kezdeti viszony-
szama, y: a ragadozok kezdeti viszonyszama, T: a vizsgalt idointervallum és N: az
osztasrészek szama.

Mentsiik el, és az LVexpeuler(1,0.1,20,1000) utasitassal szamoljuk ki az ered-
ményt. Futtatds utan a 8.4 grafikont kapjuk.

Ahogy az elvarhato, a populacié vagy kihal, vagy egyenstulyba keriil. A grafikonon
is jol latszik, hogy a kezdeti idépontokban sok ragadozé van és nincsenek préda allatok,
ezutan viszont a prédadllatok szama no, és az ido muldsaval egyensulyba keriilnek a
populacié méretei.

Megjegyezziik, hogy a tobbi egylépéses modszerek Matlab programja hasonléan elkészit-
heté, de az implicit médszerek esetén 1épésenként egy (altalaban nemlinedris) egyenlet
megoldasi algoritmusat is be kell épiteniink.

Mint azt mar emlitettiik, 1éteznek a Matlab programrendszerben beépitett programok,
amelyek alkalmasak akar nagy pontossdggal és hatékonyan megoldani a kezdetiérték-
feladatokat. Ilyen példaul a gyakran alkalmazott ODE45 rutin, ami a beagyazott Dormand-
Prince-médszeren alapul. Az ODE45 rutint ugyanolyan médon hivjuk meg, mint a korab-
ban leirt, sajat magunk altal irt programokat. Nevezetesen, [T1, Y45] = ode45(@diffegy,
T1, 1). Itt is két kimeno paraméter van, az id6 és a kozelito értékek vektora. A bemend
paraméterek rendre: az alfiiggvény, ami leirja a differencialegyenletiinket, az id6 vektor,
hogy melyik idépontokban szamoljuk ki a megoldést, a kezdeti-érték vektor.?

3Megjegyezziik, hogy megadhaté egy negyedik (opciondlis) paraméter is, amelynek segitségével be-
allithatjuk az integralasi paramétereket. Ugyanakkor a gyakorlatban elegendd az alapbeallitds, és ezért
az alapértelmezést csak indokolt esetekben célszerii megvaltoztatni. Ezt az odeset rutinnal hajthatjuk
végre, amelynek részletei a Matlab help leirasdban megtalalhatdk.
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préda (piros), ragadoz6 (kék)
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8.4. abra. A Lotka-Volterra-modell megoldasa explicit Euler-mddszerrel

Az ODE45 mdédszer pontossaganak jellemzésére szolgald 8.1 és 8.2 tablazatok a szoka-
sos tesztfeladatunkon a h = 0.1 és h = 0.01 1épéstavolsag melletti eredményeket tartal-
mazzak. Lathatéan itt a modszer pontossaga a lépéskoz csokkentésével érdemben nem
javul. Ennek tobb oka is van. A lényeg, hogy a beépitett mddszerek adaptiv médon
vélasztjak meg a 1épéskozt (tehdt nem a mi dltalunk megadott h 16péskozii, ekvidisztans
racshéalon szamol!), és ehhez az dltalunk megadott pontossagot hasznélja kritériumként.
A teszt soran mi meglehetOsen nagy pontossagot koveteltiink meg, amit azt a tablazatban
szerepl6 hiba nagysaga is jelzi. A h paramétert azért adjuk meg, hogy megadjuk azokat
a pontokat, ahol a numerikus megoldast kiértékeljiik, azaz a h 1épéskozi, ekvidisztans
racshéalé csomoépontjaiban. fgy h csokkentése lényegében csupan a kiértékelendd pontok
szamat novelte meg.t

Megjegyezziik, hogy ha a kiértékelendd csomépontban nem szamol kizvetleniil a médszer numerikus
megoldast, akkor erre a pontra a tobbi pontbeli numerikus értékbdl interpolaciéval hatarozza meg a
kozelitést. Ezért h csokkentésével varhato az interpolédcié javuldsa, azaz bizonyos értelemben javulhat a
numerikus eredmény, ha h tilsagosan nagy.
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t; pontos megoldas | numerikus megoldas hiba

0 1.0000 1.0000 0
0.1000 1.0048 1.0048 2.9737e — 010
0.2000 1.0187 1.0187 5.3815e — 010
0.3000 1.0408 1.0408 7.3041e — 010
0.4000 1.0703 1.0703 8.8120e — 010
0.5000 1.1065 1.1065 9.9668e — 010
0.6000 1.1488 1.1488 1.0822¢ — 009
0.7000 1.1966 1.1966 1.1424e — 009
0.8000 1.2493 1.2493 1.1814e — 009
0.9000 1.3066 1.3066 1.2026e — 009
1.0000 1.3679 1.3679 1.2090e — 009

8.1. tablazat. Az ODE45 eredményei a h = 0.1 1épéskozi racshalon

t; pontos megoldas | numerikus megoldas hiba

0 1.0000 1.0000 0
0.0100 1.0000 1.0000 2.2204e — 016
0.0200 1.0002 1.0002 8.8940e — 011
0.1000 1.0048 1.0048 5.4080e — 009
0.5000 1.1065 1.1065 2.8278e — 009
0.8000 1.2493 1.2493 1.6519¢ — 009
0.9000 1.3066 1.3066 1.3610e — 009
0.9900 1.3616 1.3616 1.0920e — 009

8.2. tablazat. Az ODE45 eredményei a h = 0.01 1épéskozii racshaléon
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t; a pontos megoldas | a numerikus megoldés a hiba

0 1.0000 1.0000 0
0.1000 1.0048 1.0048 6.2300e — 006
0.2000 1.0187 1.0187 1.8714e — 005
0.3000 1.0408 1.0408 2.7885e — 005
0.4000 1.0703 1.0703 2.1933e — 005
0.5000 1.1065 1.1065 1.8889¢ — 005
0.6000 1.1488 1.1488 1.7254e — 005
0.7000 1.1966 1.1966 1.5668e — 005
0.8000 1.2493 1.2493 1.4228e — 005
0.9000 1.3066 1.3066 1.2872e¢ — 005
1.0000 1.3679 1.3679 1.1643e — 005

8.3. tablazat. Az ODE113 eredményei a h = 0.1 1épéskozli rdcshéléon

A tobblépéses mddszerek algoritmusai is megtalalhatok a Matlabban. Ilyen az ODE113,
amelynek a rendje 1-t6l 13-ig valtozhat és az Adams-Bashforth-Moulton-moédszeren alap-
nyos, amikor az f fliggvény kiértékelése koltséges. Megjegyezziik, hogy ez a mddszer
is [T1, Y113] = odel13(@diffegy, T1, 1) szintaktikajd, és nem merev feladatokra
alkalmazzuk. A moddszer eredményeit a szokasos tesztfeladatunkon h = 0.1 és h = 0.01
lépéstavolsag melletti 8.3 és 8.4 tablazatok tartalmazzak.

Az alabbi tablazatban foglaljuk 6ssze néhany olyan moédszer pontossagat, amelyet ebben
a szakaszban targyaltunk. (Modszereinket a szokdsos a (3.13) tesztfeladatra a t* = 1
pontban hasonlitjuk Gssze.)

Cn
modszer hi =0.1 \ hs = 0.01

explicit Euler 1.9201e-002 | 1.8471e-003

javitott Euler 6.6154e-004 | 6.1775e-006

implicit Euler (pontosabb) || 1.7664e-002 | 1.8318e-003

implicit Euler 2.1537e-002 | 1.8687e-003

ODE45 1.2090e-009 | 1.0903e-009

ODE23 1.6607e-005 | 1.5087e-005

ODE113 1.1643e-005 | 1.6360e-008
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t; a pontos megoldas | a numerikus megoldas a hiba

0 1.0000 1.0000 0
0.0100 1.0000 1.0001 1.6625e¢ — 007
0.0200 1.0002 1.0002 1.4800e — 007
0.1000 1.0048 1.0048 1.4004e — 007
0.5000 1.1065 1.1065 1.7178e — 008
0.8000 1.2493 1.2493 2.0090e — 008
0.9000 1.3066 1.3066 1.8052e — 008
0.9800 1.3553 1.3553 1.6692¢ — 008
0.9900 1.3616 1.3616 1.6525¢ — 008
1.0000 1.3679 1.3679 1.6360e — 008

8.4. tablazat. Az ODE113 eredményei a h = 0.01 1épéskozii racshalén
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Befejezésiil megjegyezziik, hogy merev feladatok megoldasara is vannak rutinok a
Matlabban. Ilyenek a ODE15S (amelynek meghivésa [T1, Y15s] = odelbs(@diffegy,
T1, 1)), ODE23s (amelynek meghivasa [T1, Y23s] = ode23s(@diffegy, T1, 1)). A
ODE123T és az ODE123TB rutinok az enyhén merev rendszerek megoldasara javasol-
hatok. Ezek a moddszerek alacsony pontossagiak. Az ODE15S mddszer a backward
differentiation formuldkon (BDF) (amelyet Gear-médszernek is szokdsos nevezni) alapul
és valtozd lépéshosszii mddszer. Kiilonosen akkor javasolt, amikor az ODE45 mddszer
nagyon lassu vagy egyaltalan nem miikodik. Az ODE23S egy masodrendii, médositott,
egylépéses Rosenbrock-maédszer. Mivel egylépéses, ezért altalaban hatékonyabb, mint az
ODE15S méddszer.

A médszerek részletei irdnt érdeklddéknek javasoljuk a [1, 19] irodalmakat. A Matlab
programok kapcsan javasoljuk a [0, 18] irodalmakat.

8.2. A peremérték-feladatok megoldasa Matlab se-
gitségével

A peremérték-feladatok numerikus megoldasara a Matlab a BVP4cC rutint javasolja. Ez
a program a kétpontos peremértékfeladatokat elég altaldnos esetben képes megoldani:
egyrészt nem szeparalt peremfeltételek is megadhaték (amikor nem csak a két végpont-
beli fiiggvényértékek illetve derivaltak adottak kiilon-kiilon a végpontokban, hanem azok
kombinécidi), masrészt a peremfeltételben paraméter is megadhaté. Médszerként a kollo-
kaciés modszert alkalmazza, amelynek eredményeként egy nemlinearis algebrai egyenlet-
rendszert nyeriink. Ennek megoldasara a Newton mddszert alkalmazzuk. Mivel ehhez a
bemend fiiggvények parcialis derivaltjai is sziikségesek, ezeket is kozelitoleg, nevezetesen
véges differencidkkal hatarozzuk meg. A moddszer részletei megtaldlhatok a
http://200.13.98.241/ martin/irq/tareasl/bvp_paper.pdf

linken a ”"Solving Boundary Value Problems for Ordinary Differential Equations in Mat-
lab with bvpdc (Lawrence F. Shampine, Jacek Kierzenka, Mark W. Reichelt) leirdsban.
Nagyon hasznos tovabba a
http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/3819

link, ahol a BVP4cC rutin hasznalatara taldlhaté egy oktatdéanyag és szamos kidolgozott
példa. Javasoljuk még a

http://www.mathworks.com/help/techdoc/ref/bvpéc.html

linket, ahol a BVP4C leirdsa mellett tovabbi teriileteken valé alkalmazhatdsaga is szerepel.

Az anyagunkban szereplo két alapvetdo moddszeriinkre, a belovéses maddszerre illetve a
véges differencidk modszerére a megfelel6 Matlab programok énélléan is elkészithetok.
Ennek lefrasaval és egy modellfeladaton val6 alkalmazasdval a tovabbiakban foglalko-
zunk.
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8.2.1. A modellfeladat: stacionarius hoéeloszlas homogén veze-
tékben

Tegyiik fel, hogy egy hosszu és vékony vezeték két, allandd hémérsékletii fal kozott helyez-
kedik el. A vezeték vastagsdga a hosszusagahoz képest elhanyagolhaté, igy a sugarirdanyu
hémérsékletvaltozas (radidlis sugarzas) elhanyagolhaté, és ezért a hémérséklet csak az
x egydimenzios térbeli koordinatatol fiigg. A hdéaramlas egyrészt a vezetékben torténo
hossziranyban kondukcié, mésrészt a vezeték és a vezetéket korbevevd allandd homér-
sékletii gaz kozotti konvekcid hatdsara torténik. Feladatunk a staciondrius héeloszlas
meghatarozasa.

Irjuk fel elészor a mérlegegyenletet egy Az hossziségu elemre! Jelslje ¢(x) az x ponthoz
tartozé héfluxust [mértékegysége: J/(m?s)], A. a keresztmetszet teriiletét [m?]), azaz
A, = 7r?, ahol r a vezeték sugara. Legyen Dy, a konvekcids hévezetési egyiitthatéd
[J/(Km?s)], ahol K a Kelvin héfok, A, az elem feliilete [m?], azaz A, = 2nrAx, és Th
a korbevevd gz hémérséklete [K]. Az x pontbeli ismeretlen homérsékletet T'(x) jeloli.
Ekkor a mérlegegyenlet alapjan

q(x)A: = q(z + Ax)A. — Do As(Too — T'()), (8.1)

ahol a bal oldalon a bemen6 hémennyiség, a jobb oldalon pedig a kimen6 hémennyiség
és a radidlis dramlds okozta veszteség szerepel. Leosztva a (8.1) egyenléséget az elemi
rész térfogataval (mr2Ax), dtrendezés utdn a

_Q(‘r + AI) - Q(I) + 2Dkon

- (L, — T(x)) = 0 (8.2)

egyenldséget kapjuk. Attérve a Az — 0 hatérértékre, (8.2) a
2Dk:on

—q¢(z) + (Too = T(2)) =0 (8.3)

egyenletet eredményezi. Mivel Fourier torvénye alapjan a fluxusra ¢(x) = —DpoT" (),
ahol Dy, [J/(Kms)] a h6vezetési egyiitthatd, ezért a (8.3) egyenlet felirhaté

T"(x)+ D(To — T(x)) =0 (8.4)
alakban, ahol
2Dkon
D pr—
TDhov

a héleaddst jellemz6 allandé [m—2]. Ha a vezeték hossziisdga L, akkor

ahol Ty és T7 a bal illetve jobb oldali fal hémérséklete. Ekkor tehat matematikai model-
link a (8.4)—(8.5) kétpontos peremérték-feladat.
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A (8.4)—(8.5) feladat pontos megoldasa analitikusan el6éllithat. Ugyanis az egyenlet
atirhato

T"(z) — DT(z)) = —DTx (8.6)

alakra, amelynek megoldasahoz a homogén egyenlet altaldanos megoldasa és egy parti-
kuldris megoldds ismerete szitkséges. Mivel a A = +£v/D jelolésekkel a homogén feladat
altaldnos megolddsa Thom(z) = C1e* + Che ™% ahol C) és Oy tetszbleges allanddk, a
Tpart(z) = T pedig egy partikularis megoldds, ezért a (8.6) egyenlet altalanos megol-
désa

T(z) = C1e™ + Coe™ + T (8.7)

A képletben szereplé dllanddkat a (8.5) peremfeltételekbdl hatdrozhatjuk meg:

(Ty — Too)e ™ — (T — T)

—(To — Tw)eM + (I — Tw)
ef)\L _ e/\L ’ ’

e~ A _ AL

Cr = Cy =

(8.8)

A tovabbiakban az alabbi adatokkal szamolunk: L = 10, Dy,, = 1, Dy, = 200, r = 0.2,
T, = 200, Ty = 300, 77 = 400. (Adataink a kordbban megadott mértékegységekben
értenddk.) Ekkor D = 0.05, és a feladatunk pontos megoldasa a

T(x) = 20.4671e¥05* 4+ 79.5329¢ V03 4 200 (8.9)

fiiggvény.”

8.2.2. A tesztfeladat numerikus megoldasa Matlab segitségével

Alkalmazzuk a belovéses mddszert a (8.4)—(8.5) feladatra. Els6 lépésben atirjuk a masod-
rendl kozonséges differencialegyenletet egy kétismeretlenes, elsérendli rendszerekre:

T'(z) = 2(z),
2(z) = —D(Tw — T(x)). (8.10)
Kezdeti feltételként a

feltételeket adjuk meg, ahol Tj ismert, 2z, értékét a belovéses modszernek megfeleléen
pedig ugy vélasztjuk meg, hogy a (8.10)—(8.11) kezdetiérték-feladat T'(x) megoldédséra a
T(L) =T, feltétel teljesiiljon.

A belovéses modszer algoritmusat kivetve Matlab programunkat két FUNCTION segit-
ségével adjuk meg. A BVPS rutin adott zg érték mellett az explicit Euler-mddszerrel
kiszdmolja a numerikus megolddst. Bemend paraméterként a [0, L] intervallum felosz-
tasdhoz sziikséges osztasrészek szama (Nx) illetve az ismeretlen z komponens-fiiggvény

5 Amikor a megoldést beprogramozzuk, nem a (8.9) képletben szerepl$ dllandékat adjuk meg kozvet-
leniil, hanem a Matlab segitségével a (8.7) képletbdl szamoljuk ki.
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kezdeti értéke (20) szerepel. Kimené paraméterként a végponti (z = L) hémérséklet
(T'L), a csomépontokban szamolt hémérsékletek (Twect) és a csomdépontok koordindtai
(zvect) szerepelnek. A rutin a kovetkezo:

function [TL,Tvect,xvect] = bvpsee(Nx,z0)

o

% Belovéses médszer (shooting method) egy L hosszisdgi rid
% staciondrius hoeloszldsdnak kiszamitdsdara.

% Ez a kovetkezd kétpontos peremérték-feladat megoldasat
higényli:

% d*T

h -—— +D(Tinf —T)=0, T(0)=T0, T(L)=T1

% da?

% A kezdetiérték-feladat megolddsdra az egyszerii explicit
% Euler médszert alkalmazzuk.

% Nx: a térbeli osztasrészek szama

% z0: a kezdeti meredekség

= 300; % bal oldali végpontbeli peremfeltétel
T1 = 400; % jobb oldali végpontbeli peremfeltétel
Tinf = 200; % kiilsé homérséklet

D = 0.05; % &llandé

L = 10; % a rdid hossza

xs = 0; % kezdopont koordindtdja

T = TO; % kezdeti feltétel

deltax=L/Nx; Tvect(1) = T; xvect(l) = xs; z=z0;
for i=2:Nx+1

dTdx = z;

dzdx = -c * (Tinf - T);

T =T + dTdx * deltax; % Euler médszer

z = z + dzdx * deltax; xvect(i) = xs + (i-1)*deltax;
Tvect(i) = T; end;

TL=T;

—
(@}
|

Ezzel a rutinnal tehéat egy adott kezdeti z értékkel tudjuk meghatarozni a homérséklet-
eloszlast. Nyilvanvaléan ez 6nmagaban nem elegendd, hiszen a kiszamolt T'L kiilonbozik
T1-t6l. A belovéses modszer algoritmusat kovetve a BVPS rutinnal kiilénboz6 kezdeti
2(0) értékekre kiszamoljuk a végpontbeli T'L hémérsékletet, és az igy kapott értékekkel
kiszdmoljuk a z(0) értékhez tartozé £(z(0)) = T'L(2(0)) — T'1 eltéréseket. Mivel olyan
2*(0) értéket keresiink, amelyre £(2*(0)) = 0, ezért a (2(0),e(z(0))) pontokra interpola-
ci6s polinomot fektetiink, és a keresett 2*(0) ennek a zérushelye lesz. Ezt a két 1épést a
programban a (7.10) szerinti inverz interpoldcidval végezziik el.
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A fenti lépéseket a SHOOTING rutin hajtja végre, amelynek bemend paraméterei a kovet-
kezok:

e Nz: a0, L] intervallum felosztdsahoz sziikséges osztdsrészek szama,

e zstart: a z(0) kezdeti elsé értéke (ami az ismeretlen T fiiggvény gradiensét jelenti
az x = 0 pontban, azaz a hdmérsékletvaltozas gradiense a kezdet idépontban),

o deltaz: a kiillonboz6 z(0) értékek meghatdrozasara szolgalé megvaltozas,

o Nz: a kezdeti zstart értékektdl jobbra és balra tovabbi Nz szdmu z(0) értékkel
szamolunk, nevezetesen a z(0) = zstart + k - deltaz (k = 1,2,...,Nz) kezdeti
értékekkel is meghatarozzuk T'L értékét. (Ezzel allitjuk elé az interpolacids alap-
pontokat.)

A rutin opciondlisan kiirja a numerikus megoldast, és a pontos megoldas ismeretében
kiirja a maximumnormabeli hibat és kirajzolja a pontos és kozelité megoldasokat.

function shooting(Nx,zstart,deltaz,Nz)

% Belovéses médszer (shooting method) egy L hosszisdgi rdd
% stacionarius hoeloszldsdnak kiszamitdsdara.

% Ez a kovetkezo kétpontos peremérték-feladat

% megoldasat igényli:

% d*T

h —— +D(Tinf -T)=0, T(0)=T70, T(L)=T1

% dx?

% A kezdetiérték-feladat megolddsdra a BVPS
%nevi rutint alkalmazzuk.

% Nx: a térbeli osztasrészek szama

% z0: a kezdeti meredekség

TO = 300; % bal oldali végpontbeli peremfeltétel
T1 = 400; % jobb oldali végpontbeli peremfeltétel
Tinf = 200; % kiils6 homérséklet

D = 0.05; % &llandé

L = 10; % a rid hossza

xs = 0; % kezddpont koordindtédja

T = TO; % kezdeti feltétel

deltax=L/Nx; zv(Nz+1l)=zstart; z=zv(Nz+1);
[T,Tvect,xvect]=bvpsee (Nx,z) ; Tvegpont (Nz+1)=T;
for i=1:Nz

zv(i)=zstart-(Nz+1-i)*deltaz; z=zv(i);
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[T,Tvect,xvect]=bvpsee (Nx,z) ; Tvegpont (i)=T;
zv(Nz+1+i)=zstart+ixdeltaz; z=zv(Nz+1+i);
[T,Tvect,xvect]=bvpsee (Nx,z) ; Tvegpont (Nz+1+1i)=T;

end

for i=1:2x%Nz+1

Tvegpont (i); zv(i);

end

% A gyok megkeresésére az inverz interpolaciét alkalmazzuk.
Tint=Tvegpont-Tb; z=interpl(Tint,zv,0);

fprintf (A meredekség: %fn’,z)
[Tfinal,Tvect,xvect]=bvpsee(Nx,z) ;

% A Meg nevii madtrixba Osszerakjuk a numerikus megoldist
% és utédna sziikség esetén kiiratjuk

Meg=ones (Nx+1,3);

for i=1:Nx+1

Meg(i,1)=i; Meg(i,2)=xvect(i); Meg(i,3)=Tvect(i);

end

% disp(’ csomépont koordin. hoémérséklet’)

% disp(Meg)

% plot(xvect,Tvekfinal);

% Ha ismerjik a pontos megolddst, akkor adjuk meg

% egy PONTOSSHOOTING nevii fiiggvényben.

% Ekkor a hiba kiszdmithaté és opciondlisan kirajzolhatjuk
% a pontos és kozelito megoldidsokat.

% [Tpontos,zpontos]=pontosshooting(Nx,xvect);

% hiba=norm(Tvect-Tpontos,inf);

% disp(’lépéskéz és hiba max. normdban:’),deltax, hiba
% i=1:Nx+1;

% plot(i,Tvect,’r’, i, Tpontos,’b’) xlabel(’rud’),

% ylabel(’belovéses médszer (piros),

% pontos megoldds (kék)’)

Mivel a (8.9) képlet segitségével ismerjiik a pontos megoldést, ezért a belovéses méod-
szert kiillonbozé paraméterek mellett tesztelni tudjuk. A Ax 1épéskoz fiiggvényében a
hibavektor maximumnormajat a 8.5 tablazat mutatja. A pontos és numerikus megolda-
sok az egyes racshalokon a 8.5-8.8 abrakon lathatok.

8.1. Megjegyzés Futtatasainkat Nz = 4 és zstart = —12 értékekkel hajtottuk végre.
Ha nagyobb Nz értéket valasztunk, akkor sem valtozik a futds eredménye. Ennek oka,
hogy a tesztfeladatunk linedris, azaz a 7.1.2 szakasz értelmében direkt mddon is kisza-
molhaté két adat ismeretében a kezdeti meredekség. Ezért lényegében nem sziikséges
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Az 0.1 0.01 0.001 0.0001
en || 4.6133e — 001 | 4.6786e — 002 | 4.6852¢ — 003 | 4.6859¢ — 004
rend || 1.1453e — 001 | 1.0142e — 001 | 1.0014e — 001 | 1.0001e — 001

8.5. tdblazat. A belovéses modszer explicit Euler-mdédszeres hibdja a maximumnormaban
a tesztfeladatra, és a konvergencia rendje.

Ax 0.1 0.01 0.001 0.0001
en || 6.6929e — 003 | 6.7386e — 005 | 6.7433e — 007 | 6.7446e — 009
rend || 1.0611e — 002 | 1.0068e — 002 | 1.0007e — 002 | 1.0002e — 002

8.6. tablazat. A belovéses modszer javitott explicit Euler-médszeres valtozatanak hibaja
a maximumnormaban a tesztfeladatra és a konvergencia rendje.

tobb pont megadasa, sot, valéjaban az Nz = 2 is elegend6. Ehhez elegendd 6sszehason-
litani a 8.9 és a 8.5 abrakat, amelyeket ugyanolyan térbeli felosztasra, de kiilonb6zo N z
értékekre (Nz = 2 és Nz = 10) kaptunk.

8.2. Megjegyzés Ha nagyon tavoli zstart értéket adunk meg, akkor kevés interpolacios
alappont esetén el6fordulhat, hogy az inverz interpoldcié nem miikodik. (A nulla érték
kiviil esik az alappontokon.) Ilyenkor célszerii elézetesen néhany 6nallé futtatast végezni
a BVPS rutinnal, és kozelitéleg meghatarozni a keresett z értéket.

8.3. Megjegyzés Ha az explicit Euler-mddszer helyett a masodrendii javitott Euler-
modszerrel szamolunk, akkor eredményeink hibai a 8.6 tablazatban lathatok. Mint az
varhaté volt, a modszeriink masodrendben konvergens.

Térjink at a (8.4)—(8.5) feladat véges differencidas megoldasara. Nem részletezve az
algoritmust, megadjuk a vDM1 rutint, amely a véges differencidk moédszerével megoldja
a fenti feladatot. Itt bemené paraméterként az L hosszisdgu vezeték osztasrészeinek
szamét (Nx) kell megadni. Kimend adatként a csomépontok koordinatéit (zvect) illetve
a csomépontokhoz tartozé kozelité megolddst tartalmazé vektort (T'mego) kapjuk.

function[xvect,Tmego]=vdm1 (Nx)
% Véges differencidk médszere egy L hosszisigi rid staciondrius

% hoeloszlasanak kiszamitdsira. Ez a
% d* T

% ——— + ¢ (Tinf - T) =0

% dax?
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8.5. dbra. A stacionarius hémérsékleteloszlas az L = 10m hosszisagu vezetékben 10
osztaspontu ekvidisztans racshalén.

% tipusi kétpontos peremérték feladatok megoldasat igémnyli,
% amelyet a szokdsos differenciasémdval approximdlunk.
% A peremfeltételeket kozvetleniil beirhatjuk a sémdba.
% Nx: a térbeli osztasrészek szdma

Ta = 300; % bal oldali végpontbeli peremfeltétel

Tb = 400; % jobb oldali végpontbeli peremfeltétel
Tinf = 200; % kiils6 homérséklet

c = 0.05; % &llandé

L = 10; % a vezeték hossza

ndivs = Nx; nunknowns = ndivs - 1; deltax = L/ndivs;

A = -(2 + deltaxA2*c); B = -deltaxA2*c*xTinf;

for i=1:Nx+1, xvect(i)=(i-1)*deltax; end

% a diszkretizacidés alappontok eldallitésa

matrix = zeros(nunknowns);

% a linedris egyenletrendszer Osszedllitdsa kezdodik.
matrix(1,1) = A;

% az elso egyenlet Osszedllitésa
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8.6. abra. A stacionarius homérsékleteloszlas az L = 10m hosszisdgu vezetékben 100
osztaspontu ekvidisztans racshalén.

matrix(1,2) = 1; rhs(1)= B - Ta;
for i = 2:nunknowns - 1
% a belso pontokhoz tartozd egyenletek

matrix(i,i-1) = 1;
matrix(i,i) = A;
matrix(i,i+1) = 1;
rhs(i)= B;

end;

matrix(nunknowns, nunknowns-1) = 1;

% az utolsé egyenlet Osszedllitdsa

matrix(nunknowns, nunknowns) = A; rhs(nunknowns)= B - Tb;
T = matrix \ rhs’; % a linedris egyenlet megoldasa
Tmego(1)= Ta; % a teljes megoldasvektor elodllitasa
Tmego(2:1 + nunknowns) = T(:); Tmego(nunknowns + 2) = Tb;

Eredményeinket a tesztfeladatra a 8.7 tablazatban adjuk meg. Az els6é harom esethez
(azaz amikor Nz = 3,6,9) tartozé véges differencids megolddst a pontos megoldassal
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8.7. dbra. A stacionarius homérsékleteloszlas az L = 10m hosszusagi vezetékben 1000
osztaspontu ekvidisztans racshalén.

egyiitt a 8.10-8.12 dbrdkon mutatjuk be.

Befejezésiil hasonlitsuk 0ssze moddszereinket ugyanazon diszkrét racshalon! Legyen
Nz = 8, azaz 9 osztaspontu, Ax = 1.25 1épéskozi racshalon hasonlitjuk 6ssze az explicit
Euler- és javitott explicit Euler-mddszeres belovéses eredményeinket, valamint a véges
differencias moédszert a pontos megoldédssal. Eredményeinket a 8.8 tablazat tartalmazza.
A megoldéasokat a 8.13 abran lathatjuk. Mivel a megoldasok kozel haladnak egyméshoz,
az abra egy része kinagyitva lathato a 8.14 &dbran.
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H osztasrészek szama \ hiba max. norméaban \

rend

3 1.7002e + 000

6 4.5604e — 001 2.6823e — 001
12 1.1647e¢ — 001 2.5540e — 001
24 2.9205e — 002 2.5074e — 001
48 7.3158e — 003 2.5050e — 001
96 1.8293e — 003 2.5004e — 001
192 4.5734e — 004 2.5001e — 001
384 1.1434e — 004 2.5000e — 001
768 2.8582¢ — 005 2.4999¢ — 001
1536 7.1573e — 006 2.5041e — 001

8.7. tdblazat. A véges differencidk mdédszerének hibdja felezodo6 1épéshosszal. A harmadik
oszlop a rendet mutatja. (Az elméleti rend 0.25.)

H racspont H EEM \ JEE \ VDM H pontos megoldas H

0 300.0000 | 300.0000 | 300.0000 300.0000
1.2500 || 287.2008 | 287.6551 | 287.3173 287.3173
2.5000 || 282.2141 | 282.0058 | 281.4562 281.4562
3.7500 || 284.0400 | 282.6293 | 281.9589 281.9589
5.0000 || 292.2889 | 289.5832 | 288.8646 288.8646
6.2500 || 307.1033 | 303.4096 | 302.7129 302.7129
7.5000 || 329.1279 | 325.1783 | 324.5856 324.5856
8.7500 || 359.5199 | 356.5687 | 356.1916 356.1916
10.0000 || 400.0000 | 400.0000 | 400.0000 400.0000

8.8. tablazat. A kiilonb6zé modszerek eredményei a tesztfeladatra Na = 8 felosztas ese-
tén. A pontos megoldas piros, az explicit Euler-modszeres belovéses modszeré zold, a
javitott explicit Euler-modszeres belovéses modszeré fekete, a véges differencias megol-
dasé pedig kék.
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0
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8.8. abra. A stacionarius hémérsékleteloszlas az L = 10m hossztsagu vezetékben 10000
osztaspontu ekvidisztans racshalén.
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8.9. dbra. A stacionarius hémérsékleteloszlas az L = 10m hosszisagu vezetékben 10
osztaspontui ekvidisztdns racshalén két alappontra (Nz = 2) tamaszkodé interpolaciéval
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véges differencids médszer (piros), pontos megoldas (k

vezeték

8.10. abra. A staciondrius hémérsékleteloszlds az L = 10m hosszisagu vezetékben véges
differencidkkal a négy pontbdl allo ekvidisztans racshalon.
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8.11. dbra. A stacionarius homérsékleteloszlas az L = 10m hosszisagu vezetékben véges
differencidkkal a hét pontbdl allo ekvidisztans racshalon.
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8.12. abra. A staciondrius hémérsékleteloszlds az L = 10m hosszisagu vezetékben véges
differenciakkal a tiz pontbdl allo ekvidisztans racshéalon.

400 ; . . .
380+ / |
360} _
340+ i
320} ; 7, 1

300 2 |

280
0

8.13. abra. A stacionarius homérsékleteloszlas az L = 10m hosszisagu vezetékben a
kiilonb6z6 modszerekkel a Ax = 1.25 1épéskozli ekvidisztans racshalon.
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317} P ]

316} 1

star / |
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312t 1
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6.7 6.8 6.9 7 71 7.2

8.14. abra. Kinagyitva az eloz6 dbra egy részletét, a pontos megoldas szine piros, az
explicit Euler-moddszeres bel6véses modszeré zold, a javitott explicit Euler-moédszeres
belovéses modszeré fekete, a véges differencias megoldasé pedig kék.
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