TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK SZELSOERTEKEI

VAZLAT

7 7

1. EI0z0leg volt:
Iranymenti derivalt, parcialis derivaltak, gradiens, derivalt
leképezés, Hesse-matrix
Taylor-tétel kvadratikus tagokkal.

2. TObbvaltozos valos érteki fliggvéenyek szélsoertekel
Kritikus pontok.
Nemdegeneralt kritikus pontok osztalyozasa.
Kétvaltozos kvadratikus polinomok.
Példak nemdegeneralt kritikus pontokra.
Degeneralt kritikus pontok osztalyozasanak nehézségei.
Az intuicio nehéz (példak).

3. Feltételes szélsoeérték.

4. Hatarral rendelkez0 korlatos tartomanyon értelmezett fliggvény
szelsoertékel.

5. Néhany globalis kérdés (Morse-elmélet).

6. Variacioszamitas.



Tobbvaltozos valos értékl figgvények szélsoértékei.

Tekintstink egy f valos értékl, Q C R" nyilt halmazon értelmezett
fliggveényt.

MEGJEGY ZES: Az egyszer(iseg kedvéért most feltessziik, hogy
minden vizsgalt fliggvény sima, azaz végtelen sokszor differ-
encialhato — bar mindig elég lesz, ha a masodik derivaltak folytonosak.
Ez a feltételezés kizarja az olyan példakat, mint a kdvetkezo,
amelynek az origbban minden iranyban
letezik iranymenti derivaltja, de nincs
ott érintésikja:

X5-|—y5

f(X,y) = —5—%-
( 7y) (x2+y2)2

PELDA VOLT ELOZO HETEN: Legyen A szimmetrikus matrix

és tekintsik az f(X) = (X, AX) kvadratikus polinomot. Akkor

a V iranyban vett iranymenti derivalt az X pontban: f'(X) =

Of(X) = 2AX.

Szintgorbeék és szintfellletek.

Definicio Tegyik fel, hogy f konstans a y(t) gorbe mentén,
tehat f(y(t)) =c. Ay(t) gorbétaz f szintgdrbéjének nevezziik.
Hasonlban, ha g(X) konstans, g(X) = c, akkor ezt a feliiletet
szintfeliiletnek nevezziik. Példaul, az x>+ y?+z2 = 4 gombfeliilet
a g(x,Y,2) = \/5+x2+Yy2+ 22 szintfelulete.

MEGJEGY ZES Hogy elkeriiljiik az olyan bonyodalmakat, mint
ay(t) ;= (t3,1%) (azaz y3 = x?) gorbénél at = 0 helyen, vagy az
x> +y? — 72 = 0 R3-beli fellilet az origdban, mindig feltessziik,
hogy a sima gorbének van olyan y(t) paraméterezése, melyre
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Y (t) #0, és egy sima g(X) = c alaku feltiletre Og(X) # 0.

Tétel Legyen f: Q — R sima fliggvény.
a) Ha y(t) a g sima szintgorbéje, akkor ennek a gorbének
parmely P = y(to) pontjara, (Jg(P) merd6leges Y (t)-re.

b) Ha g(X) = c a g egy sima szintfelllete, akkor a feliilet
barmely X pontjara [Jg(X) merd&leges a felliletere, azaz merdleges
az 0sszes érintovektorra.

Bizonyitas a) Mivel g(y(t)) = konstans, derivalassal és a
lancszabalyt hasznalva kapjuk: (0g(P), Y (tp)) = 0.

b) Derivaljuk f(y(t)) = c-ot (alancszabalyt hasznalva), kapjuk:
(Of(y(t)),Y(t)) =0, tehat egy szintgdrbén [Og merdbleges az
érintvektorokra.

DEFINICIO Egy f fliggvény kritikus pontjai azon X pontok,
ahol az elso derivalt nulla: Of(X) =0.

El6bb lattuk, hogy ez all fonn lokalis szélsoérték esetén. A két
legegyszer(ibb példa az f(x,y) = x*+y? kvadratikus polinom,
amelyre Of(X) = (2x, 2y), és f(x,y) = —(x*+y?), amelyre
Of(X) = (—2x, —2y). Ezekre az origd lokalis minimum ill.
maximum.

Az f(x,y) = —x?+y? kvadratikus polinom viszont azt mutatja,
hogy van egy érdekes harmadik lehetGség: a nyeregpont.
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Masodik derivaltteszt.  Egyvaltozos fliggvényekre a masodik
derivalt tesztet hasznaljuk a kritikus pontok osztalyozasara (max-
imum vagy minimum) — feltéve, hogy a masodik derivalt nem
nulla. Ehhez a Taylor-tételt hasznaltuk. Ugyanezt fogjuk tenni
most is, és vizsgaljuk az f(X) = f(x,y) viselkedését az

X = Xo = (Xo,Yo) pont kdzelében. Legyen V := (u,v) és —a
korabbihoz hasonl6an —, hasznaljuk az egyvaltozos

d(t) ;== f(Xo+tV) = f(Xo+tu, yo+1tv)
fliggvenyt és a Taylor-sort:

d(t) = 9(0)+¢'(0)t+30"(0)t*+--. (1)
A lancszabaly szerint

¢'(t) = oxf (Xo+tu, yo+tv)u+ 9y f (Xo+tu, yo+tv)v
igy, mivel egy sima fliggvényre 0y f (Xo) = dyxf (Xo),
0" (0) = Oy« f (X0, Yo)U? -+ 0y f (X0, Yo) UV
+ 0y f (X0, Yo) UV + Oy f (Xo, Yo)V?

= O f (Xo)U? 4 205y f (Xo) UV + Oyy f (Xo)V?
= (V, t"(Xo)V), (2)

lgazoltuk, hogy f”(X) szimmetrikus matrix, igy sajatértékei
valbsak.
Feladat A malt orai feladatot folytatva, f(X) = (X, AX)-re
igazoljuk, hogy f”(X) = 2A, épplgy, mint az egydimenzios
esetben.

(2) felhasznalasaval, ha X = Xy +tV -t irunk, (1) a kdvetkez6
formulat adja:



f(X) = f(Xo) + (f'(Xo), V)t + 5V, f"(Xo)V)t*+---  (3)
Ezzel ekvivalens,

f(X) = f(Xo)+{f'(Xo), X — Xo) +5—2L<X —Xo, f"(Xo)(X —Xg)) +---

(4)
A “...” pontok azt jelentik, hogy “kevésbé fontos tagok”, de
hogy ez igaz legyen, fel kell tenniink, hogy az f”(Xo) masodik
derivalt matrix nemszingularis, azaz invertalhato, tehat nincs
nulla sajatértéke.

A (4) formulabdl, ha Xp kritikus pontja f -nek és ha ott a masodik
derivalt matrix nemszingularis, akkor Xq kdrnyezetében
f(X) = f(Xo) +5(X — Xo, f"(Xo) (X — Xo)t*.

Ennek igazolasahoz hasznaljuk a Taylor-tételt integral maradéktaggal:

0(1)=0(0)+4/0)+ [ 1-v'Odt )

[Bizonyitas: ¢ (1) —¢(0) = Jy &'(t)dt & parcilisan integralunk.]
A formula egyszerdsitése kedvéeért, az altalanossag megszoritasa
nélkil feltehetjiik, hogy Xo =0 és ¢(t) := f(tX). Akkor (5) és
(2)-bdl, ha f-nek kritikus pontja van X = 0-ban, akkor

F(X) — £(0) = /01(1—t)<x, F1(EX)X) dit
= S0 HOOX), ©)

ahol H(X) a

H(X) = 2/01(1—t)f”(tX)dt.



szimmetrikus matrix. Megjegyezziik, hogy H (0) = (0°f /dx0x;)(0).
Ha f sima, akkor H is az, és ha f kétszer folytonasan differ-
ecialhato, akkor H folytonos — és csak ennyire van sziikségunk.

Theorem [MASODIK DERIVALT TESZT:
ELEGSEGESFELTETELEK] Ha X az f nemdegeneralt kritikus
pontja, akkor az f”(Xq) méasodik derivalt matrix meghatarozza
a kritikus pont jellegét. Eszerint, f-nek

lokalis minimuma van, ha (V, f”(Xp)V) > 0 minden V # 0
vektorra,

lokalis maximuma van, (V, f”(Xo)V) < 0 minden V # 0 vek-
torra,

nyeregpont, ha (V, f’(Xp)V) > 0 valamely V vektorra és
(W, "(Xo)W) < 0 valamely masik W vektorra.

Bizonyitas Egy tetsz6leges V vektorra
(V, HX)V) = (V, H(Xo)V) +(V, [H(X) = H(Xo)]V),

gy a tétel kovetkezik (6)-bdl és H folytonossagabol. Ez még
vilagosabb, ha olyan koordinatakat hasznalunk, amelyekben
H (Xo) szimmetrikus matrix diagonalis. Az ”(Xp)-re vonatkozo
nemdegeneraltsagi feltétel akkor ekvivalens azzal, hogy H (Xo)
egyik diagonalis eleme sem nulla.

Legyen A = f"(Xo) = (2 E’) és V = (u, V), akkor az el6bbi

szerint a minimum, maximum és nyeregpontok osztalyozasa a
Q(V) = (V, AV) = au®+ 2buv + cv2. 7)

kvadratikus polinom jellegétol fiigg. Az elébbi motivacioval
azt mondjuk, hogy A



pozitiv definit, ha (V, AV) > 0 minden V # 0 vektorra,
negativ definit, ha (V, AV) < 0 minden V # 0 vektorra,

indefinit, ha (V, AV) > 0 valamely V vektorra és (W, AW) < 0
valamely masik W vektorra.

(7)-nek egy fontos specialis esetét, amikor b = 0, kiiloéndsen
kdnnyl megeérteni. Ekkor A invertalhat6 diagonalis matrix (azaz
ax0eésc#0),eés

Q(V) = au®+cv2.

Igy A nyilvan
akkor pozitiv definit, haa>0ésc > 0,
akkor negativ definit, haa <0 és c <0,
akkor indefinit, a és c ellenkez0 elGjellek.

A (7) &ltalanos esetében a Q(V ) fliggvényt kdnnyen vizsgalhatjuk,
ha teljes négyzetté egészitiink. Vegyiik figyelembe, hogy A-rol
feltettlik, hogy invertalhat6d. Ha a ## 0, akkor

a7 P s B — (B D
Q(v) =alu +2auv+av} _a[(u-l—av) +—0 Ve

tehat A
pozitiv definit: a>0 ésac—b*>0
negativ definit: a<0 ésac—b*>>0  (8)
indefinit; ac—b?<0

Ez abban a specialis esetben is igaz, ha a =0 (kdnny igazolni)
hiszen A invertalhatosagabol kdvetkezik, hogy b £ 0.

A kovetkez0 harom példa illusztralja a legegyszer(ibb eseteket.



PELDA: Minimum f(x,y) =x°+y?
Hatarozzuk meg a kritikus pontjait:

Oxf(X,y) = 2x, dyf(X,y) =2y.

Az egyetlen kritikus pont az Xo = 0 origo.
Masodik derivalt teszt:

O f(X,y) =2, Oxf(x,y)=0, ayyf(x,y):Z_: o
Igy f”(0,0) diagonalis matrix.

£(0) = ((2) g)

Mivel (V, f”(0)V) = 2u?+ 2v?, ez nyilvan pozitiv definit, az
orig0d lokalis minimumhely — ami egyébként szamolas nélkil is
nyilvanvalo.




PELDA: Maximum f(x,y) = —(x*+y?)
Hatarozzuk meg a kritikus pontjait:

oxf(X,y) = —2X, dyf(Xx,y) = —2y.

Az egyetlen kritikus pont az Xo = 0 origo.
Masodik derivalt teszt:

O f(X,Y) = =2, df(X,y)=0, dyf(Xy)=—2. i
Tehat (0,0) diagonalis matrix

f7(0) = (_02 _02> .

Mivel (V, f”(0)V) = —(2u?+ 2v?) nyilvan negativ definit, az
origo lokalis maximumhely — ami szintén szamolas nélkul is
lathato.




PELDA: Nyereg f(x,y) = —x2+ 3y?
Hatarozzuk meg a kritikus pontjait:
oxf(X,y) = —2x, dy f(X,y) = 6y.

Az egyetlen kritikus pont az Xo = 0 origo0.
Masodik derivalt teszt:

O F(X,¥) =—2, Oxf(X,y)=0, 0yf(X,y)=86.
Tehat 7(0,0) diagonalis matrix

£(0) = (_02 g)

Mivel Q(V) := (V, f”(0)V) = —2u?+6v? nyilvan indefinit, hiszen
haV = (1,0), akkor Q(V) = -2 < 0, ha viszont V = (0,1),
akkor Q(V) =6 > 0. Az origb nyeregpont.

Az x = 0 sikban a feliiletnek lokalis minimuma van az origoban,
mig az y = 0 sikban ugyanott lokalis maximuma.

A g(x,y) = xy fuggvény viselkedése 1ényegében ugyanilyen.
Az egyetlen kritikus pont az origo és

g"(0) = ((1) é)

(8) szerint ez nyeregpont. Mivel xy = [(x +y)%— (x —y)?,
ez még nyilvanvalobb az elforgatott u = x+Yy, v=x—y ko-
ordinatakban, amikkel ez a fuggvény Z(u?—v?).
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x4 —4x3—12x°+ 12
12(1+y?)
Ez mar egy érdekesebb példa.

PELDA: f(x,y) =

3

1

-1

A baloldali gorbe az f(x,0). A jobboldali grafbol latszik, hogy
van egy minimuma, egy maximuma &s egy nyeregpontja, min-
degyik az x tengelyen.

Hatarozzuk meg a kritikus pontjait:

X3 — X% — 2X 6f(xy):_(3X4_4X3_12X2+12)y
1+y2 7 7 6(1+y?)?

Mivel x3 —x2 — 2x = x(x+ 1)(x — 2), a kritikus pontok
(0,0, (2,0), (~1,0).

oxf(X,y) =

11



Masodik derivalt teszt: A masodrendd parcialis derivaltakbol
allo matrix:

3x2—2>;—2 —2(x3—x§—22x)y

" _ 1+y (1+y2)

F(x,y) = 20322y (-1 (3 -C-122+12)
(1+y?)2 6(1+y%)

Tehat a masodik derivalt matrix a kritikus pontokban:

f”(0,0) = <_02 _02) negativ definit (max)
f7(2,0) = (g ?0> pozitiv definit (min)
3
v 4 (30 L
f'(—1,0) = 0 -7 indefinit (nyereg)
6
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PELDA: Vulkéan: f(x y)—(2x2+3y2)e(1—>‘2—>’2)

Ot kritikus pont nyilvanvalé: két maximumpont, két nyereg-
pont és egy minimumpont (a lyukban).

Keressiik meg ezeket:
Ok f(x,y) = 2x[2 — (2x2 +3y?)]et*Y)
Oy f (x,y) = 2y(3 — (263 + 3y?) e,

Tehat oxf(x,y) = 0 és dyf(x,y) = 0 az 6t pontban
(0,0), (41,0), és (0,+£1).
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Osztalyozzuk a kritikus pontokat (masodik derivalt teszt):
2

Ooct (X,Y) = 2[2 — 8x2 — (1 — 2x%) (2x%+ 3y?) et Y
axyf (X7y) = 4xy[—5 + (2)(2 + 3y2)]e1_xz_y2
0T () = 213~ 12y~ (1 - 27%) (X" + 3yt

Tehat a masodik derivalt (Hesse) matrix az 6t kritikus pontban

f7(0,0) = G)e 60e> lokalis minimum
f”(£1,0) = <_08 g) nyereg

p (-2 0 . :
f7(0, £1) = ( 0 12 lokalis maximum.
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PELDAK DEGENERALT KRITIKUS PONTOKRA

A masodik derivalt teszt elégséges feltételeket ad arra, hogy a
kritikus pont lokalis minimum stb. legyen. A Taylor-tételnek

(6) egy kozvetlen kdvetkezmeénye sziikséges feltételeket ad, éppugy,
mint egyvaltozos esetben. Ez az eredmény fontos a degeneralt
kritikus pontok megértéséhez.

Tétel[MASODIK DERIVALT TESZT: SZUKSEGESFELTETELEK]
Legyen Xo az f sima fliggvény egy kritikus pontja.

lokalis minimum Ha f-nek lokalis minimuma van Xqy-ben, akkor
(V, ”(Xo)V) > 0 minden V vektorra.

lokalis maximum Ha f-nek lokalis maximuma van Xg-ban,
akkor (V, ”(Xo)V) < 0 minden V vektorra.

Illusztraljuk ezt példakkal.
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Degeneralt “nyereg” az origoban:

f(xy)=x"+y°
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Degeneralt maximum az origoban:

//////,, “ |||||\\\

/////,'?'?“ I\ \

‘||I“|||||‘|‘||““||\\

b




Degeneralt majomnyereg az origoban:

F(xy) =% = 3xy* = R{(x+1y)°}
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ALKALMAZAS: A szélséértekek megértése hasznos eszkoz
lehet az alkalmazasokban.

Tegyk fel példaul, hogy u az
u”(x) — c(x)u(x) =0, ahol c(x) >0

differencialegyenlet megoldasa. Akkor u-nak nem lehet pozitiv
lokalis maximuma (vagy negativ lokalis minimuma), mivel példaul
pozitiv lokalis maximum esetén u(x) > 0 és u”(x) <0 tehat
u”(x) —c(x)u(x) < 0, ami ellentmondas.

Feladat Ha u a

2 2

0 L:?(sz’y) +a Lg(;’y) —c(x,y)u(x,y) =0, ahol c(x,y) >0,
(9)

egy megoldasa, mutassuk meg, hogy annak nem lehet pozitiv

lokalis maximuma vagy negativ lokalis minimuma. Ez az egyszer(

megfigyelés az ilyen tipust egyenletek megoldasanak a Iényege

— maximum elv.

Kozvetlen kovetkezmény, hogy ha u a (9) egy megoldasa valamely

korlatos dsszefliggo tartomanyban és u = 0 a hataron, akkor

u(x,y) = 0 az egész tartomanyon.
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Az “INTUICIO” NEHEZ

KERDES: Legyen f sima fliggvény R?-n, amelynek barmely
origohoz tartd egyenes mentén lokalis minimuma van. lgaz-e,
hogy a fliggvénynek lokalis minimuma van az origbban?

Nem feltétlentl, ha a kritikus pont az origoban degeneralt.
Példa:  f(x,y) = (y—x%)(y —2x?)

Ez a fliggvény negativ a parabolak kdzott, mashol pozitiv. Az
intuicid mikodik, ha y < 0. Ha y > 0, és az origoh0z egy
egyenes mentén kozelitiink, valamikor bejutunk az y = 2x? folotti

tartomanyba, ahol a fliggvény pozitiv. A lyuk balra az x-y sik,
egy tipikus, origbn atmend egyenessel.

A valasz lgen, ha a kritikus pont az origdbban nemdegeneralt.
Ez az Un. Morse-lemma kovetkezménye: Ha az f(x), x €
R" figgvénynek nemdegeneralt kritikus pontja van x = p-ben,
akkor p valamely kdrnyezetében bevezethetiink olyan 4j x =
X(u) koordinatakat, hogy f(x(u)) = (u, Au) kvadratikus poli-
nom, ahol A := f"(p).

A bizonyitas az Implicit fliggvény tételt hasznalja.
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KERDES: Legyen f sima fiiggvény R?-n egyetlen kritikus
ponttal: egy szigor( lokalis minimummal az origoban.

lgaz-e, hogy ez globalis minimum is?

Egyvaltozos fliggvény esetén ennek globalis minimumnak kell
lenni— de nem igy tobbvaltozos fliggvényekre. A legtdbben
csodalkoznanak ezen, hiszen az intuiciojuk ellen szol. A lege-
gyszer(ibb példa talan az

f(xy) = (1-y)>)*+y?
polinom. Ezt nem olyan kdnnyt elképzelni; talan kdnnyebbek
az

(1 _ y2)3x2 + y2

f(x,y):=(1—y*)>*+y* vagy g(xy):=

(1+y?)°
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MAGASABB DIMENZIOK

Az R" térben a legtobb kétdimenzids meggondolas valtozatlan
marad, bar a szamolasok bonyolultabbak.

Az el6zOkkel azonos meggondolassal, lokalis minimumok és
maximumok az f kritikus P pontjaiban vannak, ahol az els0
derivalt vektor nulla:

Of(X) = (0x, F(X),...,0x (X)) =0.
Mint el6bb, tekintsiik mostisaz f(P-+tV) fliggvényt, és megkapjuk
a Taylor sorfejtést
f(X) = f(P)+(Of(P), (X=P))+3((X =P, f"(P)(X=P)) +---

Ahhoz, hogy az elhagyott “- - - ” tagok kisebbek legyenek, ismét
fel kell tenniink, hogy az f”(P) masodik derivalt matrix in-
vertalhatd. Ebben az esetben, egy nemdegeneralt kritikus pont
koril a Taylor-tétel azt mondja, hogy f kozelitdleg az

f(X) =~ f(P)+3((X =P, f"(P)(X - P))
kvadratikus polinom. A legegyszeribb eset, amikor f"(P) di-
agonalis matrix A; diagonalis elemekkel, tehat

F(X) & £(P)+3[A1(X1 — p1)°+ -+ An(Xn— Pn)?].

Ebben az esetben f -nek nyilvanvaloan pontosan akkor van lokalis
minimuma P-ben, ha minden A; pozitiv.

Kettonél magasabb dimenzidban kiilonbdzo tipusd nyeregpon-
tok vannak, attol fiiggoen, hogy hany A; negativ (mivel fel-
tettlik, hogy a kritikus pont nemdegeneralt, egyik A; sem nulla).

Ahhoz, hogy osztalyozzuk az f kritikus pontjait altalanosabb
esetekben, a (V, AV) kvadratikus polinomot kell vizsgalnunk,
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ahol A invertalhato szimmetrikus matrix. A pozitiv definit, negativ
definit, és indefinit tulajdonsagok valtozatlanok. Egy gyors,
de durva teszt, hogy ha A pozitiv definit, akkor az 6sszes di-
agonalis eleme pozitiv kell legyen. [Bizonyitas: legyen e; a
j—edik standard bazis egységvektor. Akkor a;j; = (ej, Aej) >
0].

Azonos okoskodas mutatja, hogy egy nemdegeneralt kritikus
pontban, ha két diagonalis elem, a;; és a;; ellenkezd elojeld,
akkor az nyeregpont.

PELDA Hatarozzuk meg és osztalyozzuk az
f(X,y,2) =1 —2X43x° — Xy + Xz — 2° 4+ 42+ y* + 2y1.

flggvény szélsdérték-helyeit. A kritikus pontokat az d4f = 0,
dyf =0 és d,f =0 megoldasaval kapjuk:

—2+6X—y+z=0
—X+2y+22=0
44x+2y—22=0.
Ennek a rendszernek egyetlen megoldasa van, x =0, y = —1,

z=1. Tehat (0,1,—1) az egyetlen kritikus pontja f-nek. A
masodik parcialis derivaltak

Oxf =6, Oy f = —1, Of= 1,
Oy f =2, Oy f = 2, 0,f = -2,
1gy a masodik derivalt matrix a kritikus pontban
6 -1 1
f(0,1,-1)=|-1 2 2

1 2 -2
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Megjegyezziik, hogy ennek a matrixnak a diagonalis elemei el-
lenkezd elbjelliek. Tehat a példa el6tti megjegyzés alapjan a
Kritikus pont nyeregpont.

Mivel ez a példa csak egy kvadratikus polinom elsorendi tagokkal,
ezt a polinomot kdnnyebben is megérthetjiik, ha alkalmazzuk a
kdzépiskolaban tanult “teljes négyzetté alakitas” altalanositasat,
amivel eltavolitjuk a linearis tagokat és egyszerl kvadratikus
formava redukaljuk. Ezt vazoljuk a kovetkez0 feladatban.

Feladat Legyen

Q(X) :Zainin + Zbixi +C
= (X, AX)+ (b, X)+c

valos kvadratikus polinom, tehat X = (xy,...,Xn), b=(by,...,byn)
valos vektorok és A = a;; valos szimmetrikus n x n-es matrix.
Hasonlban az n = 1 esethez, ha A invertalhatd, mutassuk meg,
hogy van olyan Y = X —V valtoz0 helyettesités (a V vektorral
valo eltolas), hogy az (j Y valtozokban

Q=(Y,AY)+y azaz Q= Zainin+Va

ahol a y konstans tartalmazza A, b és c-t. A lényeg az, hogy
nincsenek Q-ban linearis tagok. [VALASzZ: V =A"1b, y=
c— (b, A71b)].

Ellendrzésképpen, alkalmazzak ezt a Q(X) = 2x2 + 2x1Xo +
3x, — 4 kvadratikus formara és az el6z0 példa polinomjara.

Van egy pontos algebrai teszt annak eldontésére, hogy egy sz-
immetrikus A matrix pozitiv definit, ami altalanositja (8)-et.
Legyen Aj, j=1,...,na jx j részmatrix, amely az A elso j
sorabol és elsd j oszlopabol all, tehat
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a a
A = (au), Azz( 1 12),...,An:A.
dj2 a2

A teszt a kovetkez0: A pozitiv definit pontosan akkor, ha
detA; >0, detA, >0, --- . detA,>0.

Mivel ez tartalmazza A determinansat, gyakorlatban nemigen
hasznalhato, csak kisebb matrixokra.

Feladat Legyen A egy n x n-es valos invertalhatd matrix és
f(X) 1= (X, AX)e IXI*, X € R". Mutassuk meg, hogy f kri-
tikus pontjai pontosan az origb és az A +egység sajatvektorai.
Ha A sajatvektorai kiilonbdzoek, akkor 2n+ 1 kritikus pont
van.

[Ezeknek a kritikus pontoknak az osztalyozasa bonyolultabb —
de megoldhato (el6szor diagonizalni kell A-t). Vilagos példaul,
hogy f”(0) = 2A.]
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FELTETELES SZEL SOERTEK
Gyakorlati és elméleti problémakban egyarant gyakran folmertdil
a kovetkez6. Keressiik az f fliggvény minimumat olyan X
pontokban, amelyek kielégitik a g(X) = c feltételt.

PELDA Egy hengeres konzervdobozt akarunk késziteni r sugarral
és h magassaggal, hogy a térfogata adott Vo legyen, tehat 1r*h =
Vp. Hogyan tervezziik a konzervdobozt, hogy a felszinét mini-
malizaljuk?

Azaz: minimalizaljuk az A(r,h) = 21rh + 21r? fliggvényt a
Trh =V, feltétel mellett.

1. modszer Oldjuk meg a feltételt h-ra: h =Vy/(1r?), ezzel
A(r,h(r)) = 21 (Vo/T0r?) + 210r% = 2V /1 + 2T0°.

Derivaljuk r szerint, akkor kapjuk: 0 = —2V/r?+ 41, tehat
213 = V. Kovetkezésképpen h = 2r, azaz a magassag és az
atmero egyenlo.

2. modszer [LAGRANGE-MULTIPLIKATOROK] Egy elméleti
megfigyeléssel kezdjiik, haaz f fliggvényt maximalizalni akar-
juk, ahol X kielégiti a g(X) = c feltételt. Tegyuk fel, hogy
g’'(X) # 0 ezen a feltételhalmazon. Vegyiink

egy A pontot a feltételhalmazon és szamitsuk ' (A)

ki az f'(A) gradienset. Legyen V a

feltételhez az A-ban hlzott tetszoleges

érintovektor. Akkor (f’(A),V) az f gX)=c
iranymenti derivaltja A-banaV iranyban.

HaV nem meréleges f'(A)-re, akkor (f'(A),V) # 0, mondjuk
(f'(A),V) > 0 (kulonben hasznaljuk —V -t). Kdvetkezésképpen
a feltétel mentén V iranyban haladva az f fliggvény novekszik.
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Tehat, a g(X) = c feltételhalmaz egy A pontjaban, ahol f-nek
lokalis maximuma (vagy minimuma) van, minden, a feltételhez
hazott érintGvektor merdleges kell legyen f'(A)-re, tehat f/'(A)
parhuzamos kell legyen g'(A)-val. Ez szemlélteti a kdvetkez0
tetelt p = 2 esetén.

Tétel Legyenek f és g sima fliggvények. Ha f-nek lokalis
minimuma vagy maximumavan a g(X) = ¢ halmaz A pontjaban,
és haitt g'(A) # 0, akkor valamely A konstansra

f'(A)=Ag'(A) és g(A)=c. (10)

Lagrange gondolatmenetét kdvetve, sszevonhatjuk a (10) feltételeket,
ha az

F(X,A) := f(X) =Alg(X) —c]
flggveény kritikus pontjait keressiik mindkét X and A-ra vonatkozoan;

gondolhatunk a A Lagrange multiplikatorra, minta g(X) =c¢
feltétel megszegésének egységnyi arara.

Alkalmazzuk ezt a hengeres problémara és tekintsiik
F(r,h,A) := 21rh 4 210r% — A[T0r*h — V).
Vegyik a parcialis derivaltakat r, h és A szerint,
0 = 21+ 41 — 21T, 0 =210 — ATU?, 0=T1r’h— V).

Harom egyenletet kapunk harom ismeretlennel, r, h és A. Ha
eltlintetjiik A-t az elso két egyenletbdl, h = 2r, mintaz 1. modszerrel,

A Lagrange-multiplikatorok kiiléndsen akkor hasznosak, ha tal
bonyolult a feltétel hasznalata, hogy az egyik valtozot kiiktas-
suk.
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PELDA Maximalizaljuk az f(x,y) := x%+ 4xy +y? fiiggvényt
az x>+ y? = 1 egységkoron. Legyen

F(X,Y,A) = X2+ 4xy +y> — Ax°+y?—1].
Az X, y és A szerinti parcialis derivaltakbol kapjuk
0 =2X+4y — 2AX
0 =4x+ 2y —2Ay
X2 4y%=1.

Azaz, A a (; i) matrix sajatvektora és (x,y) a megfelelo

egységnyi sajatvektor.
Ez altalanosabban még jobban lathato. Ha A egy szimmetrikus

matrix, tegyuk fel, hogy maximalizalni akarjuk a f(X) := (X, AX)
kvadratikus polinomot az |X|? = 1 egységkoron. Legyen

F(X,A) == (X, AX) = \[|X|*—1].

Akkor az X és A szerinti parcialis derivaltak rogton megadjak
a
0=2AX—-2AX & [X]*=1

feltételeket, azaz AX = AX és |X| =1.

Feladat Hatarozzuk megaz f(x,y) = x*+y* fliggvény kritikus
pontjait az x*> +y? = 1 egységkoron. Megjegyezziik, hogy ha
a feltételt akarjuk hasznalni y = ++/1 — x2 kifejezésére, akkor
—1 <x <1 ésaz x = +1végpontokat kiilon kell ellenérizni.

Feladat Mindkét modszerrel hatarozzuk meg a (1,0) pont-
nak a y? = 4x gorbétdl vett minimalis tavolsagat. [Ha az els6
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modszerrel kifejezzik y-t az y* = 4x-b6l, ehhez fel kell tenni,
hogy x > 0. Az x = 0 végpontot kiilon kell ellendrizni.]

Feladat A Lagrange-multiplikatorok hasznalatahoz az a feltétel,
hogy g'(X) # 0 a kritikus pontokban, sziikséges. Ezt mutatja a
kovetkez6 példa: keressiikaz f(X,y) :=y minimumata g(x,y) :=
y3 —x2 =0 gorbén. lgazoljuk, hogy a minimum az origoban
van, ahol a gorbének elagazasi pontja van, és f'(0) # Ag'(0).
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SZELSOERTEKEK HATARRAL RENDELKEZO TARTOMANYON

KERDES Hogyan talalhatjuk meg egy hatarral rendelkez6, korlatos
0sszefliggd tartomanyon értelmezett fliggvény szélséértékeit —
mondjuk egy koron?

Bontsuk a problémat harom Iépésre:

e Hatarozzuk meg a belso pontok szélsoértékeit.

e Hatarozzuk meg a hataron vett szélsdértékeket (ezek a feltételes
szélsoértékek).

e Hasonlitsuk dssze ezeket, hogy megkapjuk a globalis max-
imumot, minimumot, ill. mas informaciot.
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NEHANY GLOBALISPROBLEMA

Egy R"-en értmezett sima fliggvénynek barmennyi maximuma,
minimuma és nyeregpontja lehet, azaz adott a, b és ¢ egészekhez
van olyan sima fliggvény, amelynek pontosan a lokalis maxi-
muma, b lokalis minimuma és ¢ nyeregpontja van.

Ennek bizonyitasara vegyik példaul a g(x,y) := sinxsiny fuggvényt,
aminek végtelen sok nemdegeneralt kritikus pontja van mindharom
fajtabol:

Rajzoljunk az x y sikban egy olyan egyszeri gorbét, ami pon-
tosan a maximumhelyen, b minimumhelyen és ¢ nyeregpon-
ton megy at. Legyen U ennek a gorbének egy olyan “csdves
kornyezete”, amely csak ezeket a kritikus pontokat tartalmazza.
Akkor van egy sima invertalhatd ¢ leképezés az R? térb6l U -
ra, tehat

f:=god:R?> >R
Ugyanakkor, ha egy korlatos tartomanyon, mint pl. egy R
négyzeten értelmezett fliggvényeket tekintiink (nemdegeneralt
kritikus pontokkal) és hatarfeltételeket szabunk, mondjuk f(x,y) =
0 a 0R hataron, akkor a kritikus pontok szamara vannak
megszoritasok. Gondoljunk X -re mint
egy szigetre egyetlen partvonallal és
legyen f(x,y) az (x,y) pont tenger-
szint feletti magassaga. Legyen

,4"'.1\ \ \
) ;Q’“\\\\\\ ::}\L\\\)qs\g
;,n.“ & \\\\\

-~

\ Y /m
N/ Ny
S e
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M = a szigeten 1év( cslcsok szama (f lokalis maximumai),
m = mélyedések szama (minimumok),
s = hegyvonulatok szama (nyergek).
Akkor
M—s+m=1. (11)
Az el0z06 kétvulkanos példanal M =4, m=2 és s =5.

Ha egy sziget helyett az egész foldet tekintjik (az S? gomb),
akkor

M—-s+m=2 (12)

ha pedig egy gumikeréken értelmezett
(T2 torusz) flggveényeket tekintjiik, akkor

M—s+m=0. (13)

Az abran a fliggvény egy pontnak az also erintosiktol vett tavolsaga:
z:=3—(2+4cosB)coso,

ahol 6 és ¢ a toruszt generald kis és nagy korok menti szogek.
Ennek a fliggvénynek egy maximuma, egy minimuma és két
nyeregpontjavan. Az abran az als6 nyeregponthoz tartozo érintosik
is lathato.

Feladat Legyen f(0) az egységkordn értelmezett sima fiiggvény
((8), 0 <0< 2maz egységkor szogkoordinataja). Tegyuk fel,
hogy a kritikus pontok mind nemdegeraltak, M lokalis max-
imummal és m lokalis minimummal. Mutassuk meg, hogy
M—m=0.
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A Morse-elmélet elemi targyalasat megtalalhatjak Marston Morse
“Topology and equilibria,” Amer. Math. Monthly, 114 (2007),
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VARIACIOSZAMITAS
Vannak mas, maximummal és minimummal kapcsolatos problémak.
Tegyuk fel, hogy van egy y = f(x) gorbe az origd és a P =
(a,b) pont kdzott. Egy m tomeg( részecske
csuszik le a nyugalmi allapotbol kiin- X
dulva (surl6das nélkiil) a gorbe mentén
agravitacios ero hatasara. Kiszamithatjuk |\ y=y(x)
a T 1dot, ami alatt a részecske eléera P
végpontba. P=(a,b)
Kérdés: Milyen gorbét valasszunk, hogy
minimalizaljuk a T csdszasi idot? v
Ezt a brachistochrone (legrévidebb id6) problémanak hivjak. A
kérdést eloszor Johann Bernoulli tette fol 1696-ben kora vezeto
matematikusainak.

Az energiamegmaradas torvénye szerint

o[ (%) (%)) -mr=0 oo

dx\2 ,dy\2 dyy\ 27 7dxy 2
() *(a) =1+ (5) 1 (&)
(14)-ot megoldhatjuk dt/dx-re és integralassal megkapjuk a
részecske mozgasidejét:
/ 1_|_y12
20y(x)

Olyan y(x) (y(0) =0 és y(a) = b), gorbét keresuink, ami mini-
malizalja T -t.

Mivel

A probléma megoldasat feladatként hagyjuk, a kovetkezoben
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vazolt hasonld, de egyszerlibb megoldas mintajara. [A keresett,
T -t minimalizalo y(x) gorbe egy ciklois.]

Kérdés: Melyik az az y = y(x) gorbe az origbbol a P = (a,b)
pontba, melynek legrévidebb a hossza? Minimalizalni akarjuk

az
a
= / Vv 1+Yy2(x)dx
0

ivhosszat az §sszes gorbére, amelyre y(0) =0 és y(a) = b.
Természetesen a valasz az egyenes szakasz lesz az orig6tol P-
ig.

Ismét azt a modszert hasznaljuk, hogy a problémat atalakitjuk
egyvaltozos problémava. Tegyiik fel, hogy az yo(x) gorbe hossza
minimalis. Legyen h(x) egy sima fuiggvény, amelyre h(0) =0
és h(a) = 0. Akkor barmely A-raa perturbalt y(x,A) :=yo(X) +
Ah(x) gorbe is az orig6tdl P-ig halad. Legyen

d(A) == L(yo+Ah) / VIt Am2dx  (15)
ennek a perturbalt gorbének a hossza. Mivel

d(A) = L(Yo+Ah) > L(yo) = $(0),

lathatjuk, hogy ¢ (A)-nek minimumavan A = 0-ban. Kdvetkezésképpen,
dé /dA[p—o = 0. A (15) felhasznalasaval innen

0= / yol'
1+y
Most parcialisan integralunk. Mivel h(x) = 0 a hataron, igy
nincsenek hatartagok. Tehat

0= —/Oa%[\/%yg]h(x)dx. (16)
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Tekintsik ezt a feltételt, mint f3' f (x)h(x) dx = 0 minden olyan
h figgvéenyre, amely nulla a hataron. Itt egyszerlség kedvéért
feltessziik, hogy az f fliggvény folytonos. Azt allitjuk, hogy
f(x) = 0. Ha nem, akkor mondjuk f(c) > 0 valamely c-re.
Akkor f(x) > 0 egy c koruli kis intervallumon. Most valasszunk
egy sima h fliggvéenyt, amely pozitiv ezen az intervallumon
és mashol nulla. Ez viszont ellentmond a [; f(x)h(x)dx =0
feltételnek.

Ezt (16)-re alkalmazva kapjuk
d [ Yo(x) ]:
dx L /1+Yp(x)?

igy yo/+/1+Yy?Z = konstans. Tehat yj(x) = konstans, igy a
gorbe az az egyenes, amit gondoltunk.

Az yo(0) = 0 és yp(a) = b feltételek meghatarozzak ezt az
egyenest az origotol P-be.

Feladat: Legyen u(x,y) egy korlatos Q C R? tartomanyon
értelmezett sima fuiggvény, amely kielégiti az u(x,y) = f(x,y)
hatarfeltételeket 0Q-n. Tegyik fel, hogy u minimalizalja a

J(v) = //Q|Dv|2dxdy

integralt a sima v(x,y) fliggvények korében, melyekre v(x,y) =
f(x,y) a 0Q hataron. lIgazoljuk, hogy u kielégiti a

d°u 04U

2 + a_yz =0 Laplace-egyenletet Q-ban.
[Ez volt Riemann eredeti bizonyitasanak a lenyege a Riemann
leképezeés tételre komplex fliggvénytanban].
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