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Bevezetés

A dolgozat els6 részében olyan konkrét grafelméleti optimalizécios feladatokat te-
kintettiink at, melyekre létezik jo karakterizacié vagy min-max tétel (méas szoval
NP N co-NP-ben vannak) tovabba létezik polinomialis futasidejii megoldéd algo-
ritmus is. A masodik részben magasabb szintre lépve bemutatjuk azokat az esz-
kozoket, melyek megvilagitjak, hogy mi is all ezen eredmények hatterében. Miért
miikédik a moho algoritmus fakra és miért nem miikédik parositasokra? Mi a kzos
magja Egervary maximaélis salyd parositasokra vonatkozéd 1.3.4. tételének, illetve
Fulkerson legolcsobb fenySkrdl szold, meglehetsen téavolallonak ting 1.2.5. tételé-
nek? Mi kapcsolja 6ssze Nash—Williams 3.4.2. iranyitasi tételét Lucchesi és Younger
2.2.3. tételével, amely egyirdnyt vagasok minimalis fedésérdl szol? Mi teszi lehet&vé
a lanctulajdonsag idénkénti meglétét?

1Késziilt az OTKA K60802 sz. palyazata valamint az Ericsson Hungary tamogataséaval.



Két fontos megkozelitési médot mutatunk be. Az egyik a poliéderes kombi-
natorika, amely a linedris programozés eszkozeit hasznalja diszkrét optimalizalasi
kérnyezetben, a masik a szub- és szupermodularis fiiggvények széleskori alkalmaz-
hatosagéra épiil.

A poliéderes kombinatorika alapgondolata a kévetkezs. Tegyiik fel, hogy bi-
zonyos kombinatorikus objektumok (fak, utak, parositasok, Hamilton-korok, stb.)
koziil akarjuk a legjobbat kivalasztani. Ennek érdekében tekintjiik ezen objektu-
mok incidencia vektorainak konvex burkat. A linearis programozas egyik alaptétele
miatt R™ véges sok pontjanak konvex burka mindig megadhato véges sok féltér
metszeteként, vagyis egy linearis egyenlGtlenség rendszer megoldas halmazaként.
Igy ha a szobanforgo egyenlétlenségeket sikeriil explicit alakban felirnunk, akkor a
lineéris programozas dualitas tétele min-max tételt szolgaltat a kérdéses objektum
maximalis (vagy minimalis) stulyara. Az ebbdl kiolvashaté optimalitasi feltételek
pedig megallési szabalyt jelentenek egy direkt algoritmus részére.

Latni fogjuk példaul, hogy a G = (S,T; E) péaros graf teljes parositasainak
konvex burka éppen az R := {x € R¥ : Qv =1, x > 0} poliéder, ahol Q a paros
graf pont-él incidencia matrixa. Ennek alapjan Egervarynak az I. részben latott
1.3.4. tétele teljes parositasok maximaélis silyarol rogvest kiadodik a linearis pro-
gramozas dualitas tételbdl. Annak igazolasa pedig, hogy a konvex burok épp az R
poliéder azon mulik, hogy a @ méatrix teljesen unimodularis (TU). Ilyenkor ugyanis
egész korlatozo vektor esetén mindig létezik egészértékd optimum. Ez a megkozeli-
tési m6d minden olyan esetben eredményesen miikodik, amikor a linearis program
feltételi matrixa teljesen unimodularis. A dualitas tételt és/vagy a Farkas lem-
méat TU maéatrixokra alkalmazva valosagos tétel-gyarat nyerhetiink. Kideriil, hogy
az I. rész 1. fejezetének megannyi tétele és azok kiterjesztései megkaphatok ily mo-
don (példaul az 1.5.1. max-folyam min-vagéas tétel, Gallai 1.1.2. tétele, Hoffman
1.5.3. tétele vagy a minimalis koltségii folyamokra vonatkozo 1.5.5. tétel).

A TU matrixok ilyen iranyt hasznalhatosdga mar ismert volt a mult szazad
Otvenes éveiben. J. Edmonds atiit6 felismerése volt, hogy a fenti megkozelités altala-
nosabb esetekben is eredményes lehet. Ennek révén sikeriilt példéul algoritmikusan
is megoldania a stlyozott parositasi problémat nem paros grafra (ami nem téméja
a jelen dolgozatnak), vagy a silyozott matroid metszet problémat, amit viszont
ismertetni fogunk.

A matroidokkal el is értiink a szubmoduléris fliggvényekhez, mivel egy mat-
roid rangfiiggvénye ilyen. Latni fogjuk, hogy az I. részben bemutatott eredmények
jelentds részének hatterében egy altalanosabb, szub- (vagy szuper)modularis opti-
malizalasi probléma all. Ez a felismerés teszi lehet6vé, hogy algoritmikusan kezelni
lehessen olyan konkrét graf feladatokat, mint példaul a vegyes graf k-élosszefiiggévé
iranyitasa, vagy egy digraf legolcsobb gyokeresen k-Osszefiiggs részgrafjanak meg-
talalasa, vagy egy (di)graf legolcsobb k-élosszefiiggbvé novelése pontindukalt kolt-
ségfiiggvény esetén. A szubmodularis fiiggvények rendkiviil hatékony eszkozt jelen-
tenek (amugy) nehéz tételek rovid, egyszert bizonyitasara.

Ismert, hogy a folytonos optimalizalasban mennyire kézponti szerepet jatsza-
nak a konvex fiiggvények. Tobb jel is arra mutat, hogy a szubmodularis fliggvé-



nyek hasonl6 szerepet toltenek be a diszkrét optimalizaldsban. Valojaban a két
fliggvényosztaly kozott szoros formai és tartalmi analogia van. A targyalast ennek
bemutatasaval kezdjiik.

7. Matroidok és szubmodularis fiiggvények

7.1. Konvex és szubmodularis fiiggvények

Legyen S véges alaphalmaz. Az alabbiakban az S-en értelmezett halmazfiiggvények-
r6l automatikusan feltessziik, hogy egészértékiiek és az iires halmazon az értékiik 0.
Ab: 2% = ZU{oco} halmazfiiggvényrél azt mondjuk, hogy teljesen szubmodu-
laris, vagy réviden szubmodularis, ha

(7.1) b(X)+b(Y) > b(XNY)+bXUY)

fennall minden X,Y C S halmazra. Belathato, hogy ha b teljesiti a szubmodulari-
tasi egyenlStlenséget minden olyan X-re és Y-ra, amelyre | X — Y| =Y — X| =1,
akkor b teljesen szubmodularis. Egy p: 2% — Z U {—o00} halmazfiiggvény telje-
sen szupermodularis, ha —p teljesen szubmodularis. Egy h halmazfiiggvény
monoton névs, ha X CY C S esetén, amennyiben h(X) véges, gy h(X) <
h(Y). Egy véges-értékt, monoton nové, teljesen szubmoduléris fiiggvényt poli-
matroid filiggvénynek hivunk. A véges-értékdi m halmaz fiiggvény modula-
ris, ha m(X) +m(Y) =m(X NY) +m(X UY) fennall minden X,Y C S-re. Ilyen
fiiggvényt, (ha m(0) = 0) az egyelemii halmazokon felvett értékei meghatéroznak:
m(X) =Y [m(s): s € X|. Belathato, hogy egy b véges-értékii szubmodularis fiigg-
vény akkor és csak akkor modularis, ha b(v) 4+ b(S —v) = b(S) minden v € S elemre.

Példaul egy (S,T; E) paros grafban az S részhalmazain definialt b(X) :=
|F(X )| fiiggvény polimatroid fiiggvény, ahol I'(X) jeloli az X C S halmaz T-beli
szomszédainak halmazat. Egy iranyitatlan graf éleinek egy részhalmazahoz hozza-
rendelve az altala fedett pontok elemszamat polimatroid fliggvényt kapunk. Egy
digrafban a g befok fliggvény szubmodularis.

Szubmodularitas és konvexitas kozott tobb ponton is érdekes analogia mutat-
kozik. Ko6zismert, hogy egy differencialhato fiiggvény pontosan akkor konvex, ha a
derivaltja monoton névé. Ennek egyfajta diszkrét analogonja a kovetkezs kénny
eredmény.

7.1.1. tétel. Egy b halmazfiiggvény akkor és csak akkor szubmoduléris, ha az
S alaphalmaz minden s elemére a b(X + s) — b(X) kiilonbség fiiggvény az S — s
részhalmazain monoton csékkend, azaz X C Y C S — s esetén

(7.2) b(X +s) — b(X) > b(Y +5) — b(Y).

Ennél tartalmasabb kapcsolatot mutat az alabbi. Tetszéleges b : 29 — R hal-
mazfliggvény, amelyre b(()) = 0, kézenfekvs modon kiterjeszthetd n-dimenzios vek-



torokra, ahol n = | S|, a kovetkezképpen. Adott ¢ € R™ vektorra indexeljiik S ele-
meit ugy, hogy c(s1) > -+ > ¢(sy,) és legyen S; := {s1,...,s;}. Definialjuk b(c)-t a

n—1

(7.3) b(c) == c(sn)b(Sn) + Y [e(si) — esi+1)]b(S))

i=1

képlettel. Latszik, hogy tetszSleges Z C S halmazra b(Z) = b(xz), ahol xz jelsli a
Z halmaz karakterisztikus fiiggvényét, (amelynek értéke tehat a Z elemein 1, mig az
S — Z elemein 0). Azt mondjuk, hogy bab halmazfiiggvény linearis kiterjesztése.
A fogalom és a kévetkezd megfigyelés Lovasz [52]-es munkajaban tiinik fel.

7.1.2. tétel (Lovasz, 1983). A b halmazfiiggvény akkor és csak akkor szubmodu-
laris, ha b konvex.

7.1.3. tétel. Ha b szubmoduléris, akkor b szubadditiv, azaz tetszéleges c1,ca, . . .,
¢ € RY vektorokra

(7.4) S be) = (3 ).

7 %

Specialisan, tetszéleges X1, Xs, ..., X, € S halmazokra
(7.5) D ob(X) = (> xx)-
i i

A tétel érdekessége, hogy Lovasz az 1968-as Schweitzer verseny [48] egyik
valoszintiségszamitasi feladatdnak megoldasaban vette észre és igazolta a (7.5)
egyenlGtlenség egy ekvivalens alakjat. Bizonyitasaban tiinik fel a kikeresztezési
eljaras, amelynek masik forrasa D. Younger [58] dolgozata.

Az analdgia persze nem tokéletes. Két konvex fliggvény minimuma konvex,
de két szubmodularisé altaldban nem szubmoduléris. Bizonyos esetekben azonban
mégis csak az.

7.1.4. tétel (Lovasz). Legyenek by és by szubmoduléaris fiiggvények, melyekre
b1 — bs monoton noévé. Ekkor a

(7.6) b(X) :=min {b1(X), b2(X)}
formulédval definialt b fiiggvény szubmoduléaris.

Specialis esetként kapjuk, hogy egy monoton névé szubmodularis és egy mo-
noton csokkend szubmodularis fiiggvény minimuma is szubmodularis.

Végiil egy olyan szituaciot emlitiink, ahol az analdgia ismét csak nagyon szoros.
Kozismert, hogy egy g konvex és egy f konkav fiiggvény elvalaszthato lineéris
fiiggvénnyel, ha f < g. Ennek diszkrét megfelel§je a kovetkezs eredmény [25].
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7.1.5. tétel (Diszkrét szeparacios tétel, 1984). Legyen S alaphalmaz, p : 25 —
R U{—o0} szupermodularis fiiggvény és b : 2° — RU{oo} szubmodularis fiiggvény,
melyekre p() = b(0) = 0. Akkor és csak akkor van olyan m moduléris fiiggvény,
amelyre p < m < b, ha

(7.7) p<b,

azaz ha p(X) < b(X) fennall minden X C S halmazra. Ha p és b egészértékd és
p < b, akkor az elvdlaszté m is valaszthat6 egészértékiinek.

A tétel els6 része Lovasz fenti 7.1.2. tétele nyoman kozvetleniil adodik a kon-
vex/konkav szeparacios tételbdl, {6 tartalma azonban a masodik rész, amely egé-
szértéki elvalasztést biztosit és igy kombinatorikai kdvetkeztetéseket tesz lehetévé.

Nagyon specialis példaként levezetjiik a Kénig-Hall féle 1.3.2. tételnek nemt-
rividlis irdnyat. Legyen (A, B; E) paros graf, amelyre |A| = |B|. Az E élhalmaz F
részhalmazain jelolje b(F') az F' altal (legalabb egyszer) fedett A-beli pontok sza-
mat, mig p(F) az F altal teljesen fedett B-beli pontokét. Ekkor b szubmodularis,
mig p szupermodularis. A p < b egyenlétlenség épp a Hall-féle feltétellel ekviva-
lens (ami szerint A minden j elemd részhalmazanak legalabb j szomszédja van
B-ben). Ezért ha a Hall feltétel fennall, akkor létezik egy m : E — Z egészértéki
szeparalo fuggvény, amely sziikségképpen 0 — 1 értékd, hiszen 0 < p(e) < b(e) <1
minden e élre. Az M = {e € E:m(e) = 1} halmaz olyan, hogy minden B-beli v
pontot fed, hiszen a v-vel szomszédos élek F halmazara 1 = p(F) < m(F) = dp(v).
Hasonloképp, minden A-beli u pontra az u-val szomszédos élek H halmazara
1=0b(H) > m(H) = dy(u). Ebbdl és |A] = | B|-bol kovetkezik, hogy M teljes pa-
rositas.

Természetesen a Hall-tételre megannyi sokkal egyszertibb és direkt bizonyitas
ismeretes, e levezetés csupéan azt kivanta érzékeltetni, hogy a Hall-tétel a diszkrét
szeparacios tétel specialis eseteként interpretalhaté.

K. Murota a diszkrét szeparacios tételt nagymértékben tovabbfejlesztve teljes
elméletet épitett ki diszkrét konvex fliggvényekrsl [54].

7.2. Matroidok

A fenti szép analogia konvex és szubmodularis fliggvények kozott még egy helyen
megmutatkozik. Ismeretes, hogy konvex fiiggvény lokalis minimum helye egyuttal
globalis is. Ennek egyfajta diszkrét ellenparjanak tekinthets az I. rész 1.2.3. tétele,
ami szerint egy élsilyozott grafban egy F' feszits fa akkor és csak akkor minimélis
suly, ha lokalis cserével nem lehet javitani, azaz ha minden e nem-fa él stlya lega-
labb akkora, mint az F'+ e alapkorébdl vett barmely él silya. Ez viszont 1ényegében
ekvivalens a Kruskal féle moho algoritmus helyességével. Kideriil, hogy vannak mas
szituaciok is, amikor egy Kruskal tipusi moho algoritmus helyes eredményre vezet.
Igazolhato példaul, hogy ha egy matrix minden oszlopanak adott a silya, akkor ma-
ximalis 6ssz-silyi linearisan fliggetlen oszlopokat a moho algoritmus segitségével
kereshetiink meg (tamaszkodva a Gauss eliminaciora).



A lényeg az, hogy mind egy graf részerddsi, mind egy métrix oszlopainak line-
arisan fiiggetlen részhalmazai matroidot alkotnak. Legyen S véges halmaz és F az
S részhalmazainak egy rendszere, melynek tagjait fliggetlennek hivjuk. Az (S, F)
part matroidnak nevezziik, ha (a) az iires halmaz fiiggetlen, (b) fiiggetlen halmaz
részhalmaza fiiggetlen, és (¢) minden Z C S részhalmazra a Z-be es6, Z-ben mar
tovabb nem bgvithetd fiiggetlen halmazok elemszama ugyanaz a csupan Z-t6l fiiggd
r(Z) szam (amely szamot a Z részhalmaz rangjanak neveznek). A harmadik tulaj-
donsag azzal ekvivalens, hogy a moh6 algoritmus minden 0 — 1-es sulyfiiggvényre
maximalis stulyu fliggetlen halmazt szolgaltat. A maximalis elemszamu fiiggetlen
halmazok a matroid bazisai, mig egy halmaz generator, ha tartalmaz bazist.
Igazolhato, hogy a generdtorok komplementereibgl allo halmazrendszer kielégiti
a fliggetlenségi axiomakat. Az igy nyert M™ matroidot az M duélisdnak hivjak.
A név onnan van, hogy (M*)* = M, azaz dualis dualisa az eredeti matroid. Az M
fliggetlenjeinek komplementerei éppen az M* generatorai.

A graf kérmatroidja (amelyben a fiiggetlen halmazok a részerdsk) és a mat-
rixmatroid (ahol a fliggetlenség a linearis fiiggetlenség) mellett egyszert, de fontos
osztalyt alkotnak a particiés matroidok. Ebben egy halmaz fiiggetlen, ha az alap-
halmaz egy adott particiojanak minden osztalyaba legfeljebb egy el6re adott szamu
elemmel metsz bele.

Egy matroid rangfiiggvénye a definiciob6l addéddéan nemnegativ, egészérték,
szubkardinalis (azaz r(X) < |X| minden X C S részhalmazra és monoton névs
(r(X) <r(Y),ha X CY). Kénnyen belathato tovabba, hogy a rangfiiggvény szub-
modularis. Megforditva, érvényes, hogy egy ilyen tulajdonsagokkal biré halmaz-
fliggvény egy matroid rangfiiggvénye. (Roviden a matroid rangfliggvénye egy szub-
kardinalis polimatroid fiiggvény.)

Rokon fogalom a matroid ¢ ko-rang fliggvénye: t(X) az X és egy bazis
metszetének minimalis elemszama. Fennall az egyszerd ¢(X) = r(S) —r(S — X)
Osszefliggés, ami miatt ¢ szupermodularis.

7.2.1. Moho algoritmus

Tegyiik fel, hogy az M matroid S alaphalmazéan adott egy ¢ : S — R silyfiiggvény.
A maximalis stulya bazis eléallitasahoz a moho algoritmus egymas utan valaszt ele-
meket a kGvetkez§ szabaly szerint. Az elsG lépésben kivalasztja az egyik maximalis
sulyd elemet, amely nem hurok. Az altalanos lépésben az addig kivalasztott F' fiig-
getlen halmazrol eldonti, hogy bazis-e. Ha igen, az eljaréas a kapott bazis kiadasaval
véget ér. Ha nem, akkor megnéveli F-t egy olyan maximalis silyt z € S — F elem-
mel, amelyre F' + z fiiggetlen. A fakra vonatkozé moho algoritmust altaléanositja a
kovetkezs.

7.2.1. tétel (Edmonds, 1971). A fenti mohé algoritmus maximalis silyt béazist
szolgéltat.

A moho algoritmus segitségével explicit kifejezhets a ¢ stulyozéasra vonatkozo
maximaélis silyd bézis silya.



7.2.2. tétel (Edmonds, 1971). Az M = (S,r) matroidban tetszéleges c: S — R
stlyozasra a maximalis bazis silya #(c), ahol 7 az r rangfiiggvénynek a (7.3)
formuléaval definialt linearis kiterjesztése.

Matroidok segitségével azonban sokkal bonyolultabb optimalizalasi kérdések
is megvéalaszolhatok. Néhanyat emlitiink. Mikor lehet és miképp egy grafban k
élidegen feszit¢ fat talalni? Ha létezik k élidegen feszité fa, hogyan lehet ugy
meghatarozni 6ket, hogy az 0OsszkoOltségiik minimalis legyen? Hogyan lehet egy
iranyitott grafnak olyan minimalis koltségd részgrafjat meghatarozni, amelyben egy
megadott gyokérpontbol minden mas csicsba vezet k élidegen (vagy pontidegen)
at?

7.2.2. Matroid metszet

Nemcsak Kruskal moho algoritmusa terjesztheté ki matroidokra, hanem a pérosi-
tasokra vonatkozo Kénig-Hall-tétel is. Legyen G = (S, T; E) egyszert paros graf,
M az S-n lévé matroid. G egy péarositasat akkor nevezziik M-fliggetlennek, ha
az altala fedett S-beli pontok halmaza fliggetlen M-ben. X C T halmazra jeldlje
I'(X) az X szomszédainak halmazat, azaz I'(X) := {v € S : v-nek van szomszédja
X-ben}. A Hall-tétel matroidos altalanositasa R. Radotol [56] szarmazik.

7.2.3. tétel (Rado, 1942). Legyen adva a G = (S,T; E) péaros graf S pont-
osztalyan egy M = (S, r) matroid. Az olyan pérositds maximéalis elemszama, amely
S-ben a matroid egy fiiggetlen ponthalmazat fedi egyenlé a minxcr {T(I‘(X )) +

T — X |} értékkel. Specialisan, akkor és csak akkor létezik T-t fedé M -fiiggetlen
pérositas, ha minden X C T esetén teljesiil a Rado-féle feltétel:

(7.8) F(D(X)) > |X].

A kombinatorikus optimalizalas egyik kozponti eredménye J. Edmonds [9]
metszet-tétele, amely tartalmilag ekvivalens ugyan a Rado-tétellel, de altalanosabb
megfogalmazasa miatt alkalmazésokban jobban hasznélhato.

7.2.4. tétel (Edmonds, 1970). Az S alaphalmazon adott két matroid, melyek
rangfiiggvénye r1 és ro. A kézis fiiggetlen halmazok maximalis elemszama egyenld
a

(7.9) glgl% {ri(X)+7r2(S—X)}

értékkel.

Edmonds bizonyitésa [15] algoritmikus és az alternald utas modszer kiterjesz-
tésének tekinthetd. A metszet-tétel egy ekvivalens megfogalmazasa szerint az M,
és M, matroidnak, melyekre r1(S) = ro(S) = k akkor és csak akkor van kozos ba-
zisa, ha minden X C S-re t2(X) =k — r2(S — X) < r1(X) vagy toméren to < 71,
ahol t; az My ko-rangfiiggvénye. Ez viszont nem méas, mint a diszkrét szepara-
cios tétel a szupermoduléris £o és szubmodularis ry fliggvényekre, hiszen az ezeket



szeparalo egészértékd modularis fiiggvények 0 — 1-értékiek, igy pontosan a kozos
bézisok karakterisztikus vektorai.

A kovetkezd, matroid metszethez kapcesolodd eredmény egyik érdekessége, hogy
ismét feltiinik a lanctulajdonsag. A tétel nem mas, mint a fokszamkorlatos feszitd
fa 1étezésérdl szolo 3.2.3. tétel matroidos kiterjesztése.

7.2.5. tétel. Adott az S alaphalmazon egy r rang- és t ko-rangfiiggvényd M
matroid valamint S-nek egy P particiéja. M-nek akkor és csak akkor létezik olyan
B bazisa, amelyre

(i) |X N B| < g¢(X) minden X € P-re, ha minden Z € P* halmazra fennéll
(7.10) 9(Z) > t(Z), vagy ekvivalensen g(Z) +r(S — Z) > r(S5),

(ii) |X N B|> f(X) minden X € P-re, ha minden Z € P* halmazra fennall
(7.11) [(Z) <r(Z)

(iil) f(X) <|XNB| < g(X) minden X € P-re, ha kiilon-kiilon létezik (i)-t kielégitd
és (ii)-t kielégité bazis, azaz minden Z € P* halmazra mind (7.10), mind (7.11)
fennall.

7.2.3. Stlyozott matroid metszet

Egy paros graf maximalis sulyu teljes parositasi valamint egy digraf legolcsoébb
feszit6 feny6 feladatédnak kozos altalanositasaként Edmonds [9] megoldotta két
matroid maximalis silyt k6zos bazisanak problémajat is. Egyrészt egy lineéris
programozason alapulé min-max formulat adott a maximalis silyt kozos béazis
stlyara (lasd kés6bb a 10.1.5. tételt), masrészt egy polinomialis algoritmust is leirt
[15] ennek kiszamitasara.

Létezik azonban az eredetinél attekinthetébb min-max tétel [23], amely sokkal
egyszeriibb stlyozott matroid metszet algoritmus leirasast tette lehetévé. Mindezek
Egervary 1.3.4. tételének és Kuhn Magyar moédszerének kozvetlen kiterjesztéseként
interpretalhatok. A [31] magyar nyelvd Osszefoglald pedig rovid bizonyitést is tar-
talmaz, amely Egervary eredeti bizonyitdsanak kozvetlen altalanositasa.

Legyen adott az S alaphalmazon két matroid, My és My, tovibbéegy c¢: S — Z
egészérteki (1) sulyfiiggvény. Tegyiik fel, hogy az M, és My matroidoknak van kézos
bézisa, melynek elemszaméat jelolje k. Valamely x : S — Z sulyfliggvényre jelolje
7;(x) az M; matroidban a maximalis z-stulyt bazis sulyat (lasd a 7.2.2. tételt).

7.2.6. tétel (Frank, 1981). Az My és My matroidok k6zds bézisainak maximalis
c-stilya egyenld a

(7.12) min {fl (c1) +72(c2) s c1+ca=¢, ¢ egészértékﬁ’}

értékkel. Egy B kézds bazis akkor és csak akkor maximalis c-silytd, ha létezik c-
nek egy egészértékii ¢y + co felbontdsa ugy, hogy B egyrészt az Mi-nek maximaélis
c1-stlyti béazisa, masrészt az Ms-nek maximalis co-siilyti bazisa.



A tételben megfogalmazott optimalitasi kritérium teremt lehetGséget egy vi-
szonylag egyszert erdsen polinomidlis stilyozott matroidmetszet algoritmus meg-
konstrualasara ([23], magyarul: [47]).

7.2.4. Matroidok O6sszege

A matroid metszet-tételhez hasonléan fontos a matroid particios tétel. Legyen adott
az S alaphalmazon k matroid. Nevezziink egy X C S halmazt particionalhatonak,
ha elall az egyes matroidokbol vett (Gsszesen k darab) fiiggetlen halmaz uni6ja-
ként.

7.2.7. tétel (Edmonds és Fulkerson, 1965). A particiondlhaté halmazok egy mat-
roid fiiggetlen halmazait alkotjik. Az S legnagyobb particiondlhaté részhalmazéanak
ry, elemszdma egyenld a

(7.13) )rglciré{S—X|+zi:ri(X)}

értékkel.

Egyszert konstrukciok segitségével kimutathato, hogy a metszet-tétel és a mat-
roid particios tétel egymaéssal ekvivalens. A particionalhaté halmazok matroidjat a
k matroid 6sszegének nevezik. A tételbdl kiolvashatd, hogy az alaphalmaz mikor
fedhet§ le k bazissal és hogy mikor 1étezik k paronként diszjunkt bazis.

7.2.8. tétel (Edmonds, Nash-Williams: feds bazisok tétele). Adott az S alaphal-
mazon k matroid, melyek rangfiiggvénye rq, ..., 1. S akkor és csak akkor bomlik fel
k halmaz egyesitésére tigy, hogy az i-edik halmaz fiiggetlen az i-edik matroidban,
ha

(7.14) > oriX) = |X|
fennéall minden X C S részhalmazra.

7.2.9. tétel (Edmonds: diszjunkt bazisok tétele). Adott az S alaphalmazon k
matroid, melyek rang-fiiggvénye r; és ko-rang fiiggvénye t; (i =1,... k). Akkor és
csak akkor létezik S-nek k diszjunkt részhalmaza gy, hogy az i-edik halmaz bazis
az i-edik matroidban, ha

(7.15) Y ti(X) < IX]
fennall minden X C S részhalmazra, ami viszont azzal ekvivalens, hogy Y-, [ri(S) —
TZ'<Y)] < |S =Y fennall minden Y C S részhalmazra.

A matroidok rugalmassagat jol mutatja, hogy a 7.2.8. tételbdl levezethets a
kovetkezs altaldnositasa.



7.2.10. tétel. Az M; matroidok I; fiiggetlen halmazai (i = 1,... k) akkor és csak
akkor egészithetsk ki S-t fedd fiiggetlen halmazokka, ha

(7.16) S (X ul) —|L]] > |X|
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fennall minden X C S — (U;U;) részhalmazra.

7.2.5. Matroidok szub- és szupermodularis fiiggvényekbdl

E tételek alkalmazhatosagat nagyban elGsegiti, ha hatékony eszkoézok allnak ren-
delkezésiinkre matroidok elallitasara. Egy ilyen Edmondstél [9] szarmazd eszkoz
azon a megfigyelésen mulik, hogy egy matroid rangfiiggvénynél gyengébb tulajdon-
sagu fliggvények is képesek matroidot definiadlni. Nem kell példaul megkovetelni a
szubkardinalitdst vagy a monotonitast.

7.2.11. tétel (Edmonds, 1970). Amennyiben b: 2° — Z,{+oco} nemnegativ,
egészértéki, teljesen szubmodularis halmazfiiggvény, tgy az Fy = {I CS:|Yyn
I| <b(Y) minden Y C S-re} halmazrendszer kielégiti a fiiggetlenségi axiémaékat.
A kapott M = (S, F,) matroid rangfiiggvénye a kovetkezd:

(7.17) rp(Z) =min {b(X) +|Z - X|: X C 5}.

Ha réadésul b monoton névé (azaz polimatroid fiiggvény), akkor F, definiciéjaban
elég az Y C I részhalmazokra szoritkozni, mig a (7.17) minimum formuldban az
X C Z-kre.

Raadasul, még a szubmodularitast is enyhithetjiik, és ez alkalmazésokban kii-
16n6sen gyiimolcsézének bizonyul majd. A b halmazfiiggvényrdl azt mondjuk, hogy
metszd, illetve keresztezd szubmodularis, ha a 7.1 szubmodularitasi egyenl6t-
lenség fennall minden metszd, illetve keresztezé X, Y C S halmazra. (X,Y metszd,
ha X NY nemiires. Ha rdadasul X —Y,Y — X, S — (X UY) egyike sem {ires, akkor
X,Y keresztezd.)

7.2.12. tétel (Edmonds, 1970). Amennyiben b: 2° — Z,{+0co} nemnegativ,
egészértéki, metsz6 szubmodularis halmazfiiggvény, ugy az Fp := {I cCS:|yn
I| <b(Y) minden Y C S-re} halmazrendszer kielégiti a fiiggetlenségi axiomakat.
A kapott M = (S, Fp) matroid rangfiiggvénye a kivetkezo:

(7.18) rb(Z)min{Zb(Xi)Jr!Z(X1UX2u...UXt)| :

=1

{X1,..., X} részparticiéja S—nek}.

Alkalmazéasokban néha szupermodularis fiiggvények szerepelnek szubmodula-
ris helyett. Legyen p: 25 — Z metsz6 szupermodularis halmazfiiggvény, amelyre
p(0) =0 és p(X) < |X| minden X C S halmazra fennall.
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7.2.13. tétel. AGP := {Z C S: |ZNX| > p(X) minden X C S halmazra} halmaz-
rendszer egy MP matroid generatorainak rendszere. A matroid ko-rangja egyenld a

(7.19) max { ZP(Xi) : {X4,..., X} részparticiéja S—nek}
i

értékkel.

Keresztez6 szupermoduléris fiiggvények segitségével ezen a médon méar nem
lehet egy matroid generatorainak halmazat definialni. A bézisait azonban igen!

7.2.14. tétel (Frank és Tardos, 1981). Legyen k pozitiv egész, ésp : 2% — Z{—o0}
egészértéki, keresztezd szupermodularis halmazfiiggvény. Ha a BP := {B cSs:
|B| =k, Y NB|>p(Y) minden Y C S-re} halmazrendszer nemiires, akkor egy
matroid bazisainak halmazat alkotja.

7.3. Matroidok alkalmazasai

Felbontas Osszefiiggd részekre. A 7.2.10. tételbdl nemcsak a grafok fakkal
torténd fedésérsl szoldo Nash—Williams 4.3.3. tétel vezethets le, hanem a 4.3.4. té-
telben megfogalmazott altalanosités is egy megkezdett fedés befejezhet&ségérdl.
Hasonloképp, a diszjunkt bazisok tételébdl levezethets Tutte 4.2.8. tétele diszjunkt
feszité fak létezésérsl. E megkozelitést altalanositva Tutte tételét hipergrafokra
is sikeriilt kiterjeszteni. Egy H = (V, &) hipergrafot akkor neveziink k-partici6-
Osszefiiggbnek, ha a V alaphalmaz barmely t-részes particiojara a legalabb két
részt metsz6 hiperélek szama legalabb k(¢ —1). A k = 1 esetben roviden azt mond-
juk, hogy a hipergraf particio-6sszefiiggs. Fz graf esetén egybeesik az Osszefiig-
gbség fogalmaval, tetszdleges hipergrafra azonban annal erésebb: a (V ={a,b,c},
&= {V}) hipergraf Osszefliggs, de nem particio-Osszefliggs. Ennek megfelelGen
Tutte diszjunkt fa tételének kétféle altalanositasa is felvethetd hipergrafokra annak
megfelel6en, hogy a hipergraf éleit ugy akarjuk k osztalyba sorolni, hogy mindegyik
osztaly Osszefliggd hipergrafot hataroz meg avagy particio-Gsszefiiggét. Kimutat-
hato, hogy az Osszefiiggd hipergrafokra bontas mar a k = 2 esetben is NP-teljes, a
masodik kérdésre azonban érvényes a Tutte tétel kovetkezd altalanositasa [33].

7.3.1. tétel (Frank, Kiraly és Kriesell, 2003). Egy hipergraf akkor és csak akkor
k-particié dsszefiiggd, ha felbomlik k particié-osszefiiggd részhipergrafra.

Ahogy Tutte 4.2.8. tételébdl kozvetleniil kiolvashato, hogy egy 2k-élosszefliges
graf tartalmaz k élidegen feszits fat, gy a 7.3.1. tétel az alabbi kdvetkezményre
vezet.

7.3.2. kévetkezmény. Ha egy (qk)-élosszefiiggs hipergraf minden hiperéle leg-
feljebb q elemt, akkor a hipergraf felbonthat6 k darab partici6-Gsszefiiggd (és igy
Osszefiiggs) hipergrifra.
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Optimalis fak. A maximalis (vagy minimaélis) salyu feszits fa feladatanak két
nagyfoku altalanositasa is megoldhaté a stulyozott matroid metszet algoritmus se-
gitségével.

(A) Adott egy iranyitatlan graf élhalmazan a cy, ..., ¢, koltségfiiggvényekkel.
Keressiink Fi, ..., F), ¢lidegen feszits fakat ugy, hogy a >, ¢;(F;) Osszkoltség a
lehetd legkisebb legyen.

(B) A G = (V, E) 0sszefliggs iranyitatlan graf pontjainak egy T stabil halma-
zén adott az fr: T — Zy ésa gp: T — Zy U{oo} fuggvény, melyekre fr < gr.
A 7.2.5. tételbdl levezethets a 3.2.3. tétel, amely fokszam-korlatoknak eleget tevs
feszits fa létezésérsl szolt. Amennyiben még egy koltségfiiggvény is adott az él-
halmazon, Ggy a legolcsobb fokszamkorlatos feszits fa is kiszdmithatod a silyozott
matroid metszet algoritmus segitségével. Ha minden cstucson adott egy fels§ korlat
és nem csupén egy stabil halmaz elemein, akkor a fokszam-korlatos fa probléméja
NP-teljes.

GyoOkeres k-Osszefiliggdség. Ugyancsak a stulyozott matroid metszet segitségével
oldhaté meg az alabbi feladat.

(A) Adott egy iranyitott graf egy kijeldlt s gyokérrel és egy ¢ koltségfiiggvénnyel
az élhalmazon. Keresslink minimaélis koltségii részgrafot, amelyben s-b&l minden
cstucshoz vezet k élidegen iranyitott ut. A k = 1 speciélis esetben visszajutunk a
legolcsobb feszits feny6 problamajahoz és az erre vonatkozo Fulkerson tételhez.

(B) Egy digrafban keressiink minimalis koltségt részgrafot, amelyben s-bél
minden csticshoz vezet k pontidegen irdnyitott at. Az (A) feladat ezen pontidegen
valtozatarol csak nemrégiben [36] deriilt ki, hogy szintén megoldhaté a stlyozott
matroid metszet segitségével, bar itt a visszavezetés mar ravaszabb.

Iranyitas. A 7.2.14. tételben leirt konstrukcio segitségével megmutathato [34],
hogy egy graf (s6t egy vegyes graf) k-élosszefiiggévé iranyitasanak feladata meg-
fogalmazhaté matroid metszet problémaként, hasonloképp egy digraf egyiranyt
vagésainak minimaélis lefogasahoz.

Diszjunkt fenyék. Edmonds 4.2.2. diszjunkt fenyd tétele k élidegen, azonos
gyokert fenys létezésének feltételét adta meg. Mi a helyzet, ha a gySkereknek
kiilonbozéknek kell lennie? A 7.2.13. tételbdl kozvetleniil kiolvashaté az alabbi
eredmény, amely egyébként a 4.2.9. tétel specidlis esete.

7.3.3. tétel. Egy D = (V, E) digrafban akkor és csak akkor létezik k élidegen feszité
feny6, melyek gydkerei kiilonbozdek, ha V minden { X1, Xo, ..., X;} részparticiéjara

(7.20) S o(Xy) > k(t - 1).

i

Digrafok forrashalmazai. Legyen D = (V| A) olyan iranyitott graf, amelynek
legaldbb k 4+ 1 csticsa van és amelyben nincsenek egyirdnyt parhuzamos élek.
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A Z CV halmazra és v € V cstcsra jelolje kT (Z,v) a Z-bol v-be vezets (v-t6l
eltekintve) diszjunkt iranyitott utak maximalis szamat. Nevezziink egy Z halmazt
k-forrasnak, ha Z-bdl minden v € V — Z cstcsba vezet k darab (v-t6l eltekintve)
diszjunkt iranyitott at. Nagamochi, Ishii és Ito [55], meglehetGsen bonyodalmasan,
igazoltak a kovetkezGt.

7.3.4. tétel (Nagamochi, Ishii, Ito, 2001). A k-forrasok egy matroid generatorait
alkotjak.

Valojaban ez néhany sorban levezethets [2]. Menger tétele miatt ugyanis
egy Z halmaz pontosan akkor k-forrés, ha ’F_(X )‘ > k fennall minden nemdiires
X CV — Z halmagzra, ahol I'" (X) jeloli azon V — X-beli pontok halmazat, me-
lyekbsl vezet X-be él. Jelolje Vi a legaldbb k befokd pontok halmazat és defi-
nidljuk a b: 2Y% — Z fiiggvényt tgy, hogy b(X) := |I"(X)| +|X|—k, ha X #£ 0.
Ekkor b nemnegativ, monoton névé és metszén szubmoduléris, igy alkalmazhato
a 7.2.12. tétel. Az M = (V}, Fp) matroidban egy I C Vj, halmaz pontosan akkor
fiiggetlen, ha minden X C I nemiires részhalmazra b(X) > | X|, azaz ‘F_(X)‘ >k
fennall, vagyis ha a V — I halmaz k-forras. Tehat a k-forrasok az M dudlisanak
generatorai.

Raadésul ezen megkozelitéssel az alabbi min-max formula is k6zvetleniil kiol-
vashato.

7.3.5. tétel. A minimalis k-forras elemszama egyenld a

(7.21) |V — Vi| + max { Z [k - ‘F_(Xi)H { Xy, X a Vg részpartjciéja}

%

maximummal.

Merev grafok. Tegyiik fel, hogy egy G graf csicsait ,altalanos helyzetben”
elhelyeztiik a sikon, azaz a csticsok koordinatai kozott nincs algebrai Osszefiiggés.
A graf éleit merev rudakkal, a csicsait pedig csuklokkal valositjuk meg, amelyek
koriil az élek (a sikban) elfordulhatnak. A G-t akkor nevezzilk merevnek, ha az
igy kapott csuklos szerkezet merev (ami egy bizonyos valtozos matrix rangjara tett
kikétéssel frhato le pontosan). Egy graf minimalis merev, ha merev, de barmely
élét elhagyva méar nem az. G. Laman [46] az alabbi 7.3.6. tételben jellemezte a
minimé&lis merev grafokat.

7.3.6. tétel (Laman, 1970). Egy G = (V, E) egyszert graf akkor és csak akkor
minimélis merev, ha |E| = 2n — 3 és

(7.22) ic(Z) <2|Z| -3 minden Z CV,|Z| > 2-re,

ahol ig(Z) a Z &ltal feszitett élek szamat jeloli.
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Kérdés, hogy miként lehet leirni a merev grafokat, illetve, ha a graf nem
merev, minimalisan hany 0j él hozzidadasaval tehets azza? A valaszra az teremt
lehetGséget, hogy a merevség mogott matroidos struktira hiazodik. Jeldlje G* =
(V, E*) a teljes grafot V-n. Az E* élhalmazon vezessiik be a b* halmazfiiggvényt a
kovetkez6képpen. Legyen b*(f) = 0 és ) C F C F*-ra legyen

(7.23) b (F) :=2|V(F)| -3,

ahol V(F') jeloli az F-ben 1év6 élek végpontjainak halmazat. Ekkor b* metszs szub-
moduléris, igy a 7.2.12. tételbdl kiolvashatd, hogy egy merev graf merev részgraf-
jai egy M matroid generatorait alkotjak, amelynek rangfiiggvényére vonatkozo a
(7.18) formulabol azonnal kiolvashaté Lovasz és Yemini [51] klasszikusnak szamito
tétele.

7.3.7. tétel (Lovasz és Yemini, 1982). Egy G = (V, E) graf akkor és csak akkor
merev, ha r(Mg) = 2n — 3, azaz E minden {E1, ..., E} particidjara ), b*(E;) >
2n — 3. Ha G nem merev, akkor azon élek minimalis szama, melyek hozzdadasaval
G merevvé tehetd, egyenld a

(7.24) 2n — 3 — min { Z b*(E;) : {E1,..., Ey} particiéja E—nek}
értékkel.

7.3.1. Algoritmus

A 7.2.12. tétel elvi lehetdséget kinal az r,(Z) rang kiszdmitasara. Ehhez egy olyan
szubrutinra van sziikség, amely barmely F' C S halmazra és s € A — F elemre meg-
adja a B(F,s) := min{(b(Y) —[YNF|-1):seY C S} értéket és a minimalizalo
Y halmazt. Ennek felhasznélasaval ugyanis egy rogzitett sorrendben végigmegyiink
a Z elemein és moho modon kivalasztunk egy fiiggetlen halmazt. Az altalanos 1é-
pésben az eddig kivalasztott F' fliggetlen halmazhoz akkor vessziik hozza a soron
kévetkezs s € S — F' elemet, ha B(F,s) > 0.

Hasonl6 algoritmus adhaté a 7.2.13. tételben szereplé matroid rangjanak meg-
hatarozasara. Miutan mindegyik emlitett alkalmazéasban a sziikséges szubrutin va-
lamely folyamalgoritmus segitségével elGallithato, a szobanforgd probléméak algo-
ritmikusan is kezelhetok. Igy példaul a matroid metszet tételt (és algoritmust)
hasznalva kiszamithato egy digraf pontjainak legkisebb (koltségti) olyan S részhal-
maza, amelybdl minden v € V' — S pontba vezet k diszjunkt ut és amelybe minden
v €V — 5 pontbol vezet [ diszjunkt at. Hasonloképp, egy grafrol algoritmikusan el
tudjuk donteni, hogy merev-e vagy sem. Nem ismeretes viszont sem algoritmus, sem
min-max tétel a legkisebb elemszamu olyan élhalmazra, melynek elhagyasa meg-
sziinteti egy graf merevségét, és azt sem tudjuk, hogy a feladat NP-teljes volna.

7.4. Metsz6 szupermodularis fliggvények fedése digraffal

A matroidokroél szolo részben lattuk, hogy Rado 7.2.3. tétele miként altalanositja
a Koénig-Hall-tételt. Egy masiranyu altalanositas Lovasz [49] nevéhez fiiz6dik:
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7.4.1. tétel (Lovész, 1970). Legyenp: 2° — Z. pozitivan metszé szupermodulris
fiiggvény, amelyre raadasul minden A C S, v € S — A esetén

(7.25) p(A) +p(v) = p(A+v).

Amennyiben G = (S,T; E) egy olyan egyszerd paros graf, amelyre |I‘E (X)’ > p(X)
minden X C S halmazra fenndll, de G barmely élét kihagyva ez mar nem teljestil,
akkor dg(v) = p(v) minden v € S-re.

Lovasz ennek segitségével igazolta ErdGs egy sejtését, miszerint, ha egy hi-
pergrafra erésen teljesiil a Hall-féle feltétel, azaz barmely j > 1 hiperél egyesitése
legalabb j + 1 elemii, akkor az alaphalmaz pontjait két szinnel lehet szinezni ugy,
hogy ne legyen egyszind hiperél.

Kideriil azonban, hogy mind a Rado-tétel, mind Lovasz tétele valojaban egy al-
talanosabb eredmény speciélis esete, amely raadasul még Vidyasankar feds fenysk-
6l sz010 4.3.5. tételét is magéban foglalja. Egy D = (V, A) digrafban egy X CV
halmaz B(X) bejarata a B(X) := {v € X: létezik olyan uv € A él, amelyre u €
V — X} halmaz volt. Valamely g : V — Z_ fliggvényre legyen 5,(X) := > [g(v) :
v e BX )] Kimutathato, hogy a 3, fiiggvény szubmoduléris, és ezen alapul a ko-
vetkezs eredmény [27].

7.4.2. tétel (Frank és Tardos, 1989). Legyen D = (V, A) irdnyitott graf, g:
V — Z. felsé korlat fiiggvény a cstcshalmazon. Legyen p pozitivan metsz8 szu-
permoduléris fiiggvény. Akkor és csak akkor létezik olyan egészértékd x : A — Z
fiiggvény, amelyre p,(Z) > p(Z) minden Z C V részhalmazra és o, (v) < g(v) min-
den v € V csticsra, ha minden X C V halmazra

(7.26) p(X) < By(X).

Meglepé modon, ha a 7.4.2. tételben a pontok befokai helyett a kifokokra irunk
el6 fels6 korlatot, agy mar NP-teljes problémakhoz jutunk, ugyanis a Hamilton ut
probléma megfogalmazhato ilyen alakban.

7.4.1. Kovetkezmények

Vidyasankar tétele tjra. Megfigyelve, hogy a p(X) := (k — Q(X))+ cXC
V —s) fiiggvény pozitivan metsz6 szupermoduléris, valamint azt, hogy a g(v) :=
p(v) (v € V — s) figgvényre a (4.8) és (7.26) feltételek ekvivalensek, specialis eset-
ként megkapjuk Vidyasankar 4.3.5. tételét egy digraf éleinek k darab feszits s-
feny6vel torténd fedhetGségérsl.

Egyiranyu vagasok lefogasa. A Lucchesi—Younger tétel egyiranyu viagasok mi-
nimélis lefogaséaval foglalkozott. Most olyan lefogas létezésére vagyunk kivancsiak,
melyben a pontok befokaira korlat adott. A kévetkezs tételben érdekes megfigyelni
Tutte 1-faktor tételével valo formai analogiat.
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7.4.3. tétel. Egy iranyitott D = (V, A) grafban akkor és csak akkor létezik olyan
fenyves, amelynek élei minden iréanyitott vagast lefognak, ha barmely nemiires
X C V halmazt elhagyva legteljebb | X | darab olyan komponens keletkezik, amelybe
nem megy be él.

A bizonyitas azon mulik, hogy a magokon értelmezett o(X) fiiggvény (D — X
irdnyitatlan értelemben vett komponenseinek a szdma) metsz6 szupermoduléris,
igy erre és a g = 1 fliggvényre 7.4.2. alkalmazhato.

Paros grafok. A 7.4.2. tétel kovetkezs alkalmazasa Rado 7.2.3. matroidos tételé-
nek és Lovész 7.4.1. tételének kozos altaldnositéasa.

7.4.4. tétel ([27]). Legyen G = (S,T; E) egyszerti paros graf, p: 2° — Z po-
zitivan metsz6 szupermoduldris fiiggvény, g : S — Z, pedig egy felsé korlatként
szolgélo fiiggvény. Legyen tovabba M = (T,r) egy r rangfiiggvényti matroid a T
alaphalmazon. Akkor és csak akkor létezik G éleinek olyan F' C E részhalmaza,
amelyre

(7.27) r(Tp(X)) > p(X) minden X C S-re
és

(7.28) dr(v) < g(v) minden v € S-re,
ha

(7.29) p(X) <r(Tp(Y))+g(X —Y) fenndll minden Y C X C S halmazpérra.

8. Szupermodularis fiiggvények fedése

8.1. Szupermodularis fiiggvényeket feds iranyitasok

Meglepének tiinhet, de a vegyes grafokrol szolo egyszeri 3.1.2. kivételével a 3. feje-
zetben bemutatott valamennyi eredmény el&irt tulajdonsagu irdnyitésok 1étezésérdl
egyetlen altalanos tételben foglalhato Gssze.

Legyen h a V részhalmazain értelmezett halmazfliggvény, amelyet igény-
figgvénynek neveziink. Az alabbiakban az igényfiiggvényekre automatikusan fel-
tessziik, hogy h(0)) = h(V) = 0. Azt mondjuk, hogy egy irdnyitott graf V-n fedi
a h-t, ha o(X) > h(X) fennéll minden X C V-re. Absztrakt iranyitason egy olyan
iranyitasi feladatot értiink, amikor nem valami konkrét 6sszefliggGség vagy fokszam-
korlat elérése a cél, hanem adott h halmazfiiggvényt akarunk fedni.

Valamennyi eddigi irdnyitési eredmény egy h igényfiiggvényt feds iranyitas
létezésérol szolt. Péeldaul, ha a graf k-élosszefiiggdségét kivantunk, akkor h(X) = k
(0 € X C V), ha gyokeres k-él-Osszefliggbséget, akkor h(X) =k (0 C X CV —s)
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és h(X)=0 (seX CV). A pontok befokara kirott als6 korlat nyilvan ilyen
alaku, de a fels6 korlat is megfogalmazhatd eképp, mert egy v csiics befokara
kirott g(v) felsé korlat ekvivalens a komplementer V' — v részhalmaz befokara tett
h(V —v) :=dg(v) — g(v) alsé korlat elSirassal. A bevezet6ben mar emlitettiik,
hogy ha h-r6l semmit nem kotiink ki, gy a h-t fedd iranyitasi feladat mar 0 — 1-
értékd h esetén is NP-teljes problémékat foglal magaban. Ebben a részben két
fliggvényosztalyt mutatunk be, melyekre kerek valasz adhaté.

8.1.1. Nem-negativ keresztez6 szupermodularis fiiggvények

Nevezziink egy h halmazfliiggvényt keresztezé G-szupermodularisnak, ha
MX)+h(Y) <hA(XUY)+h(XNY)+d(X,Y) teljesiil a V minden X, Y keresztezd
részhalmazara, ahol d(X,Y") jeloli azon G-beli élek szamat, melyek X —Y ésY — X
kozott vezetnek. A kovetkezs eredmény [21] bizonyitasa a 3.2.1. tételre bemutatott
bizonyitasi megkozelités nagymérvii tovabbfejlesztésén alapult.

8.1.1. tétel (Frank, 1980). Tegyiik fel, hogy h keresztez6 G-szupermoduléris és
nemnegativ. G-nek akkor és csak akkor létezik h-t fedd iranyitasa, ha

(8.1) e(P) =Y h(Vy),
(8.2) e(P) =Y h(V -V

teljesiil V- minden P = {V1,...,V;} particidjara, ahol e(P) jeloli a V; részek kiozitt
vezetd élek szamat.

A 8.1.1. tételnek egyfajta Onerdsits jellege van, miutan segitségével konnyen
kiadodik a kovetkezs fokszam-korlatos kiterjesztése.

8.1.2. tétel. Legyen G = (V, E) irdnyitatlan graf, h nemnegativ keresztezé G-
szupermoduldris fiiggvény. Adott a ponthalmazon az f: V — Z als6 ésg: V — Z
fels6 korlat, melyekre 0 < f < g. Akkor és csak akkor létezik G-nek olyan h-t fedd
irdnyitdsa, amelyben f(v) < o(v) < g(v) minden v € V csticsra, ha

t

(8.3) i(Vo) +e(F) > f(Vo) + Z h(V;)
(8.4) e(F) —d(Vo) = Zh(V = Vi) —g(Vo)
i=1

fennéll a csticsok minden olyan F = {Vy, Vi, ... V;} particiéjara, amelyben egyediil
a Vy rész lehet iires.

Felhasznalva, hogy a (8.3) feltételben g nem szerepel, mig a (8.4) feltételben
f nem szerepel, a 8.1.2. tételbdl kiolvashaté a lanctulajdonsag:
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8.1.3. tétel. Legyen f és g a G = (V,E) iranyitatlan graf ponthalmazén egy
als6 és egy fels6 korlat fiiggvény (0 < f < g). Legyen h nemnegativ keresztezé G-
szupermodularis fiiggvény. Amennyiben létezik h-t fedd olyan iréanyitéas, amelyben
¢'(v) > f(v) minden v csiicsra, és létezik h-t fed6 olyan irdanyités, amelyben o" (v) <
g(v) minden v csticsra, tgy létezik olyan h-t fedd iranyitas is, amelyre f(v) < o(v) <
g(v) minden v csicsra. B

A 8.1.1. tétel bizonyitas-technikajat alkalmazva levezethets az alabbi kovet-
kezmény, amely még k-élosszefiiggs iranyitasokra is érdekes.

8.1.4. tétel. Legyen G és h ugyanaz, mint a 8.1.1. tételben. Tegytik fel, hogy D1
és Do mindegyike a G-nek egy h-t fedd irdnyitasa. Ekkor el lehet jutni D;-bdl
Ds-be irdanyitott korék és utak egymast kévetd megforditasaval gy, hogy minden
kézbensd iranyitas fedi h-t. W

8.1.2. Specialis esetek

Fontos specialis esetekben a 8.1.1. tételben a feltételek egyszertisédnek.

8.1.5. kbvetkezmény. (A) Amennyiben a 8.1.1. tételben szerepls h fiiggvény mo-
noton csokkend (azaz ) C X CY CV esetén h(X) > h(Y)), akkor mar a (8.1)
feltétel elegends. (B) Amennyiben a 8.1.1. tételben szerepld h fiiggvény szimmet-
rikus (azaz ) C X C V esetén h(X) = h(V — X)), akkor elegend§ a (8.1) feltételt
csupan t = 2-re megkovetelni, ami tehat avval ekvivalens, hogy dg(X) > 2h(X)
minden X C V részhalmazra.

A (B) részbsl h(X):=k (0 C X CV) valasztassal visszakapjuk Nash-—
Williams 3.4.2. iranyitasi tételét. Az (A) részbdl ennél altalanosabb tétel nyerhetd.
Adott I < k nemnegativ egész szamok esetén egy D = (V| E) iranyitott grafot akkor
neveziink (k,)-élosszefiiggbnek, ha D-nek létezik egy olyan s gyokérpontja, hogy
s-b6l minden mas pontba vezet k élidegen 1t és minden pontbol vezet s-be [ élide-
gen ut. (Azt mondjuk, hogy D az s-re nézve (k,1)-élosszefliggs.) Menger iranyitott
grafokra vonatkozo tételének élidegen valtozata alapjan ez azzal ekvivalens, hogy
minden s-t nem tartalmazé halmaz befoka legalabb k és minden s-t tartalmazo
halmaz befoka legalabb [. Figyeljiik meg, hogy k = [ esetén a (k,[)-élosszefliggdség
ekvivalens a k-élosszefiigg@séggel.

Egy G = (V, E) iranyitatlan grafot akkor neveziink (k, l)-particio-osszefiig-

k(t — 1) + 1. Nem nehéz igazolni, hogy ! > k esetén G akkor és csak akkor (k,!)-
particio-Osszefliggs, ha (k + [)-élosszefiiggs. A (k, 0)-particio-Osszefliggség Tutte
4.2.8. tétele szerint k élidegen feszit fa létezésével ekvivalens. A 8.1.5 kovetkez-
ménybdl rogton kiolvashatd az alabbi jellemzés.

8.1.6. tétel. Tegyiik fel, hogy 0 <! < k. Egy G = (V, E) irdnyitatlan grafnak akkor
és csak akkor létezik (k,l)-élosszefiiggd iranyitasa, ha G (k,l)-particié-osszefiiggd.

A h igényfliggvény alkalmas megvalasztasaval nyerjlik az alabbiakat.
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8.1.7. tétel. Legyen f : V — Z. A G = (V, E) grafnak akkor és csak akkor létezik
olyan k-élosszefiiggd irdnyitasa, amelyben minden v csiics befoka legalabb f(v), ha
V' minden olyan P := {Uy,U,...,U,} partici6jira (¢ > 0), amelyben egyediil az
Uy rész lehet iires (és lehet ¢ = 0, amikor is Uy az egész V), a kiztes élek e(P)
szamaéra és az Uy altal feszitett élek i(Uy) szdméra fennall, hogy

(8.5) e(p) +i(Uo) = f(Uo) + kq,

ahol f(X) =Y [f(v):veX].

Analog eredmény irhato fel, ha a befokokra also helyett fels6 korlatokat adunk,
és érvényben van a lancszabaly is. A k = 1 esetben a feltételek egyszertisodnek és
visszajutunk a 3.2.1. tételhez.

8.1.3. Metsz6 szupermodularis fliggvények

A 8.1.1. tétel érvényét veszti, ha h nemnegativitasat nem kotjiik ki. Ervényes viszont
a kovetkezs [19)].

8.1.8. tétel (Frank, 1978). Legyen h : 2V — Z metsz6 szupermoduléris fiiggvény.
Akkor és csak akkor létezik G-nek h-t fedd iranyitdsa, ha V minden {Vi,... ,V;}
particidjara a keresztélek szama legalabb ). h(V;).

E tétel specialis eseteként kiadodik az iranyitatlan grafok gyokeresen k-élossze-
fligg6vé iranyithatosagarol szolo 3.4.4. tétel kiterjesztése vegyes grafokra.

8.1.9. kévetkezmény. Legyen M = (V,A+ E) a G = (V, E) irdnyitatlan és a
D = (V, A) iranyitott grafbol dsszetett vegyes grafnak s egy kijelolt gyokérpontja.
M-nek akkor és csak akkor létezik gybkeresen k-élosszefiiggd irdanyitasa, ha V — s
minden F := {V4,...,V,} részparticiéjara e(F) > 3. [k — op(Vi)].

Bar az iranyitatlan grafokra vonatkozo 3.4.4. tételben és 8.1.9. kivetkezmény-
ben szerepld feltételek ugyanolyan alakiuak, van egy lényeges kiilénbség. A 3.4.5. té-
tel szerint iranyitatlan graf gyokeres k-élossszefiiggére iranyitasanal érvényben van
a lancszabaly. Ugyanakkor példéaval megmutathatd, hogy vegyes grafokra ez méar
nem all.

Latjuk tehat, hogy mikor létezik egy nemnegativ, keresztez6 szupermoduléris
fliggvényt fedd iranyitas és mikor egy metszd szupermodularis fiiggvényt fedd.
Tovabbra is megmarad azonban kérdés, hogy mi egy keresztezd szupermoduléris
fliggvényt fedd iranyitas feltétele. Specidlisan, mikor van egy vegyes grafnak k-
élosszefiiggs iranyitasa. A valaszt a szubmoduléris aramokrol szolo 10.2. szakasz
tartalmazza majd.

8.2. Keresztezd szupermodularis fiiggvények fedése digraffal

Amint korabban lattuk, Osszefliggéségekre vonatkozd irdnyitasi problémék héatte-
rében gyakran szupermoduléris fliggvények szerepeltek. A megismert novelési fel-
adatoknal is hasonl6 a helyzet.
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8.2.1. Fedés iranyitott graffal

Foglalkozzunk el@szor irdnyitott grafokkal és vizsgaljuk meg, hogy Mader 2.1.6. le-
emelési tétele miként fogalmazhaté meg absztrakt alakban. Egyszertd megfontolas-
sal lathatd, hogy a Mader-tétel ekvivalens az aldbbi fokszam-elsirt élosszefiiggbség
novelési tétellel.

8.2.1. tétel. Adott D = (U, E) digraf és mye: U — Ziy, my; : U — Z fokszam-
el6irasok. Akkor és csak akkor létezik olyan H = (U, F) digraf, amelyre gg(v) =
Mie(V) 63 0 (v) = myi(v) teljesiil minden v € U pontra és D + H k-6l6sszefiiggd,
ha mbC(U) = mki(U),

(8.6) Mpe(X) >k — op(X)
(8.7) mii(X) >k — dp(X)

teljestil minden () # X C U részhalmazra.

Legyen p nemnegativ egészértéki halmazfiiggvény a V' alaphalmazon, amelyre
p(0) = p(V) = 0. Azt mondjuk, hogy p pozitivan keresztezd szupermodularis, ha
teljesiti a szupermodularitasi egyenlStlenséget (azaz p(X)+p(Y) <p(XNY)+
p(XUY)) minden olyan keresztez6 X,Y halmazparra, melyekre p(X) > 0,
p(Y) > 0. Azt mondjuk, hogy egy digraf fedi p-t, ha minden X halmaz befoka
legalabb p(X). A kovetkezs eredmény [30] ugy tekinthets, mint a Mader-féle iré-
nyitott leemeléssel ekvivalens 8.2.1. tétel absztrakt kiterjesztése.

8.2.2. tétel (Frank, 1994). Legyen p pozitivan keresztezs szupermodularis hal-
mazfiiggvény V részhalmazain. Legyen my; : V. — Zy és mye : V — Z a pontok
ki- és befokaira vonatkozo el6iras, melyekre v := mpe(V) = my (V). Akkor és csak
akkor létezik olyan H = (V, F') irdnyitott graf, amely fedi p-t és amelyben

(8.8) 0 (v) = myi(v) és o (v) = Mpe(v)

minden cstcsra fennall, ha minden X C V-re

(.9) p(V = X) < mig(X) &5 p(X) < mpe(X)

fennall.

Erdekes, hogy ha csak a kifok-vektorra (vagy csak a befok-vektorra) van eléiras,
akkor mar részparticios tipusu feltételre is sziikség van.

8.2.3. tétel. Legyen p pozitivan keresztezd szupermoduléris fiiggvény. Adott my; :
V — Z. vektor akkor és csak akkor p-t fedd kifok-vektor, ha

(8.10) myi(Z) > p(V — Z) minden Z C V-re
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és
(8.11) mii (V) > max { Z [p(X3)] : {Xi} partfci()}.
Adott mye : V. — Z vektor akkor és csak akkor p-t fedS befok-vektor, ha
(8.12) Mmpe(Z) > p(Z) minden Z C V-re
és
(8.13) Mpe(V) > max { Z [p(V - Xi)] c{ X} parm’cjo’}.
Az 5.4.3. irdnyitott névelési tétel absztrakt megfelelGje a kivetkezd.

8.2.4. tétel ([30]). Legyen p pozitivan keresztez6 szupermoduléris halmazfiiggvény
V' részhalmazain. Adott v egészre akkor és csak akkor létezik egy legfeljebb ~y élii
p-t fed6 H digréaf, ha V minden {V,...,V;} particiéjara

(8.14) ZP(Vi) <7y
(8.15) D PV =Vi) <.

H véalaszthaté hurokmentesnek.

8.2.5. tétel. Legyen p pozitivan keresztezd szupermodularis halmazfiiggvény V
részhalmazain és gpe : V — Zy U {00}, illetve gy : V — Z U {oco} a pontok be-
fokaira, illetve kifokaira vonatkozo felsé korlatok. Akkor és csak akkor létezik p-t
fedé6 H = (V, F) irdnyitott graf, amelyben minden v csticsra

(8.16) 0 (V) < gbe(v) és 0 (v) < gii(v)
ha minden X C V-re

(8.17) P(X) < gbe(X),

(8.18) p(V —X) < gui(X),

tovabba V' minden {V1,...,V,} particiéjara

(8.19) ZP(V — Vi) < gve(V),
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(8.20) Zp(V;) < (V).

Amennyiben gne(V) < gii(V), tgy (8.17) implikilja (8.20)-t, azaz ilyenkor mar a
(8.17), (8.18) és (8.19) feltételek elegenddek p-t feds és (8.16)-t teljesité digraf
létezéséhez. Ha rdaadasul gne(V) = gii(V), Ggy mér a (8.17) és (8.18) feltételek is
elegenddek.

Most is érvényes a lanctulajdonsag.

8.2.6. tétel. Legyen p pozitivan keresztezd szupermodularis halmazfiiggvény V
részhalmazain és gpe : V — Zy U {00}, illetve gy : V — Z U {oco} a pontok be-
fokaira, illetve kifokaira vonatkozo felsé korlatok. Akkor és csak akkor létezik p-t
fedé6 H = (V, F) irdnyitott graf,

(i) amelyben minden v csiicsra o (v) < ghe(v), ha (8.17) és (8.19) teljesiil,

(ii) amelyben minden v csticsra 0 (v) < gki(v), ha (8.18) és (8.20) teljesiil.

(iii) Ha kiilén-kiilon létezik (i)-t teljesits és (ii)-t teljesitS digraf is, akkor létezik
olyan is, amely mindkettst teljesiti.

ST-keresztezés. A 8.2.4. tétel tovabb altalaanosithato. Legyen a V' alaphalmaz-
nak S és T két nemiires (nem feltételeniil diszjunkt) részhalmaza V. Egy élre azt
mondjuk, hogy ST-€l, ha a téve S-ben a feje pedig T-ben van. Az X és Y rész-
halmaz ST-keresztezs, haaz X NY NT, S —(XNY), X —Y,Y — X halmazok
egyike sem iires. Amennyiben S =T =V, ugy ez egybeesik a keresztezés megszo-
kott fogalméval. V' részhalmazainak egy F csalddja ST-keresztezd, ha barmely
két ST-keresztez6 tagjara azok metszete és unidja is F-ben van. Halmazok egy 7
csaladja ST-fliggetlen, ha barmely két X, Y tagjaraaz X NY NT és S — (X UY)
halmazok koziil legalabb az egyik iires. Ez azzal ekvivalens, hogy nem létezik ST-él,
amely mind X-be, mind Y-ba belép.

Egy p: 2¥ — Z, halmazfiiggvény pozitivan ST-keresztezs szupermodu-
laris, ha barmely két ST-keresztezé halmazra, melyek p-értéke pozitiv, teljesiil a
szupermodularitasi egyenlGtlenség.

8.2.7. tétel (Frank és Jordan, 1995). Tegyiik fel, hogy egy pozitivan ST-keresztezs
szupermoduléris p halmazfiiggvény csak olyan X halmazokon pozitiv, melyeckre
TNX #0,8—X # 0. Ekkor a p-t fedd iranyitott ST-élek minimaélis szama egyenld
az ST-fiiggetlen halmazok maximaélis p-Gsszegével.

Az S =T =V specialis esetben konnyen megfigyelhets, hogy halmazok egy
ST-fiiggetlen rendszere vagy paronként diszjunkt vagy paronként ko-diszjunkt hal-
mazokbol all, igy ilyenkor visszajutunk a 8.2.4. tételhez. Lényeges kiilonbség azon-
ban, hogy szemben a 8.2.4. tétellel, a 8.2.7. tétel bizonyitasa a kikeresztezési tech-
nikan alapul és nem ismeretes egyszerii algoritmus a keresett fedés megtalalasara.
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8.2.2. A leemelési tételek kiterjesztései

A fenti eredményekbdl Mader leemelési tételénél altalanosabb is kiolvashat6. Egy
digrafot akkor neveztiink (k,!)-élosszefiiggbnek (I < k), ha létezik egy s csicsa
gy, hogy minden s-t nem tartalmazo6 halmaz befoka legalabb k és minden s-t tar-
talmazo halmaz befoka legalabb [. Ez azzal ekvivalens, hogy s-b6l minden cstcsba
vezet k élidegen 1t, és minden csiicsbol vezet s-be [ élidegen 1t.

8.2.8. tétel. Legyen a D = (U + z, A) digrafnak s € U olyan gyokérpontja, amelyre
nézve D a z-t6l eltekintve (k,l)-6élosszefiiggd (azaz s-b6l minden U-beli u csicsba
vezet k és u-bol vezet s-be [ élidegen ut). Tegyiik fel, hogy o(z) = §(z). Ekkor a
z-be bemend és z-bdl kilépd élek parba allithatok ugy, hogy e parokat egyszerre
leemelve (k,1)-6losszetiiggd digrafot kapunk az U cstcshalmazon.

Mader tételének egy méasiranyu kiterjesztése is kiadddik specialis esetként.

8.2.9. tétel. Legyen a D = (U + z, A) digréatban o(z) = §(z). Legyen U’ C U olyan
halmaz, amely tartalmazza az dsszes z-vel szomszédos pontot (azaz S C U’). Te-
gyiik fel, hogy D az U'-ben k-élésszefiiggs (k > 1). Ekkor minden e = zt élhez
létezik olyan f = uz él, amelyre az {e, f} élpar leemelésével kapott D/ digraf is
U’-ben k-élosszefiigg.

8.3. Fedések iranyitatlan graffal és hipergraffal

Watanabe és Nakamura 5.2.3. tételét iranyitatlan grafok élosszefiiggGségének nove-
lésérsl J. Bang-Jensen és B. Jackson [1] terjesztette ki hipergrafok élosszefiiggssé-
gének grafélekkel valo novelésére. Ennek rogton az absztrakt alakjat fogalmazzuk
meg [3]. Legyen p egészérteki, szimmetrikus (azaz p(X) = p(V — X)) halmazfiigg-
vény a V alaphalmazon. Azt mondjuk, hogy egy G iranyitatlan graf fedi p-t, ha
de(X) > p(X) minden X C V részhalmazra. Kérdés, hogy mikor lehet p-t adott
7 szami éllel fedni. Tetszleges {Vi, ..., Vi} részparticiora a - (V;) < 2y feltétel
sziikséges és a Watanabe-Nakamura tétel azt mondta ki, hogy p = k esetén ele-
gend§ is, ha k > 2. A legegyszeriibb p = 1 esetben azonban a részparticios feltétel
nem elegendd, ezért y-ra tovabbi alsé korlatra van sziikségiink. A V' alaphalmaz egy
{V1,...,V;} particiojara azt mondjuk, hogy p-teljes, ha barmely 1 < j <t —1 darab
V; halmaz X egyesitésére p(X) > 1. Mivel egy p-t fedd graf a V; halmazok 6szehi-
zéasaval biztosan Osszefliggs lesz, igy p fedéséhez legalabb ¢t — 1 él kell. Nevezziik a
p dimenzidjanak a legnagyobb t értéket, amire van p-teljes t részes particio.

8.3.1. tétel (Benczir és Frank, 1999). Legyen p egészértéki, szimmetrikus, ke-
resztezd szupermodularis halmazfiiggvény a V' alaphalmazon. Akkor és csak akkor
fedhetd p legfeljebb v éllel, ha dim (p) —1 <~ és Y. p(V;) < 2y minden {V,...,V;}
részparticiéra teljestil.

Ez a tétel nem csupan Bang-Jensen és Jackson tételét adja vissza specialis
esetként, de annak a kévetkez§ altalanositasat is. Azt mondjuk, hogy egy X halmaz
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szeparalja a T’ C V halmazt, ha mind X — 7', mind X N7 nemiires, mig egy particié
szeparalja T-t, ha minden tagja szeparalja. A H hipergraf T C V halmazon k-
él6sszefliggs, ha barmely T-t szeparalé X halmazra dg(X) > k. Egy H' hipergrafra
legyen o7 (X) az X elhagyasaval keletkezd komponensek koziil a T-t szeparalok
szama.

8.3.2. tétel ([3], 1999). Egy H = (V,A) hipergraf akkor és csak akkor tehetd
legfeljebb ~ grafél hozzdadasaval a T halmazon k-él0sszefiiggévé, ha V- minden T-t
szeparélé P részparticidjara’y [k —dy(X): X € P|, és haop(H') — 1 < v fennall
a H minden olyan részhipergrafjara, amely legfeljebb k — 1 hiperél eltorlésével
keletkezik.

A fedési kérdést még tovabb altalanosithatjuk, ha p fedésére nem csak gra-
féleket hasznalhatunk, hanem nagyobb méretd hiperéleket is. Azt mondjuk, hogy
egy H hipergraf fedi p-t, ha dg(X) > p(X) minden X C V-halmazra. A kiovetkezd,
Kiraly Tamastol [44] szarmazo tétel a 8.3.1. tétel jelentGs mérvd altalanositasa.

8.3.3. tétel (Kiraly T., 2002). Legyen p egészértékd, szimmetrikus, keresztezs
szupermoduléris halmazfiiggvény a V alaphalmazon és legyen u > 2 egész. Akkor
és csak akkor létezik egy p-t fedd legfeljebb ~ hiperélbdl 4116 u-uniform hipergréaf, ha

(8.21) wy > Zp(Vi) minden {V1,...,V;} részparticiéra,
(8.22) v > p(X) minden X C V részhalmazra,
(8.23) v(u—1) > dim (p) — 1.

Specialis esetként megadhat6é annak a feltétele, hogy egy hipergrafot mikor
lehet k-élosszefligg6vé tenni legfeljebb v darab u méretd hiperél hozzédadaséval.

Szigeti Z. [57] azt a hipergraf fedési problémat oldotta meg, amikor nem az
egyes hiperélek elemszamaéra van fels korlat elgirva, hanem a hiperélek Gsszmére-
tére.

8.3.4. tétel (Szigeti, 1999). Legyen p egészértéki, szimmetrikus, ferdén szuper-
modularis halmazfiiggvény a V alaphalmazon és legyen | egész. Akkor és csak akkor
létezik egy p-t fedd hipergraf, melyben a hiperélek ésszmérete legfeljebb [, ha a csu-
csok barmely részparticiéjara a benne szereplé halmazok p-Gsszege legfeljebb k.

Legyen r a V halmaz pontparjain értelmezett nemnegativ, egész, szimmetrikus
igényfiiggvény. Azt mondjuk, hogy egy hipergraf r-élosszefiiggs, ha a hipergraf
minden u, v pontparjara minden u-t és v-t elvalaszt6 vagasban van legalabb r(u,v)
hiperél. Specialis esetként kapjuk a kovetkezd ndvelési tételt.

8.3.5. tétel (Szigeti). Adott H = (V,E) hipergéf akkor és csak akkor tehetd leg-
feljebb | Ssszméretii hiperélek hozzéadaséval r-élosszefiiggové, ha Y, [Rq(X;) —
dH(Xi)] <1 fennall a V minden {Xi,...,X;} részparticiéjara, ahol R(X) :=
max {r(u, v) | X N {u,0}| = 1},
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8.4. Szupermodularis parhalmaz fiiggvények fedése

Az iranyitott grafok élosszefiiggdségének minimélis novelésérsl szold 5.4.3. tétel
Labsztrakt” alakja a 8.2.4. tétel keresztezd szupermodularis fliggvények minimalis
digraffal valo fedésérsl. Miképp lehetne a digrafok pontdsszefiiggésének minimalis
novelésére vonatkozo 5.4.5. tételt ilyen absztrakt alakra kiterjeszteni?

Legyen V adott alaphalmaz. Egy X = (Xg, Xp) részhalmazokbdl 4llo part,
amelyre Xp C Xg C V parhalmaznak nevezziik. Xy a parhalmaz kiilsG, mig
Xp a bels6 tagja. Egy parhalmazt trivialisnak mondunk, ha bels6 halmaza iires
vagy kiils6 halmaza a V alaphalmaz. Az olyan parhalmazokat, melyekre X = Xp
azonosithatjuk a V részhalmazaival. Azt mondjuk, hogy egy e = uv iranyitott él
fedi vagy lefogja az X parhalmazt vagy hogy belép X-be, ha e belép X mindkét
tagjaba. Egy D = (V, A) digratban o(X) = op(X) jeloli az X parhalmazba 1éps
élek szamat.

Jelolje a parhalmazok halmazat Ps. Ezen a természetes modon bevezethetiink
egy részbenrendezést, amelyben X <Y, ha X CYg és X C Yi. Az X ésY péar-
halmazok metszete legyen (Xx NYx, Xp NYp) unidja pedig (Xx UYk, XpUYp).
Azt mondjuk, hogy az X és Y parhalmaz keresztezG, ha nem 6sszehasonlithatok,
tovabba Xp NYp # (0 és X UYx # V. A parhalmazok egy L részhalmazéaroél azt
mondjuk, hogy keresztezs, ha £ barmely két keresztezs tagjaval egyiitt azok met-
szete és uni6ja is L-ben van. A P, két tagjat nevezziik fliggetlennek, ha a belsd
halmazaik diszjunktak vagy a kiils¢ halmazaik uni6ja V. Ami azzal ekvivalens,
hogy nem fedhetsk le egyetlen iranyitott éllel.

Legyen p nemnegativ, egészértéki, pozitivan keresztezd szupermodularis fiigg-
vény Po-n, amelyrdl feltessziik, hogy minden trividlis parhalmazon az értéke 0.
Jelolje D* = (V, A*) a teljes iranyitott grafot (amelyben tehat minden uv él benne
van, és igy D*-nek m := |V/| (|V| — 1) éle van). Azt mondjuk, hogy egy z: A* — Z,
egészértéki fiiggény lefogja vagy fedi p-t, ha 0, (Xk, Xp) > p(Xk, XpB), vagy ro-
viden

0:(X) > p(X) fennall minden X = (Xk, Xp) € Po parra.

Mivel p értéke trivialis parhalmazokon 0 igy p-nek mindig létezik lefogésa.

AN [p(X ): X € .7-'] Osszegrdl azt mondjuk, hogy az F p-Osszege és roviden
p(F)-fel jeloljiik. Legyen 7, a p miniméalis lefogasanak értéke, azaz

7p :=min {z(A*) : z > 0 egészérteki fedése p-nek},
és legyen v, a Po egy fiiggetlen részhalmazanak maximalis p-Osszege, azaz

Vp 1= max {p(]-") : FCPy, F fﬁggetlen}.

8.4.1. tétel (Frank és Jordan, 1995). Legyen D = (V, A*) a teljes irdnyitott graf,
p pozitivan keresztezd szupermodularis fiiggvény a parhalmazok Po halmazan,
amely minden trividlis parhalmazon 0 értékd. Ekkor T, = vy,
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Ez a tétel egyrészt magaban foglalja a keresztez6 szupermoduléris fiiggvé-
nyek fedésérdl szold 8.2.4. tételt, masrészt a pontdsszefliggés novelésére vonatkozd
5.4.5. tételt is. Erdemes kiilon megfogalmazni a kovetkezs speciélis esetét.

8.4.2. tétel ([32]). Legyen L C P, nemtrivialis parhalmazok egy keresztezd rend-
szere. Az L-t lefog6 élek minimélis T = 7(L) szdma egyenld az L-bdl fiiggetleniil
kivélaszthat6é parhalmazok maximalis v = v(L) szaméval.

8.4.1. Alakzatok minimalis fedése téglalapokkal: Gydri tétele

A [32] dolgozatban megmutattuk, hogy a 8.4.2. tétel egy ekvivalens megfogalma-
zasabol konnyen levezetheté6 Gydri Ervin egy mély tétele, s6t annak egy kiter-
jesztése. Legyen P = (v, e1,v1,€2,0a, ..., €y, vy,) egyszerd iranyitott at, ahol az e;
irdnyitott él tove v;_1 és feje v;. Jeloljiik a P csicsainak halmazat V-vel. Legyen
U :={U,...,U;} a P részutjainak egy rendszere. A kovetkezskben aton altalaban
az ut élhalmazat értjiik.

Azt mondjuk, hogy P részutjainak egy B rendszere generalja U-t vagy hogy
B generatora U-nak, ha U minden tagja el6all néhany B-beli ut egyesitéseként.
Példaul U sajat maganak generatora, és az egyelemi utakbol allo {ei,...,e,}
rendszer is generalja U-t. Jelolje v(U) az U generatorainak minimalis elemszamaét.
Azt mondjuk, hogy egy U 1tbdl és annak egy e élébdl allo (U, e) par repre-
zentalt utat alkot. Jeldlje (U,e)” az U azon pontjainak halmazat, melyek mege-
16zik e-t, mig (U, e)+ azokét, melyek kovetik. ((U,e)~ és (U, e)’L tehat particionélja
az U ponthalmazat.) Azt mondjuk, hogy a ((U,e), (U, e)+) halmazpér az (U, e)
reprezentalt athoz tartozik. Jelolje U, az olyan (U, e) reprezentalt utak halmazat,
amelyekre U € U.
Legyen Z := {I,...,I;} a P részatjainak egy csaladja és legyen R := {f1, fo,
.., ft} egy reprezentalo rendszer, azaz az f; irdnyitott élek kiilonboz6 elemei P-
nek és f; € I; minden ¢ =1,...,t-re. Azt mondjuk, hogy R er8s reprezentald
rendszer, ha I; N I; nem tartalmazza f; és f; mindegyikét (7,7, 1 <i < j <t).
Ebben az esetben a reprezentalt utak {(Il, f1), (I, f2), .., (Lt ft)} csaladjat fiig-
getlennek nevezziik. AzZ := {Iy,...,I;} erGsen reprezentalhatd, ha létezik erds
reprezentans rendszere.

Jelolje u(U) az U-ban 1évs 16v6 erdsen reprezentalhato utak maximéalis szamat.
Konnyen lathaté, hogy ha R erdsen reprezentalhatd utrendszer, akkor R-t nem
lehet |R|-nél kevesebb uttal generalni. Ebbél kovetkezik, hogy u(U) < v(U). Gyori
Ervin [39]. tétele azt allitja, hogy itt valojaban egyenlGség szerepel:

8.4.3. tétel (Gydri, 1984). A P ut részitjainak barmely U csalddjira fennall
nU) =~(U).

Valojéban a 8.4.2. tételbdl Gydri tételének az a kiterjesztése is kiadodik, amely-
ben a P iranyitott ut helyett egy iranyitott kor adott részutrendszerét akarjuk
generalni.

Gyori fenti tételébdl egy érdekes kombinatorikus geometriai eredmény kévet-
kezik. Legyen T egy derékszogi poligon, azaz T a siknak vizszintes és fligg6leges

26



szakaszokkal hatéarolt (Osszefliggd, zart) tartomanya. T-t le akarjuk fedni T-be es6
(zart) téglalapokkal. Az aldbbiakban téglalapon mindig olyan téglalapot értiink,
melyek oldalai vizszintesek vagy fligg6legesek. A sziikséges téglalapok szama nyil-
van legalabb akkora, mint 7' paronként ,fliggetlen” pontjainak maximaélis szama,
ahol két pontot akkor neveziink fiiggetlennek, ha nem fedhet&k le T-hez tartozo
téglalappal (azaz a két pont altal meghatarozott legsziikebb téglalap kilog T-bdl).
Létezik olyan példa, ahol ezen maximumnal tobb téglalapra van sziikség a fedéshez.
Ennek fényében értékes, hogy fliggslegesen konvex alakzatokra ilyen ellenpélda méar
nem létezik, magyaran a min-max tétel ilyenkor mér fennall. A T tartomanyt akkor
nevezziik fligg6legesen konvexnek, ha T-nek és barmely fiigg6leges egyenesnek
a metszete szakasz.

8.4.4. tétel (Gyori, 1984). Legyen T fiiggblegesen konvex derékszégid poligon.
A T-t fedd téglalapok minimalis szama egyenlé T paronként fiiggetlen pontjainak
maximalis szamaval.

Ez a tétel is kiterjeszthets egy olyan altalanosabb esetre, amikor a fiiggslegesen
konvex alakzat egy all6 henger palastjan adott.

9. Poliéderes kombinatorika

A kombinatorikus optimalizalasban fontos szerepet t6lt be a linearis programozas
és kiilonosen az egészértékii optimumoknak van kombinatorikus tartalma. Poliéde-
ren egy linearis egyenltlenség-rendszer megoldéshalmazat értjiik, mig egy politop
véges sok pont konvex burka. A poliéder mindig felirhato {z : Qx < b} alakban, de
koénnyen lathatéan a formailag altalanosabb alaku {x = (zg,x1) : Pxo+ Ax1 = b,
Qzrg+ Bry < by, x1 > 0} halmaz is poliéder.

Egy R = {z: Qz < b} (nemiires) poliéder F' oldalan (face) az R-nek egy
(9.1 F:={x€R: cx=14}

alakd nemires részhalmazat értjiik, ahol § := max {cz: x € R} valamely cx cél-
fliggvényre, melyre a maximum létezik. Vagyis a poliéder oldala az optimum helyek
halmaza valamely cx lineéris célfiiggvényre nézve. Egy egyelemii oldal neve csics.
Kimutathaté, hogy R pontosan akkor cstcsos, ha egyenes-mentes, ami viszont azzal
ekvivalens, hogy ) oszlopai linearisan fiiggetlenek.

9.0.1. tétel. Az R = {z: Qx < b} poliéder egy nemiires F részhalmaza akkor és

csak akkor oldala R-nek, ha létezik a () bizonyos soraibdl 4116 olyan Q' részmatrix,
amelyre F = {zx € R: Q'x ="}, ahol b’ a Q' sorainak megfelels részvektora b-nek.

9.0.2. tétel. Egy R nemiires poliédernek akkor és csak akkor nincs valédi oldala,
ha R affin altér. Egy poliéder tartalmazasra nézve minimélis oldala affin altér.
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Egy poliédert akkor neveziink egésznek, ha minden oldala tartalmaz egész
pontot (racspontot). Ez avval ekvivalens, hogy minden minimalis oldal tartalmaz
egész pontot, ami cstcsos (vagy ekvivalensen egyenes-mentes) poliéder esetén azzal
egyenértékd, hogy minden csiics egész.

9.1. Teljesen unimodularis matrixok

Az alabbiakban egy matrixot vagy egy vektort akkor neveziink egésznek vagy egé-
szértékiinek, ha minden elemiik (komponensiik) egész szam. Valamely @ méatrixot
akkor neveziink teljesen unimodularisnak (TU: totally unimodular), ha minden
aldeterminénsa (0,41) értékd. Specidlisan, ilyen matrix minden eleme 0, +1 vagy
—1. Vilagos, hogy TU-métrix transzponaltja is az. Sorokat vagy oszlopokat —1-gyel
szorozva vagy elhagyva ismét TU-matrixot kapunk. Tovabba, egységvektorokat sor-
ként vagy oszlopként egy TU-métrixhoz illesztve TU-matrixot kapunk. Igy, ha a Q
TU-matrixot kiegészitjiik egy I egység-méatrixszal, akkor a keletkezs (@, I) matrix
is TU-matrix. Ha @ TU-matrix, agy (Q,—Q) is az. (De ha mondjuk egy csupa
1 oszloppal egészitjiik ki @-t, akkor nem feltétleniil kapunk TU-métrixot: legyen @
az {1,2,3,4} pontokon az {12,13,14} élekbél allo graf 4 x 3-as incidencia matrixa.)

Példaképp, legyen @ egy D = (V, A) iranyitott graf incidencia méatrixa, azaz
Q sorai a V-nek, oszlopai E-nek felelnek meg, és az ¢, . elem akkor +1, illetve —1,
ha az e él belép, illetve kilép v-bdl (egyébként 0). Egy G = (V, E) graf (pont-él)
incidencia méatrixaban a soroknak a cstcsok, mig az oszlopoknak az élek felelnek
meg. A matrix egy v csicshoz és e élhez tartozo eleme akkor 1, ha e egyik vég-
pontja v, kiilénben 0. Tehat az incidencia matrix minden oszlopaban két darab 1-es
elem van.

9.1.1. tétel. (a) Digraf incidencia matrixa teljesen unimoduléris. (b) Péros graf
incidencia métrixa teljesen unimoduléris.

A digraf incidencia méatrixat altalanositja a halézati matrix. Legyen D olyan
irdnyitott graf, amely iranyitatlan értelemben Osszefliggd és legyen F' egy feszit$
faja. A Hp métrix sorai az I éleinek felelnek meg, mig az oszlopai az F-en kiviili
éleknek. Minden uv nem-fa élre a faban egy egyértelmi (nem feltétlendl iranyitott)
it vezet v-bdl u-ba. Ennek egy f elemére a matrix a¢ . elemét definidljuk 1-nek,
ha f irdnya megegyezik az utéval és —1-nek, ha azzal ellentétes. A méatrix minden
més eleme 0.

9.1.2. tétel. A Hp hédlozati matrix teljesen unimodularis.

9.1.3. kovetkezmény. Egy olyan hipergraf, amely egy iranyitott fa élhalmazéan
van definidlva és a hiperélek iranyitott utak, teljesen unimodularis. W

9.1.1. Farkas lemma és dualitas tétel TU-matrixokra

Tekintstik az M = (g) métrix altal meghatarozott primél

(92) Px = bo, Ql’ S bl
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rendszert valamint a y = (yo, y1) dual-valtozora felirt dualis
(9.3) y1 20, yoP +y1Q =0, yobo+yi1b1 <0

rendszert. A Farkas lemma egyik valtozata szerint az (9.2) és az (9.3) rendszerek ko-
ziil pontosan az egyik oldhato meg. Az alabbi tétel a Farkas lemma TU-matrixokra
vonatkozo élesitését szolgaltatja.

9.1.4. tétel. Tegyiik fel, hogy az M = (g) maétrix teljesen unimoduldris. Ha a

(9.2) priméal probléma oldhaté meg és a korlatozoé b vektor egész, akkor (9.2)-nek
van egész megoldésa is. Ha a (9.3) dudlis probléma oldhaté meg, akkor van (0,41)-
értékii y megoldas is (fiiggetleniil b egészértékiiségétol).

9.1.5. tétel. Ismét legyen az M = (P matrix teljesen unimodularis és b egész

Q
vektor. Ha a max {cx : Px = by, Qr < by} linedris programozéasi probléménak lé-
tezik megoldésa, akkor az optimum egész vektoron is felvétetik (fliggetlentil attol,
hogy ¢ egészértékid vagy sem). Ekvivalens alakban: minden TU-métrix és egész
korlatozo vektor altal megadott poliéder egész.

9.1.2. TU-matrixok jellemzése

Felvetddik, hogy léteznek-e teljesen unimoduléarisnal altaldnosabb métrixok, me-
lyekre az altaluk meghatérozott poliéder minden egész korlatozd vektor esetén
egész. Hoffman és Kruskal [40] alabbi tétele szerint a valasz egyfajta értelemben
nemleges.

9.1.6. tétel (Hoffman és Kruskal, 1956). A @ egész matrix akkor és csak akkor
teljesen unimoduléris, ha minden egész b vektorra az Ry :={x: © >0, Qx < b}
poliéder egész.

Nem érvényes viszont az a természetesnek ting allitas, miszerint egy négyzetes
egész () matrix akkor és csak akkor TU, ha minden b egész vektorra a Qx = b egyér-
telmi megoldasa egész. Ellenpélda az a 3 x 3-as méatrix, amelynek sorai (1,1, 1),
(-1,1,0), (1,0,0).

A teljesen unimoduléris métrixok egy érdekes alkalmazésa egyenletes szinezé-

..., Ay részre akkor nevezziik egyenletesnek, ha A minden a sorara érvényes,
hogy a sornak az egyes A; részekbe esé elemeinek Gsszege minden A;-re lényegében
ugyanaz, tehat |e,a/k] vagy [e,a/k].

9.1.7. tétel. Az A TU-métrix oszlopainak létezik egyenletes k-szinezése.

Az egyenletes szinezhetGség valojaban jellemzi is a TU-maéatrixokat.
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9.1.8. tétel (Ghouila-Houri) (ejtsd: Gujla-ari). Egy Q (0, +1)-értékii rt k méatrix
akkor és csak akkor teljesen unimodularis, ha oszlapainak barmely részhalmaza
egyenletesen 2-szinezhetd.

9.2. Alkalmazasok paros és iranyitott grafokra

A paros grafok maximaélis parositasaira valamint az iranyitott grafokban tekintett
atakra folyamokra aramokra vonatkozo tételek hatterében a teljes unimodularitas
all. A csupa egyesbdl allo j-dimenzids vektort e; jeloli, mig a j - j-es identitas
matrixot ;.

9.2.1. Paros grafok
Optimalis részgrafok. Elgszor levezetjiik Kénig tételét:

9.2.1. tétel (Konig, 1931). A G = (S,T; E) péros grafban a fiiggetlen élek maxi-
malis v szama egyenls az éleket lefogdé pontok miniméalis T szamaval.

Bizonyitas. A graf pontjainak szamat jelolje p az élek szamat q. A paros graf
incidencia matrixat jelolje A, amelyben a soroknak a graf pontjai, az oszlopoknak
a graf élei felelnek meg. Ekkor tehat A egy p X ¢ méreti 0 — 1-matrix. Tekintsiik a
kévetkez6 primél-dual lineéris program part:

(9.4) max {eqz : Ax < ep,, x> 0},

(9.5) min {e,y : yA > e4, y > 0}

A 9.1.5. tétel szerint mindkét programnak az optimuma egész vektoron felvé-
tetik. Jeloljiikk ezeket rendre xg-lal és yp-lal. (9.4) minden egészértéki megoldéasa
0 — 1 értékd, és rogton latszik, hogy (9.5) minden optimalis egészértékii megoldasa
is 0 — 1 értékd. Legyen M azon élek halmaza, melyeken xy az 1 értéket vesz fel,
és legyen L azon pontok halmaza, amelyeken yg egyet vesz fel. Az Ax < e, feltétel
azt jelenti, hogy M parositas a grafban, mig az yA > e, feltétel azt jelenti, hogy L
az éleket lefogd pontrendszer. A primal és dual optimum értékek egyenlGsége pedig
azt jelenti, hogy |M| = |L|, ami a célunk volt. ®

Természetesen a primal programban az azonosan 1 célfiiggvény helyett valaszt-
hatunk tetszGleges c célfiiggvényt. Ekkor a fenti megkozelités Egervary tételének
kovetkezs valtozatat adja.

9.2.2. tétel. Paros grafban egy parositas maximaélis sulya egyenld a

min{ Z w(v) : m >0, w(u) +7(v) > e(uwv) minden uv élre}
veV

értékkel. Ha c egészértékii, az optimélis m is valaszthato egészértékiinek.

30



Hasonloképp kaphatjuk meg Egervary tételét, s6t most mar belefoglaljuk azt
az esetet is, amikor a sulyfliggvény nem egész.

9.2.3. tétel (Egervary, 1931). A G = (S,T; E) teljes parositassal rendelkezé péaros
gratban a ¢ > 0 stlyfiiggvényre vonatkozé maximalis silyi teljes parositas v, stlya
egyenld a sulyozott lefogasok minimélis T, dsszértékével. Amennyiben G teljes péaros
graf, ugy az optimélis silyozott lefogas valaszthaté nemnegativnak is. Amennyiben
c egészértékii az optimalis stlyozott lefogés is valaszthatoé annak.

Mi torténik, ha adott k-ra a pontosan k éld parositasok maximalis silyara
szeretnénk tételt kapni? Miutan egy paros graf incidenciamatrixat egy csupa egyes
sorral kiegészitve tovabbra is TU-métrixot kapunk (figyelem: csupa egyes oszloppal
valo kiegészitéssel nem), igy a kovetkezd primal-dudl lineéaris program péar megadja
a valaszt: max {cx : Az < ey, eqx =k} és min{me, + ko : TA+ ey > ¢, m > 0}.
A primal optimum tehat egészértéki, és igy sziikségképpen egy k elemii parositas
incidencia vektora. A duél optimum is egészértékii, feltéve, hogy ¢ az.

Elszinezések. Kozismert Konig élszinezési tétele, amely szerint minden A-regu-
laris paros graf élhalmaza felbomlik A élidegen teljes péarositasra. (Ez kozvetlentil
levezethets indukcioval, vagy esetleg a Hall-tételre tamaszkodva). Ugyanakkor a
TU-matrixokra vonatkozé 9.1.7 egyenletes szinezési tételbsl sokkal altalanosabb
eredmény nyerhetS. Az élszinezési tételt néha kicsit altalanosabban fogalmazzak
meg: Ha egy pdros grdifban a mazimdlis fokszdm A, akkor az éleket meg lehet A
szinnel szinezni ugy, hogy minden csucsba kilénbozd szind élek futnak.

9.2.4. tétel (de Werra, 1970). Egy G = (S,T; E) paros graf éleit meg lehet k
szinnel gy szinezni, hogy minden v csicsra és mindegyik j szinre (j =1,...,k) a
v-be mend d(v) darab él kéziil |d(v)/k| vagy [d(v)/k| darab szine j. Raadasul
minden szinosztdly mérete vélaszthaté kézel egyformanak, vagyis ||E|/k| vagy
HE| / k—| elemszamtnak.

Ha k-t a maximalis A fokszamnak valasztjuk, akkor megkapjuk Kénig élszi-
nezési tételét, amely szerint péaros graf kromatikus indexe (élszinezési szama) a
maximalis fokszammal egyenls. Ha k-t a minimalis ¢ fokszamnak valasztjuk, ak-
kor Gupta egy tételét kapjuk, amely szerint G paros graf élhalmaza felbonthatéd &
részre ugy, hogy mindegyik rész fedi az Gsszes pontot. W

Parositasok pakolasa. A fenti lineédris programozési megkdzelitést hasznalva
néhany sorban levezethetd Folkman és Fulkerson [18] alabbi, kevésbé kozismert
tétele.

9.2.5. tétel (Folkman és Fulkerson, 1969). Egy G = (S,T; E) paros grafban akkor
és csak akkor létezik | darab élidegen k éli parositas, ha

(9.6) ic(Z) > I(k+12] - |U])
fennall U := SUT minden Z részhalmazara, ahol iq(Z) jeloli a Z &altal feszitett

élek szamat.
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9.2.2. Halozati optimalizalas

Legyen D = (V, A) iranyitott graf, melynek (0,1, —1)-es incidencia matrixat je-
16lje Q. Egy m: V — R vektort akkor neveztiink a ¢: A — R koltségfliggvényre
nézve megengedett potencidlnak, ha 7(v) — 7(u) < ¢(uv) fennall minden uv € A
élre. Figyeljiik meg, hogy egy 7 vektor pontosan akkor megengedett potencial, ha
7@ < c. Egy x : A — R vektor pedig pontosan akkor aram, ha Qx = 0. Nem nehéz
megmutatni, hogy Gallai a megengedett potenciél 1étezésére vonatkozo 1.1.2. té-
tele rogton kovetkezik a Farkas lemma TU-matrixokra vonatkozo élesebb alakjabol.
Hoffman 1.5.3. tétele megengedett dramok létezésére szintén konnyen levezethetd.

A dualités tétel TU-matrixokra vonatkozo élesitett alakjabol konnyen kiadodik
Duffin 1.1.3. tétele is. Hasonloképp megkaphatdk a minimalis kdltségt fonatokra és
ciklusokra vonatkozé 1.5.5. és 1.5.4. tételek. Ezen az tton juthatunk el az irdnyitott
kinai postéas probléméajanak megoldasahoz valamint egy aciklikus digraf minimalis
atfedéseirdl szolo tételhez is.

9.2.6. tétel. Egy D = (V, A) erdsen 0Osszefiiggs digrafban azon tj, meglévével
parhuzamosan behtizott élek miniméalis szama, melyek hozzaadéasaval Euler-féle
digrafot kapunk egyenld a kévetkezd maximummal:

(9.7) max{Z[a(m)_g(w); i:l,...,q]},

ahol a maximum a V részhalmazaibol éll6 olyan Vi O Vo D - -+ DV, megengedett-
nek nevezett halmazlancokra megy, melyek tagjaira §(V;) — o(V;) > 0, és amelyekre
igaz, hogy D semelyik éle sem lép egynél tobb V; halmazba.

9.2.7. tétel. Legyen D = (V, A) aciklikus digrafban F' C A az éleknek egy kijel6lt
részhalmaza, és legyen « pozitiv egész. A v darab (nem feltétleniil élidegen) iranyi-
tott tttal lefedhetd F'-élek maximalis szama egyenld a kivetkezd minimummal:

(9.8) min {vq + az egyik Vj,-ba sem 1épé F-élek szama},

ahol a minimum a V' részhalmazainak olyan q tagu Vi C Vo C -+ C V,; halmazlan-
caira megy, amelynek tagjaibol nem vezet ki D-beli é1.

Ebbdl kénnyen levezethetd a Dilworth-tétel altaldnositésa, a korabban mar
emlitett Greene-féle 1.5.11. tétel is.

Algoritmus. Fontos hangsilyozni, hogy minden olyan linearis programozasi fela-
dat, amelynek feltételi méatrixa halozati matrix vagy annak transzponaltja egyszert
fogéssal atalakithatoé aram problémava. Emiatt a legolcsobb megengedett dram ki-
szamitésara kidolgozott algoritmus alkalmazhato és igy a szakaszban ismertetett
valamennyi problémara létezik polinomialis futésideji megold6 algoritmus.
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9.3. Egész poliéderek

Bar a TU feltételi matrixokra vonatkozo ,egészértéki” dualitas tétel szamos ha-
megismert alaptételek, mint a Lucchesi—Younger tétel, Tutte diszjunkt fa tétele
vagy Nash—Williams irdnyitasi tétele nem vezethetdk le ily modon.

Természetesen vetddik fel a kérdés, hogy nem lehetne-e a teljes unimodularitasi
feltételt enyhiteni ugy, hogy az altala meghatarozott poliéder csticsai még mindig
egész pontok (racspontok) legyenek. Hoffman és Kruskal 9.1.6. tétele, (amely sze-
rint ha egy matrixhoz tartozé bizonyos poliéderek mind egészek, akkor a matrix
sziikségképpen teljesen unimodularis,) latszolag kizarja ezt a megkozelitési lehetd-
séget.

J. Edmonds azonban a hatvanas évek elején egy forradalmian 1j 6tlet segit-
ségével megkeriilte ezt a nehézséget. Az elképzelés a (digraf miniméalis kotéseirsl
sz610) Lucchesi—Younger tételen szemléltetve az, hogy probaljuk meg a kotések in-
cidencia vektorainak konvex burkat egyenl&tlenségekkel leirni, mert akkor a kapott
linearis rendszerre mér alkalmazhatjuk a dualitas tételt és igy a miniméalis kotés
elemszamara (vagy koltségére) egy min-max tételt nyerhetiink. A terv megvalo-
sithatosdganak irdnyaban biztaté jel, hogy a linearis programozas egyik alaptétele
szerint R™-ben tetszGlegesen vett véges sok pont konvex burka elGallithatd véges
sok féltér metszeteként, azaz leirhato lineéris egyenlStlenségekkel (roviden minden
politop elsall poliéderként).

Az egyik nehézség az, hogy hidba létezik az elvi lehet&ség ilyen leirasra, nem
vilagos, hogy a keresett egyenlGtlenségeket miként lehet explicit megadni. Radéasul
nagyon is valészinttlen, hogy ez minden kombinatorikus optimalizalasi probléméanal
sikeriilhet, hiszen akkor NP-teljes problémakra is nyerhetnénk j6 karakterizaciot
(min-max tételt).

A maésik nehézség az, hogy ha még sikeriilne is az egyenlStlenségek explicit
megadasa, el6fordulhat, hogy a graf méretében exponencialisan sok kell beldliik.
Marmost Edmonds felismerésének a lényege az, hogy ett6l 6nmagaban nem kell
megijedni: a szobanforgd egyenlGtlenségek megadasa segitségével fel tudjuk irni a
dualités tételt, és erre majd kifejleszthetiink kozvetlen megoldo algoritmust, amely
méar nem tdmaszkodik az exponenciélisan sok egyenlGtlenségre.

Alapvet§ az egész poliéderek kivetkezd jellemzése. A tételt korlatos poliéderre
A. Hoffman [42] bizonyitotta, mig az altalanos eset Edmonds és Gilestol [14] valo.

9.3.1. tétel (Hoffman — 1974, Edmonds és Giles — 1977). Az R :={z: Qz < b}
nemiires poliéder (Q,b egész) akkor és csak akkor egész, ha minden olyan ¢ egész
vektorra, amelyre {cx : x € R} feliilr6l korlatos, a max {cx : © € R} szdm egész.

Teljesen dualisan egészértéki rendszerek. Gyakran a 9.3.1. tételt olyan mo-
don hasznaljak, hogy valamely max {cx : Qx < b} linearis program min {by : y > 0,
y@ = ¢} dualisarol minden egész c-re kimutatjak, hogy ha van egyaltalan optimélis
megoldasa, akkor van ilyen egész is. Ekkor a Qx < b rendszert teljesen dualisan
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egészértékiinek (total dual integral: TDI) hivjak. (Ez tehat az egyenlGtlenség-
rendszer tulajdonsiga és nem a rendszer altal definialt poliéderé.) A TU méatrixrol
mondottak értelmében minden 7U maétrixszal megadott linearis rendszer TDI. Ki
fog azonban deriilni, hogy léteznek egyéb TDI rendszerek is.

Hasznos W. Cook [4] alabbi eredménye, amely azt mondja ki, hogy ha egy
TDI rendszer egyik egyenlGtlenségét egyenléséggel helyettesitjiik, akkor tovabbra
is TDI rendszert kapunk.

9.3.2. tétel (Cook, 1983). Amennyiben a {Qx < b, qx < 3} rendszer TDI (ahol
Q, q, b, B egész), ugy a {Qx < b, qx = B} rendszer is TDI.

Megjegyzés. A TDI-ség definicioja és a 9.3.1. tétel a dualitéas tétellel kardltve egy
rovid szohasznalatot tesz lehetévé. Ahelyett példaul, hogy explicit megfogalmaz-
nank Egervary 1.3.4. tételét elég csak annyit mondanunk, hogy az { Az = b, > 0}
rendszer TDI, ahol A a paros graf incidencia méatrixa. Ebb&l ugyanis mér a dualitas
tétel és az egészértékiiség miatt az Egervary tétel kiolvashaté. Ezért a tovabbiak-
ban méar (kivételektdl eltekintve) nem fogalmazzuk meg a szobanforgo (egészértéki)
min-max tételt, csupan annyit mondunk, hogy a szébanforg6 rendszer TDI.

10. Polimatroidok és altalanositasaik

10.1. Altalanositott polimatroidok

Edmonds két nagy teriileten kezdte el kidolgozni az altala felvazolt programot. Az
egyik a nem-paros grafok parositasainak elmélete, a masik a szubmoduléaris fliggvé-
nyeké. Az els6ben a paritéas fogalma kozponti szerepet jatszik, igy ennek bemutatasa
a jelen irasnak nem célja. Ugyanakkor viszonylag részletesen attekintjiik a szub- és
szupermodularis fliggvényekhez kapcsolodo egész poliédereket, az ezekre vonatkozo
f6 eredményeket és alkalmazéisokat.

10.1.1. Matroidok poliéderei

A legegyszertibb egész poliéderek, melyek nem irhatok le TU matrixokkal mat-
roidokkal kapcsolatosak. Edmonds [9] poliéderként meghatarozta egy M = (S, r)
matroid fiiggetlen részhalmazainak a P(r) és a bazisainak a B(r) konvex burkat.

10.1.1. tétel (Edmonds, 1970). P(r)={z € R%: 2 >0, z(Z) < r(Z) minden
Z CSre} és Br)={z €eR%: >0, 2(Z) <r(Z) minden Z C S-re és x(S) =
r(S)}.
Val6jaban Edmonds tébbet bizonyitott:
10.1.2. tétel. Az {x >0, 2(Z) < r(Z) minden Z C S-re} linedris rendszer TDI.
A bizonyitas a matroid mohdé algoritmusbol kénnyen kiolvashaté. Sokkal mé-

lyebb a matroid metszet-tételt is magaban foglalo kévetkezs eredmény.
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10.1.3. tétel (Edmonds). Legyen My = (S,r1) és Mz = (S, ra) két matroid. Ekkor
az

(10.1) {x >0, 2(Z) <min{r1(Z),r2(Z)} minden Z C S—re}

rendszer TDI. Ha a két matroidnak van kozos bazisa, tigy az

(10.2) {x >0, 2(S) =r1(9),2(Z) <min{r1(Z),r2(Z)} minden Z C S—re}
rendszer TDI.

Ebbol kovetkezik (a 9.3.1. tétel segitségével), hogy a két matroid kozos fligget-
len halmazainak politopjat a (10.1) rendszer irja le, mig a kozos béazisokét a (10.2).
A ko6z06s bazisok, illetve fiiggetlenek politopjainak ez a leirasa azért rendkiviil fontos,
mert ennek birtokdban mar hasznalhatjuk a lineéaris programozas dualitis tételét
és az optimalitasi kritériumokat. Ezek nélkiil nehezen volna elképzelhets barmilyen
sulyozott matroidmetszet algoritmus. Olvassuk ki (a dualitis tétel segitségével)
Edmonds stlyozott matroid metszet-tételét [9].

10.1.4. tétel (Edmonds, 1970). Legyen My = (S,r1) és Ma = (S,r3) két matroid
és c: S — R+ sulyfiiggvény. A maximalis sulyt kézos fiiggetlen halmaz stilya
egyenld a

(103) min { S [ (2)n(2) + a(Z)a(2) - Z C s]}

értékkel, ahol a minimum az olyan y; : 25 — R (i = 1,2) nemnegativ vektorokra
megy, melyekre

(10.4) Z [Y1(Z) +y2(Z) : s € Z] > ¢(s) minden s € S-re].

Az optimélis (yi1,y2) vélaszthaté tugy, hogy mind a {Z 1 (2) > O}, mind a
{Z s ye(Z) > 0} halmazrendszer halmazlanc legyen. Ha c egészértékd, az optiméalis
(y1,y2) Is valaszthatod egészértékiinek.

A ¢ =1 speciélis esetben megkapjuk a 7.2.4 matroid metszet-tételt. Analog
tétel érvényes a kozos bazisok maximaélis silyara.

10.1.5. tétel (Edmonds, 1970). Legyen M; = (S,r1) és Ms = (S,12) két olyan
matroid, melyeknek van koz0s bazisa, és legyen ¢ : S — R siilyfiiggvény. A maxima-
lis stilyti kézos bazis stilya egyenlé a min { > [yl(Z)rl(Z) +y2(2)re(Z): Z C S] :
y1: 25> R, y2: 25 >R, Y [11(2) + y2(2) : s € Z] > c(s) minden s € S—re]}.
Az optimélis (y1,y») valaszthaté tgy, hogy mind a {Z: y1(Z) =0}, mind a
{Z cye(Z) = O} halmazrendszer halmazlanc. Ha ¢ egészértéki, az optimalis (y1, y2)
is valaszthato egészértékiinek.
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A 7.2.6. tételben egyszeriibb (bar a 10.1.5. tételbdl is levezethets) formula
szerepelt a kozos bazisok maximalis silyara.

10.1.2. Szub- és szupermodularis fiiggvények poliéderei

A grafelméletben gyakran tiinnek fel olyan szubmoduléaris fliggvények, melyek nem
matroid rangfiiggvényei. Példaul, a G = (S,T; E) paros grafban az S részhalma-
zain értelmezhetjik a ‘F(X )’ fiiggvényt, ahol T'(X) jeloli az X C S halmaz T-beli
szomszédainak halmazat. Nem nehéz kimutatni, hogy ez a halmazfiiggvény szubmo-
duléris, monoton névé (azaz X CY C S esetén |[T'(X)| < [D(Y)]) és persze az iires
halmazon nulla. Ugyanakkor |I'(X)| tipikusan nem szubkardinélis. Taldlkozhatunk
olyan szubmodularis fiiggvényekkel is, amelyek még csak nem is monotonak (pél-
daul egy iranyitott graf csticsainak részhalmazain értelmezett o befok fliggvény).
Még az is el6fordulhat, hogy a fiiggvény nem minden részhalmazon értelmezett, a
+oo értéket is felveheti, vagy hogy a szubmodularitds nem minden halmazparra
teljesiil.

Az alabbiakban a matroid poliédereknél altalanosabb, szub- vagy szupermodu-
laris fliggvényekkel definialhato poliédereket vizsgalunk. Hacsak az ellenkezGjét nem
mondjuk, végig feltessziik, hogy valamennyi szoébanforgo p és b fliggvény egészér-
tekd. Adott p és b halmazfiiggvényekre definialjuk az alabbi poliédereket, melyeknél
a B(b) és B'(p) definiciojaban feltessziik, hogy b(.S), illetve p(.S) véges értékd.

P(b) :={z € R%: x>0, z(A) < b(A) minden A C S
S(b) = {z € RS : 2(A) < b(A) minden A C S
B(b) := {z € RS : 2(S) = b(S), x(A) < b(A) minden A C S}

Cp) = {z e RS : x>0, 2(A) > p(A) minden A C S}

(
S'(p) := {x € RS : 2(A) > p(A) minden A C S}
B'(p) :={z € RS : x(S) = p(S), z(A) > p(A) minden A C St

A b és p fuggvényeket a szobanforgd poliéderek (felss, illetve also) hatarfiigg-
vényeinek nevezziik. Ha b polimatroid-fiiggvény, P(b)-t polimatroidnak hivjuk.
Az iires halmazt is polimatroidnak tekintjik. Ha b teljesen szubmodularis, S(b)
szubmodularis poliéder. (Bar nem igazin szerencsés, hogy az alaphalmaz és a
szubmodularis poliéder jeldlésére is ugyanazt az S betiit hasznéljuk, remélhetGleg
eme megjegyzés nyoman ez mégsem fog zavart okozni.) Ha b teljesen szubmodu-
laris és b(S) véges, B(b) bazis-poliéder. Az iires halmazt is bazis-poliédernek te-
kintjiik. Amennyiben b(S) = 0, 0-bazis-poliéderrsl beszéliink. Szupermodularis
p esetén, ha p(S) véges, akkor a p(X) := p(S) — p(S — X) altal definialt p komp-
lementer fliggvény szubmodularis, (amelyre p(@) = 0 és p(S) = p(S)), és konnyen
lathatéan B(p) = B’(p). Emiatt a B’(p) poliédert is béazis-poliédernek fogjuk hivni.
Amint kidertil, B(b) keresztez6 szubmodularis b fliggvény esetén is (esetleg iires)
bazis-poliédert alkot.
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Ha p teljesen szupermodularis, S’(p) szupermodularis poliéder. Ha raada-
sul p nemnegativ (amibdl kovetkezik, hogy véges értékid és monoton névs), ugy az
S’(p) szupermodularis poliéder neve kontra-polimatroid.

A polimatroid fogalma Edmondstol szarmazik [9]. A 10.1.1. tétel szerint egy
matroid fliggetlenjeinek politopja (a rangfiiggvényhez tartozo) polimatroid.

Altalanosabb konstrukciohoz jutunk az aggregalas segitségével. Egy RS-beli
halmaz QQ aggregaltjat egy o : S — S’ leképezés segitségével definidljuk. Ez meg-
hatarozza az S egy {S1,...,S5,} particiojat, ahol S; jeloli azon v € S elemek hal-
mazat, melyekre ¢(v) = s; és 8" := {s1,...,54}. Egy x vektor 2’ = ¢(z) aggregalt-
jara a'(s') ==Y [z(s) : s€ ¢ 1(s")] (s€5’). Egy R C R® halmaz ¢(Q) aggre-
galtjan a @ elemeinek aggregaltjaibol allo halmazt értjik, azaz o(R) := {cp(x) :
T € R}. Végiil egy S-en értelmezett b halmazfiiggvény ¢(b) = b’ aggregaltjat a
V(X) :=b(¢~ (X)) formula definiélja.

Igazolhato6, hogy egy matroid poliéder aggregaltja polimatroid és Lovész [50]
megmutatta igazolta ennek egy megforditésat is.

10.1.6. tétel (Lovasz, 1977). Minden polimatroid egy matroid poliéder aggre-
galtja.

Matroidos idedkat altalanositva Edmonds kidolgozta az olyan polimatroidokra
vonatkozo6 alaperedményeket, mint a moho algoritmus vagy a polimatroid metszet-
tétel. Azt is kimutatta, hogy egy P nemiires polimatroid egyértelmiien meghaté-
rozza a hatarfiiggvényét, nevezetesen b(Z) = max {:Z:(Z) tx € P}. Belatta tovabba,
hogy egy polimatroid metszete a 0 — 1 egységkockaval egy matroid poliédere.

Késébb a fenti rokon poliéderekre is a polimatroidokra vonatkozé tételekhez
hasonl6 eredményeket igazoltak, igy az egységes targyalas érdekében érdemes a
polimatroid fogalmat kissé kiterjeszteni. Adott p és b halmazfiiggvényekre tekintsiik
a kovetkez6 poliédert.

(10.5) Q(p,b) := {a? € R : p(A) < 2(A) < b(A) minden A C S’}—re.

A [22] dolgozatban keriilt bevezetésre az altalanositott polimatroid fogalma.
Azt mondjuk, hogy a (p,b) halmazfiiggvényekbdl allo par paramodularis (vagy
réviden erds par, ha p teljesen szupermodularis, b teljesen szubmodularis és Gssze-
illék (compliant), azaz a

(10.6) b(X) = p(Y) 2 B(X —Y) = p(¥ — X)

kereszt-egyenl6tlenség fennall minden X, Y C S halmazra. Ha (p, b) paramodularis
parra Q(p,b) poliédert altalanositott polimatroidnak (vagy réviden g-poli-
matroidnak nevezziik.) Megallapodas szerint az iires halmazt is g-polimatroid-
nak tekintjiik (bar ez nem definialhaté paramodularis parral). A (p,b) par a @
hatarparja, p a Q alsé, b pedig a fels6 hatarfiiggvénye.
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10.1.7. tétel. Paramoduléris (p,b) par altal definialt QQ = Q(p,b) g-polimatroid
nemiires és egyértelmiien meghatirozza az 6t definidlé paramodularis part, éspedig

(10.7) b(Z) =max{z(2): z € Q} é p(Z) =min{z(2Z): z € Q}.
Egészértékii (p,b) esetén az optimalizalé x is vdlaszthato egésznek.

10.1.3. Példak és alaperedmények

Adott f: S —>ZU{—o0}ésg: S — ZU{oo} egészértéki fliggvényekre, melyekre

f<g aT(fg):={xcR%: f<x<g} tégla g-polimatroid. Adott a < 3 egé-
szekre a {w ceR’: a<z(X)< ﬂ} séav g-polimatroid. Valdjaban tobb is igaz.

10.1.8. tétel. A Q(p,b) g-polimatroid és a T(f,g) tégla M metszete g-polimatroid.
Ha M nemiires, akkor az M (p’,b’) hatarparja a kivetkezo:

(10.8) P (Z2) =max{p(X)—g(X - 2)+ f(Z-X): X C S},
(10.9) V(Z)=min{b(X) - f(X-2Z)+g(Z-X): X CS}.

10.1.9. tétel. Az M := Q(p,b) N K(«, B) metszet g-polimatroid. Ha M nemiires,
akkor az M (p',V’) hatarpéarja a kiovetkezd.

(10.10) p'(2) :=max{p(Z), a —b(S - Z)}
(10.11) V(Z) :=min {b(2), 8—p(S—2)}.

Matroidok bazisaibol. Legyen M egy r rang- és t ko-rang fiiggvényd matroid
S-en és legyen {S1,...,S,} az S egy részparticidja. A ¢ elemt S’ halmazon értel-
mezett z(i) i € S”) vektort nevezziink metszet-vektornak, ha M-nek van olyan
B béazisa, amelyre z(i) = [BNS;| (i € S"). A metszet-vektorok politopja nem maés,
mint P(M) poliéder aggregaltja és igy g-polimatroid, melyet a (pas,bas) paramo-
duléris par definial, ahol az X C S’ halmazra legyen by (X) :=r(U[S; : i € X]) és
pu(X) =t(U[S;: i€ X)),

Specidlis esetben kapjuk, hogy ha S CV a G = (V, E) osszefiiggs graf egy
stabil ponthalmaza és minden feszitG fahoz tekintjiik a fa S-beli fokszamainak
vektorat, akkor ezen vektorok konvex burka g-polimatroid.

Iranyitasokbél. Legyen G = (V, E) iranyitatlan graf. Egy m : V — Z egészértékd
vektort befok vektornak neveziink, ha G-nek létezik olyan iranyitésa, amelyben
minden v pont befoka m(v). A 3.1.5. irdnyitasi lemmabol tudjuk, hogy adott m :
V' — Z vektor akkor és csak akkor befok vektor, ha m(V) = |E| és m(X) > i(X)
minden X C V-re, vagy ekvivalensen m(Y) < e(Y) minden Y C V-re, ahol i(X)
az X altal feszitett élek szdma, mig e(Y) azon éleké, melyek egyik vége legalabb
X-ben van. Ebbél kiolvashaté az alabbi.
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10.1.10. tétel. Legyen S CV adott részhalmaz. Egy G = (V,E) graf irdnyita-
sainak befok-vektorai az S-re megszoritva egy g-polimatroidot feszitenek, melynek
definial6 erés pérja (ic | S, eq | S). Speciélisan, az iranyitdasok befok-vektorai bazis-
poliédert feszitenek.

Az alabbi tétel [22] mutatja, hogy az altalanositott polimatroid fogalma ra-
szolgal a nevére.

10.1.11. tétel. Polimatroid, szubmodularis poliéder, kontra-polimatroid, béazis-
poliéder mindegyike g-polimatroid. Egy g-polimatroid oldala, vektorral valé el-
toltja, tengely menti vetiilete, origéra valé tiikirképe, egy {x € R®: f <x < g}
téglaval val6 metszete és egy {x € R¥ : o < (S) < B} alaku sévval valé metszete
is g-polimatroid.

Bar a g-polimatroid fogalma nagy rugalmassagot tesz lehetévé, tartalmilag
nem sokkal 4ltalanosabb a polimatroidnal [26]:

10.1.12. tétel. Minden g-polimatroid egy eggyel magasabb dimenzidés 0-bazis-
poliéder tengelymenti vetiilete. Minden 0-béazis-poliéder megkaphaté egy matroid
bazisainak poliéderébdl eltolassal és homomorf kép képzéssel.

10.1.4. Aggregalt, Osszeg, metszet

A matroidoknal megismert homomorfia, metszet és Osszegtételek kiterjeszthetsk
g-polimatroidokra.

Aggregalas.

10.1.13. tétel (Aggregalasi tétel). Ha (p,b) paramoduléris, akkor a Q = (p,b)
g-polimatroid aggregéltja g-polimatroid, melynek hatarparja (go(p),ga(b)), azaz

p(Q) = Q(gp(p),cp(b)). Réadasul, ha p és b egészértéki, gy Q(gp(p),go(b)) min-
den x' egész eleme elGall egy egész x € Q elem képeként.

Megjegyzendd, hogy egy matroid homomorf képének poliédere nem méas, mint
a matroid poliéderének aggregéltja elmetszve a 0 — 1 kockaval.

Legyen M matroid az S alaphalmazon r rang- és ¢ ko-rangfiiggvényel. Le-
gyen P := {S1,...,5,} az alaphalmaz egy részparticidja. Az (m,...,mq) vektort
bazis-vetiiletnek mondjuk, ha létezik M-nek olyan B bézisa, melyre |BNS;| =m;
minden ¢ = 1,...,¢ra.

10.1.14. k6vetkezmény. Egy (m1,...,my) egész vektor akkor és csak akkor bazis-
vetiilet, ha azm barmely j komponensének osszege legalabb t(X) és legfeljebb r(X),
ahol X a j komponensnek megfelel§ j darab S; halmaz uniéja. A bazis-vetiiletek
egy g-polimatroid (éspedig a B(r) aggregaltja vetiiletének) egész pontjai.

Osszeg. Emlékeztetiink, hogy az Rj,..., R, RS-beli halmazok 6sszegén (néha
Minkowski Gsszegén) azon elemek halmazat értik, melyek elallnak az R;-kbdl vett
egy-egy elem Osszegeként. Adott (p;,b;) (i =1,..., k) paramoduléris parok osszege
nyilvan paramodularis.
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10.1.15. tétel (Osszegtétel). >, Q(pi,b;) = Q(X, pin >, bi). Rdaddsul, ha minde-
gvik p;, b; egészértékii, akkor Q( DoiDir D bi) minden egész eleme el6all a Q;-kbdl
vett egy-egy egész elem Osszegeként.

Hogyan viszonylik a matroid dsszeg fogalma a polimatroid ésszeghez? Egy P(b)
polimatroid metszete a T'(0,1) egységkockaval egy matroid fiiggetlenjeinek polié-
derét alkotja, amely matroidban egy F' C S halmaz akkor és csak akkor fliggetlen,
ha z = xp benne van P(b')-ben. Ez azzal ekvivalens, hogy |F'N X| < b(X) minden
X C F-re. Amennyiben a b polimatroid fiiggvény k matroid rangfiiggvényének az
Osszege, Ugy a kapott matroid éppen a k matroid Gsszege.

Metszet. Edmonds [9] kiterjesztette matroid metszet-tételét polimatroidokra is.
Ezt régton g-polimatroidokra fogalmazzuk meg.

10.1.16. tétel (G-polimatroid metszet-tétel). A (p1,b1) és (pa,be) paramoduléris
parok altal definialt Q1 := Q(p1,b1), illetve Q2 := Q(p2, b2) g-polimatroidok M :=
Q1 N Q2 metszete akkor és csak akkor nemiires, ha

(1012) P1 S b2 és P2 S bl.
Ha M nemiires, akkor tartalmaz egész pontot.

Figyeljiik meg, hogy a metszet tételt egy Q1 = S(b) szubmodularis és egy Q2 =
S’(p) szupermodularis poliéderre alkalmazva éppen a 7.1.5. diszkrét szeparacios
tételhez jutunk. Ugyanakkor egyszerii konstrukcio segitségével megmutathato, hogy
a szeparacios tétel is implikalja a a 10.1.16. tételt. Kideriil azonban [22], hogy a
metszet nem csak hogy tartalmaz egész pontot, hanem valéjaban egész poliéder,
st a leiré egyenlGtlenség rendszer TDI.

10.1.17. tétel. Ha (p1,b1) és (p2,b2) paramoduléris parok, akkor a
(10.13)  {p1(2) < 2(Z) < 1(Z), p2(Z) < x(Z) < by(Z)} minden Z C S-re}

rendszer TDI. Speciélisan, a Q(p1,b1) N Q(p2, ba) metszet poliéder egész.

10.1.5. G-polimatroidok lanctulajdonsaga

A metszet-tétel specialis eseteként megadhatd, hogy egy g-polimatroid metszete
téglaval és savval mikor nemiires.

10.1.18. tétel. Legyen (p,b) paramoduléris par és legyen a < 3 két szam (ahol
a lehet —oo, B pedig o). Tegyiik fel az f: S —ZU{-}, g: S — ZU{oco}
fiiggvényekre, hogy f < g. Az M := Q(p,b) NT(f,g9) N K(«,3) metszet pontosan
akkor nemiires, ha

(10.14) F(X)<b(X) és f(X)<B—p(S—X) minden X C S-re
és
(10.15) g(X) > p(X) é g(X)>a—b(S—X) minden X C S-re.
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A tételbsl kiolvashato a lanctulajdonsag erds alakja. Latni fogjuk, hogy a
kordbban iranyitasoknal és noveléseknél felbukkant lancszabaly hatterében ez a
tétel all.

10.1.19. tétel (Erds lanctulajdonsag). Ha egy Q(p,b) g-polimatroidnak létezik
olyan z eleme, amelyre ' > f és a’(S) < 3, tovabba létezik olyan = eleme, amelyre
2" < g és 2 (S) > «, akkor olyan z eleme is létezik, amelyre f <z < g és a <
x(S) < pB. Hap, b, f, g, a,  mindegyike egészértékii, ugy x is valaszthat6 annak.

Az f = —00, a = —o0 esetben kapjuk a kdvetkezGt.

10.1.20. kévetkezmény. Ha egy g-polimatroidnak létezik olyan x eleme, amelyre
2'(S) < B, tovabba létezik olyan x' eleme, amelyre " < g, akkor létezik olyan x
eleme is, amelyre 2:(S) < 8 és x < g.

Az o = —o0, f = 400 esetben kiévetkezét adja.

10.1.21. kovetkezmény (Lanctulajdonsag). Ha létezik a ) g-polimatroidnak
olyan z' eleme, melyre x' > f és létezik Q-nak olyan z" eleme, amelyre " < g
eleme, akkor létezik olyan x eleme is, amelyre f < x < g. Ha p, b, f, g mindegyike
egészértéki, ugy x is valaszthaté annak.

Matroid metszet-vektorai. A 10.1.3. szakaszban emlitettiik, hogy egy mat-
roid metszet-vektorai g-polimatroidot feszitenek. Ezt a 10.1.18. tétellel kombinélva
megkapjuk 7.2.5. tételt. Valojaban még altaldnosabban olyan fiiggetlen halmaz 1é-
tezését is jellemezhetjiik, amelynek elemszama a és § kozé esik, tovabba S egy
adott particiojanak minden X tagjaval valo metszete legalabb f(X) és legfeljebb
g(X) elemti.

10.1.6. A moh¢6 algoritmus

A moho algoritmus bazis-poliéderen. Edmonds megfigyelte, hogy a matroi-
dokra vonatkozo moho algoritmus kiterjesztheté polimatroidokra is. Az alabbiak-
ban Edmonds eredményét bazis-poliéderekre ismertetjiik. Legyen b teljesen szubmo-
dularis és véges értéki. Adott ¢ : S — R vektorra tekintsiik a max {cx rx€eB (b)}
optimalizélasi feladatot. Fz nem mas, mint a

(10.16) max {cz : z(S) = b(S) és minden Z C S-re z(Z) < b(Z)}
lineéris program, amelynek duélisa:
(10.17) min {yb: y € D(c)},

ahol yb:= 3,5 y(Z)b(Z) és

(10.18)  D(c):= {y €ER” :y(2)>0,haZ=5,6 Y ysxz= c}
ZCS
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a dualis poliéder.
Feltehets, hogy ¢ komponensei nagysag szerint csokkend sorrendben vannak

elrendezve, azaz c(s1) > c¢(s2) > -+ > ¢(sp). Jelolje S; az elsé i elem halmazat.
Definialjuk az z,,, vektort a kévetkez6képp.

(10.19) Tmo(81) :=b(s1), €s i =2,...,nTre Tpmo(s;):=0b(S;) —b(Si—1).
Definialjuk az y* vektort a kovetkezSképp.

(10.20)  y*(Sn) :=c(sn), és i=1,2,...,n—1-re y*(S;) :=c(s;) — c(si+1)
és S tetszoleges mas részhalmazan legyen y*(Z) := 0.

10.1.22. tétel. x,,, optimalis megoldasa az (10.16) primal programnak, y* opti-
malis megoldésa a (10.17) duél programnak.

A moho algoritmus geometriailag. El6fordulhat, hogy a B bazis-poliéder nem
teljesen szubmodularis fliggvénnyel van megadva. Ekkor a fenti algoritmust nem
tudjuk kozvetleniil hasznalni. Mégis a moho algoritmus kévetkezs interpretécidja
sokszor segithet.

A célfliggvény altal meghatérozott csokkend sorrendben végigmegyiink az ele-
meken és egyméas utan megallapitjuk az x(s;) értékeket. Az aktualis z; = x(s;) érté-
ket a lehetd legnagyobbra valasztjuk ugy, hogy létezzék olyan (z1, ..., 2, Yit1,-- -,
yn) vektor B(b)-ben. Itt x1,2,...,z;—1 a mar kiszamitott komponenseket jeloli.
Ennek az értelmezésnek az az el6nye, hogy fliggetlen attol, hogy a bézis-poliéder
milyen forméban van megadva és igy reményt nyujt arra, hogy az aktualis x;-t eset-
leg akkor is ki tudjuk szamolni, ha az egyértelmi definialé teljesen szubmodularis
fliggvény nem all rendelkezésre.

A mohé algoritmus mas g-polimatroidokon. Mi a helyzet, ha szubmodu-
laris poliéder felett akarjuk cx célfiiggvény maximumét megkeresni? Az (10.16)
maximalizalasi probléma duélisaban az y(S) kivételével minden y(Z) valtozora
nem-negativitast koveteltiink. Az algoritmus szerinti y*(S) pontosan akkor lesz
negativ, ha a célfiiggvény legkisebb, c(s,,) komponense negativ. Amennyiben az
S(b) szubmodularis poliéder felett akarjuk maximalizalni cz-t és ¢(s,) > 0, Ggy a
fent kapott primal és dual megoldas erre is jo lesz. Ha viszont c(s,) < 0, akkor
a max {cz: z € S(b)} feladat nem is korlétos feliilrél, hiszen S(b) tetszSleges x
elemébdl kiindulva az z(s,) komponenst tetszSlegesen csokkenthetjiik és ezzel a
célfiiggvény értéke is tetszGlegesen naggya valhat.

Tudjuk, hogy kontra-polimatroid (is) el6all bazis-poliéder vetiileteként, ezért
a moho algoritmust erre is 4t lehet fogalmazni. Most minimalizalni akarjuk a cx
célfiiggvényt a C kontra-polimatroid felett, ezért az el6bbi algoritmus igy hang-
zik. Rendezziik ¢ szerint csokkend sorrendbe az S elemeit. Az aktualis z; = z(s;)
értéket a lehets legkisebbre valasztjuk dgy, hogy létezzék (w1, ..., i Yit1s---5Yn)
vektor C-ben. (Ez a moho algoritmus a kozismert Kruskal féle algoritmus ,6vatos”
valtozatanak felel meg, ahol egy Gsszefiiggs graf minimalis koltségi feszits fajanak
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meghatarozasa tgy torténik, hogy minden lépésben a legdragabb élt hagyjuk ki a
grafbol csak arra tigyelve, hogy sszefiiggé maradjon.)

Hogyan tudjuk meghatarozni az aktudlis s;-re a minimalis z(s;) értéket? Egy
egyszerd megfigyelés segit. Jelolje k a p(X) maximalis értéket. Konnyd igazolni,
hogy ha (x1,...,%:,Yit1,- - -,Yn) benne van C-ben, akkor (z1,...,2;, k,k,..., k) is
benne van. Ennek megfeleléen a moho algoritmus tgy moédosul, hogy az aktualis
x;-t minimalisra valasztjuk arra valo tekintettel, hogy (x1,...,z;, k,k, ..., k) benne
van C-ben.

10.2. A szubmodularitas gyengitése
10.2.1. Jorészt szub- és szupermodularis fiiggvények

A g-polimatroidokra bemutatott eredmények széleskord felhasznalasat az teszi le-
hetévé, hogy g-polimatroidokat nem csak paramodularis parral lehet definialni,
hanem olyan fliiggvényekkel is, melyekre a szub- vagy szupermodularitasi egyenlst-
lenséget nem minden {X, Y} halmazparra teljesiil. Mindez annak mint&jara, ahogy
a 7.2.12. tétel révén metsz6 szubmodularis fliggvények segitségével lehetett matro-
idokat definialni.

Egy (p,b) halmazpart metsz8 vagy metsz8 paramodularisnak mondunk,
ha mind b, mind —p metsz6 szubmoduléris és atmetsz6 halmazparokra fennéall
a kereszt-egyenlétlenség (X 4s Y atmetszs, ha X — Y, Y — X, X NY egyike
sem iires). Azt mondjuk, hogy a p nem-negativ fiiggvény pozitivan metszd
szupermodularis, ha p(X) > 0,p(Y) >0 é& X NY #0 esetén p(X)+p(Y) <
p(XNY)+p(XUY). A p-t ferdén szupermodularisnak mondjuk, ha nemnegativ
és minden X, Y C S-re, amelyre p(X) > 0,p(Y) > 0, a kovetkez6 egyenl6tlenségek
koziil legalabb az egyik teljestl:

p(X)+p¥) <p(XNY)+p(XUY),
p(X) +p(Y) <p(X =Y)+p(Y — X).

Ebbdl latszik, hogy pozitivan metsz§ szupermodularis fiiggvény ferdén szupermo-
dularis.

10.2.1. tétel. Ha (p,b) metsz8 paramoduldris pér, akkor Q(p,b) g-polimatroid.
Ha b és p keresztez6 szubmoduldris, illetve szupermoduléris fiiggvény, akkor B(b)
és B’'(p) is g-polimatroid. Ha p ferdén szupermodularis, akkor C(p) g-polimatroid
(éspedig kontra-polimatroid).

Erdemes azonban a metsz6 szub- és szuper- és paramodularitas fogalméat
még tovabb gyengiteni. Az X C S részhalmazt a b halmazfliggvényre nézve alul-
rol b-szeparalhaténak nevezziikk (révidebben alulrél szeparalhato), ha X fel-
bonthaté olyan nemiires, diszjunkt X, Xo, ..., X; részhalmazok egyesitésére, me-
lyekre >, b(X;) < b(X). Azt mondjuk, hogy b jorészt szubmoduléaris, ha barmely
két alulrol lényeges X, Y halmazra, melyekre X NY # (0, fennall a szubmodulari-
tasi egyenl6tlenség. Példaul metszd szubmodularis fiiggvény jorészt szubmodularis.
Anal6g modon beszélhetiink egy p halmazfiiggvény esetén arrél, hogy az X halmaz
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feliilr6l p-szeparalhat6 és hogy p jorészt szupermodularis. Amennyiben a
szovegOsszefliggésbdl vildgos, az alulrol vagy feliilrdl jelzket kihagyjuk. Végiil, azt
mondjuk, hogy a (p,b) par jorészt paramodularis, ha p és b jorészt szuper-, illetve
szubmoduléris és a kereszt-egyenlétlenség teljesiil minden olyan dtmetszé X, Y hal-
mazparra, melyre X alulrél nem b-szeparalhato és Y feliilr6l nem p-szeparalhato.
Nem nehéz igazolni, hogy szimmetrikus és pozitivan keresztezs szupermodu-
laris fiiggvény ferdén szupermodularis, tovabba ferdén szupermodularis fliggvény
jorészt szupermodularis.
10.2.2. Reszelés
Bemutatunk egy fontos konstrukciot, a reszelést (Dilworth truncation), amely egy
jorészt szubmodularis fiiggvénybdl teljesen szubmodulérisat hoz létre. A b jorészt
szubmodularis fliggvény bY (als6) reszeltjén a kovetkezd halmazfiiggvényt értjiik:

¢
(10.21) bY(Z) := min { Zb(Xi) : {X4,..., X} a Z particioja, t > 1}.

i
Mivel most az egytagii {Z} is a Z partici6janak szamit, igy b¥ < b.

A p jorészt szupermodularis fiiggvény p” (fels6) reszeltjén a kovetkezd hal-
mazfiiggvényt értjiik:

t
(1022) p/\(Z) ‘= max { Zp(Xz) : {Xl, . ,Xt} a Z particidja, t > 1}
%

Mivel most az egytagi {Z} is az Z particidjanak szamit, igy p” > p.

10.2.2. tétel (Reszelési tétel). Jorészt szubmoduléris b fiiggvény b reszeltje telje-
sen szubmodularis. Ha rdadasul b > 0, akkor b monoton reszeltje teljesen szubmo-
dularis és monoton néve. Jérészt szupermoduléris p fiiggvény p” reszeltje teljesen
szupermoduléris, monoton reszeltje teljesen szupermoduléris és monoton nova.

A reszelési tételt a diszkrét szeparacios tétellel kombinélva nyerjiik annak
kiterjesztését.

10.2.3. tétel. Legyen b jorészt szubmoduléris és p jorészt szupermoduléris. Akkor
és csak akkor létezik olyan m moduléris fiiggvény, amelyre p < m < b (més szoval,
az M = S(b) N S’'(p) metszet akkor és csak akkor nemiires), ha
(10.23) p" <DV,
vagyis, ha az S minden Z részhalmazénak barmely két {X;} és {Y;} particiéjéra
(10.24) D op(X0) <D b(Y;).

i J

Ha p és b egészértéki, tigy m valaszthaté egészértékiinek.
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A reszelt kiszamitiasa. A bazis poliéderekre vonatkozdé moho algoritmus se-
gitségével kiszamithatjuk egy b jorészt szubmodularis fiiggvényre a bV (S) értéket.
Feltessziik, hogy b véges értékid. A 10.1.7. tételbsl adodoan tetszoleges b* teljesen
szubmodularis fiiggvény esetén b*(S) = max {z(S) : z € B(b*)}. A moho algorit-
mus elvileg ki tud szamitani egy optimalis z-t, feltéve, hogy egy bizonyos szubrutin
rendelkezésre all.

Legyen si,..., s, az elemek tetsz6leges sorrendje és legyen S; := {s1,...,5;}.
Tegyiik fel, hogy az x*(s1),...,2*(skx—1) értékeket mar meghataroztuk. Valasszuk
x*(sk)-t a lehetd legnagyobb olyan « értékre, hogy ezen valasztassal még ne sériiljon
2*(X) < b(X) egyenl6tlenség, vagyis legyen

(10.25) o :=min{b(Z) —a*(Z — s): sp € Z C Si}.

A bazis poliéderekre vonatkozdé mohé algoritmus szerint az ezen szabéllyal kiszé-
molt z* vektor olyan lesz, hogy z*(S) = bY(S) = min { > 0(T) s {Th, ..., T} par-
ticioja S—nek}. Konkrét b esetén a szamolést akkor tudjuk végrehajtani, ha ren-
delkezésre all egy szubrutin (10.25)-ben « kiszadmitaséra.

Amennyiben a szubrutin nem csak a minimum értékét szamitja ki, hanem azt
is megmondja, hogy az mely Z halmazon vétetik fel, gy a bV (S)-t megvalosito
optimalis {T4,...,T;} particiot is kiszamolhatjuk. Ehhez tekintsiik a szubrutin
altal szolgéltatott minimalizalé 71, Zs, ..., Z, halmazokat. Tudjuk, hogy z* benne
van B(bY)-ben, és a Z; halmazok mind pontosak (abban az értelemben, hogy
x*(Z;) = b¥(Z;). Marpedig pontos halmazok metszete és unidja is pontos, igy a
{Z1,...,Z,} hipergraf komponensei az alaphalmaznak egy pontos halmazokbol
allo {T1,..., T} particiojat adjak, amibsl bY(S) = z*(S) = >, =*(T3) = >, b(T3)
miatt {T7,...,T;} valoban a keresett particio.

10.2.3. Jorészt paramodularis parral adott g-polimatroidok

10.2.4. tétel. Jorészt (specidlis esetben: metsz8) paramoduléris (p,b) par esetén
Q(p,b) g-polimatroid, amely egész, ha (p,b) egészértékd. Q(p,b) akkor és csak akkor
nemiires, ha az S alaphalmaz minden {Z1,...,Z;} részparticijira

(10.26) p(UZ) <D b(Zi) és Y p(Zi) < bUZy).

Q(p, b) hatarparjat ki lehet ugyan fejezni p és b fiiggvényében, de a kiadodo
formula némileg bonyodalmas. Szubmodularis poliéderek, bazis-poléderek, kontra-
polimatroidok esetén azonban a hatéarfiiggvények kozvetleniil felirhatok a reszelt
segitségével.

10.2.5. tétel. Legyen b jorészt szubmodularis. Ekkor S(b) szubmoduldris poliéder,
melynek hatarfiiggvénye b¥. Ha b(S) véges, akkor B(b) bazis-poliéder, amelynek
felsé hatarfiiggvénye nemiires B(b) esetén bY. Ha raadasul b > 0, akkor P(b) poli-
matroid, melynek b’ hatarfiiggvénye a b monoton reszeltje, azaz

(10.27) b (Z) := min { Zb(Xi) : {Xy,..., X4} részparticio, Z C UX,; C S}.

45



Analog eredmény érvényes jorészt szupermoduléris p esetén az S’(p) és B'(p)
poliéderekre.

10.2.6. tétel. Jorészt szubmoduléris fiiggvénnyel adott B(b) bazis-poliéder ak-
kor és csak akkor nem iires, ha S minden {Si,...,S;} particiéjara ) b(S;) >
b(S) (azaz bY(S) = b(S)). Jorészt szupermoduldris fiiggvénnyel adott B’(p) bazis-
poliéder pontosan akkor nemiires, ha . p(S;) > p(S) minden particiéra.

Specialis esetként kapjuk a kovetkezst.

10.2.7. tétel. Legyen p; jorészt szupermoduldris, melyre k := p1(S) véges és f :
S—RU{—o0},g: S — RU{oo} két fiiggvény, melyekre f < g. A B'(p1)NT(f,9)
poliéder akkor és csak akkor nemiires, ha

(10.28) f(S) <k,
(10.29) f(Xo) + Zplom <k

az S minden olyan {Xg, X1,...,X;} (t > 1) particiéjira, amelyben csak X lehet
lires, és

(10.30) 9(X) > p1(X) minden X C S-re.

Fenyd-pakolasok. Edmonds 4.2.2. feny6-tétele szerint egy digrdfban akkor és csak
akkor létezik k élidegen s-gyokerd feszitd fenyd, ha minden s-t nem tartalmazd ne-
mires csucshalmaz befoka legaldbb k. Ebbdl rogton kdvetkezik az alabbi altalanosi-
tas. Legyen D = (U, A) irdnyitott grif és m: V — Z egészértékd vektor, amelyre
m(U) = k. D-ben akkor és csak akkor létezik k élidegen feszitd fenyd gy, hogy
mindegyik v csics pontosan m(v) fenydnek a gyokere, ha

(10.31) op(X) >k —m(X) fennall minden ) C X C V halmazra.

(Valoban, vegyiink fel egy 1j s pontot és vezessiink s-b&l minden v pontba m(v)
parhuzamos élt és alkalmazzuk az Edmonds tételt). Nevezziink egy ilyen m vektort
gyoOkérvektornak. Az U alaphalmazon értelmezziik a p; fliggvényt a p1(X) :=
(k —o(X ))+ képlettel, ha X # (). Ekkor p; pozitivan metsz6 szupermoduldris, és
ezért B’(p;) bazis-poliéder. A 10.31 lépletbdl adodik, hogy a gyokérvektorok pon-
tosan a B’(p;) bézis-poliéder egész pontjai. A 10.2.7. tétel alkalmazaséval vissza-
jutunk a szabad gyokerii fenySk pakolasarol szolod 4.2.9. tételhez.

10.2.4. Keresztez5 szubmodularis fliggvények

A 7.2.5 szakaszban emlitettiik, hogy keresztezs szubmodularis fiiggvények segitsé-
gével is definidlhatjuk egy matroid bazisait. Ez altalanosithaté béazis-poliéderekre.

10.2.8. tétel ([22]). Ha b keresztezd szubmoduléris és b(S) véges, akkor B(b)
bazis-poliéder, amely egész, ha b egészértéki.
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Fujishige [37] megadta a nemiiresség feltételét.

10.2.9. tétel (Fujishige, 1984). B(b) akkor és csak akkor nemiires, ha az S minden
F ={51,...,5:} particiéjara

(10.32) > b(Si) > b(S)

és

(10.33) D b(S = Si) = (t—1)b(S).

A teljes reszelt. Egy keresztez§ szubmodularis fiiggvénnyel adott B(b) bazis-
poliéder (teljesen szubmodularis) fels§ hatarfiiggvényének meghatarozésa azonban
bonyolultabb annél, mint amilyen a reszelt volt a specidlisabb metszé szubmodu-
laris esetben. Ezért sziikségiink van egy particiénal bonyolultabb fogalomra. Egy
K hipergrafrél azt mondjuk, hogy a Z C S nemiires részhalmaz kompozicidja, ha
Kt :=KU{S — Z} kompoziciéja S-nek. K alapfedési szama a KT fedési szama
minusz 1. Specialisan a Z egy particidja kompozicidja Z-nek, melynek alapfedési
szama 0. A Z egy ko-particioja is kompozicidja Z-nek, (ahol a ko-particié egy
{S—-V1,8—Vs,...,S — V;} halmazrendszer, melyre {Vi,...,V;} az S — Z partici-
6ja). Ennek alapfedési szama ¢t — 1.

A particional és ko-particional altalanosabb kompozicié a dupla-particio. Eh-
hez legyen {Z1,...,Z;} a Z egy particioja. Mindegyik Z;-re legyen {Z},..., Zfl}
az S — Z; halmaz egy particioja (t; > 1). Ekkor az {S — Z/} halmazok rendszerét
ticiojaban szereplé halmazok ko-particioibol all. Konnyen lathaté, hogy Z dupla-
particioja valoban a Z kompoziciojat alkotja, amelynek alapfedési szama a (t; — 1)
értékek Osszege.

Tegyiik fel, hogy a keresztez szubmodularis b fliggvényre B(b) nemiires. De-
finialjuk a b! fiiggvényt b(S) = 0 esetben a kovetkezSképp. Egy nemiires Z C S
halmazra legyen

(10.34) v(Z) = min{ Z WZ)): {Z)} az Z dupla—partici()ja}.
{i.5}

To6morebben,

(10.35) b (Z) = min {b(D) : D a Z dupla-particidja}.

Az altalanos esetben legyen b(Z) = min {b(D) — fb(S)}, ahol a minimum a Z
halmaz F dupla-particiéira megy és f az D alapfedési szama. A b! a b fiiggvény
teljes (also) reszeltjének nevezziik. (Analog modon definidlhato egy keresztezd
szupermodularis fiiggvény teljes felss reszeltje.)
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10.2.10. tétel ([24]). Ha b keresztezd szubmodularis és a B(b) bézis-poliéder nem
iires, akkor b teljesen szubmoduléris és a B(b) bézis-poliéder felsé hatarfiiggvénye
bt

A tétel esztétikai hidnyossaga, hogy egy dupla-particioban 1év6é halmazok ku-
szén helyezkedhetnek el és til sok (O(n?)) lehet belsliik. Kimutathaté azonban,
hogy elegendé speciélis, fa-kompozicionak nevezett dupla-particidkra szoritkozni,
melyek keresztezés-mentesek és csak n — 1 halmazt tartalmazhatnak. Ehhez fel-
tessziik, hogy b olyan keresztezd szubmodularis fiiggvény, amelyre a B(b) bézis-
poliéder nemiires és b(.S) = 0.

A Z C S halmaz egy fa-kompozicidjat a Z-nek egy {Z1,...,Z;} (k > 1) par-
ticiojaval, az S — Z-nak egy {Uy,...,U;} (I > 1) particidjaval, valamint a {z1,. ..,
2k, U1, ..., u;} ponthalmazon adott olyan F' irdnyitott faval lehet megadni, mely-
nek minden éle egy u; pontbdl vezet egy z; pontba. A fa-kompozicio tagjai és az F
élei kozott egy-egy értelmi megfeleltetés van a kovetkezs szerint. A fa egy e élének
elhagyasaval keletkez6 két komponens koziil jelolje Z, azt, amelyikbe e belép. A Z,-
ben 1év§ z;, illetve u; fabeli csicsoknak megfelels Z;, illetve U; halmazok unidja
legyen az a tagja a fa-kompozicionak, amelyek az e faélnek megfelel. Megallapodés

értjiik.

10.2.11. tétel (|29]). Legyen b olyan keresztezd szubmodularis fiiggvény, amelyre
b(S) = 0 és B(b) nemiires. Ekkor

(10.36) b (Z) = min {b(F) : F a Z fa-kompoziciéja}.

Ha b(S) tetszoleges, akkor b*(Z) = min {b(F) — fb(S) : F a Z fa-kompozicidja és
f ennek alapfedési Széuna.}

Két g-polimatroid metszete

10.2.12. tétel. Legyen (p1,b1) és (p2,be) két egészértéki, jorészt paramoduléris
péar. Ekkor a {pl(Z) <x(2) <bi(Z), p2(Z2) < 2(Z) < ba(Z) minden Z C S-re}
egyenldtlenségrendszer TDI. Specidlisan, a Q(p1,b1) és Q(p2,bs) g-polimatroidok
metszete egész poliéder.

10.2.13. tétel. Legyen by és by két egészértékd, keresztezd szubmoduléris fiigg-
vény, melyekre by (S) = ba(S) = k. Ekkor az {z(S) = k, 2(Z) < b1(Z), x(Z) < b2(2)
minden Z C S —re} egyenlétlenségrendszer TDI. Speciélisan, a B(by) és B(by) bézis-
poliéderek metszete egész poliéder.
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11. Szub- és szupermodularis fiiggvények digrafokon

Két meglehet6sen altalanos modellt mutatunk be, amelyekben szub- és szupermo-
duléris fiiggvények és iranyitott grafok szerepelnek.

11.1. Szubmodularis aramok

Legyen D = (V, A) iranyitott graf, f: A - ZU{—o00}, g: A — ZU{oo} két egész-
értékii korlatozo fiiggvény, melyekre f < g. Ezen kiviil b: 2V — Z U {oo} egész-
értéki keresztezs szubmodularis halmazfiiggvény, amelyre b(0) = b(V) = 0. Egy
z: A — R vektort szubmodularis aramnak neveziink, ha

(11'1) )\w(Z) = Qa:(Z) - 5w(Z) < b(Z)
minden Z C V-re, amely megengedett, ha
(11.2) f<z<g

A megengedett szubmoduléris &ramok halmazat szubmodularis aram poliéder-
nek hivjuk. Azt mondjuk, hogy a szubmodularis d4ramot (vagy a poliédert) a b
fiiggvény hatarolja. Amennyiben b azonosan 0, visszajutunk a megengedett aram
fogalmahoz.

11.1.1. Kapcsolat g-polimatroidokhoz
Qp-vel jelolve a D digraf (0,+1)-es pont-él incidencia-méatrixat és A,-t egy V-n
értelmezett fliggvénynek tekintve, A\, = Qpx adodik. Miutan B(b) bézis-poliédert
alkot, egy x : A — R vektor pontosan akkor szubmodularis dram, ha a A, : V —
R vektor B(b)-ben van. Egy bazis-poliédert mas alakban is meg lehetett adni,
példaul egy p keresztezs szupermodularis fliggvény segitségével B’(p) alakban,
vagyis ilyenkor a {0,(Z) — 6,(Z) > p(Z) minden Z C V-re} rendszer egy meg-
oldasa is szubmoduléris aram. Ezért éppoly joggal beszélhetnénk szupermoduléris
aramokrol. Raadasul jorészt paramoduléris (p,b) parra is Q(p,b) g-polimatroid,
igy ennek a {z :2(V) = O} hipersikkal val6 metszete is 0-bazis-poliéder. Emiatt
az {:U eRA: )\, €Q(p, b)} halmaz is szubmodularis dram poliéder, vagy kiirva:
P(Z) < 0,(Z) — 0,(Z) < b(Z) minden Z C V-re. Ennek alapjan leghelyesebb volna
paramoduléris aram poliéderrsl beszélni, amelyet akar szubmodularis, akar szuper-
moduléris fiiggvénnyel is lehet definidlni. Megmaradunk azonban a szubmoduléris
aram kifejezés hasznalata mellett, mert ez a szakirodalomban méar meghonosodott.
Szubmodularis aramok és g-polimatroidok k6zott a pontos kapcsolatot az
alabbi tételek irjak le [34].

11.1.1. tétel. Legyen (p1,b1) és (pa,bs) két metsz6 paramoduléris par. A Q1 =
Q(p1,b1) és Q2 = Q(p2,b2) g-polimatroidok metszete szubmodularis dram poliéder.

11.1.2. tétel. Legyen b teljesen szubmodularis fiiggvény, amelyre b(V)) = 0. Ekkor
Q = Q(f,9;b) € RA szubmodularis aram poliéder elGall, mint két 2|A| dimenziés
bazis poliéder metszetének a vetiilete.
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11.1.2. Optimalizalas

Alapvets a kovetkezs eredmény.

11.1.3. tétel (Edmonds és Giles, 1977). A {(11.1), (11.2)} rendszer teljesen dus-
lisan egészértékii. Specidlisan, ha b, f, g mind egészértékii, akkor a szubmoduléris
drampoliéder egész.

A folyamokra és aramokra valamint a sulyozott matroid metszetre meglévs
algoritmusok kozos altalanositasaként kidolgozasra keriiltek [24, 25] megengedett,
illetve optimélis szubmoduléaris aramokat kiszamité polinomialis algoritmusok is
(lasd még Fujishige [38] konyvét.)

A 11.1.3. tétel specialis eseteként konnyen kiolvashaté Lucchesi és Younger
2.2.3. tétele, mely szerint egy digrdfban az egyirdnyi vdgdsokat lefogo élek minimdlis
szama egyenld a diszjunkt egyirdnyd vdgdsok maximdlis szdmduval.

Hasonlo jellegii tétel érvényes a minimaélis elemszamu egyirdnya vagasokra.
11.1.4. tétel. Tegyiik fel, hogy a minimélis egyiranyt vagasnak k éle van. Ekkor az
élidegen k-elemi iranyitott vagasok maximalis szama egyenld a k-elemt iranyitott
vagéasokat lefogé élek miniméalis szaméaval.

Ebbdl sikdualizélassal adodik a kovetkezs érdekesség.
11.1.5. kovetkezmény. Egy irdnyitott sikgrafban az élidegen minimélis elem-
szamu iranyitott korék maximélis szama egyenlé a minimaélis koréket lefogo élek
minimaélis szamaval.
11.1.3. Megengedettség

Az aramok megengedettségére vonatkozoé Hoffman féle 1.5.3. tétellel analog jellem-
zés adhato a szubmoduléris dramokra is [24, 29].

11.1.6. tétel (Frank, 1982). Adottak a D = (V, A) digraf élhalmazén az f < g
korlatok, valamint a b halmazfiiggvény. Akkor és csak akkor létezik megengedett
szubmoduléris dram

(A) teljesen szubmoduléris b esetén, ha minden Z C V-re,

(11.3) 07(2) = 64(2) <b(2)

(B) metszd szubmoduléris b esetén, ha minden Z C V-re és Z minden {V1,...,V;}
particidjara

(11.4) 01(2) = 8,(2) <Y b(Va),

(C) keresztezd szubmoduldris b esetén, ha minden Z C V-re és Z-nek minden F
fa-kompozicidjara

(11.5) 07 (Z) = 64(2) <> [b(X): X € F].

Ha f, g, b mindegyike egészértéki és létezik megengedett szubmodularis dram,
akkor létezik egészértékii is.
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A b =0 esetben visszajutunk Hoffman tételéhez, de Edmonds 7.2.4 matroid
metszettétele is éppoly konnyen kovetkezik, mint a 7.1.5 diszkrét szeparacios tétel.
A (B) rész a 10.2.2 reszelési tételt felhasznalva kovetkezik (A)-bol, a (C) rész pedig
a teljes reszeltre megadott 10.36 formula segitségével.

11.2. Fedés digrafokkal

A 8.4. szakaszban méar bevezettiik a parhalmaz fogalmat és bemutattunk egy ke-
resztez6 szupemoduléris parhalmazfiiggvény minimalis szamu éllel valo fedésérdl
57616 tételt. Itt a minimalis koltségt verzio mar NP-teljes. Metsz6 szupermodularis
parhalmaz fliggvényre azonban jobb a helyzet.

Egy p: Po — Z. parhalmaz fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy pozitivan met-
sz0 szupermodularis, ha metsz6 X,Y € Py és p(X) > 0, p(Y) > 0 esetén p(X) +
p(Y) <p(XNY)+p(XUY). Amikor p csak olyan parhalmazokon pozitiv, ame-
lyeken X = Xp, akkor visszajutunk a halmazokon értelmezett metsz6 szupermo-
duléris (egyvaltozos) halmazfiiggvények fogalméhoz.

11.2.1. tétel ([36]). A D = (V, A) digrafra legyen adott g: A — Z, U {0} egé-
szértéki kapacitas fiiggvény. Legyen p pozitivan metszd szupermoduléris fliggvény
Po-n, amelyre 04(Xk,Xp) > p(Xk, Xp) fennall P, minden tagjira. Ekkor a

(11.6) {0<z<yg, 0(XK,XB) > p(Xk,XB), ha (Xk,XB) € P2}
egyenlétlenség-rendszer teljesen duédlisan egészértékii.

Adott T C V esetén akkor mondjuk, hogy egy p halmazfiiggvény pozitivan T-
metsz6 szupermodularis, ha X N Y NT #£ 0 és p(X) > 0,p(Y) > 0 esetén fennall a
szupermodularitési egyenlétlenség.

11.2.2. kévetkezmény. Legyen D = (V, A) digratban legyen g: A — Z, U {o0}
egészértéki kapacitas fiiggvény, tovabba T C V' a csticsok egy olyan részhalmaza,

amely tartalmazza az Osszes €l fejét. Legyen py egy pozitivan T-metszd szupermo-
duléris halmaz-fiiggvény, amelyre p4(X) > p1(X). Ekkor a

(11.7) {0 <z <g, 0,(X)>p1(X) minden X C V-re}

egyenlbtlenség-rendszer teljesen dualisan egészértékii.

11.2.1. Gyokeres Osszefiiggdség
Legyen D = (V, A) digraf, amelyben s kijel6lt gyokérpont.
11.2.3. tétel ([20]). Ha D gyokeresen k-élosszefiiggd, ugy D gydkeresen k-élossze-

fiiged részdigrafjainak poliédere {x : 0:(Z) >k minden ) C Z CV — s halmazra
és 0 <z(e) <1 mindenec A élre}. A leirdsban szerepld rendszer TDI.
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11.2.4. tétel (|36]). Legyen D = (V, A) s-bdl gyokeresen k-pontdsszefiiggs. Ekkor
D gyokeresen k-pontésszefiiggd részdigrafjainak poliédere

(118) Q = {CL‘ : QI(XK7XB) >k — |XK — XB| ha( C Xp C Xg CV —s,
és0<z(e) <1 mindene€ A élre}.
A leirasban szerepld rendszer TDI.

A fenti tételek segitségével valaszt kaphatunk a gyokeres pont- vagy élosszefiig-
g0ség novelésének problémaéajara is. Tegytik fel, hogy adott egy kiindulasi H = (V, F)
digraf egy kijelolt gyokérponttal. Ezt kell megnovelniink egy megadott D = (V, A)
digraf éleinek segitségével ugy, hogy a megnovelt digraf gyokeresen k-élosszefiiggs
(k-pontosszefliggs) legyen és a felhasznalt D-beli élek Gsszkoltsége minimalis le-
gyen. A megoldashoz a H + D = (V, F + A) digrafban keresiink minimalis koltségi
gyoOkeres k-élosszefliggs (k-pontosszefiiggs) digrafot, ahol minden H-beli él koltsége
nulla. Az elgbbi tételek felhasznalasaval (és a dualitas tétellel) konnyen felirhato
egy min-max formula az optimalis novelés koltségére. A k = 1 specialis esetben
visszajutunk Fulkerson 1.2.5. tételéhez s gyokert fenySk minimalis koltségérsl.

12. Alkalmazasok

12.1. Altalanos graf-iranyitasi problémak

A 8.1 fejezetben megismert két {§ iranyitasi tétel nem 6sszemérhets. Az egyikben
(8.1.1. tétel) a h igényfiiggvény nemnegativ és keresztezd szupermodularis volt, a
masikban (8.1.8. tétel) metsz6 szupermoduléaris. Nyitva maradt azonban a kozds
altalanositas probléméja, amikor az igényfiiggvény keresztezd szupermodularis, de
nem feltétleniil nemnegativ. Ennek megoldéasa azért is kivanatos, mert a vegyes
graf k-élosszefliggévé iranyitasanak feladata erre vezet. Tisztazésra szorul tovabbé,
hogy a lanctulajdonsag miért all fenn bizonyos esetekben (graf k-élosszefliggve
iranyitasa) és miért nem masokban (vegyes graf k-él0sszefiiggévé iranyitasa).

Az aldbbiakban jelezziik, hogy ezek a problémék miként kezelhetSk szubmodu-
laris aramok, illetve polimatroidok segitségével egységes keretben. Kétféle vissza-
vezetés is létezik szub-, illetve szupermodularis modellekre: van amikor az egyik
jobb, van amikor a masik.

Az els6 azon a megfigyelésen alapszik, hogy egy iranyitasban a pontok befokai
meghatéarozzak a halmazok befokait, nevezetesen

(12.1) o(2)=> [o(v): ve Z] —ia(Z2),

igy a h-t feds iranyitas létezése egy olyan m: V — Z befok-vektor létezésével
ekvivalens, amelyre

(12.2) m(Z) > h(Z)+ic(Z) minden Z C V-re.
Miutén a 3.1.5. iranyitasi lemma szerint m pontosan akkor egy iranyitas befok-

vektora, ha m(V) = |E| és m(Z) > ig(Z) minden Z C V-re, érvényes a kovetkezd.
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12.1.1. lemma. Egy egész m vektor akkor és csak akkor egy h-t fedd irdnyités
befok-vektora, ham € B'(i¢) N B'(h +ig).

12.1.1. Visszavezetés bazis-poliéderre

Legyen h keresztezd szupermoduléris, melyre h(V) = 0. Ha h nemnegativ, akkor
h+ig > ig, vagyis ilyenkor B'(h+ig) C B'(i¢) és ezért a befok-vektorok egy
bézis-poliédert alkotnak. Ennek alapjan a bazis-poliéderek nemiirességére vonat-
koz6 Fujishige-féle 10.2.9. tételbsl egyrészt rogton leolvashato a 8.1.1. tétel, mas-
részt a g-polimatroidok lanctulajdonsagabol kovetkezik a h-t fed iranyitasok befok-
vektorainak lanctulajdonsaga (8.1.3. tétel).

12.1.2. Visszavezetés két bazis-poliéder metszetére

Ha viszont h metsz8 szupermoduléris, amelyre a nemnegativitas nincsen kikotve,
akkor méar a h-t fedd iranyitasok befok-vektorai két bazis-poliéder metszetének az
egész elemei és ezért nem varhatoé el a lanctulajdonsag megléte. Ugyanakkor a
10.2.3. szeparacios tételbdl kiolvashato a nemiirességnek a 8.1.8. tételben megfo-
galmazott feltétele.

Ez a megkozelités azonban nem csak arra alkalmas, hogy meglévs eredménye-
ket jobban megértve azokat Gjra bizonyitsuk, hanem korabban még nem szerepelt
iranyitési tételeket is nyerhetiink.

12.1.2. tétel. Legyen hy és ho két keresztez6 G-szupermoduldris és szimmetrikus
fiiggvény, melyek kéziil ho nemnegativ, és legyen h(X) := max {hl(X)7h2(X)}.
A G = (V, E) irdnyitatlan grafnak akkor és csak akkor létezik h-t fedd iranyitasa,
ha d(X) > 2h(X) minden X CV halmazra fennall.

Bizonyitas. A feltétel sziikséges, hiszen egy h-t fedd iranyitasra d(X) = o(X) +
oV —=X)>h(X)+h(V—-X)=2h(X). A feltétel elegenddségéhez a fenti meg-
fontolas alapjan azt kell kimutatnunk, hogy létezik egy olyan m befok vektor,
amelyre (12.2) fennéll. Masszoval azt kell kimutatnunk, hogy a P := {z € RV :
z>0,2(V)=|E|,x(Z) >i(Z) és 2(Z) > h(Z) 4+ i(Z) minden Z C V-re}. Miutan
h nemnegativ (most hasznaljuk ki!), az x(Z) > i(Z) egyenl6tlenség felesleges, vagyis
P={zeRV:2>0,z(V)=I|E|, 2(Z) > pi1(Z) és 2(Z) > ps(Z) minden Z C V-
re}, ahol j = 1,2-re p;(Z) := h;(Z) + i(Z). Miutén p; keresztezs szupermoduléris,
igy P két bazis-poliéder metszete, és emiatt egész poliéder.

Raadasul az «*(v) := d(v)/2 altal definialt « vektor benne van P-ben, hiszen
egyrészt (V) = [z*(v) : v e V] =3 [d(v)/2: v € V]| = |E|, masrészt Z C V-
rex*(Z) =3 [¢*(v):ve Z| =3 [dw)/2: ve Z] =d(Z)/2+i(Z) > MZ)+i(Z).
Vagyis a P egész poliéder tényleg nem {ires, igy van egész eleme. M

Nash-Williams 3.4.2. tétele a h1(X) =k, ha ) C X CV és hy = 0 valasztéassal
rogvest adodik, de valojaban az alabbi csinos élesitést is konnyen kapjuk.

12.1.3. kdvetkezmény. Legyen G (2k)-élosszefiiggs graf és H a G-nek egy Euler-
részréfja (azaz H-ban minden pont foka péaros). Ekkor H-nak egy tetszéleges Euler-
iranyitasat ki lehet terjeszteni a G-nek egy k-élosszefiiggd iranyitasava.
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Bizonyitas. Alkalmazzuk a 12.1.2. tételt az iranyitatlan élek G’ grafjara a hy(Z) :=
k—dy(Z)/2 és ho =0 valasztassal. ®

A Nash—Williams iranyitasi tétel egy rokon kiterjesztése a kovetkezs.

12.1.4. kévetkezmény. Adott a G = (V, E) k-élosszetiiggd irdnyitatlan graf élei-
nek egy F részhalmaza. Akkor és csak akkor lehet F' elemeit tigy iranyitani, hogy
a keletkezd vegyes graf k-élosszefiiggs legyen, ha dp(X) < 2(dE(X ) — k‘) fennéll
minden X C V nemiires részhalmazra.

12.1.3. Visszavezetés szubmodularis aramra

Keresztezs szupermoduléris igényfliggvényekre gyakran kényelmesebb szubmodu-
laris aramokkal modellezni a problémat. Ehhez a G egy tetsz6leges D = (V, A) refe-
rencia irdnyitdsabol indulunk majd ki, és ebben kell alkalmasan kijel6lni azon éleket,
amelyek megforditasaval h-t fedd iranyitast kapunk. A kijelolést egy z: A — {0,1}
vektorral végezziik, amelyre z(a) pontosan akkor 1, ha az a él irdnyitasat megfor-
ditjuk. Az igy kapott iranyitasban egy X C halmaz befoka op(X) — 0.(X) +d.(X),
vagyis ennek kell legalabb h(X)-nek lennie. Akkor létezik tehat h-t feds iranyités,
haa@Q={z:0<2<1,0.(X)—6.(X) <b(X) := 0p(X)—h(X)} policdernek van
egész (azaz 0 — l-es) eleme. Miutan h keresztez§ szupermodularis és i¢ teljesen
szubmoduléaris, a b hatarfiiggvény keresztezs szubmodularis, igy alkalmazhatjuk a
szubmodularis dramok létezésére vonatkozo 11.1.6. tétel (C) részét.

12.1.5. tétel. Legyen G = (V, E) iranyitatlan graf és h keresztezd szupermodularis
fliggvény, amelyre h(@) = h(V) = 0. G-nek akkor és csak akkor létezik h-t feds
irdnyitasa, ha

(12.3) h(F) < ei(F)

JjEE

fennéall V minden Z részhalmazanak minden F fa-kompoziciéjara, ahol e j(F) annak
a két szamnak a maximumat jelzi, ahany F-beli halmazba a j él egyik, illetve masik
iranyitasanal belép.

Vegyes grafok k-élosszefiiggévé iranyitasa. Legyen M = (V, A+ E) vegyes
graf, G éleit akarjuk iranyitani ugy, hogy a keletkezé (V, A+ E) digraf k-élosszefliggs
legyen. Definidljuk a h fliggvényt az {ires halmazon és V-n nullanak, mig mésutt
h(X) =k — oa(X). Ekkor h keresztezé szupermoduléris, és az E-nek egy E ira-
nyitasa pontosan akkor fedi h-t, ha (V, A + /T) k-élosszefiiggs. Ezen h fliggvényre
alkalmazva az 12.1.5. tétel els§ részét megkapjuk a vegyes graf k-élosszefiiggévé
irdnyitasanak sziikséges és elegendd feltételét.

A dolgozat 1. részének 3.4. szakaszaban példan mutattuk meg, hogy a fel-
tételben nem elegendd csupan particidkra és ko-particiokra szoritkozni. A példa-
ban a Z = {v1, v} halmaznak F := {Z1, Zs, Z3} egy fa-kompozicidjat alkotja, ahol
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Z1 = {va}, Zo = {v1,v9,v3}, Z3 = {v1,v4}. Az F valoban a Z fakompozicioja, ame-
lyet a Z-nek az {{v1},{vo}} particidja, a V — Z-nek {{vs}, {va}} particitja, és e
particiok tagjain értelmezett f; = {vs}{va}, fo = {va}{v1}, f3 = {vs}{v1} irdnyi-
tott fa-élek definialnak. Ekkor egyrészt h(F) = Zle [k—o0a(Z;)] = Zle 2-1]=
3 mésrészt Y e pei(F) =1+1=2, vagyis a 12.1.5. tételbeli feltétel nem teljesiil.

Z3 Zs

V4 el V3

U1 €2 V2

Nincs 2-élosszefiiggd
iranyitas

F :={Z1, Z2, Z3} fa-kompozicié

4. dbra

12.2. Az élGsszefiiggdség novelése

Kimutatjuk, hogy az élosszefliggéség novelési problémak hatterében is g-polimat-
roidok allnak.

12.2.1. Iranyitott névelés

A 8.2 szakaszban megmutattuk, hogy egy digraf élosszefliggéség novelési problé-
maja miként fogalmazhato meg absztrakt alakban egy keresztezd szupermoduléris
fliggvény fedési feladataként. Most is ezzel az altalanosabb alakkal foglalkozunk.

Adott D = (V, A) iranyitott grafra nevezziink egy my; : V — Z vektort néve-
lési kifok-vektornak, ha létezik egy olyan H = (V, F') digraf, amelyre G + H =
(V,A+ F) k-élosszefiiggd és 0 (v) = myi(v) minden v € V-re. A novelési befok-
vektort analog definialjuk.

A 8.2.4. tételben megadtuk, hogy egy pozitivan keresztez6 p fliggvény mikor
fedhet6 egy v éld digraffal. A 8.2.3. tétel pedig jellemezte azon vektorokat, melyek
egy p-t fedd digraf befok-vektorai.

Adott v > 0 egész szamra definidljuk a p? fiiggvényt a kévetkezképpen.

(12.4) p?’(V):=~ és p'(X):=p(X), ha X CV.

Ha p fedhets ~ éllel, akkor minden X,Y C V diszjunkt halmazra v > p(V —
X)+p(V =Y és ezért ilyenkor p” pozitivan metsz8 szupermodularis. A 10.2.5. tétel
szerint ilyen fiiggvény is bazis poliédert definial, igy kapjuk a kovetkezst.
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12.2.1. tétel. Legyen v olyan egész, amelyre p-nek létezik ~ éld fedése. Ekkor p”
pozitivan metszd szupermoduléris, a B'(p") bazis-poliéder nemiires és egész pontjai
pontosan a p-t fed6 ~y éli digrafok befok-vektorai.

Jelolje most v a p-t fed6 digrafok minimalis élszamat. Ekkor az 12.2.1. tétel
szerint pY pozitivan metsz8 szupermodularis, és igy C(p?) kontra-polimatroidot
alkot.

12.2.2. tétel. A p-t fedS befok-vektorok pontosan a C(p”) kontra-polimatroid
egész elemei.

Tekinthetjiik a novelési és altalanosabban a p-fedési feladatnak a minimalis
koltségl valtozatat, amikor adott két nemnegativ koltségfiiggvény a ponthalma-
ZOLL, Ckj €S Che, €5 egy 4] uv él koltségét a cyi(v) + cpe(u) Osszeggel definialjuk. A cél
minimalis koltségii élhalmaz hozzadasaval D-t k-élosszefiiggévé tenni. (Amennyi-
ben az éleken egy tetszGleges koltség vektor van megadva, a ndvelési probléma
NP-teljes). Ehhez csak az kell, hogy a C(p) (és az analég moédon definialt C(p)
kontra-polimatroidnak egy-egy minimélis koltségi my,e ill. my; elemét megkeres-
stik, melyekre my;(V) = mpe(V), majd alkalmazzuk a 8.2.2. tételt. A keresés a
moho algoritmus kontra-polimatroidra vonatkozo valtozataval torténhet, amikor a
definial6 p fiiggvény pozitivan metsz6 szupermoduléris.

Mivel g-polimatroidokra érvényes a lanctulajdonsag, a 12.2.2. tétel implikalja
a novelések lanctulajdonsagéat kimondo 8.2.6. tételt. S6t, az erds lanctulajdonsig
10.1.20 kdvetkezménye az alabbit is kiadja.

12.2.3. kévetkezmény. Adott D = (V, A) irdnyitott graf, gne : V —Zy gii: V —
Z . felsd korlatok és v egész. Tegyiik fel, hogy D k-élGsszetiiggdvé tehetd legteljebb
v €él hozzaadasaval, tovabba, hogy D k-élGsszefiiggévé tehets egy olyan digraf
hozzaadasaval, melynek be- és kifokait gye, illetve gy feliilrél korlatozza. Ekkor D
k-élosszefiiggéve tehetd egy olyan legfeljebb ~ éli digraf hozzaadasaval, amelynek
be-, illetve kifokai teljesitik a felsé korlatokat.

12.3. Iranyitatlan névelés

A fenti megfontolas atvihetd az iranyitatlan élosszefiiggGség novelési problémaéara
is, rdadasul a globélis k-élosszefliggdség névelésénél altalanosabb alakban. Minden
{u,v} pontparra adott egy r(u,v) # 1 eldiras, és tgy kell minimalis szama élt a
megadott G = (V, E) sszefliggd iranyitatlan grathoz hozzdadni, hogy a megnovelt
grafban minden (u,v) pontparra u és v kozott az élidegen utak maximalis A(u,v)
szama legalabb r(u,v) legyen. Vezessiikk be az R(X) := max {r(u,v) : {u, v} N
X | = 1} fliggvényt. R nyilvan szimmetrikus és nem nehéz igazolni, hogy ferdén
szupermoduléris. Azt mondjuk, hogy egy Gt graf fedi R-t, ha de+ > R.

A kovetkezs tételt W. Mader [53] eredetileg egy ekvivalens alakban fogal-

mazta meg, pontparok lokalis élosszefliggdségét megbrzd leemelésekre vonatkozoan
(5.3.2. tétel).
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12.3.1. tétel. Adott G = (V, E) irdnyitatlan graf és egy m : V — Z egész vektor,
amelyre m(V') péros, és nincs G-nek olyan K komponense, amelyre m(K) = 1.
Akkor és csak akkor létezik olyan H = (V, F) graf, amelyre

(12.5) dy(v) = m(v)

minden v € V-re fennall és

(12.6) Az, y;GT) = r(z,y)

teljesiil minden z, y pontpdrra, ahol Gt = G+ H = (V,EUF), ha
(12.7) n(X) > R(X) — do(X)

érvényes minden X C V részhalmazra, ahol R,(X) := max {r(x,y) creX,y€e
V- X).

Egy ilyen m vektort nevezziink a névelés fokszam vektoranak. Definidljuk
p-t fiiggvényt a p(X) := (R(X) — ch;(X))Jr (X C V) képlettel. Ekkor p(V) =0, p
szimmetrikus és ferdén szupermoduléris. Adott v > 0 egészre legyen

(12.8) p? (V) :=2y és p?’(X):=p(X),ha X C V.

Ekkor p?7 szimmetrikus és ferdén szupermoduléris és igy jorészt szupermodularis.
A 10.2.5. tétel szupermodularis valtozata folytan B’(p®Y) bazis poliéder, amelynek
egész elemei a +y éli novelés fokszam vektorai. A 10.2.7. tétel szerint B’(p) akkor és
csak akkor nem {ires, ha minden {X1,..., X;} részparticiora ), p(X;) < p(V). Eb-
bél kovetkezik az 1. rész 5.3.4. tétele iranyitatlan grafok lokalis élosszefiiggdségének
novelésérsl [28:

12.3.2. tétel (Frank, 1992). Adott G = (V, E) 0sszefiiggd iranyitatlan grafhoz
akkor és csak akkor létezik olyan v élid H = (V, F') graf, amelyre A(u,v;G + H) >
r(u,v) minden {u,v} pontpdrra, ha minden {X,...,X;} részparticiéra
> [R(Xi) — da(X;)] < 2v. Az ilyen « éld H gréfok fokszém vektorai pontosan
a B'(p*) bazis-poliéder egész elemei.

Ismét a 10.1.20 kovetkezménybdl kapjuk:
12.3.3. kovetkezmény. Adott G = (V, F) dsszeliiggd iranyitatlan graf ésg: V —
Z, felss korlat. Ha létezik olyan H = (V, F') graf, amelyre dg(v) < g(v) minden
v € V csticsra és

(12.9) AMu,v; G+ H) > r(u,v) minden {u,v} pontpdrra,

és létezik legfeljebb ~ éld (12.9)-t kielégitd graf, akkor olyan graf is létezik, amely
egyszerre kielégiti a kivanalmakat.
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Az irdnyitott esethez hasonldan, ennek alapjan adott ¢: V' — R4 koltségfiigg-
vényre a moho algoritmus segitségével meg tudunk hatarozni egy minimalis koltségt
novelést, ahol egy 4j uv él koltsége c(u) + c¢(v). Kiindulunk abbél az m vektorbol,
amelynek minden komponense az r(u,v) igények értékének k maximuma, majd a
c(v) szerinti csokkend sorrendben végighaladva a csticsokon, egymés utan probal-
juk csokkenteni az m(v) pozitiv komponenseit amennyivel csak lehet csupén arra
iigyelve, a C(p) kontra-polimatroidban maradjunk.

12.4. Az iranyitott pontosszefiigglség névelése

Megmutatjuk, hogy hasonlo &llitds érvényes a pontosszefliggfség esetén is. Az
iranyitott grafok pontdsszefiiggbségének optimélis névelésére vonatkozo 5.4.5. min-
max tétel a 8.4.1. tétel specialis esete. Ebb6l levezethets, hogy egy adott vektor
mikor egy p-t fedd digraf befok-vektora. A Z C V' halmazokra jeldlje p*(Z) az
olyan fliggetlen parhalmazok maximalis p-Osszegét, melyek belsé halmazai mind
Z-ben vannak. A kovetkezs eredmények, explicit vagy implicit, Frank és Jordéan
[32] dolgozataban szerepelnek.

12.4.1. tétel. Adott m: V — Z vektorhoz akkor és csak akkor létezik p-t fedd
m befok-vektora digraf, ha
(12.10) m(Z) > p*(Z) minden Z C V-re.

12.4.2. tétel. A p* halmazfiiggvény teljesen szupermodularis.

12.4.3. tétel. Legyen p pozitivan keresztezd szupermoduldris parhalmaz fiiggvény.
Ekkor a p-t fedd digrafok befok-vektorai egy kontra-polimatroid, nevezetesen C(p*)
egész pontjai.

Ezek alapjan a fokszam-korlatos irdnyitott pontosszefiiggés novelési probléma
minimélis koltségii valtozata is kezelhet6 pontindukalt koltségfiiggvények esetén.

Végiil a linking tulajdonsagnak egy olyan megjelenését mutatjuk be, amely
igy tinik, nem magyarazhat6é azon az alapon hogy a héattérben egy g-polimatroid
munkal.

12.4.4. tétel. Legyen p egy pozitivan keresztezd szupermoduléris parhalmaz fiigg-
vény az S alaphalmazon, legyen tovabba my,. és my; egy befok, illetve egy kifok
eléiras, melyekre mypo(V') = my;(V). Amennyiben létezik egy myp. befok vektori
digraf, amely fedi p-t és létezik egy my; kifok vektori digraf, amely fedi p-t, tgy
létezik olyan p-t fedd digraf is, amelynek a befok vektora my. és a kifok vektora
RS

12.5. Konkluziok

A dolgozat egyik célja az volt, hogy viszonylag tomor, magyar nyelvi attekintést
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adjon a kombinatorikus optimalizélas egy szeletérsl. Az elsd rész konkrét grafop-
timalizalési feladatokat mutatott be kezdve olyan klasszikusnak szamito kérdésko-
rokon, mint a paros graf koltséges parositasanak kiszamitasa, illetve kiilonféle ut,
folyam és aram problémak, majd olyan modernebb témakkal folytatva, mint az
egyiranyu vagasok lefogasa, fa és fenyd pakolasok, grafiranyitasi és novelési problé-
mak.

A masodik rész olyan absztraktabb eszkézoket mutatott be, melyek megvilagit-
jak, hogy az els rész eredményeinek valojaban mi is all a hatterében. A poliéderes
kombinatorika és a szubmodularis technika segitségével megérthettiik, hogy latszo-
lag tavolfekvd tételek kozos t6rdl fakadnak. Ennek egyik legszélsGségesebb példaja
volt, hogy Gy6ri Ervin nehéz tétele fligg6legesen konvex poliominék minimaélis fe-
désérdl és az iranyitott Osszefliggbség minimélis novelésére vonatkozo tétel egymas
rokonai.

A dolgozatban nem esett sz6 a kombinatorikus optimalizalas egy mésik, nem
kevésbé jelentss agarol, amelyben a paritas jatszik valamiféle szerepet. A paro-
sitasok, T-kotések, diszjunkt ut feladatok fentiekhez hasonlo jellegli Gsszefoglald
attekintése a jov6 szép célkitiizése lehet.
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