1. Fejezet

TELJESEN UNIMODULARIS
MATRIXOK

1.1 EGESZ POLIEDEREK, TELJESEN DUALIS
EGESZERTEKUSEG

1.1.1 Oldalak

Foglaljuk 6ssze a poliéder oldalainak néhdny tulajdonsdgdt. Egy R = {z : Qz < b} (nemiires) poliéder F
oldaldn az R-nek egy

F:={z € R:cx =0} (1.1)
alaki nemiires részhalmazat értettiik, ahol 0 := max{cz : © € R} valamely cz célfiiggvényre, melyre a maxi-
mum létezik. Vagyis a poliéder oldala az optimum helyek halmaza valamely cx linearis célfiiggvényre nézve,
masként szélva a poliédernek az a része, amely egy hipersikkal érintkezik, amikor azt kiviilrél a poliéderhez
toljuk.

TETEL 1.1.1 Az R = {z : Qz < b} poliéder egy nemiires F részhalmaza akkor és csak akkor oldala R-nek,
ha létezik a Q bizonyos soraibdl dllé olyan Q' részmdtriz, amelyre F = {x € R : Q'z = b'}, ahol V' a Q'
sorainak megfeleld részvektora b-nek.

Biz. Tegyiik fel, hogy F' oldal, melyet (1.1) definidl. Tekintsiikk a min{yd : y@Q = ¢,y > 0} dudlis linedris
programnak egy y’ optimalis megoldésit. Legyen Q" a @ azon ;q soraibdl 4116 részmatrix, amelyekre a megfeleld
y' (i) komponens pozitiv. Tetszbleges z € R-re cx = (y'Q)z = v (Qz) < y'b. A dualitds tételbdl kovetkezik,
hogy egy ' € R vektor akkor és csak akkor primal optimum (azaz eleme F-nek), ha az y’ minden pozitiv
komponensére a neki megfeleld primél feltétel egyenléséggel teljesiil (azaz y' (i) > 0-bdl gz = b(7) kovetkezik.)
[gy tehat F = {z € R: Q'z = V'}.

Forditva, legyen Q" a @ bizonyos sorai &ltal alkotott matrix, és b’ a b megfelel§ része, amelyekre {x €
R : Q'z = b'} nemiires. Legyen ¢’ a csupa egyes vektor, amelynek annyi komponense van, mint ahdny sora
Q' -nek. Jelslje ¢ a Q' sorainak dsszegét (azaz ¢ = €'Q’), mig § a b’ komponenseinek sszegét (§ := e'b’). Most
cx = (€Q)x = €' (Q'z) < €'t/ = §. Ebbél adédéan valamely x € R vektorra Q'x = b’ akkor és csak akkor
teljesiil, ha cx = 0, amibdl a tétel kdvetkezik. o

Az R poliéder maga is oldal (pl. ¢ = 0 célfliggvényre az R minden pontja maximalizilja cx-t, vagy
mdsként, amikor semmilyen egyenlétlenséget nem kotiink meg egyenldségként.) A poliédernek egy énmagétol
kiilonb6z6 oldaldt valédi oldalnak nevezziik. Egy tartalmazésra nézve maximalis valédi oldalt lapnak hivunk.
Fontos szerepet jatszanak a (tartalmazdsra nézve) minimadlis oldalak, vagyis az olyan oldalak, melyek valédi
részhalmazként mdr nem tartalmaznak més oldalt. Az R poliéder egy R = {z : Px = by, Qz < b1} lefrdsdban
szerepld gr < [ egyenlStlenségrél azt mondtuk, hogy lényeges, ha kihagydsa megviéltoztatja (béviti) a
poliédert. Az egyenlétlenség valédi, ha egyenléséggel torténd cseréje megvaltoztatja (sziikiti) a poliédert.

TETEL 1.1.2 Egy R nemdires poliédernek akkor és csak akkor nincs valddi oldala, ha R affin altér.

Biz. Ha R = {z : Qz = b} affin altér, ugy az 1.1.1 tétel szerint nincs valédi oldala.

Megforditva, tegyiik fel, hogy az R poliédernek nincs valédi oldala. Tekintsiik a poliédernek egy olyan
R = {z : Pz = by, Qx < b1} megaddsat, amelyben minden egyenlStlenség valédi és lényeges. (Ilyen per-
sze van, hiszen R egy tetszoleges lefrasdbdl kiindulva egymas utan kihagyhatjuk az aktudlisan lényegtelen



egyenltlenségeket, majd az implicit egyenléségeket explicitté alakithatjuk). Azt 14tjuk be, hogy Q iires, és
igy R valéban affin altér. Tegytik fel indirekt, hogy létezik egy qx < (8 valddi és 1ényeges egyenlStlenség. Jeldlje
Q' a q sor kihagyasaval Q-bdl keletkez6 részmétrixot és b} a megfeleld jobboldalt. Ekkor egyrészt van olyan
x' pontja, amelyre Pz’ = by, Q'z’ < bi} és gz’ > 3, mésrészt R-nek van olyan z” pontja, melyre qz” < (.
[gy az 2'a" szakasznak van olyan z pontja, amelyre gz = 8 és z € R, vagyis {z : Pz = by, Q'z < b}, qz = 3}
valédi nemiires oldala R-nek, ellentmondasban a feltevéssel, hogy ilyen oldal nem létezik. e

Kovetkezmény 1.1.3 Egy poliéder minimdalis oldala affin altér.

Biz. Az 1.1.1 tétel miatt az R poliéder egy oldaldnak oldala R-nek is oldala, igy a minimaélis oldal olyan
poliéder, amelynek mér nincs valédi oldala. Alkalmazzuk az 1.1.2 tételt. o

1.1.2 Egész megoldasok

Egy poliédert akkor neveziink egésznek, ha minden oldala tartalmaz egész pontot. Ez avval ekvivalens, hogy
minden minimadlis oldala tartalmaz egész pontot, ami abban a specidlis esetben, amikor a poliéder csicsos
(vagy ekvivalensen egyenes-mentes) azzal egyenértékii, hogy minden csics egész. El8szor azt vizsgdljuk meg,
hogy egy affin altér mikor tartalmaz egész pontot. Az aldbbi eredmény érdekes analégidt mutat a Farkas
lemma&val, amely arra adott jellemzést, hogy egy affin altérnek mikor nincs nemnegativ eleme.

TETEL 1.1.4 Legyen A egész matriz és b egész vektor. Az Ax = b rendszernek akkor és csak akkor van egész
megolddsa, ha minden y vektorra, amelyre yA egész, yb is egész. Ha van olyan y, amelyre yA egész, de yb
nem, akkor van ilyen nemnegativ y is.

Biz. Ha létezik egész x megoldés, és valamely y-ra yA egész vektor, akkor (yA)z = y(Azx) = yb, azaz yb is
egész.

Az ellenkezd irdnyu kovetkeztetés bizonyitdsdhoz feltehetjiik, hogy az Ax = b-nek létezik egyaltaldan
megoldasa, mert ha nem létezne, akkor van olyan y, hogy yA = 0 és yb # 0. De akkor y ugy is vélaszthatd,
hogy yb nem egész.

Az is feltehetd, hogy az A sorai linedrisan fiiggetlenek, mert ha valamelyik sor linedrisan fiigg a tobbiektdl,
akkor ezt kihagyhatjuk (b megfel§ komponensével egyiitt), és az Uj rendszernek, ha van megolddsa, akkor az
az eredetinek is megoldésa, ha pedig nincs, akkor indukciéval van olyan 3’, amelyre y' A’ egész, de y'b’ nem.
Ha most a kihagyott komponenst 0-nak vessziik, akkor egy olyan y-t kapunk 3’-b8l, amelyre yA egész, de yb
nem az.

Konnyen ellendrizheté, hogy az eredetivel ekvivalens feladatot kapunk (mind az x, mind az y létezése
szempontjdbol), ha az A egy oszlopédt egy mésik oszlopdhoz adjuk vagy abbdl levonjuk. Ezen miivelet ismételt
alkalmazdsdval (és esetleges oszlop cserékkel) az A métrix [B,0] alakra hozhatd, ahol B egész hdromszog
matrix (azaz a f64tlé elemei felett minden elem 0) és a f64tléban nem nulla elemek &llnak.

Mivel B~1(B,0) = (I,0) egész métrix, a feltevésbdl kovetkezik, hogy B~ 'b is egész vektor. Igy az z* :=

B~ . . .
0 egész vektorra (B,0)z* = b, azaz Az™ = b.

A tétel utolsé részéhez tegyiik fel, hogy valamely y'-re y' A egész, de y’b nem. Legyen 3" olyan egész vektor,
amelyre y* := 3y + " nemnegativ. Mivel y” A és y”'b is egész, igy y* A egész, y*b nem az. e

Alapvet§ fontossagi az egész poliédereknek a kovetkezd jellemzése.

TETEL 1.1.5 Az R := {z : Qz < b} nemiires poliéder (Q,b egész) akkor és csak akkor egész, ha minden
olyan c egész vektorra, amelyre {cx : © € R} felilrél korldtos, a max{cx : x € R} szdm egész.

Biz. A feltétel sziikségessége nyilvanvald, igy csak az elegenddség bizonyitasdaval foglalkozunk. Tekintsiik az
R-nek cz-t maximalizdlé oldaldt és legyen R’ ennek egy minimélis oldala. Az 1.1.3 kévetkezmény miatt R’
affin altér, azaz megadhaté {z : Q'z = b’} alakban, ahol Q' az @ bizonyos soraibél 4llé részmatrix.

A tételhez azt kell bebizonyitani, hogy R’ tartalmaz egész pontot. Ha indirekt nem tartalmaz, akkor az 1.1.4
tétel alapjan létezik olyan y’ > 0 vektor, amelyre ¢’ := y'Q’ egész, de y'b’ nem. Ekkor tetszéleges * € R'-re
dx =9y (Q'x) = y'V, és tetszbleges z € R-re 'z = ¢y (Q'z) < y'b’, amibél kovetkezik, hogy a max{c'z : z € R}
az R’ elemein felvétetik és igy a maximum értéke y'd’. De ez ellentmond a tétel feltevésének, hiszen y’'b’ nem
egész. o

1.1.3 Teljesen dualisan egészértékii rendszerek

Gyakran az 1.1.5 tételt olyan mdédon fogjuk haszndlni, hogy valamely max{cz : Qz < b} linedris pro-
gram dudlisdrél minden egész c-re kimutatjuk, hogy van egész optimalis megolddsa, feltéve persze, hogy
van egyaltaldn optimdlis megolddsa. Ekkor a Qz < b rendszert teljesen dudlisan egészértékiinek (total



dual integral: TDI) hivjdk. (Ez tehdt az egyenl&tlenség-rendszer tulajdonsdga és nem a rendszer &ltal definiélt
poliéderé. Hogy mennyire nem, azt jelzi Giles és Pulleyblank tétele: minden egész poliéder leirhaté TDI rend-
szerrel.) Ilyenkor tehdt az 1.1.5 tétel miatt a primdl poliéder egész és igy a primél problémdban minden ¢
célfiiggvényre (nem csak egészre) az optimum, ha véges, Ugy egész vektoron is felvétetik.

Igen hasznos az aldbbi eredmény, amely azt mondja ki, hogy ha egy TDI rendszer egyik egyenlGtlenségét
egyenloséggel helyettesitjiik, akkor tovabbra is TDI rendszert kapunk. Ebbdl persze kovetkezik, hogy akarhany
egyenlOtlenséget is egyenlGségre cserélhetlink a TDI-ség elrontasa nélkiil.

TETEL 1.1.6 (W. Cook) Amennyiben a {Qx < b,qr < [} rendszer TDI (ahol Q,q,b,[ egész), Ugy a
{Qz < b,qx = B} rendszer is TDIL

Biz. Legyen P := {z : Qz < b,qx < 8} illetve D = {(y,7) : yQ + 7q = ¢,y > 0} az eredeti primél és
dudlis poliéder. Legyen c olyan egész vektor, amelyre a P’ = {z : Qz < b,qr = 3} primdl poliéder és a
D' ={(y,7): yQ + mq = ¢,y > 0} dudlis poliéder egyike sem tires. Azt kell igazolnunk, hogy az

m' == min{yb+ 78 : (y,n) € D'} (1.2)

dudlis linedris programnak van egész (y,7) optimuma.

Ezt el8szér olyan c-kre igazoljuk, amelyekre (1.2)-nek van egy (y’,7') nemnegativ optimélis megoldésa.
Ekkor (y',7') € D C D’ miatt m’ > min{yb+ 73 : (y,7) € D} > m’. Vagyis D egy optimadlis eleme optimélis
D'-ben is, ugyanakkor a tétel feltevése szerint D-nek van egészértékii (y,3) optimuma.

Az 4ltaldnos eset kinnyen visszavezethetd a fentire. Legyen (y',7') a D’ egy optimaélis megoldésa. Legyen I
olyan egész szdm, amelyre A’ := I+7’ > 0. Legyen ¢; := c+lq és tekintsiik a D; := {(y,\) : yQ+Ag = c1,y > 0}
duélis poliédert. A X = 7 + [ megfeleltetés egy-egy értelmii kapcsolatot definidl a D’ és a D] poliéder elemei
kozott (éspedig a D; nem mas, mint a D’ [-lel tortént eltoltja a 3 tengely mentén) és igy yb+\3 = yb+ (7 +1)5.
Emiatt (y’,\’) optimélis eleme Dj-nek, amely nemnegativ, és igy az els6 rész szerint létezik (y*, \*) egész
optimuma is Dj-nek. De ekkor 7* := \* — l-re (y*,7") egész optimuma D’-nek. o e

2007. m&jus 6.file: legesz



1.2 TU-MATRIXOK: PELDAK, ALAPTULAJDONSAGOK

Az aldbbiakban egy maétrixot vagy egy vektort akkor neveziink egésznek vagy egészértékiinek, ha minden
elemiik (komponensiik) egész szdm. Gyakran eléfordul, hogy egy linedris egyenlétlenség-rendszernek egész
megolddsira vagy egy linedris programnak egész optimadlis megolddsdra van sziikségiink. Bebizonyitottak,
hogy mindkét feladat NP-teljes, igy dltalanossdgban olyan tipusu kerek véalaszt nem varhatunk, mint amilyent
a Farkas lemma vagy a dualitds tétel nyujtott a valds (vagy raciondlis) esetre. Specidlis feltételi matrixok
esetén azonban szavatolhatd egészértékii megoldds vagy optimum létezése. Ennek messzemend kévetkezményei
lesznek grafokon megfogalmazott optimalizalasi feladatok megértésében.

Valamely @ métrixot akkor neveziink teljesen unimoduldrisnak (TU: totally unimodular), ha minden
aldetermindnsa (0, £1) értékdi. Specidlisan, ilyen mdatrix minden eleme 0,41 vagy —1. Vildgos, hogy TU-
métrix transzponaltja is az. Sorokat vagy oszlopokat —1-gyel szorozva vagy elhagyva ismét TU-matrixot
kapunk. Tovabba, egységvektorokat sorként vagy oszlopként egy TU-matrixhoz illesztve TU-maétrixot kapunk.
I,gy7 ha a Q TU-madtrixot kiegészitjiik egy I egység-mdtrixszal, akkor a keletkez6 (@, I) métrix is TU-métrix.
Ha @ TU-métrix, gy (@, —Q) is az. (De ha mondjuk egy csupa 1 oszloppal egészitjiik ki Q-t, akkor nem
feltétleniil kapunk TU-madtrixot: legyen Q az {1,2,3,4} pontokon az {12,13,14} élekbél all6 graf 4 x 3-as
incidencia métrixa.)

Ha egy TU-maétrix valamely oszlopdban van egy +1-es és egy —1-es elem, gy az egyik sorat a masikéhoz
adva a keletkez8 matrix ugyan {0,+1}-es lesz, de nem biztosan teljesen unimoduldris. Ha viszont ilyen
atalakitasokkal egy oszlopot egységvektorrd alakitunk, gy mar sziikségképpen TU-maétrixot kapunk, amint
ezt a kovetkezo tétel allitja.

TETEL 1.2.1 Legyen a Q m x n-es TU-mdtriz és g1 a Q egy oszlopa, melyre q1(1) # 0 Legyen e; € R™ az
i-edik egységuektor (i = 1,...,m). Jeldlje Q1 azt a mdtrizot, amelyet akkor kapunk, ha Q-t a q1,e2,...,em
bdzisban irjuk fel. Ekkor Q1 teljesen unimoduldris.

Biz. Feltehetd, hogy g1 a Q els6 oszlopa. Sorok esetleges negdldsdval felteheté, hogy g1(1) = 1 és 7 > 2-re
q1(7) 0 vagy —1. Q1 tehdat ugy &ll el Q-bdl, hogy a @ elsé sordt hozzdadjuk minden olyan sordhoz, amelynek
els6 eleme —1.

Ha a tétel nem igaz, akkor Qi-nek van egy olyan B négyzetes részmétrixa, amelyre |det B| > 2. Az
olyan aldetermindnsok értéke a béziscserével nem valtozik, melyek az elsé sorbdl tartalmaznak elemet, igy
B nem ilyen. Mivel Q1 els6 oszlopa az elsé elemétél eltekintve nulla, a B az els6 oszlopbdl sem tartalmaz
elemet. Feltehetjiik, hogy az elsé sortdl és az els6 oszloptdl eltekintve B tartalmazza a Q1 Osszes sorat és
oszlopdt, mert ha valamelyiket nem tartalmaznd, azt egyszerlien kihagyhatjuk Q-bdl és Q1-bél. Most viszont
det B =det Q1 = det Q € {0, £1}, ellentmondds.

Kovetkezmény 1.2.2 Ha Q egy m rangi m X n-es TU-mdtriz, és B a QQ egy m X m-es nemszinguldris
részmdtriza, akkor B™'Q teljesen unimoduldris. Specidlisan, egy (négyzetes) nemszinguldris TU-mdtriz in-
verze is teljesen unimoduldris. e

Példaképp, legyen @ egy D = (V, A) irdnyitott graf incidencia métrixa, azaz @ sorai a V-nek, oszlopai
E-nek felelnek meg, és az ¢u,e elem akkor +1 illetve —1, ha az e él belép illetve kilép v-b6l (egyébként 0). Egy
G = (V,E) graf (pont-él) incidencia matrixdban a soroknak a csucsok, mig az oszlopoknak az élek felelnek
meg. A métrix egy v csiicshoz és e élhez tartozé eleme akkor 1, ha e egyik végpontja v, kiilonben 0. Tehét az
incidencia matrix minden oszlopaban két darab 1-es elem van.

TETEL 1.2.3 (a) Digrdf incidencia mdtriza teljesen unimoduldris. (b) Pdros grdf incidencia mdtriza teljesen
unimoduldris.

Biz. (a) Vegyiink egy Q' négyzetes részmétrixot, amelyr6l be akarjuk latni, hogy determindnsa 0, +1. Amen-
nyiben ennek van olyan oszlopa, amelyben legfeljebb csak egy nem-nulla elem van, akkor ezen oszlop szerint
kifejtve a determinanst, indukciéval kész vagyunk. fgy feltehetjiik, hogy minden oszlopban pontosan két nem-
nulla van (merthogy t6bb nem lehet). Ezek kozil az egyik +1, a mdsik —1, vagyis a sorokat Gsszeadva 0-t
kapunk, azaz @ sorai linedrisan fiiggek, igy a determindns 0.

(b) Szorozzuk meg —1-gyel a matrix azon sorait, amelyek a pédros graf egyik osztélydban 1évé pontoknak
felelnek meg. Ekkor egy irdnyitott graf incidencia matrixat kapjuk, amirdl az el6bb lattuk, hogy TU. e

Feladat 1.2.1 Igazoljuk, hogy ha egy pdros grdf incidencia mdtrixzdt kibvitjik eqy csupa egyesekbdl dllé sorral,
akkor TU-mdtrizot kapunk, mig ha az oszlopaihoz veszink egy csupa egyes oszlopot, akkor az igy keletkezd
mdtrix nem feltételendl TU.

Feladat 1.2.2 Igazoljuk, hogy egy D digrdf incidencia mdtrizdnak oszlopai akkor és csak akkor linedrisan
fliggetlenek, ha D irdnyitott erdd.



Hipergrafon egy (V, F) part értiink, ahol V' adott alaphalmaz, F pedig V részhalmazainak egy rendszere,
amelyben ugyanaz a részhalmaz tobb példanyban is szerepelhet. Az F tagjai a hipergraf hiperélei. Egy H
hipergrafot akkor nevezziink teljesen unimoduldrisnak, ha H incidencia métrixa teljesen unimodularis. Ez
egy olyan 0 — 1 értékil matrix, amelyben a soroknak a V elemei felelnek meg, az oszlopoknak az F elemei, és a
matrix egy eleme pontosan akkor egy, ha az oszlopdnak megfelel¢ hiperél tartalmazza a méatrix-elem soranak
megfelel V-beli elemet. A grafok specidlis hipergrafok, ahol minden hiperél kételemii. Ezek koziil mér 1attuk,
hogy a péros grafok teljesen unimoduldrisak. Maés grafok viszont sohasem azok, hiszen egy paratlan kor
incidencia matrixdanak determindnsa +2.

Mint lattuk, minden D digraf +1-es incidencia matrixa TU. Ezt altalanositja a halézati matrix. Legyen
D olyan irdnyitott graf, amely irdnyitatlan értelemben Osszefiiggd és legyen F' egy feszité fa. A Hp métrix
sorai az F' éleinek felelnek meg, mig az oszlopai az F-en kiviili éleknek. Minden uv nem-fa élre a fiban
egy egyértelmii (nem feltétleniil irdnyitott) Ut vezet v-bél u-ba. Ennek egy f elemére a matrix ay. elemét
definidljuk 1-nek, ha f irdnya megegyezik az téval és —1-nek, ha azzal ellentétes. A métrix minden més
eleme 0.

Lemma 1.2.4 Hdldzati mdtriz részmdtriza is az. Hdldzati mdtriz sordt vagy oszlopdt —1-gyel szorozva
hdldzati matrizot kapunk.

Biz. Egy oszlop eltorlése annak felel meg, hogy a megfelel6 nem-fa élt a digrafbdl kihagyjuk. Egy sor torlése
annak felel meg, hogy a megfelel6 fa-élt a digrafban Gsszehizzuk. Egy sor vagy oszlop —1-gyel valé szorzasa
annak felel meg, hogy a megfelel$ élt (akdr fa-él, akar nem-fa él) atirdnyitjuk. e

TETEL 1.2.5 A HpF hdlozati mdtriz teljesen unimoduldris.

Biz. A lemma alapjin elég beldtni, hogy egy négyzetes halézati matrix determinédnsa 0, 1 vagy —1. Tekintsiik
a fanak egy v végpontjat. Ha az F' fa v-vel szomszédos éléhez tartozé sorban 1évé nem-nulla elemek o szama
legfeljebb 1, akkor a determindns kifejtési szabaly alapjan indukciéval készen vagyunk. Tegyiik fel, hogy o > 1,
vagyis v szomszédos legaldbb két nem-fa éllel. Atirényl’tés miatt feltehetd, hogy ezek koziil pontosan egy van
v felé iranyitva. Legyen ez sv és legyen vt egy masik nem-fa él. Ha az sv-nek megfelel6 oszlopot, hozzdadjuk a
vt-nek megfelel6 oszlophoz, akkor egyrészt persze a determindns értéke nem valtozik, mésrészt ismét halézati
matrixot kapunk, éspedig azé a grafét, amelyben a vt él helyett az st él szerepel.

Ilyen atalakitasokkal egy olyan grafot kaphatunk, amelyben az F' feszit6 fa véltozatlan, egyetlen nem-fa él
(nevezetesen sv) szomszédos v-vel, vagyis a hozzdtartozé halézati matrix v-nek megfeleld sordban egy nem-
nulla elem van. Ilyen halézati métrixrdl pedig mar lattuk, hogy a determindnsa 0,+1, ugyanakkor a fenti
operaciék nem valtoztattak a determindns abszolit értékét. e

Kovetkezmény 1.2.6 FEgy olyan hipergrdf teljesen unimoduldris, amely egy irdnyitott fa élhalmazdn van
definidlva és a hiperélek irdnyitott utak. e

Gyakorlat 1.2.3 Legyen M a G = (V, E) grdf F feszitd fdja dltal definidlt négyzetes hdldzati mdtriz. Fogal-
mazzuk meg a grdaf nyelvén az M invertalhatésdganak a feltételét.

Feladat 1.2.4 Igazoljuk, hogy az aldbbi mdtrix teljesen unimoduldris, de sem 6, sem a transzpondltja nem
hdlézati mdtrix:
1 1 1

_ o0 O =

1
0
1
1
0

— o
OO ==
=0 O

1.3 LAMINARIS ES KERESZTEZES-MENTES
HIPERGRAFOK

1.3.1 Laminaris hipergrafok

Egy hipergrafot lamindrisnak mondunk, ha barmely két hiperéle vagy diszjunkt vagy az egyik tartalmazza
a masikat. Példdul, ha F = (V| E) egy s gyoker(l feny$ és minden e = uv éléhez tekintjiik a v-bdl a feny&ben
elérheté pontok halmazat, akkor ezen halmazok laminaris rendszert alkotnak. Valéjaban ezen allitds meg-
forditasat sem nehéz bebizonyitani, amely szerint minden laminaris halmazrendszer lényegében ilyen alakban
all elé.



TETEL 1.3.1 A V részhalmazaibdl dllé tetszdleges F lamindris rendszerhez létezik eqy H = (U, F) fenyd
valamint eqy ¢ : V. — U leképezés gy, hogy F tagjai és a fenyd élei 1-1 értelmien megfelelnek egymdsnak,
éspedig olymddon, hogy tetszbleges e € F élre ¢~ (V.) az e-nek megfeleld halmaz, ahol Ve jeldli a H fenydbdl
az e kihagydsdval keletkezd két komponens kézul azt, amelybe e belép.

Biz. Feltehetjiik, hogy F tagjai kiilonbozéek, ha ugyanis egy ilyen laminéris rendszernek mar létezik a
kivant feny6-abrazolasa és az F egy X tagjanak egy ujabb példanyéat bevessziik, akkor a keletkezd laminaris
rendszernek gy kaphatjuk meg a kivant reprezentaldsat, hogy X-nek megfeleltetett fenyd élt egy 1j ponttal
felosztjuk.

Azt is feltehetjiik, hogy V minden v eleme benne van F valamelyik tagjdban. Ezek kozil a legszlikebbet
jelolje o(v). Minden X € F halmaznak feleltessiink meg egy 4j f(X) pontot és legyen s még egy extra pont.
A keletkezd pontok U halmaza lesz a fenyd ponthalmaza (U-nak tehdt eggyel tobb eleme van, mint F-nek).

Készitsiik el az F' feny6t az U halmazon a kovetkez6képpen. Az F minden maximadlis X tagjara vezessiink
egy élt s-bol f(X)-be. Amennyiben X az F-nek nem maximadlis tagja, ugy létezik egy egyértelmii legsziikebb
Y € F halmaz, amely tartalmazza X-et. Ebben az esetben vezessiink f(Y)-bél f(X)-be élt. Igy egy H feny6t
kapunk, melynek gydkere a specidlis s pont. Végul minden v € V' pontra legyen ¢(v) := f(o(v)). Kénnyen
ellenérizhetd, hogy az igy definidlt H feny6 és ¢ leképezés kielégiti a tételbeli kivansdgokat. e

Legyen F1 és F» két lamindris hipergraf az S alaphalmazon. Jelolje A; (i = 1,2) az F; incidencia métrixdnak
transzponaltjat. Ebben az oszlopok az S elemeinek felelnek meg, mig a sorok F; elemeinek. Legyen M :=

Ay

Az )°

TETEL 1.3.2 M teljesen unimoduldris.

Biz. Vegyiik M-nek egy négyzetes részméatrixat. Az ebben 1év6 egyesek szdma szerinti indukciéval ennek de-
terminansardl kimutatjuk, hogy 0 vagy £1. Mivel A; barmely részmatrixa is egy lamindris rendszer incidencia
matrixa (miért?!), igy feltehetjiik, hogy a vizsgélt részmdtrix maga M. Ha M-ben minden elem nulla, akkor
persze a determindns is nulla. Ha M-nek van olyan sora vagy oszlopa, amelyben legfeljebb egy nem-nulla elem
van, akkor indukciéval (és kifejtési szabéllyal) készen vagyunk.

Ha F; is és F is particid, akkor mind A1, mind As sorainak Gsszege a csupa 1 vektor, tehét A sorai linedrisan
fiiggtek, igy det(M) = 0. Tegyiik fel, hogy mondjuk Fi nem particié. Ekkor van egy olyan minimdlis Z tagja,
amely része Fi egy masik tagjanak. Ha most Fi-nek valamennyi Z-tartalmazé tagjabdl kivonjuk Z-t, ami
azzal ekvivalens (a laminaritds miatt), hogy a megfelels sorokbdl kivonjuk Z sorét, akkor a determindns értéke
nem valtozik. Viszont a keletkezé matrixban kevesebb egyes szerepel, igy indukciéval készen vagyunk. e

Kimutatjuk, hogy valéjaban a két lamindris rendszerhez definialt fenti M métrix hélézati matrix.
TETEL 1.3.3 M hdldzati mdtriz (és igy teljesen unimodularis).

Biz. Legyen F; = (V;, E;) illetve ¢; az F; lamindris rendszert dbrdzold fenyé illetve leképezés (i = 1,2), melyek
létezését az 1.3.1 tételben igazoltuk és legyen s; az F; feny6 gyokere. Tegytik fel, hogy a fenydk diszjunktak.
Egyesitsiik az s1 és az sy gyokeret egyetlen s ponttd és forditsuk meg az F» feny6 éleinek irdnyitasat. Ekkor
egy F irdnyitott fat kapunk, amelyben az S alaphalmaz egy v € S eleméhez rendelt y2(v) és ¢1(v) pontok
kozott vezeté P(v) dt irdnyitott. A konstrukciébdl konnyen ldthatd, hogy a v elemet az F1 U F» hipergrafnak
pontosan azon hiperélei tartalmazzak, melyek a P 1t éleinek felelnek meg. Az 1.2.6 kovetkezmény maga utén
vonja a tételt. o

Gyakorlat 1.3.1 Igazoljuk, hogy ha F az S két particidjanak egyesitése, akkor az F incidencia mdtriza éppen
egy pdros grdf incidencia mdtrixdnak transzpondltja.

Legyen V alaphalmaznak Xp C X két részhalmaza. Az X = (Xgk,Xp) part pArhalmaznak nevezziik,
melynek Xk a kiils6 tagja, mig Xp a bels6. A parhalmazokon értelmezziik a N és U miiveleteket a természetes
médon: X,Y péarhalmazokra legyen X NY = (Xxk NYx,XpNYR), XUY = (Xrk UYk,Xp UYB). Azt
mondjuk, hogy X része Y-nak, jelolésben X C Y, ha Xx C Yk és Xp C Y. Ha X C Y vagy Y C X,
akkor X és Y Osszehasonlithaté. Két parhalmaz metszd, ha nem osszehasonlithatéak és XpNYp # 0. Két
parhalmaz keresztezd, ha metszdk és kiils6 tagjaik egyesitése nem V. Parhalmazok egy rendszere lamindris,
ha nincs kozottiik két metsz6. A parjalmazok egy F részhalmazdrdl azt mondjuk, hogy metszé (keresztezd),
ha F barmely két metszé (keresztezd) tagjaval egylitt azok metszete és unidja is F-ben van.

Tegytk fel, hogy parhalmazok egy F rendszere lamindris. Legyen D = (V, A) irdnyitott graf. Azt mondjuk,
hogy egy e irdnyitott él lefog egy X pdrhalmazt (mésszéval, hogy e belép X-be), ha mindkét tagjdba belép.
Készitsiik el az Ax 0 — 1 matrixot, melynek sorai az F tagjainak, mig oszlopai a D éleinek felelnek meg. Egy
elem akkor 1, ha az oszlopnak megfelel6 él lefogja a sornak megfelel6 parhalmazt.



TETEL 1.3.4 Egy pdrhalmazokbdl dllé lamindris F rendszerhez (specidlisan egy laminéris halmazrendszer-
hez) tartozé Ar mdtriz hdldzati mdtriz (és igy teljesen unimoduldris).

Biz. Az F-beli bels§ (mésodik) tagjai lamindris halmazrendszert alkotnak. Tekintsiik az ezt reprezentdlé F
fenyOt, a D digraf egy tetszbleges e élét és az altala lefogott parhalmazokat. Ezek belsé tagjainak megfeleld
feny6 élek irdnyitott utat alkotnak. Marpedig egy feny6 bizonyos részutjai altal alkotott hipergraf incidencia
matrixdnak transzpondltjardl lattuk mér, hogy héalézati matrix. e

1.3.2 Keresztezés-mentes hipergrafok

Egy alaphalmaz két részhalmazat keresztezés-mentesnek mondjuk, ha vagy diszjunktak, vagy az egyik
tartalmazza a mésikat, vagy az unidjuk az alaphalmaz. Egy F halmazcsalddot keresztezés-mentes (cross-
free) mondunk, ha nincs két keresztezé tagja.

Példdul, ha adott egy F irdnyitott fa (nem feltétleniil feny8), és minden e élhez tekintjiik a Ve halmaszt,
amely a fanak az e elhagyasdval keletkez6 azon komponensét jeloli, amelybe e belép, akkor az igy keletkezett
rendszer keresztezés-mentes. Ismét érvényes egyfajta megforditas.

TETEL 1.3.5 AV részhalmazaibdl dllé tetszdleges F keresztezés-mentes rendszerhez létezik egqy H = (U, F)
iranyitott fa valamint V' pontjainak egy ¢ leképezése U-ba gy, hogy F tagjai és a fa élei 1-1 értelmien
megfelelnek egymdsnak, éspedig olymddon, hogy tetszbleges e élre ¢~ (V.) az e-nek megfeleld halmaz F-ben.

Biz. Legyen z az alaphalmaz tetszdleges pontja. F minden z-t tartalmazé tagjat helyettesitsiik a komple-
menterével. A keletkez8 F' halmazrendszer laminaris. Alkalmazhatjuk az 1.3.1 tételt. A kapott feny&ben
forditsunk meg minden olyan élt, amely az eredeti F egy z-t tartalmazé tagja komplementerének felel meg.
Ekkor a kivant reprezentaciét kapjuk. e

Legyen adott a D = (V,A) irdnyitott graf ponthalmazdn egy F keresztezés-mentes halmaz-rendszer.
Készitsiik el a Br (0, £1)-értékli matrixot, melynek sorai az F tagjainak, mig oszlopai a D éleinek felel-
nek meg. Egy elem akkor 1 (illetve —1), ha az oszlopnak megfelel$ él belép (illetve kilép) a sornak megfelel
halmazba (halmazbdl). Minden egyéb elem 0.

TETEL 1.3.6 A Br mdtriz hdlézati mdiriz (és igy teljesen unimoduldris).
Biz. Az éllitds kozvetlentl adddik az 1.3.5 tételbdl. e
Gyakorlat 1.3.2 Igazoljuk, az 1.3.6 tétel megforditdsdt, miszerint minden hdlozati mdtriz elédll BF alakban.

Gyakorlat 1.3.3 Egy F keresztezés-mentes halmazrendszerhez és D = (V, A) digrdfhoz hozzdrendelhetiink
egy 0 — 1 madtrizot, amelyben a soroknak az F tagjai, az oszlopoknak D élei felelnek meg, és a mdtriz eqy az,e
eleme (Z € F, e € A) akkor 1, ha e belép Z-be, (minden mds esetben 0). Példdval mutassuk meg, hogy ez a
mdtrix nem feltétlenil teljesen unimoduldris.

Bizonyitas nélkiil kozoljiik az alabbi érdekes eredményt.

TETEL Egy D digraf altal meghatdrozott halézati matrix transzponaltja akkor és csak akkor halézati matrix,
ha D (irdnyitatlan értelemben) sikba rajzolhatd.

1.4 FARKAS LEMMA, DUALITAS, OPTIMALITASI
FELTETELEK TU-MATRIXOKRA

Az erls bazis-megoldés fogalma mar eddig is hasznos volt (mert csak véges sok volt belélik, és mert minden,
a poliéderen feliilr6l korlatos cx célfiiggvény esetén max cx erds bazis-megoldason felvétetett.) E fogalom most
tjabb fontos szerephez jut.

Lemma 1.4.1 Tetszéleges M TU-mdtrizszal megadott egyenldtlenség-rendszer esetén, ha a b jobboldali korldtozo
vektor egész, akkor minden erds bdzis-megoldds egész.

Biz. Legyen M = <P> és tekintsiik a

Q
szb(thSbl (1.3)
rendszert. Az Irdnymenti korldtossdg cimii szakaszban megfigyeltiik, hogy minden erds bézis-megoldds el6all
valamely Mz’ = b’ egyenletrendszer egyértelmii megolddsdnak nulla komponensekkel valé kiegészitéseként,

ahol M’ az M egy [(r(M) x (r(M)]-es nem-szinguldris részmdtrixa és b’ jeloli a b azon részét, amely az M’
sorainak felel meg. Méarmost, ha M TU-métrix, akkor a nem-szinguldris M’ determindnsa +1 vagy —1. A
Cramer szabaly szerint, miutén b’ egész, az egyértelmfi 2’ megoldés is az. e



Lemma 1.4.2 Legyen c tetszdleges (nem feltétlentiil egészértékil) vektor. Bdrmely M TU-mdtrizszal megadott
K metszet-kipnak, ha van olyan x' eleme, amelyre cx’ > 0, akkor K-nak van ilyen (0, £1)-értéki eleme is.

Biz. Legyen M = (g

x' pozitiv szdmszorosa is K-ban van, feltehetd, hogy =’ maga olyan, hogy minden komponense a [—1, +1] zart
intervallumba esik. Vagyis a

) és tegyiik fel, hogy a K kip a Pz = 0,Qz < 0 rendszer megoldas-halmaza. Mivel

(-1,...,-1)<z<(1,...,1), Px=0,Qz <0 (1.4)

rendszer 4ltal meghatdrozott korldtos poliédernek x’ olyan eleme, amelyre cz’ > 0. Ekkor az operdciékutatédsban
tanultak szerint van olyan z* erés bazis-megoldésa az (1.4) rendszernek, amelyre cz* > cx’. Az 1.4.1 lemma
miatt ¥ egészértékii, azaz minden komponense 0, =1. o

A Farkas lemma szerint az (1.3) és az aldbbi (1.5) rendszerek koziil pontosan az egyik oldhaté meg. Az
alabbi tétel a Farkas lemma TU-métrixokra vonatkozé élesitését szolgiltatja.

TETEL 1.4.3 Tegytik fel, hogy az M = mdtriz teljesen unimoduldris. Ha az (1.3) primdl probléma

P

Q
oldhaté meg és a korldtozd b vektor egész, akkor (1.3)-nek van egész megolddsa is. Ha az

y1>0,yM =0,yb <0 (1.5)

dudlis probléma oldhaté meg, ahol y = (yo,y1), akkor van (0,£1)-értéki y megoldds is (fliggetleniil b egész-
értékiiségétol).
Biz. A tétel elso fele kovetkezik az 1.4.1 lemmébdl, és abbdl a korabbi eredménybdl, hogy ha létezik megoldés,
akkor 1étezik erds bédzis-megoldds is. A tétel masodik fele pedig az 1.4.2 lemma kozvetlen folyoménya. e

Egy poliédert akkor neveziink egésznek, ha minden oldala tartalmaz egész pontot. Ez nyilvan azzal ekvi-
valens, hogy minden (tartalmazdsra nézve) minimédlis oldal tartalmaz egész pontot, tovdbb4 azzal (az oldal
definiciéja folytdn), hogy minden linedris célfiiggvény optimuma egész vektoron is felvétetik. Csucsos poliéder

esetén a poliéder akkor egész, ha minden csticsa egész. Az aldbbi tételek mindegyikében az M = (Q) matrix
teljesen unimoduléris és b egész vektor.

TETEL 1.44 Ha a max{cx : Pz = bo,Qz < b1} linedris programozdsi problémdnak létezik megolddsa,
akkor az optimum egész vektoron is felvétetik (figgetlenil attdl, hogy c egészértéki vagy sem). Ekvivalens
alakban: minden TU-mdtriz és egész korlatozo vektor dltal megadott poliéder egész.

Biz. Miutdn az optimum erds bazis-megoldason is felvétetik, az 1.4.1 lemma&bdl a tétel kovetkezik. o

Az aldbbi tételek ugyanigy kovetkeznek a megfeleld linedris programozési tételekbél az 1.4.1 és 1.4.2
lemm3ak segitségével.
TETEL 1.4.5 Tegyiik fel, hogy R = {x : Px = by, Qx < b1} nemiires. A kiovetkezdk ekvivalensek.
(1) {cx : x € R} felilrdl korldtos.
(2) Nem létezik olyan (0,+1)-értékti ' vektor, amelyre Px' = 0,Qz' <0, és cz’ > 0.
(3) Létezik olyan y = (yo,y1) vektor, amelyre y1 > 0 és yM = ¢, és amely egész, amennyiben c egész.
TETEL 1.4.6 Legyen x* az R := {z : Pz = by,Qz < by)} poliéder egy eleme. Jelslie Q7 a Q aktiv
részmdtrizdt. A kovetkezdk ekvivalensek.
(1) * mazimalizdlja cx-t R folott.
(2) Nem létezik olyan (0, +1)-értékii ' vektor, amelyre Pz’ =0, Q7«x’ <0, és cx’ > 0.
(3) Létezik olyan y = (yo,y1) vektor, amelyre y1 > 0, yM = ¢, y(b — Mz™) = 0, és y egész, amennyiben c
egész. ®

Gyakran (bar nem mindig) a teljesen dudlis egészértékiiség az aldbbi tulajdonsdgon mulik.

Lemma 1.4.7 Tegyiik fel, hogy a { Px = by, Qz < b1} rendszer olyan, hogy minden egész c-re, amelyre max cx
létezik, a

min{boyo + biy1 : y1 > 0,yo P + y1Q = c} (1.6)
!
dudlis linedris programnak van olyan y* optimuma, amelyre a P és Q azon soraibdl dll6 M' = (S')

részmdtriz, melyek az y* nem nulla komponenseinek felelnek meg, teljesen unimoduldris. FEkkor a {Px =
bo, Qx < b} rendszer TDI.

Biz. Az M’ teljes unimodularitdsa miatt a min{bgyy + biy1 : yi > 0,yoP" + y1Q’ = ¢} lineéris programnak
van egész optimuma, amit nulla komponensekkel kiegészitve az (1.6) egy egész optimumét kapjuk. e



1.5 KEREKITES ES EGYENLETES SZINEZES
1.5.1 Kerekités

Akkor mondjuk, hogy egy z egész szdm az x szam kerekitése, ha |x — z| < 1. (Tehdt az 1,01-nak az 1 és a
2 is kerekitése.) Ez specidlisan azt jelenti, hogy ha z egész, akkor x = z. A z vektor az = vektor kerekitése,
ha minden komponense kerekités. Egy x nem-egész szdm |x| alsé egész részén a legnagyobb z-nél kisebb
egész szamot értjik, mig [z] felsd egész részen a legkisebb z-nél nagyob szdmot. Egész z-re |z] := [z] := x.
Amennyiben z egy vektort jelol, igy |x| azt a vektort jeloli, amelyet z-b&l nyeriink a komponenseinek alsé
egész részét véve. Az x vektor [z] felsd egész részét analég médon definidljuk.

Lemma 1.5.1 Legyen A teljesen unimoduldris mdtrix és xo eqy vektor. Ekkor létezik egy olyan q egészértéki
vektor, amelyre |zo| < q¢ < [xo] €és |Axo| < Aq < [Azmo]|. Mds széval az xo-nak van olyan q kerekitése, hogy
az A minden a sordra aq kerekitése axo-nak.

Biz. A feltevés szerint az |zo] < 2z < [zo] és |Azo] < Az < [Azo] rendszernek van megolddsa, igy az 1.4.3
tétel szerint van egész megoldésa is. e

Erdemes megfogalmazni az aldbbi kovetkezményt: Ha (S, F) teljesen unimoduldris hipergraf, gy barmely
zo : S — R fiiggvénynek Iétezik olyan q kerekitése, hogy minden A € F hiperélre a Y [q(v) : v € A] szém
kerekitése Y [zo(v) : v € A]-nak.

TETEL 1.5.2 Tetszdleges m X n-es B mdtriznak van olyan kerekitése, hogy a kovetkezé mennyiségek mind
egynél kevesebbel vdltoznak: minden sordsszeg, minden oszlopdsszeg, az elsé j sor elemeinek dsszege (7 =
1,2,...,m), az elsd i oszlop elemeinek dsszege (i =1,2,...,n).

Biz. Legyen S a B matrix mezdinek halmaza. B minden sordhoz legyen a sorban 1évé mezok halmaza tagja
Fi-nek valamint minden i-re (2 <4 < m) az els6 i sor mezdinek halmaza legyen tagja Fi-nek (Gsszesen tehét
2m — 1 tagja van Fi-ben). F» analég médon van definidlva az oszlopok segitségével. Ekkor F; lamindris, igy
az 1.3.2 tétel és az 1.3.1 lemma alapjan készen vagyunk. e

TETEL 1.5.3 Egy x1,...xn sorozat elemeinek létezik olyan z1,. .., zn kerekitése, hogy minden 1 <i<j<n
indexre a zi + ...+ zj 0sszeg kerekitése az x; + ...+ x; dsszegnek.

Biz. A {vi,...,v,} alaphalmazon tekintsiik azt a hipergrafot, melynek élei a {v;,...,v;} tipusi halmazok
minden 1 <14 < j < n index parra. Amint mar ldttuk, ez a hipergraf teljesen unimoduldris, {gy az 1.5 lemma
alkalmazhaté. e

1.5.2 Egyenletes szinezések
A teljesen unimodularis métrixok egy masik érdekes alkalmazdasa hipergrafok egyenletes szinezésével foglalkozik.

TETEL 1.5.4 Legyen A TU-mdtriz, b egész vektor, k pozitiv egész. Legyen z olyan egész vektor, amelyre
Az < kb. Ekkor z elddll olyan z1, z2, . . ., zi. egész vektorok dsszegeként, melyekre Az; < b.

Biz. k szerinti indukcié alapjan elég egy olyan egész z1 egész vektort taldlni, amelyre Az; < bés A(z —z1) <
(k — 1)b. Ugyanis ilyen 21 létezése esetén 2’ := z — z1 olyan, amelyre Az’ < (k — 1)b és az indukcids feltevés
alkalmazhaté (k — 1)-re.

A fenti z; létezéséhez csak azt kell 14tni, hogy az Az — (k — 1)b < Ax < b poliédernek van egész pontja. A
poliéder mindenesetre nemiires, hiszen z/k benne van. Tovabbd a feltételek egy TU-médtrixszal adhaték meg,
igy létezik a kivant egész pont is. e

A fenti tétel kiterjesztheté arra az esetre, amikor z nemnegativitasat is megkoveteljiik, és az Az-re nemcsak
fels6 korldt van, hanem alsé is. Val6ban, ha A TU-madtrix, akkor az (A, — A, I) méatrix is teljesen unimoduléris.
Kapjuk a kovetkezot.

Kovetkezmény 1.5.5 Ha z > 0 olyan egész vektor, amelyre kbw < Az < kba, akkor z felbomlik olyan
21,22, .- ., 2k €9€sz vektorok dsszegére, melyekre z; > 0, és by < Az; < bs. e

Ezt felhasznalhatjuk TU-matrixok oszlopainak egyenletes k-szinezésére. Az A oszlopainak egy particidjat
(,,5zinezését”) Ai, Aa, ..., A részre akkor nevezziikk egyenletesnek, ha A minden a sordra érvényes, hogy
a sornak az egyes A; részekbe es6 elemeinek Gsszege minden A;-re lényegében ugyanaz, tehdt |ena/k| vagy

[ena/k].
TETEL 1.5.6 Az A TU-mdtriz oszlopainak létezik egyenletes k-szinezése.

Biz. Legyen d az A oszlopainak az Osszege. Legyen by := |d/k|,bs := [d/k]. Ekkor a z := 1 benne van a
{kby < Az < kba,z > 0} poliéderben. Az elébbi kovetkezmény szerint z felbomlik 21, 22, . . ., 2k egész vektorok
Osszegére, melyekre z; > 0, és by < Az; < ba. Vildgos, hogy a z;-k 0 — 1 vektorok. Legyen A; az oszlopoknak
azon halmaza, melyeknek megfelel6 komponense z;-nek 1. Ezek éppen a kivant egyenletes szinezést adjak. e



Egy alkalmazas

Kovetkezmény 1.5.7 Adott egy F irdnyitott fa (specidlis esetben irdnyitott ut) és F irdnyitott részutjainak
eqy P :=A{P1,..., P} rendszere, ahol minden utat F-élek egqy részhalmazdnak tekintink. P tagjai megszinez-
heték k szinnel (minden k pozitiv egészre) gy, hogy F minden e élére az e-t tartalmazd egyszind utak
szama minden szinre lényegében ugyanannyi, ahol a ,,lényegében ugyanannyi” azt jelenti, hogy bdrmely két
szinosztdlyra az eltérés legfeljebb egy lehet. o

Ha a hélézati matrix transzponaltjara alkalmazzuk az egyenletes szinezési tételt, akkor a kovetkezét kapjuk.

Kovetkezmény 1.5.8 Adott egy F' irdnyitott fa és F' irdnyitott részitjainak eqy P := { Py, ..., P,} rendszere,
ahol minden utat F-élek egy részhalmazdnak tekintink. Az F élei megszinezhetdk k szinnel (minden k pozitiv
egészre) gy, hogy P minden tagjdban a szinek lényegében egyenletes szdmban fordulnak eld.

Feladat 1.5.1 Egyszerd moho algoritmus megaddsdval kézvetlendil bizonyitsuk be az 1.5.8 kévetkezményt.

Az 1.5.6 tétel paros grafokra vonatkozd kévetkezményeit az 1.7.6 tételben targyaljuk.

1.6 TU-MATRIXOK JELLEMZESE

Amint mér lattuk, minden TU-métrixszal meghatdrozott poliéder egész, amennyiben a korldtozé vektor egész.
Mivel az egész poliéderek hasznosak kombinatorikus optimalizalasi feladatok megoldasaban, felvetédik, hogy
léteznek-e dltalanosabb matrixok ezzel a tulajdonsiggal. Az aldbbi tétel szerint a valasz egyfajta értelemben
nemleges.

TETEL 1.6.1 (Hoffman és Kruskal) A Q egész matriz akkor és csak akkor teljesen unimoduldris, ha min-
den egész b vektorra az Ry := {x : x > 0,Qz < b} poliéder egész.

Biz. Legyen b olyan, hogy Rp nem iires. Azt mér tanultuk, hogy Ry egész. A megforditdshoz indirekt tegyiik
fel, hogy létezik @Q-nak egy Q' négyzetes részmétrixa, amelyre |det Q’| > 2. Feltessziik, hogy Q' minimélis,
azaz @' minden valédi aldetermindnsa 0,41 értékii.

Allitds 1.6.2 Tetszbleges b egész vektorra a Q'z’ = b rendszer egyértelmd zy, megolddsa egész.

Biz. Eldszor csak az olyan b’ vektorokra igazoljuk az allitdst, amelyekre z,, > 0. Jelolje =™ azt a vektort,
amelyet az z, nulldkkal torténd kiegészitésével nyeriink. A b'-t alkalmasan nagy (egész) komponensekkel
kiegészitve olyan b vektort kapunk, amelyre x* kielégiti a Qx < b, x > 0 rendszert, azaz * benne van Ry-ben,
és igy az eldéllitds miatt annak csicsa. A tétel feltevése szerint x* egész, és igy s is az.

Altalanos b'-re legyen z' olyan egész vektor, amelyre x, + 2z’ > 0. Ekkor b” := b’ + Q'z' = Q'(zy + 2)
olyan, hogy a Q'z’ = b" egyértelmli x; + 2’ megolddsa nemnegativ, igy az elsd rész szerint egész, de akkor 2’
egészértékilisége miatt xy is az. e

Mivel Q' nemszinguldris, igy az els6 sora szerint kifejtve az egyik tag, mondjuk a ¢i,1-hez tartozé, nem
nulla. Legyen most b’ = (1,0,...0) egy egységvektor. Ekkor a Cramer szabaly szerint z; els6 komponense
a Q' egy aldeterminansdnak, ami 1 értékii, és det ’-nek a hanyadosa, és ezért nem egész, ellentmondédsban
az Allitéssal. o e

Megjegyzés A Hoffman-Kruskal tételt kézenfekvének lehet érezni. Ertékét talan még jobban kiemeli, hogy
a hasonléképp természetesnek tiind azon &llitas, miszerint egy ) négyzetes egész matrix akkor és csak akkor
TU, ha minden b egész vektorra a Qx = b egyértelmii megolddsa egész, nem igaz, amint azt az a 3 X 3-as
matrix példdzza, amelynek sorai (1,1,1), (—1,1,0), (1,0,0).

Bemutatjuk a TU-maéatrixoknak még egy hasznos jellemzését. Az 1.5.6 tételben lattuk maéar, hogy TU-
maétrixok oszlopai egyenletesen k-szinezhetok. Kérdés, hogy ez a tulajdonsiag mennyire a csak TU-matrixok
sajatja. Az aldbbi tétel szerint, mar az egyenletes 2-szinezhetOségbdl is kovetkezik a TU-sdg. Az oszlopok
egyenletes 2-szinezhet8ségének azt az ekvivalens definiciéjat hasznaljuk, amely egy olyan z {%1}-es vektor
létezését koveteli, amelyre Qz {0, +1}-es vektor.

TETEL 1.6.3 (Ghouila-Houri) (ejtsd: Gujla-iri) Egy Q mdtriz akkor és csak akkor teljesen unimoduldris,
ha oszlapainak bdrmely részhalmaza egyenletesen 2-szinezhetd.
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Biz. TU-maétrix egyenletes k-szinezhet0ségét mar lattuk korabban, igy csak a forditott irdnnyal foglalkozunk.
Megjegyezziik, hogy ha kihagyjuk Q@ néhdny sorat, akkor @ oszlopainak egy egyenletes 2-szinezése automatiku-
san egyenletes 2-szinezése a maradéknak. fgy @ mindenesetre {0, +1}-es matrix.

Tegyiik fel, hogy @ minima&lis méretii ellenpélda. Ekkor tehat @@ nem TU, de minden valédi részmatrixa
az. Ezért Q négyzetes métrix, amelyre K := detQ ¢ {0,+1}. fgy @ nem egyelemii és  minden valédi
aldetermindnsa {0, £1} értékii. Tekintsiik a Q matrix Q' inverzét. A Cramer szabély szerint

Q" minden nem-nulla eleme =+ 1/K alaki. (1.7)

Legyen ¢f a Q™' els6 oszlopa és jeldlje R azon j indexek halmazét, melyekre gi(j) # 0. Jeldlje ;¢ a Q
matrix i-dik sordt és e1 = (1,0,...,0) az elsd egységvektort. Mivel minden 7 > 2 indexre ;qq7 = 0, ezért (1.7)
miatt a ;g sornak paros sok olyan ¢;; nem-nulla eleme van, amelyre j € R.

A feltevés szerint a () matrix R-hez tartozé oszlopai egyenletesen 2-szinezhetdk, vagyis létezik egy olyan
z {0, £1}-es vektor, amelyre Qz {0,£1} értékd és z(j) pontosan akkor nem nulla, ha j € R. Az el6bbi
paritdsi megfigyelés miatt minden i > 2-re ;qz = 0. De ekkor 1gz # 0, mert kiillénben Qz = 0 volna,
ellentmonddsban | det Q| > 2-vel. z esetleges negdldsdval feltehetjiik, hogy 1z = 1, vagyis Qz = e1, és emiatt
z = g7, ellentmondésban az (1.7) tulajdonsdggal. e

2007. m&djus 6. file: tuaO5

11



1.7 PAROS GRAFOK ES LINEARIS PROGRAMOZAS

Mi allhat annak hatterében, hogy paros grafok parositasaival, iranyitott grafokban pedig utakkal, folyamokkal,
aramokkal kapcsolatban megannyi szép tételt lehet megfogalmazni és igazolni? Miként lehet ilyen tételeket
megsejteni? Ebben és a kovetkezd részben megmutatjuk, hogy a szébanforgd hédlézati optimalizdlasi feladatok
egy olyan linedris programként irhatdk fel, amelyben a feltételi matrix teljesen unimodularis. Kideriil, hogy
a tételek mindegyike gy tekinthetd, mint egy linedris programozasi tétel (Farkas lemma, korlatossagi tétel,
optimalitdsi feltétel, dualitds tétel) TU-médtrixokra felirt alakjanak specidlis esete. Ennek a felismerésnek
nem csak az a haszna, hogy mar igazolt tételekre jabb bizonyitdst nyeriink, hanem olyan hatékony eszkoz
birtokdba jutunk altala, amely altalanosabb ilyen irdnyu tételek megsejtésére és bizonyitdsara is alkalmas.
A csupa egyesbol allé j-dimenzids vektort e; jeloli, mig a j - j-es identitds matrixot I;.

1.7.1 Paros grafok: optimalis részgrafok
Optimalis parositasok

Elészor levezetjiik Kénig mar megismert tételét:

TETEL 1.7.1 (Kénig) A G = (S,T; E) pdros grdfban a figgetlen élek mazimdlis v szdma egyenld az éleket
lefogé pontok minimdlis T szamdval.

Biz. A graf pontjainak szamat jeldlje p az élek szaméat q. A péros graf incidencia métrixat jelolje A, amelyben
a soroknak a graf pontjai, az oszlopoknak a graf élei felelnek meg. Ekkor tehdt A egy p x ¢ méretii 0 — 1-métrix.
Tekintsiik a kovetkez6 primél-dudl linedris program part:

max{eqx : Az < ep,x > 0}, (1.8)

min{epy : yA > eq,y > 0}. (1.9)

Az 1.4.4 tétel szerint mindkét programnak az optimuma egész vektoron felvétetik. Jeldljiik ezeket rendre
xo-lal és yo-lal. (1.8) minden egészértékii megolddsa 0— 1 értékii, és rogton latszik, hogy (1.9) minden optimélis
egészértéklii megolddsa is 0 — 1 értékli. Legyen M azon élek halmaza, melyeken xo az 1 értéket vesz fel, és
legyen L azon pontok halmaza, amelyeken yo egyet vesz fel. Az Az < e, feltétel azt jelenti, hogy M pérositas
a grafban, mig az yA > e, feltétel azt jelenti, hogy L az éleket lefogd pontrendszer. A primél és dudl optimum
értékek egyenlésége pedig azt jelenti, hogy |M| = |L|, ami a célunk volt. e

E bizonyitas kapcsan azt mondhatjuk, hogy a Kénig tétel nem mas, mint a dualitas tétel TU-métrixokra
vonatkoz6 egészértékil alakja abban a specidlis esetben, amikor a feltételi matrix a paros graf incidencia
matrixa, mig a korldtozé vektor és a célfiiggvény a (megfelelé dimenzids) azonosan 1 vektor. Természetesen a
primdl programban az azonosan 1 célfiiggvény helyett valaszthatunk tetszéleges c célfiiggvényt. Ekkor a fenti
megkozelités Egervary tételének kovetkezo valtozatat adja.

TETEL 1.7.2 Pdros grdfban egy pdrositds mazimdlis silya egyenlé min{) _, 7(v) : m > 0,7(u) + 7(v) >
c(uv) minden uv élre}. Ha c egészértéki, az optimdlis w is vdlaszthatd egészértékiinek. o

Melléktermékként kapjuk:

TETEL 1.7.3 A G pdros grif A incidencia mdtrizdval felirt
{z: Az <ep,z >0} (1.10)
poliéder egész, amelynek csucsai pontosan a grdf pdrositdsainak incidencia vektorai.

Egy graf parositds politopja a pérositdsok incidencia vektorainak konvex burka. A linedris programozédsban
tanultak szerint tetsz6leges politop (korldtos) poliéder, azaz felirhaté egy linedris egyenlétlenség-rendszer
megoldashalmazaként. Az 1.7.3 tétel az (1.10) rendszerrel tehdt konkrétan megadja a pdrositds politop
poliéderként torténd eléallitdsét. (Ezek miatt nem okozhat félreértést, hogy a pdrositds politopot gyakran
pérositds poliédernek hivjdk.) Megjegyzendd, hogy tetszbleges gréfra is a pdrositds politop mindig része a
(1.10) poliédernek, de ilyenkor lehet valédi része.

Nevezziink egy méatrixot bisztochasztikusnak, ha négyzetes, nemnegativ és minden sordsszege valamint
minden oszlopOsszege egy. Legegyszeriibb bisztochasztikus métrixok a permutéicié matrixok, melyeknek min-
den eleme 0 vagy 1 és minden oszlopdban és minden sordban pontosan egy darab egyes van. Permutécié
métrixok konvex kombindcidja is bisztochasztikus. A kovetkezd tétel f6 mondanivaléja az, hogy valéjdban
minden bisztochasztikus méatrix el6all ilyen alakban.
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TETEL 1.7.4 (Birkhoff és Neumann) FEgy mdtriz akkor és csak akkor bisztochasztikus, ha permutdcid
mdtrizok konver kombindcidja.

Biz. Egy B n x n-es matrix megfelel egy G n X n-es teljes paros graf élhalmazan értelmezett xp vektornak.
Figyeljiik meg, hogy a permutédcié matrixok éppen a teljes parositasoknak felelnek meg. Ha B bisztochasztikus,
akkor Azp = e,2,xp > 0, azaz xp benne van a G péarositds poliéderében, vagyis elall parositdsok (incidencia
vektorainak) konvex kombindcidjaként. tehdt B el8éll permutécié méarixok konvex kombindcijaként. e

Természetesen megkaphatjuk Egervary tételét, s6t most méar belefoglaljuk azt az esetet is, amikor a
stulyfliggvény nem egész.

TETEL 1.7.5 (Egervary) A G = (S,T;E) teljes pdrositdssal rendelkezd pdros grdfban a c > 0 silyfiigguényre
vonatkozé maximadlis sulyd teljes pdrositds v. sulya egyenld a sulyozott lefogdsok minimdlis 1. Osszértékével.

Amennyiben G teljes pdros grdf, igy az optimadlis sulyozott lefogds vdlaszthaté nemmnegativnak is. Amennyiben

c egészértéki az optimdlis sulyozott lefogds is vdlaszthato annak.

Biz. A fenti megkozelitéshez képest csak annyit kell valtoztatni, hogy az Ax < e, egyenlétlenség rend-
szer helyett az Az = e, egyenletrendszert kell venniink. Ekkor persze a dudlisban a valtozdkra nincs nem-
negativitas eléirva. A teljes paros graf esetén azért igaz mégis, hogy az optimdlis dudlis megoldéds valaszthaté
nemnegativnak, mert ilyenkor az {max cx : Az < ep,x > 0} linedris program optimadlis megolddsa ¢ nem neg-
ativitasa valamint a paros graf teljessége miatt mindig teljes péarositason is felvétetik, marpedig ezen linearis
program dudlisdban a véltozok nemnegativak. e

Mi torténik, ha adott k-ra a pontosan k éli parositdsok maximalis sulyara szeretnénk tételt kapni? Miutan
egy péros graf incidenciamdtrixat egy csupa egyes sorral kiegészitve tovdbbra is TU-métrixot kapunk (figyelem:
csupa egyes oszloppal valé kiegészitéssel nem), igy a kovetkezé primdl-dudl linedris program par megadja a
vélaszt: max{cr : Az < ep,eqx = k} és min{me, + ka : TA+ aeq > ¢, > 0}. A primél optimum tehdt
egészértékii, és igy szlikségképpen egy k elemii pédrositds incidencia vektora. A dudl optimum is egészértékii,
feltéve, hogy c az.

Paros graf fokszamkorlatozott részgrafjai: a szallitasi probléma

Tovabbi altaldnositdsokat kaphatunk, ha a primdl feladatban a jobboldalt valamilyen (nem-negativ) b vek-
tornak valasztjuk. Ennek az a kombinatorikus jelentése, hogy a péros grafban maximalis sulyu fokszam-
korlatozott részgrafot keresiink. Természetesen alsé korldtokat is kitlizhetiink a fokszdamokra, mint ahogy
korlatozhatjuk alulrél és feliilrdl azt is, hogy egy élt hany példanyban vehetlink be a keresett részgrafba
(megint csak amiatt, hogy az incidencia matrixot egy csupa egyes sorral kiegészitva TU-mdtrixot kapunk).
Val6jéban nem is érdemes explicit megfogalmazni a kiilénbo6z6 lehetéségekre vonatkozé min-max tételeket,
mert a dualitds tétel és a paros graf incidencia méatrixanak teljes unimodularitdsa mar magaban hordozza a
sziikséges informéciét. Emlékeztetiink, hogy kordbban ezen feladatok korét neveztiik szallitds probléménak.

Feladat 1.7.1 Mikor létezik egy pdros grdfnak eqy N és eqgy K részgrdfja ugy, hogy minden csicsban az N
fokszdma pdontosan eggyel nagyobb, mint K fokszama?

1.7.2 Paros grafok: élszinezések

Kozismert Konig élszinezési tétele, amely szerint minden A-reguléris paros graf élhalmaza felbomlik A élidegen
teljes parositasra. (Ez kozvetleniil levezetheté indukciéval, vagy esetleg a Hall tételre tdmaszkodva). Ugyanak-
kor a TU-maétrixokra vonatkozé 1.5.6 egyenletes szinezési tételbdl sokkal altalanosabb eredmény nyerhets. Az
élszinezési tételt néha kicsit dltaldnosabban fogalmazzdk meg: Ha egy pdros grdfban a mazximdlis fokszam A,

” ooz

akkor az éleket meg lehet A szinnel szinezni ugy, hogy minden csicsba kiilonbozé szinid élek futnak.

TETEL 1.7.6 Egy G = (S,T; E) pdros grdf éleit meg lehet k szinnel gy szinezni, hogy minden v csicsra
és mindegyik j szinre (j = 1,...,k) a v-be mend d(v) darab €l kézul |d(v)/k| vagy [d(v)/k] darab szine
j. Rdaddsul még azt is megkovetelhetjik, hogy minden szinosztdly mérete kozel ugyanakkora legyen, vagyis
LIE|/K] vagy [|E|/K].

Ha k-t a maximélis A fokszamnak vélasztjuk, akkor megkapjuk Kénig élszinezési tételét, amely szerint
paros graf kromatikus indexe (élszinezési szdma) a maximélis fokszdmmal egyenls. Ha k-t a minimadlis §
fokszamnak valasztjuk, akkor Gupta egy tételét kapjuk, amely szerint G paros graf élhalmaza felbonthaté &
részre Ugy, hogy mindegyik rész fedi az Osszes pontot. e

A linedris programozdasi megkozelités eredményességét egy kevésbé kozismert tételen is bemutatjuk.
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TETEL 1.7.7 (Folkman és Fulkerson) Egy G = (S,T;E) pdros grifban akkor és csak akkor létezik |
darab €lidegen k €éld pdrositds, ha
ic(2) > U(k+|Z| - |U)) (1.11)

fenndll U := SUT minden Z részhalmazdra, ahol ic(Z) jeldli a Z dltal feszitett élek szdmat.

Biz. Mivel egy M pérositds legfeljebb |U| — |Z| olyan élt tartalmaz, amelynek legaldbb egyik végpontja nincs
Z-ben, gy legaldbb |[M| — (JU| — |Z|) darab |Z| &ltal feszitett élt tartalmaz. Igy, ha létezik | darab k éli
pérositds, akkor Z legaldbb I(k + |Z| — |U|) élt feszit, vagyis (1.11) sziikséges.

Az elegend6séghez jeldlje A a paros graf pont-€l incidencia marixat, p a csicsok szamat, g az élek szamat. Az
zeq és yeq skaldrszorzatot szemléletesebben z(E)-vel illetve y(E)-vel jeloljik, mig a mep-t 7(U)-val. Tekintsiik
a

max {z(F): x>0, Az <leq, I,z < eq} (1.12)
primal és a
min {{r(U) +y(E): (m,y) >0, tA+yl, > eq} (1.13)
duélis linedris programot, ahol 7 : U — R4 az A sorainak megfelel dudlis valtozdk vektora, mig y : E — Ry
az I, sorainak megfelel6ké. Az A métrix TU-sdga miatt mind a primél, mind a dudl optimum egész vektoron
felvétetik, s6t 0 — 1 vektoron is, hiszen a primél feltételek kozott explicit szerepel a 0 < x < 1 kikotés, mig a
dudlisban a jobboldalon azonosan 1 4ll, {gy egy optimélis (7, y) vektor minden komponense legfeljebb 1.

Amennyiben a (dualitds tétel miatt 1étezd) kozos optimum-érték legaldbb ki, ugy a 0 — 1 értékd optimadlis
primdl vektor 1 értékii komponensei egy olyan legaldbb kl éli G’ = (U, E’) részgrafot hatdroznak meg, amely-
ben minden pont foka legfeljebb [. Elek esetleges torlésével elérhetjiik, hogy G’ pontosan kl darab é1bé&l lljon.
Az 1.7.6 tétel miatt E’ felbomlik [ darab parositdsra, amelyben mindegyik péarositias kozel egyforma méretii,
és igy sziikségképpen pontosan k elemil.

Tételezziik most fel, hogy a kozds optimum értéke kisebb, mint kl. Ekkor 1étezik egy 0 — 1 értékil (7, y)
dudlis optimadlis megoldds, amelyre {7 (U) +y(E) < kl. Jeldlje Z a graf azon v pontjainak halmazdt, melyekre
m(v) = 0. A duélis feltételek miatt minden Z dltal feszitett e élre y(e) = 1, és ezért ie(Z) < y(E). Miutdn
w(U) = |U| —|Z|, igy l(JU| — |Z]) + ic(Z) < In(U) + y(E) < ki, ellentmondasban a (1.11) feltétellel. o

Megjegyzés Szub- illetve szupermoduléris fiiggvények gyakran szerepelnek kiilonféle sziikséges és ele-
gend§ feltételekben (példdul Hall tételében az X halmaz szomszédainak elemszdmat jelolé |I'(X)| fliggvény
szubmoduldris, és errdl koveteljik meg, hogy legalabb |X| legyen). Altaldban a szubmoduldris fliggvények
fels6 korldtként szerepelnek, mig a szupermoduldris fiiggvények alséként. (Példaul grafelméletben bizonyitott
eredmény, hogy egy 2-élosszefiiggd grafnak akkor és csak akkor van olyan erdsen dsszefiiggd irdnyitdsa, amely-
ben minden v csics befoka legfeljebb egy eldre megadott g(v) érték, ha g(X) > i(X) + c(X) a csicsok minden
nemires X részhalmazdra, ahol ¢(X) az X elhagydsdval keletkezd komponensek szdama. Itt az i(X) + ¢(X)
fiiggvény szupermoduldris.)

Ebben a tiikorben furcsa, hogy a szupermoduldris i fiiggvény az (1.11) feltételben felsé korlatként szerepel.
Valdjaban a szokdsos N és U miiveletek helyett bevezethetiink a paros gréf részhalmazain egy masik halét a
kovetkezd miiveletekkel: legyen X AY := (X NY NS)U((XUY)NT)és X VY := ((XUY)NS)u(XUYNT).

2007. m&ajus 6. file: tub05
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1.8 HALOZATI OPTIMALIZALAS ES LINEARIS PRO-
GRAMOZAS

Ebben a részben attekintjiik a potencidlokra utakra, folyamokra és aramokra vonatkozo tételek linearis pro-
gramozasi kapcsolatat.

1.8.1 Megengedett potencialok, legolcs6bb utak

Legyen D = (V, A) irdnyitott graf, melynek (0, 1, —1)-es incidencia méatrixét jeldlje Q. Egy 7 : V — R vektort
akkor neveztiink a ¢ : A — R koltségfliggvényre nézve megengedett potencidlnak, ha w(v) — w(u) < c(uv)
fenndll minden uv € A élre. Figyeljik meg, hogy egy m vektor pontosan akkor megengedett potencial, ha
Q@ < c. Egy x : A — R vektor pedig pontosan akkor dram, ha Qx = 0. Megmutatjuk, hogy a megengedett
potencidl létezésére vonatkozd tétel rogton kovetkezik a Farkas lemma TU-maétrixokra vonatkozé élesebb
alakjabdl.

TETEL 1.8.1 Adott ¢ : A — R kéltség-fiiggvényre akkor és csak akkor létezik olyan m : V. — R wektor,
amelyre w(v) — w(u) < c¢(uv) minden e = wv € A élre, ha ¢ konzervativ, azaz ha nem létezik negativ kéltségi
irdnyitott kér. Amennyiben c egészértéki, ugy a potencidl is vdlaszthaté annak.

Biz. A QQ matrix transzponaltja teljesen unimoduléris, igy a 1.4.3 tétel miatt vagy létezik a 7Q) < c rendszernek
megolddsa (amely egész, ha c az), vagy pedig a duédlis {Qz = 0,z > 0, cx < 0} rendszernek létezik egy (0, £1)-
es megolddsa. Az els6 eset épp egy megengedett potencidl 1étezését jelenti, mig a méasodik esetben, z > 0
miatt, x egy (0,1) értékii, negativ koltségli dram, amely élidegen korokre bomlik, és igy e korok egyike is
negativ. e

A dualitds tétel TU-métrixokra vonatkozé élesitett alakjabdl konnyen levezethetd a legolesébb utakra
vonatkoz6 aldbbi eredmény is.

TETEL 1.8.2 Konzervativ c koltségfigguény esetén az s-bél t-be vezetd utak koltségének 1.(t) minimuma
egyenld w(t) — m(s) mazimumdval, ahol a mazximum az dsszes megengedett m potencidlon veendd.

Biz. Tegyiik fel, hogy a @ maétrix elsé és méasodik sora felel meg az s illetve a t pontnak. Tekintsiik a
max{7(t) — 7(s) : 7Q < c} linedris programot. Ennek dudlisa min{cz : Qz = (-1,+1,0,0,...,0),z > 0}. A
primdl program optimadlis megolddsa épp a tétlben szereplé maximum. Mivel Q TU-métrix, {gy a 1.4.4 tétel
miatt 1étezik egészértékili optimdlis 7 is, ha c egész. A dudlis programnak a 1.4.4 szerint a ¢ egészértékiiségétsl
fiiggetleniil 1étezik egy z* egészértékli optimuma. Figyeljik meg, hogy a Qz = (—1,+1,0,0,...,0),2z > 0
megolddsai éppen az egy nagysdgu folyamok. Mivel z* egészértékii, igy eldall, mint egy it és irdnyitott
korék (incidencia vektorainak) nemnegativ kombindcidjaként. De ¢ konzervativitdsa miatt a korok koltsége
nemnegativ, igy ezeket kihagyva feltehetjiik, hogy =* egy st 1t incidencia vektora. e

1.8.2 Megengedett aramok és folyamok

Egyszerl észrevétel, hogy ha a megmaraddsi szabély helyett csupan a g (v) < 0, (v) egyenlStlenséget irjuk eld
minden v csicsnal, akkor  automatikusan dram, masszéval a Qx < 0 egyenl6tlenség-rendszer megoldashalmaza
pontosan az daramok halmaza.

TETEL 1.8.3 Ha I < g egészértékd, akkor a megengedett dramok {x : Qr < 0,f < z < g} poliédere,
amennyiben nemires, egész poliéder.

Biz. Mivel @ TU-métrix, igy ha kiegészitjiik egy (negativ) egységmdtrixszal, ugy tovédbbra is TU-métrixot
kapunk, és igy a 1.4.4 tételt alkalmazhatjuk. e

Hasonlé megfontolassal kapjuk:
TETEL 1.8.4 AD = (V, A) digrdf élhalmazdn adott a g > 0 egész kapacitdsfiggvény. Legyen s ést két kijelolt

csiics, melyekre o(s) = 0 = 6(t). A k nagysdgi megengedett folyamok {x € R : 0 < z < g, 0.(v) = 6,(v)
minden v € V — {s,t}-re, 6.(s) = k} poliédere, amennyiben nemiires, egész poliéder.

Most megmutatjuk, hogy A. Hoffman megengedett dramok létezésére vonatkoz6 tétele nem méds, mint a

Farkas lemmanak a 1.4.3 tételben TU-matrixokra vonatkozd élesebb alakja egy digraf incidencia matrixara
felirva.
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TETEL 1.8.5 (Hoffman, 1960) A D = (V, A) digrdfban adott f < g kapacitdsfiiggvényekre vonatkozdlag
akkor és csak akkor létezik megengedett dram, ha

07 (X) < 64(X) minden X CV halmazra. (1.14)
Tovdbbd, ha f és g egészértékiiek és (1.14) fenndll, dgy létezik egészértékii megengedett dram is.

Biz. Csak az elegenddség igazoldsival foglalkozunk. Tekintsiik a Qx < 0,z < g, —z < — f rendszert. A 1.4.3
tételt alkalmazva kapjuk, hogy ha a fenti rendszernek nincs megolddsa, akkor van olyan (y,w,v) (0, 1)-értéki
vektor amelyre (x) yA+u—v =0 6és (xx) ug —vf < 0. Mivel f < g, igy minden élre feltehets, hogy u(e) és
v(e) koziil legaldbb az egyik nulla (ha ugyanis mindkettd 1, akkor mindkett&t helyettesithetjiik nulldval.)

Jeldlje Z azon z pontok halmazdt, ahol az y(z) = 1. Ekkor (%) miatt minden olyan e élre, amelynek mindkét
vége vagy Z-ben vagy V — Z-ben van, u(e) = v(e) = 0. Tovdbba minden Z-be belépd e élre v(e) =1, u(e) =0
és minden z-bél kilépd élre v(e) = 0,u(e) = 1. Miutdn ug = 04(Z) és vf = p5(Z), igy (**) ellentmond a (1.14)
feltételnek. o

1.8.3 Minimalis koltségii aramok és folyamok

Tekintsiik most a koltséges aram problémat, azaz adott ¢ : A — R koltségfiiggvény esetén keressiink minimélis
koltségli megengedett aramot, mas széval, oldjuk meg a

min{cz: Qz =0, f <z < g} (1.15)

linedris programot. (Természetesen az x < g egyenlStlenség itt azt jelenti, hogy z(e) < g(e) az olyan élekre,
ahol g(e) véges. Dudlis valtoz6 tehét csak ilyen egyenlStlenségekhez tartozik.)

Korlatossag és optimalitas

El8szor vizsgdljuk meg, hogy cr mikor korldtos alulrdl. Készitsiink el egy D' = (V, A’') digrafot, és élein
definidljuk a ¢’ koltségfiiggvényt a kovetkez8képpen. D’-ben wv akkor él, ha vagy vu € A, f(vu) = —oo,
és ekkor ¢'(uv) = —c(vu), vagy pedig uv € A,g(uv) = oo, és ekkor ¢'(uv) = c(uv). Bér a 1.4.5 tételt
specializalva kozvetleniil is kiolvashaté az aldbbi eredmény, jra megadjuk az ottani bizonyitdst a mostani
helyzetre specializalva.

TETEL 1.8.6 Feltéve, hogy létezik megengedett dram, a kovetkezok ekvivalensek.

(a) cx alulrdl korldtos,
(b) nincs negativ 6sszkdltségt irdnyitott kor D’ -ben,
(c) létezik egy olyan 7 : V — R fiiggvény, amelyre

m(v) — m(u) < c(uv), ha uwv € A és g(uv) = oo, (1.16)

w(v) — w(u) > c(ww), ha uwv € A és f(uv) = —oo. (1.17)

Amennyiben ¢ egészértéki, ugy a szébanforgs w is vdlaszthaté annak.

Biz. (a)—(b) Ha létezik negativ kér D’-ben, akkor ennek egy olyan kor felel meg D-ben, melynek az eléremend
élein a g végtelen, a visszamend élein az f minusz végtelen, és az éleinek Osszkoltsége negativ. Marpedig
ha a meglévé megengedett dramot az eléremend éleken barmilyen nagy K-val egységesen megnoveljik a
visszamenokon pedig K-val csokkentjiik, akkor megengedett dramot kapunk, amelynek koltsége igy akarmilyen
kicsi lehet.

(b)—(c) Ha D’-ben nincs negativ kor, akkor a 1.8.1 tétel miatt létezik egy m : V — R fliggvény, amelyre
w € A, g(uv) = oo esetén (amikor is wv € A’) w(v) — 7(u) < '(wv) = c(uv) azaz (1.16) fenndll, mig
wv € A, f(uv) = —oo esetén (amikor is vu € A") w(u) — w(v) < ' (vu) = —c(uv) vagyis m(v) — 7(u) > c(uv),
azaz (1.17) fenndll.

(¢c)—(b) Tetszéleges = dram koltsége barmely Ay (uv) := 7w (v) — w(u) pontindukélt koltségfiiggvény esetén
nulla. A cr(uv) := c(uv) —m(v) +m(u) eltolt koltségfiiggvényre (1.16) azzal ekvivalens, hogy cx(uv) > 0 esetén
g(uv) < oo, mig (1.17) azzal, hogy cx(uv) < 0 esetén f(uv) > —oo. Ezek alapjin egy x megengedett dramra
és (c)-t kielégits m-re cx = ), cx(uwv)z(uwv) =3, [er(uv)z(uv) @ cx(uv) > 0143, [er(uv)z(uv) :
er(uv) < 0] =3 ylen(uv)g(uv) @ ex(uv) > 0]+ 37 [ex(uwv) f(uv) @ ex(uv) < 0], ami a cr-re véges alsé
korldt. (Most tehdt részletesen kiirogatva azt a mar korabban litott egyszerli tényt igazoltuk ujfent, hogy ha
mind a primél, mind a dual poliéder nemiires, akkor cz alulrdl korldtos a primél poliéderen.) e

Tegytk most fel, hogy z megengedett dram. Készitsiink el egy D. = (V, A.) digréfot és az élhalmazan egy
c. koltségfiiggvényt a kovetkezbképpen. Az uv él akkor tartozzék A.-hez, ha vagy uv € A, z(uv) < g(uv), és
ekkor legyen c.(uv) := c(uv), vagy pedig vu € A, z(vu) > f(vu), és ekkor legyen c.(uv) := —c(vu). A 1.4.6
tételt specializdlva megkapjuk a kovetkezét, de a biztonsdg kedvéért maga a bizonyitds is ujra szerepel: a
helyzetre specializalva.
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TETEL 1.8.7 Adott z megengedett dram esetén a kévetkezok ekvivalensek.

(a) z optimdlis megolddsa a (1.15) minimdlis koltségl megengedett dram feladatnak,
(b) D.-ben nem létezik negativ osszkoltségi irdnyitott kor,

(c) létezik egy olyan 7 : V — R fiigguény, amelyre

m(v) — 7(u) < c(w), ha uwv € A és z(uww) < g(wv), (1.18)
m(v) —m(u) > c(uwv), ha uv € A és z(uwv) > f(uv). (1.19)
Amennyiben ¢ egészértéki, igy a szébanforgd w is vdlaszthaté annak. e

Biz. (a)—(b) Tegyiik fel létezik negativ kor D.-ben. Az ebben 16vé uv éleknek megfeleld D-beli élek kétfélék
lehetnek. Vagy egy olyan uv € A él, amelyre z(uv) < g(uv), vagy egy olyan vu € A él, amelyre z(vu) < f(vu).
Az els§ tipusu éleken z-t kicsiny pozitiv A-val névelve, a méasodik tipusiakon A-val csfkkentve megengedett
dramot kapunk, amelynek koltsége kisebb, mint z kéltsége, hiszen C negativ kér D’-ben.

(b)—(c) Ha D.-ben nincs negativ kor, akkor a 1.8.1 tétel miatt 1étezik egy 7 : V' — R fliggvény, amelyre
wv € A, z(uv) < g(uv) esetén (amikor is uv € A.) 7w(v) — w(u) < c.(ww) = c(uv), azaz (1.18) fenndll, mig
wv € A, z(uv) > f(uv) esetén (amikor is vu € A”) w(u) — 7(v) < cz(vu) = —c(uv) vagyis w(v) — w(u) > c(uw),
azaz (1.19) fenndll.

(¢c)—(b) Tetszéleges = dram koltsége barmely Ay (uv) := 7w (v) — w(u) pontindukélt koltségfiiggvény esetén
nulla. A cr(uv) = c(uww) — 7w(v) + w(u) eltolt koltségfiiggvényre (1.18) azzal ekvivalens, hogy cx(uv) >
0 esetén z(uv) = g(uv), mig (1.19) azzal, hogy cr(uv) < 0 esetén z(uv) = f(uv). Ezek alapjan egy x
megengedett dramra és (c)-t kielégitd m-re cx = Y . cx(uwv)z(uww) = Y7 fex(uv)z(uv) o ex(uv) >
0] + > pealen(@o)z(uv) s ex(uv) <0] =37 [ex(uwv)g(uv) : ex(uv) > 01+, [en(uv) f(uv) @ cx(uv) <
0] = > vealen(uv)z(uv) : cx(uv) > 0] + 37 lex(uv)z(uv) @ ex(uv) < 0] = cz, azaz z minimalis kéltségi
megengedett dram. e

Feladat 1.8.1 A 1.8.6 tétel fenti direkt bizonyitasanak mintdjdra adjuk meg a 1.8.7 tétel kozvetlen bizonyitdsdt
18.

Feladat 1.8.2 Fogalmazzuk meg és bizonyitsuk be a 1.8.6 és a 1.8.7 tételek megengedett potencidlokra vonatkozo
ellenparjat.

Az dramokra megfogalmazott optimalitdsi feltételt konnyen atvihetjiik folyamokra.

TETEL 1.8.8 A D = (V, A) irdnyitott grdf élhalmazdn adott a g : A — R4 kapacitdsfigguény és a c :
A — R kdltségfigguény. Egy k nagysdgi megengedett z folyam akkor és csak akkor minimdlis kéltségi a k

nagysdgu megengedett folyamok kozott, ha létezik olyan 7 potencidl, amelyre fenndllnak a kovetkezd optimalitdsi
feltételek:

m(v) — w(u) < c(uv) = z(uwv) =0, (3)
w(v) — w(u) > c(uv) = z(uwv) = g(uv). (4)

Biz. Adjunk a digrifthoz egy ts élt és definidljuk a koltségét O-nak. Legyen g(ts) := f(ts) := k. Minden
régi élen legyen f(e) := 0. Az igy kibévitett D’ = (V, A’) digrdfban a megengedett dramok éppen a D-beli k
nagysagu folyamoknak felelnek meg, igy a 1.8.7 tételt D’-re alkalmazva az (i) és (ii) feltételeket kapjuk. e

A minim4lis koltségl folyamokra vonatkozé algoritmus segitségével mar igazoltuk az alabbi tételt, legaldbbis
abban az esetben, amikor g egészértékli és ¢ nemnegativ. Megmutatjuk, hogy a hattérben most is a 1.4.4
tételben megfogalmazott TU-métrixokra vonatkozé élesitett dualitds tétel all.

TETEL 1.8.9 AD = (V, A) irdnyitott graf élhalmazdn adott a g : A — Ry kapacitdsfiggvény ésac: A — R
koltségfigguény. A k nagysdgi megengedett folyamok kéltségének minimuma egyenld a

kr(t) + > len(uv)g(uv) s uv € A, ex(uv) < 0] (1.20)

érték mazimumdval, ahol a mazimum az dsszes m: V. — R figguényre megy, amelyre w(s) = 0. Amennyiben
g egészértéki, az optimalis folyam vdlaszthato egésznek. Amennyiben c egészértéki, az optimdlis m vdlaszthato
egészértékiinek.

Biz. Tegylik fel, hogy a digraf @ incidencia-matrixdnak els6é és mésodik sora felel meg az s illetve a t
pontnak. Tekintsiik a min{cz : z > 0,Qz = (—k,+k,0,0,...,0),z < g} primdl programot. Az z < g
feltételt az ekvivalens (—In)x > —g alakba téve felirhatjuk a duédlis problémét: max{k(w(t) — 7(s)) — gz :
7Q — zIm < ¢,z > 0}, ahol m = |A]. A primdl poliéder elemei a k nagysigu folyamok. A 1.4.4 tétel szerint
egész g esetén a primdl poliéder egész, fiiggetleniil ¢ egészértékiiségétél. Hasonloképp a dudlis poliéder is
egész, amennyiben c egész. Figyeljiilk meg, hogy tetszlleges m meghataroz egy hozza tartozé legjobb z-t:
z(uw) := 7(v) — 7(u) — e(uv), ha 7(v) — 7(u) > c(uv), és z(uv) = 0, ha c(uv) < 7(v) — w(u). Igy tehat adott
m-hez tartozé k(w(t) — m(s)) — gz célfiiggvény értéke nem mds, mint a (1.20) képletben megadott érték, hiszen
a 7 eltoldsdval feltehetjiik, hogy 7(s) = 0. e
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1.8.4 Halézati matrixokkal adott linearis programok

Fontos megjegyezni, hogy a héalézati matrixokkal megadott linedris programok megoldhaték dram problé-
maként. Legyen D = (V, A) irdnyitott graf, F' feszité fa és legyen N := A — F' a nem-fa élek halmaza. Legyen
adott f = (fr, fn) és g = (gr, gn) korldt, melyekre f < g. Legyen tovdbbd ¢ = (cr,cn) egy olyan vektor,
amelyre cp = 0. Jelolje az F-hez tartozé (0,£1)-es hélézati matrixot B, mig a D digraf (0,+1)-es pont-él
incidencia matrixdt Qp. Legyen tovdbbd z = (zp,zn). Tekintsik a max{cnzn : fr < Ben < gr, fn <
zn < gy} linedris programot. Beldtjuk, hogy ez ekvivalens a max{cz : Qpz = 0, f < z < g} maximélis
koltségii aram feladattal.

Amennyiben ¢z = (zp,zn) dram (azaz Qpx = 0), ugy konnyen latszik, hogy zr = Bxn, és persze
cx = cyry. Emiatt f < x < g ekvivalens a fr < Bany < gr, fv < anv < gn feltételekkel. Forditva,
tegyiik fel, hogy xn kielégiti ezen utébbi egyenlétlenségeket. Minden e € N nem-fa élhez legyen x. az (1, a.)
vektor, ahol a. az A métrix e-hez tartozé oszlopa. (M4ésszéval, xe. az e élhez tartozé Ce alapkdr 0,+1-es
incidencia vektora.) Ekkor persze x. dram, és igy az z := Y [zn(€)xe : € € N] is dram, méghozzd olyan, hogy
z(e) = zn(e), ha e € N. Lathat, hogy fr < Bxn < gr azzal ekvivalens, hogy fr(e) < z(e) < gr(e) minden
e € I élre fenndll. e

Kovetkezik példdul, hogy paros grafok éleinek vagy az irdnyitott fak iranyitott részutjainak egyenletes
szinezéseire vonatkozo tételeket egy maximalis folyamot kiszamité algoritmussal tudjuk algoritmikusan kezelni.
Hasonldképp a kerekitési eredményeket. A minimadlis koltségli megengedett potencidl meghatdrozasdnak
problém3éjat pedig dgy lehet algoritmikusan megoldani, hogy felirjuk a hozzatartozé duélis feladatot. Ez
minimalis koltségli megengedett dram problém&anak tekinthetd, majd ennek megolddsaként elballitjuk az op-
timalis aramot és ennek optimalis dudlis megoldast, ami éppen az eredeti potencidl probléma megoldésa.

2007. m&ajus 6. file: tuc05
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1.9 FEDES SETAKKAL ES UTAKKAL

Az aldbbiakban a minimadlis koltségii &ramok elméletének két érdekes alkalmazdsit tekintjiik &t.

Az iranyitott kinai postas probléma

Egy D = (V, A) erésen Osszefliggd digrafot kell egy megadott pontjabdl kiindulva igy bejarnunk, hogy minden
élén legaldbb egyszer végigmenjiink és a kiinduldsi pontba jussunk vissza. Cél a végigjart élek szaméanak min-
imalizaldsa, vagy dltalanosabban, ha az éleken adott egy végighaladési id6, akkor a teljes bejaras osszidejének
minimalizdlasa.

Példaul egy postasnak a postardl elindulva egy korzet minden utcdjan, amelyek mindegyikérél feltessziik,
hogy egyirdnyu, legaldbb egyszer végig kell haladnia majd a postdra visszatérnie. (A kérdést eredetileg
irdnyitatlan gréfra fogalmazta meg Mey-Go Guan kinai matematikus 1960-ban. Ennek megoldasa, és a kinai
postds elnevezés J. Edmondstdl szarmazik, és sokkal mélyebb eszkozoket igényel, mint az irdnyitott valtozat).

Egy mésik alkalmazdsban aramkor miikodésének helyességét kell tesztelnlink. Ehhez meg van adva, hogy
az dramkor milyen allapotokban lehet. Ezek az allapotok felelnek meg a digraf csicsainak. Ezen kiviil adott
még, hogy mely dllapotokbdl mely mésokba lehet dtmenni, és valdjaban egy-egy ilyen dtmenetek helyességét
tudjuk mérni. A feladat az Osszes lehetséges dllapot-atmenet ellendrzése minimélis idé alatt. Vildgos, hogy a
digraf bejarasi probléma miért modellezi ezen tesztelési feladatot.

Annak érdekében, hogy az irdnyitott postds problémét megengedett dram feladatként megfogalmazzuk,
képzeljlink el a digraf éleinek egy adott bejardsat. Jelolje z(uv) azt a szdmot, ahdnyszor az uv élen dthaladtunk.
Rogton latszik, hogy z egy olyan egészértékd aram, amelynek értéke minden élen legalabb 1. Megforditva,
egy olyan z egészértékii aramhoz, amely minden élen legaldbb 1 tartozik egy bejards, amely minden e élen
pontosan z(e)-szer halad végig. Ugyanis ha mindegyik e élt z(e) darab parhuzamos példédnyédval helyettesitjiik,
akkor Euler-féle digrafot kapunk és az Euler digrafok kézismerten bejarhatok ugy, hogy minden élen pontosan
egyszer haladunk végig. Ezen megfigyelés alapjan az optimalis bejardsi probléma egy minimalis koltségi
megengedett egészértékil aramnak a meghatarozasaval egyenértékii a D digrafban az f = 1 és g = 400
korlatozé fiiggvényekre vonatkozodan.

TETEL 1.9.1 Egy D = (V, A) erdsen dsszefiiggd digrafban azon 1j, meglévével pdrhuzamosan behizott élek
minimdlis szdma, melyek hozzdaddsdval Fuler-féle digrdfot kapunk egyenlé a kovetkezé mazimummal:

max{» "[6(Vi) —o(Vi) :i =1,...,ql}, (1.21)
ahol a mazimum a V részhalmazaibdl dllé olyan Vi D Vo D ... DV, megengedetinek nevezett halmazlincokra
megy, melyek tagjaira (Vi) —o(Vs) > 0, és amelyekre igaz, hogy D semelyik éle sem 1ép egynél tobb V; halmazba.

Biz. Miutén egy Euler digrafban minden halmaz befoka megegyezik a kifokaval, igy mindegyik V; halmazba
legaldbb 6(V;) — o(Vi) j él fog 1épni. Tekintve azonban, hogy az 4j élek mindegyike meglévével parhuzamos, és
a feltevés szerint semmilyen él nem 1ép egynél tobb V; halmazba, {gy a hozzdadandé dj élek minimaélis szama
legalabb > [6(V;) — o(V5) :i=1,...,q], tehdt max < min.

Ez a becslés azt is mutatja, hogy D éleinek egy adott parhuzamos tobbszorézése, amely D-t Eulerrd teszi
valamint egy adott Vi C Vo C ... C V; megengedett halmazldnc esetén pontosan akkor all egyenlGség,
ha kizardlag Vi-be mend él keriilt tébbszorozésre. A forditott irdny igazoldsdhoz tehdt ilyen Eulerrd tévo
parhuzamos éltobbszorézés és megengedett halmazldnc létezését kell kimutatnunk. E célbdl tekintsiink egy
z minim4élis koltségili egészértéki megengedett dramot az f = 1,9 = +o0o korldtozo fiiggvényekre és a ¢ = 1
koltségfiiggvényre vonatkozdlag. A z meghatdrozza a parhuzamosan megtobbszorézendé éleket: minden olyan
e = uv élre, amelyre z(uv) > 2, vegyiik az e nem z(uv)—1 parhuzamos példdnydt. A 1.8.7 tétel miatt létezik egy
m: V — Z figgvény, amelyre 7(v) —7(u) < c(uwv) = 1, ha uv € A és z(uv) < g(uv), és w(v) —7(u) > c(uv) =1,
ha uv € A és z(uwv) > f(uv). Tekintettel arra, hogy g(uv) = 400, igy z(uv) < g(uv) mindig fenndll, azaz
minden uv € A élre w(v) —m(u) < 1. A mésodik feltételbdl pedig az adédik, hogy t6bbszorozott uv élen (azaz
ha z(uwv) > 2) 7w(v) —7w(u) >1ésigy n(v) — 7(u) = 1.

A 7 esetleges eltolasdval feltehetjiik, hogy a 7 legkisebb értéke nulla. A legnagyobb 7 értéket jellje q.
Legyen i = 1,...,¢ra V; := {v € V : w(v) > i}. Allitjuk, hogy a z &ltal definidlt éltobbszorozés és az igy
definialt halmazlanc teljesiti a fenti kivanalmakat.

Valéban, m(v) — w(u) < 1 miatt D minden uv éle legfeljebb egy V; halmazba lép be. Mivel z(uv) > 2
esetén w(v) — w(u) = 1, igy tényleg csak valamilyen Vi-be 1ép6 él keriilt tobbszorozésre. Végiil, mindegyik
Vi-re valéban §(V;) > o(V;), mert ha valamely i-re (Vi) < o(V;) éllna, akkor a V; komplementerébe kell, hogy
belépjen (legaldbb o(V;) — 6(V;)) tobbszorozott él, marpedig ilyen élen w(v) — w(v) < —1, ellentétben azzal,
hogy t6bbszorozott élen w(v) — w(v) = 1. @

Feladat 1.9.1 Dolgozzunk ki modellt az dramkor tesztelési feladat azon vdltozatdra, amelyben egy megadott
allapotbol egy mdsikba valé dtmenetnek nem ugyanaz az ideje, ha az dllapotvdltdst mérjik, mintha egyszeriien
csak dttérunk az eqyik dllapotbol a mdsikba.

19



Feladat 1.9.2 Hogyan lehet a digrdf fedési feladatot megoldani, ha nem kotjik ki, hogy a bejdrds végén a
kiinduldsi pontba kell visszaérni? FEs ha a kiinduldsi pont is szabadon vdlaszthats?

1.9.1 Aciklikus digrafok optimalis fedése utakkal

Az olimpia egy napjan egy hiriigynokség a rendelkezésre all6 tuddsitéit igy akarja a kiilonféle eseményekre
beosztani, hogy egylittesen minél tobb eseményrdl tudjanak tuddsitani. Az egyes eseményeket egy-egy kozos
pont nélkiili irdnyitott éllel dbrdzoljuk és ezen élek halmazat F-fel jeloljiik. Ha az © = uv esemény annyival
megel6zi az ' = u'v’ eseményt, hogy = befejez6dése utdn 4t lehet érni 2’ kezdetére, akkor bevezetiink egy vu’
élt. A feladat dgy fogalmazhaté meg, hogy egy aciklikus digrafban, amelyben adott az élek egy F' részhalmaza,
adott szamu uttal fedjiink le minél tébb F-beli élt.

TETEL 1.9.2 Legyen D = (V, A) aciklikus digrdfban F C A az éleknek egy kijelolt részhalmaza, és legyen
pozitiv egész. A v darab (nem feltétlenil élidegen) irdnyitott ttal lefedhetd F-élek mazimdlis szdma egyenld a
kévetkezd minimummal:

min{yg+ az egyik Vi,-ba sem lépd F-élek szdma}, (1.22)

ahol a minimum a V részhalmazainak olyan q tagi Vi C Vo C ... C V4 halmazlancaira megy, amelynek
tagjaibol nem vezet ki D-beli él.

Biz. El6szor igazoljuk a trividlis max < min irdnyt. Legyenek Pi, Ps,..., P, irdnyitott utak D-ben és
Vi C ... C Vg egy olyan halmazlanc, hogy

semelyik V3 halmazbdl sem 1ép ki D-beli él. (1.23)

Ekkor egy P; it egy V), halmazba legfeljebb egyszer léphet be. Emiatt «y it a legjobb esetben is a V}, halmazokba
(h=1,...,q) belépb F-élek koziil legfeljebb g darabot valamint az Gsszes olyan F-élt tartalmazhatja, amely
nem lép semelyik Vj,-ba, és igy valéban max < min. Ebbdl azt is megfigyelhetjiik, hogy adott P; utakra és V},
halmazokra pontosan akkor all egyenl6ség, ha

(1) mindegyik P; it ¢ kiillonboz6 F-él mentén belép mind a g darab Vj, halmazba,
(2) bérmelyik Vi-ba belépé F-élt legfeljebb egy P; ut hasznélja,
(3) minden olyan F-él, amely semelyik V} halmazba sem 1ép be, rajta van valamely P; uton.

A tétel nem trividlis irdnyanak igazoldsdhoz kimutatjuk egy ilyen tdtrendszer és halmazlanc 1étezését. Ad-
junk D-hez egy s forrds pontot és egy t nyel6 pontot, tovabba minden v € V csicsra 4j sv és vt éleket. Ezen
kiviil minden f = wv € F élre adjunk a digrdfhoz az f egy parhuzamos f' = uv példanydt. Az igy nyert
digrafot jelolje D' = (V', A"). Definidljuk a g kapacitésfiiggvényt F-éleken 1-nek, a tobbi élen kelléen nagynak
(val6jdban v + 1 megteszi). Definidljuk a ¢ koltségfliggvényt az F-éleken —1-nek, a tobbi élen 0-nak.

Tekintsiink egy z egészértékii minimalis koltségli v nagysagi megengedett folyamot valamint egy optimaélis
7 potencidlt, melyekre tehat teljesiilnek a 1.8.7 tételben megfogalmazott optimalitasi feltételek:

z(uv) > 0 esetén 7(v) — mw(u) > c(uv) (1.24)

z(uv) < g(uv) esetén w(v) — m(u) < c(uv) (1.25)

A 7 esetleges eltoldsdval feltehetjiik, hogy w(t) = 0. (Figyelem: nem az s m-értékérél tesszik fel, hogy
nulla.) A 7(s) értéket jeloljiik g-val. Mivel D aciklikus, igy z elédll, mint v darab olyan D’-beli irdnyftott
st-tit incidenciavektordnak osszege, melyek az F-en élidegenek. Jelolje P, ..., P, ezen utakat és nevezziik az
altaluk hasznalt éleket fedettnek, mig a nem hasznédltakat fedetlennek.

Mivel minden e = wv nem F-él kapacitdsa nagy, {gy ezen éleken mindig z(e) < g(e), ezért a (1.25)
optimalitdsi feltételbdl m(v) — w(u) < c(uv) = 0, azaz w(v) < w(u). Réaddsul minden F-él parhuzamos
egy (Ujonnan hozzdadott) éllel, igy

minden uv € A’ élre 7(v) < 7(u). (1.26)
Mivel minden v € V-re sv és vt él D'-ben, igy
minden v € V csticsra 0 = 7(t) < w(v) < w(s) = q. (1.27)
Ha egy wv € F él fedetlen, azaz z(uv) = 0, akkor (1.25) miatt 7(v) — m(u) < c¢(uv) = —1, vagyis

ha uv fedetlen F-él, akkor m(v) < m(u). (1.28)

Tekintsiik a fedett e = uv éleket, amelyeken tehdt z(uv) > 0. Ha e nem F-él, akkor c(e) = 0 és (1.24) miatt
m(v) > 7(u), vagyis (1.26) folytdn

20



ha uv fedett nem F-él, akkor 7(u) = 7(v). (1.29)
Ha pedig e fedett F-él, akkor c¢(e) = —1 és (1.24) miatt, w(v) — w(u) > —1, vagyis m(v) > w(u) folytédn

ha wv fedett F-él, akkor 7(u) > w(v) > w(u) — 1. (1.30)

fgy ha egy P; tton s-bdl elindulva végigmegyiink t-ig, akkor a csicsokon a 7 érték a kezdeti ¢ = m(s)
értékrdl indulva nem F-élen valtozatlan, F-élen pedig vagy nem viéltozik vagy pedig eggyel csokken. Ezért
minden h =1,2,...,q egészre a

P/ dtnak van olyan uv € F éle, amelyre m(u) = h,7(v) = h — 1. (1.31)

Legyen h = 1,2,...,¢ra V), := {v € V' : n(v) < h—1} és V,, := V — {s,t}. (1.28) miatt minden
fedetlen F-él belép valamelyik Vj-ba. Tovdbbd (1.26) miatt Vj-bdl semmilyen él nem 1ép ki. Végiil (1.31)
miatt mindegyik P; it valamennyi V;, halmazba pontosan egyszer 1ép be éspedig egy olyan F-él mentén, amely
egyetlen V; halmazba 1ép be.

Jeldlje P; a P/-nek D-ben megfeleld utat, ami tehat gy keletkezik P/-b6l, hogy kihagyjuk az elsé valamint
az utolsé élét és az Osszes tébbi f = wwv 1j élét helyettesitjiik az f'-t definidlé f = uv F-éllel. Alh’tjuk, hogy
a P; utak és a Vj, halmazok teljesitik az (1), (2), (3) feltételeket. Valéban, (1) kovetkezik az (1.30) és (1.31)
feltételekbol.

A (2) tulajdonsdghoz el8szér is figyeljiik meg, hogy g definicidja miatt D’-ben a P utak minden F-élt
legfeljebb egyszer hasznalnak. Tovabb4 ha egy e = uv F-éllel parhuzamos 1j e’ élt hasznal valamelyik P 1it,
akkor (1.29) miatt e nem 1ép be semelyik Vj-ba, igy (2) tényleg fennall.

Végiil (3) azért teljesiil, mert ha egy uv € F él semelyik V};, halmazba nem 1ép be, akkor 7(u) = 7(v), {gy
(1.28) folytdn rajta kell lennie valamelyik P; uton. e

Részbenrendezett halmazok lancfedései

Dilworth tétele arra adott vélaszt, hogy egy P részbenrendezett halmaz mikor fedheté le v darab lanccal
(pontosan akkor, ha nincs y-nél tobb elembdl 4116 antildnc). A poléris Dilworth tétel meghatdrozta az egyetlen
lanccal fedhetd elemek maximadlis szdmét, magyarén a leghosszabb ldnc elemszdmét. (Ez a P-t fedS antildncok
minimalis szdméval volt egyenld.) A két probléma kozds dltaldnositdsaként megfogalmazhaté a kérdés, hogy
egy részbenrendezett halmazban v darab lanccal maximum hény elem fedhetd le. A valaszt C. Greene tétele
adja meg.

TETEL 1.9.3 (Greene, 1976) Egy P részbenrendezett halmazban a ~y ldnccal fedhetd elemek mazimdlis c-
szdmdra ¢4 = min{gy + |P — UA,| : Aq}, ahol a minimum a g darab diszjunkt antildncbdl dllé Aq csalddokra
megy (¢=1,2,...).

A bizonyitéds trividlis max < min irdnysdhoz figyeljiik meg, hogy egy ldnc minden antilancbdl legfeljebb egy
elemet tartalmazhat, igy v lanc egyesitése a legjobb esetben a ¢ antilanc Z egyesitésébdl vk elemet valamint

az Osszes P — Z-beli elemet tartalmazza.

Feladat 1.9.3 Vezesstik le Greene tételének nemtrividlis max > min irdnydt a 1.9.2 tétel felhaszndldsdval.

2007. m&djus 6. file: tud05
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2. Fejezet

PAROSITASOK NEMPAROS
GRAFOKBAN

2.1 PAROSITASOK POLIEDEREI

Ebben a fejezetben végig feltessziik, hogy a szereplé grafok hurok-mentesek. Célunk egyenl6tlenségekkel (azaz
félterek metszeteként) megadni egy G = (V, E) gréf parositdsai illetve teljes parositdsai incidencia vektorainak
konvex burkat, melyeket Bp illetve Brp-vel fogunk jelolni. Tovabbiakban révidség kedvéért egyszertien csak
parositasok konvex burkdrdl beszéliink. Miutdn tetszdleges politop felirhaté véges sok féltér metszeteként,
ilyen leirds biztosan létezik. Ennek explicit megadédsa azzal az elénnyel jar, hogy a linedris programozis
dualitds tételét alkalmazva egy min-max tételt nyerhetlink a maximalis sulyd péarositas illetve a minimélis
sulyu teljes péarositas silyédra. Ilyen tétel ismeretében mér lehetéség nyilik olyan kombinatorikus algoritmusok
kidolgozaséra, melyek a szébanforgd optimumokat kiszamitjdk. Ezen algoritmusok, melyek meglehetésen
ravaszok (és a Kombinatorikus Algoritmusok II. c. eldaddsban keriilnek tdrgyaldsra) egyittal 1j, alternativ
bizonyitast is jelentenek majd az aldbbi eredményekre. Jelen célunk az, hogy minél té&morebb, attekinthetébb
bizonyitasokkal szolgdljunk a szébanforgd eredményekre.

Péros grafok esetén a paros graf incidencia matrixdnak teljes unimodularitdsa miatt az {z : € R¥, d.(v) <
1 minden v € V csticsra} poliéder csicsai egészek, és {gy 0— 1 vektorok, vagyis parositdsok incidencia vektorai,
tehdt ez a poliéder éppen a pérositds poliéder. Hasonléképp, ha a d.(v) < 1 egyenlétlenségeket egyenléségekre
cseréljiik, igy megkapjuk a paros graf teljes parositas poliéderét. Nem paros graf esetén azonban az igy kapott
poliéderek mér nem feltétleniil irjdk le Bp-t illetve Brp-t. Példdul egy hdromszog esetén a mindeniitt 1/2
vektorra d.(v) = 1 teljesiil, de ez nem lehet Br-ben, mert abban minden vektor komponens-6sszege legfeljebb
1.

Jelolje O a V legaldbb haromelemil paratlan elemszdmu részhalmazainak rendszerét. Ennek barmely Z
tagja olyan, hogy tetszdleges parositas legfeljebb (|Z] —1)/2 darab Z &ltal feszitett élt tartalmaz és tetszéleges
teljes pdrositds paratlan sok, igy legaldbb egy élt tartalmaz a [Z,V — Z] vagdsbol.

2.1.1 A teljes parositas poliéder
Legyen G = (V, E) teljes pérositdssal rendelkezé irdnyftatlan gréf. Jelolje a teljes pdrositdsok (incidencia
vektorainak) konvex burkdt Pg. Tekintsiik a kovetkezd poliédert

P = (2.1)

{x € R” 2 >0,d,(v) = 1 minden v € V csticsra,
dx(Z) > 1 minden Z € O — re. }

TETEL 2.1.1 (Edmonds) Brp = P’

Biz. Paritasi megfontolasbdl adédik, hogy egy M teljes parositdsra és egy paratlan elemszami Z halmazra
dn (Z) pératlan és {gy legaldbb 1. Emiatt Brp C P’. A forditott irdnyd tartalmazds igazoldsdhoz tekintsiink
P’-nek egy x elemét. Errdl fogjuk kimutatni, hogy el84ll teljes parositdsok konvex kombindciéjaként.

Feltehetjiik, hogy = minden élen pozitiv, mert azon éleket, ahol 0, kihagyhatjuk a grafbél. Nevezziink egy
Z C V halmazt pontosnak (z-re nézve), ha |Z| pératlan és d»(Z) = 1. Egy pontos halmaz komplementere is
pontos. Z pontos halmaz valédi, ha |Z| > 3, |V — Z| > 3.
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Lemma 2.1.2 Ha Z és Z' olyan pontos halmazok, melyek metszete pdratlan elemszdmii, akkor metszetiik és
unidjuk is pontos. Tovdbbd ilyenkor d(Z,Z') = 0.

Biz. Ha a metszet pdratlan, akkor az unié is, ezért 1 + 1 = dy(Z) + do(Z') = do(Z N Z") + da(Z U Z") +
2d.(Z,Z') > 1+ 1+ 0, amib6l a lemma kovetkezik. e

Nevezziink egy M teljes parositdst (az z-re nézve) feszesnek, ha da(Z) = 1 fenndll minden Z pontos
halmazra. (Geometriailag ez azt jelenti, hogy P’-nek az z-t tartalmazé legsziikebb oldala tartalmazza az
M incidencia vektorat). A tétel bizonyitdsdhoz arra lesz csak sziikségiink, hogy létezik feszes pérositds, de
kényelmesebb kicsit tobbet igazolni:

Lemma 2.1.3 Minden e = uwv € E élhez létezik e-t tartalmazo feszes pdrositds.

Biz. Elbszor nézziik meg azt az esetet, amikor nem létezik valédi pontos halmaz. Ekkor csak azt kell
igazolnunk, hogy létezik e-t tartalmazoé teljes parositds, hiszen ez automatikusan feszes. Ha indirekt nem
létezne ilyen, akkor Tutte tétele nyoman létezik olyan A C V — {u,v} halmaz, amelyre a G — {u,v} — A
grafban a paratlan komponensek ¢ szdma nagyobb, mint A elemszdma. Legyen A’ := A U {u,v}, jelolje
a szébanforgé paratlan komponenseket Z1, Za, ..., Z;, és legyen E' az A’ és a paratlan komponensek kozott
vezet6 élek halmaza. Mivel |V | paros, ezért ¢ és |A| ugyanolyan paritdsy, igy t > |A|+2 = |A’|. Ekkor egyrészt
z(E') =Y [do(Zs) 1 i = 1,...,t] > t, mésrészt (E') < > [do(w) : w € A'] — z(wv) < |A| — z(w) < |4,
amibdl |A’| > t adédik, és ez az ellentmondés bizonyitja a lemméat amikor nincs valédi pontos halmaz.

Tegylik most fel, hogy Z1 valédi pontos halmaz. Legyen Z» :=V — Z; és jelolje rendre G1 = (Z1 + 22, E1)
és G2 = (Z2 + z1,E2) a Zj illetve a Z; halmazok sszehuzdsdval keletkezd grafokat, ahol z; a Z; halmaz
Osszehizasaval keletkezd csicsot jeloli. Jeldlje xp illetve x2 az x vektor megszoritiasat az E; illetve az Fo
éleire. Miutén d,(Z1) = 1, a G; minden csticsdra teljesiil d., (v) = 1. Tovdbbd G; minden pératlan elemszdmu
Z halmazdra d.,(Z) > 1.

Tegyiik el6szor fel, hogy az e = uv él mindkét vége ugyanabban a Z;-ben van, mondjuk Z;-ben. Indukciéval
létezik Gi-nek egy M, feszes parositdsa, amely tartalmazza e-t. Legyen f' az Mi-nek a zo-t fedd éle. Jelolje
f a G-nek azt az élét, amelybdl a Zy Osszehizasakor f’ keletkezett és jelolje f’ a Ga-nek azt az élét, amely
f-bél keletkezett a Z1 Gsszehtizdsakor. (Vagyis f” szomszédos a 21 csiccsal.) Indukciéval 1étezik Ga-ben egy
f-t tartalmazé My feszes pérositasa. Ekkor M := (M — f') U (M2 — f"') + f teljes parosftdsa G-nek, amely
tartalmazza e-t.

Abban az esetben, ha e végpontjai kiilonboz6 Z;-khez tartoznak, akkor Gi-ben létezik e’-t tartalmazé M
feszes parositds és Go-ben létezik ¢”'-t tartalmazé Mo feszes parositds és ilyenkor M := (M7 —¢e')U(Ms—e")+e
teljes parositdsa G-nek, amely tartalmazza e-t.

Allitjuk, hogy mindkét esetben M feszes. Valéban, tetszoleges Z C V pontos halmazra |Z N Z1| és |Z N Zo|
egyike paratlan, mondjuk |ZNZy|. A 2.1.2 lemma alapjén |ZUZ | és igy | Z> — Z| is paratlan és pontos, tovabba
|Z N Z1| pontos és dx(Z,Z1) = 0. Emiatt dy(ZNZ1) =dm, (ZNZ1) =1,du(Z2 — Z) = dmy(Ze — Z) =1 és
dM(Z, Zl) = 0. Ebbdl 1 —|—dM(Z) = d]\/[(Zl) + dM(Z) = dM(Z1 N Z) =+ dM(Zl U Z) + 2(11\/[(Z17 Z) =1+1+0,
amibdl da(Z) = 1 kovetkezik, vagyis M valéban feszes. o

A tétel bizonyitasdhoz visszatérve, azt feltettiik, hogy x mindeniitt pozitiv. Azt is feltehetjiik, hogy G
Osszefiiggl. A tétel nyilvdnvaléan igaz, ha G-nek egyetlen éle van. Tegyiik fel tehat, hogy nem ez a helyzet.
Ekkor (*) z-nek van olyan komponense, amely kisebb, mint 1.

A 2.1.3 lemma szerint 1étezik egy M feszes pdrositds. Tekintsik az zo := (x — axam)/(1 — a) vektort.
Mivel M teljes parositds, minden v csicsra dg, (v) = 1 teljestl bdrmely « értékre. Mivel M feszes, kicsiny
pozitiv a-ra dg, (Z) > 1 fenndll minden paratlan Z-re. Mivel x mindeniitt pozitiv, kicsiny pozitiv a-ra x4 > 0.
Vélasszuk a-t maximalisra tigy, hogy zo € P’, vagyis a a legnagyobb olyan szdm, amelyre @ < z(e) minden
e € E élre és (dx(Z) — adm(2))/(1 — ) > 1 (Konkrétan « := min{a, a2}, ahol a1 = min{z(e) : e € M}, és
as := min{(d,(Z) — 1))/(dm(Z) — 1) : Z nem-pontos paratlan halmaz.}) Ekkor (x) miatt 0 < a < 1, 7o € P’
és az @ maximalis védlasztdsa miatt vagy x,-nak van 0 komponense vagy x.-ra nézve szigoruan tobb pontos
halmaz létezik. fgy indukciéval feltehetjiik, hogy x, benne van Brp-ben, azaz eléill teljes parositasok konvex
kombindcidjaként. De akkor x = axa + (1 — a)z miatt z is eldall teljes pdrositdsok konvex kombinécidjaként.
LN

Tegytk fel, hogy ¢ : E — R4 egy adott sily- (vagy koltség) fiiggvény. A teljes pérositds poliéder leirdsét
és a dualitas tételt felhasznélva kapjuk az aldbbi formulédt a teljes parositdsok minimalis silyéra.

TETEL 2.1.4 A teljes pdrositdsok minimdlis sulya egyenld az aldbbi mazimummal:

max Z[y(Z) : Z CV,|Z| pdratlan | (2.4)
ahol y(Z) >0, ha |Z| > 1 és minden e =wv € E €lre Y [y(Z) : |Z N{u,v}| =1] < c(e). o

A 2.2 szakaszban megvizsgéljuk, hogy egészértékii c esetén mi mondhaté a duélis linedris program egészértékiliségérél.

23



2.1.2 A parositas poliéder

A teljes parositasok poliéderének leirdasat felhasznalva egyszerii elemi konstrukcié segitségével megadhatjuk a
parositasok poliéderét.

TETEL 2.1.5 Tetszbleges G = (V, E) graf parositdsai incidencia vektorai dltal feszitett politop pontosan a
kéovetkezd poliéder:

Pyo:={zecR”:z>0, (2.5)
d:(v) <1 mindenv €V -re (2.6)
i2(Z) < (|Z] = 1)/2 minden pdratlan elemszdmi Z C V halmazra }. (2.7)

Biz. Egy M pérositas x := xam incidencia vektorara nyilvdan mindkét egyenlStlenség fenndll, igy a péarositasok
konvex burkanak elemeire is.

Megforditva, legyen x egy olyan vektor, amely az egyenlGtlenségeket kielégiti. Készitslik el a G grafot két
példanyban, melyeket jelolije G' = (V' E'), G” = (V" E"). Kossiik ossze a megfeleld v’ és v pontokat
egy-egy éllel és az {gy kapott grafot (a V' U V" ponthalmazon) jeloljik H-val. Készitsiink el egy y vektort
a H graf élein. G minden e élére legyen y(e') := y(e”) := z(e), ezenkiviil minden v € V csticsra legyen
y('v") =1 —dy(v).

Alh’tjuk, hogy y benne van a H teljes pdrositds poliéderében. A definiciébdl nyilvéanvald, hogy dy(u) = 1
fennédll H minden csticséra. Legyen most Z = A’ U B” egy paratlan elemszdmt halmaz. Ekkor A— B és B— A
egyike paratlan elemszdmu, mondjuk A — B, és igy, iz(A — B) < (JA — B| — 1)/2 miatt, dy(Z) > > [dy(v') :
v e (A — B —-2i,(A-B)—dy(A—B,AnB)+ d, (A" -B" A"NnB")=|A-B|-2i,(A-B)>1.
A 2.1.1 tétel miatt y a H teljes parositdsainak konvex kombindcidja, ami miatt ezen parositdsokat a G-re
megszoritva az r a GG parositdsainak konvex kombindciéjaként all els. e

Figyeljiik meg, a tétel azzal ekvivalens, hogy a Py poliéder egész. FEz ugyanis Py korlatossiaga folytan azzal
egyenértékii, hogy Py csicsai egészek, ami a (2.6) miatt azt jelenti, hogy Py csicsai 0 — 1-vektorok. Miutén a
Py-ban 16v6 (igy (2.6)-et) kielégité 0 — 1-vektorok pont a pdrositdsok incidencia vektorai, a tétel valéban Py
egészségével ekvivalens. A 2.1.5 tételben megadott leirdst és a dualitds tételt Gsszetéve, a kovetkez6 eredmény
adédik.

TETEL 2.1.6 Legyen G = (V, E) grdf élein adott a ¢ : E — R sulyfiggvény. A grdf maximdlis silyd
pdrositasanak sulya egyenld a
min Y w(v)+ > y(2)(|2] - 1)/2) (2.8)
veV ZeOo
értékével, ahol m:V — Ry, y: O — Ry nemnegativ és minden uv € E élre

n(u) + () + Y W(Z) v € Z) > c(uv). o (2.9)

2.2 DUALIS (FEL-)EGESZERTEKUSEG

Paros grafok esetén a parositdas poliédert teljesen unimodulédris méatrix rta le, és emiatt egész célfliggvény
esetén a dudlis linedris probléménak is mindig létezett egészértékli optimuma. A 2.1.1 tételben megadott
primdl poliéderrdl, bar a megadott leiré rendszere nem teljesen unimoduldris, mégis kimutattuk, hogy egész
(merthogy a cstcsai a teljes parositdsok). Ennek nyomén felvetédik a kérdés, vajon egész c esetén a dudlis
feladatnak is mindig létezik-e egész optimuma. A vélasz sajndlatos médon nemleges, amint azt a teljes
négypontd graf mutatja a ¢ = 1 silyozéds esetén. Ekkor persze a primdl optimum értéke 2 (:barmely teljes
pérositds silya 2), a dudl optimum egyetlen megolddsa (amint az kénnyen ellendrizhetd) az, amikor az y mind
a négy egyelemii halmazon 1/2, mésutt 0. Az egészértékii dudlis optimum értéke 1, vagyis kisebb, mint 2.
Ki fogjuk mutatni azonban, hogy mindig létezik félegész dudlis optimum. S6t, ennek felhasznalasaval azt is
igazolni fogjuk, hogy ha minden kor éleinek sulyosszege paros, igy mar biztosan 1étezik egész dudlis optimum
is. Ennek messzemend kombinatorikus kévetkezményei lesznek: segitségével példdul megoldhaté a kinai postés
probléma, vagy sikgrafok esetén az tigynevezett élidegen utak problémaéja.

Erdekes médon a 2.11 tételben a dudlis optimum egész ¢ esetén mindig eléretik egész vektoron is (szemben
a teljes parositds poliéder leirdsa elébb emlitett esetével).
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TETEL 2.2.1 A G = (V,E) grdf pdrositis poliéderét leiré {x > 0,d.(v) < 1 minden v € V csicsra,
i2(Z) < (|Z] — 1)/2 minden pdratlan elemszdmi Z C V halmazra} rendszer teljesen dudlisan egészértékd,
vagyis tetszéleges egész ¢ : E — Z sulyfiigguényre a graf maximalis sulyu pdrositdsinak silya egyenld a

min » " w(v) + Y y(2)(12] - 1)/2) (2.10)

veV ZeO

értékével, ahol m:V — Z4,y : O — Z4 nemnegativ, egészértéki, és minden uv € E élre

m(u) + 7)) + > [W(Z) :uv € Z) > ). (2.11)

Rdaddsul létezik olyan y optimdlis dudlis megoldds is, amelyre az Oy := {Z € O,y(Z) > 0} halmaz-rendszer
lamindris.

Biz. Jelolje a maximélis silyd pérositéds silydt v.. Adott (y, ) dudlis megolddsra legyen

by, ™) =Y 7(v)+ Y y(2)(|Z]-1)/2 (2.12)

veV ZeO

A dualitds tétel trividlis max < min irdnya miatt ve < b(y, ).

A tétel els6 részének igazolasdhoz tegyiik fel indirekt, hogy a min-max 6sszefliggés nem érvényes és valasszunk
egy olyan (G, c) ellenpéldét, amelyre a [V|+|E|+ ) __ . |c(e)| Gsszeg minimalis. Ekkor minden e élre c(e) > 1
(kiilonben a nempozitiv élek kitorolheték.) A most kovetkezd dllitdsok mind erre a legkisebb ellenpéldara
vonatkoznak.

Allitas 2.2.2 Minden v csicsot elkeriil egy maximalis sulyud pdrositds.

Biz. Tegyiik fel indirekt, hogy egy v csiicsot minden maximaélis silyu parositas fedi. Ekkor a c-értékeket a v
végl éleken eggyel csokkentve a maximalis sulyd parositas silya is csokken, éspedig eggyel, azaz a keletkezd
¢ stlyfiiggvényre nézve vy = v. — 1. Mivel (G,c’) mar nem ellenpélda, igy 1étezik egy egészértékit (y', ')
dudlis optimdlis megoldds, amelyre b(y’,7’) = v.,. Ha most 7’ értékét a v csticson eggyel megnoveljiik, akkor
olyan (y',7") dudlis megoldéast kapunk c-re nézve, amelyre v. = v +1 = b(y',7')+1 = b(y', 7"") > v., amibél
ve = b(y’,7"") adddik, ellentmondésban (G, c) ellenpélda voltéval. e

Allitss 2.2.3 Legyen (y, ™) egy optimdlis dudlis megoldds és M egy mazimdlis sulyid pdrositds. Ekkor M fed
minden olyan v csicsot, amelyre w(v) > 0. Tovdbbd y(Z) > 0 esetén az M-nek azon élei, melyek Z-be esnek
a Z-nek egy majdnem teljes (azaz (|Z] — 1)/2 elemil) pdrositdsdt adjdk.

Biz. A 2.1.5 tétel szerint a primal optimum péarositason felvétetik. Az allitds nem mds, mint a duél
egyenlotlenségeknek megfelelé optimalitasi kritérium. e

A fenti két allitast Gsszevetve kapjuk, hogy:
Allitas 2.2.4 Tetszbleges (y,m) optimdlis dudlis megoldds esetén m = 0. o

Allitss 2.2.5 Létezik olyan (y,n) optimdlis dudlis megoldds, amelyre az O, := {Z € O,y(Z) > 0} halmaz-
rendszer lamindris.

Biz. Induljunk ki egy (y,7) dudlis optimumbdl. Az y mindenesetre valaszthaté raciondlisnak, hiszen egy
bézis-megold4ds raciondlis és mindig létezik optimélis bézis-megoldds. (A 2.2.4 Allitss szerint 7 = 0.)

Tegyiik fel, hogy O, nem lamindris, azaz tartalmaz két halmazt, A-t és B-t, melyekre ANB,A—B,B— A
egyike sem tires. Alll’tjuk, hogy |AN B| pératlan. Ha ugyanis paros lenne, akkor egy v € AN B csicsra a 2.2.3
allitas els6 része miatt létezik maximélis sulyu v-t elkeriillé M pérositds. Masrészt, a 2.2.3 allitds masodik
része miatt M-nek A-ba illetve B-be es6 élei teljes parositasit adjdk A — v-nek illetve B — v-nek, de akkor
|AN B — v| péros.

Jelolje az y(A) és y(B) értékek minimumét a, és csokkentsiik mind y(A)-t, mind y(B)-t a-val. Most |ANB|
pdratlan, igy persze |A U B| is az. Noveljiikk y(A U B)-t a-val, és amennyiben |[A N B| > 3, dgy y(A N B)-t
is noveljiikk a-val. Ezt az atalakitdst egy kikeresztezési 1épésnek nevezziik. Konnyen ellendrizhetd, hogy a
16trejovd (y', ') teljesiti (2.11)-t. Azt sem nehéz beldtni, hogy b(y,m) = b(y',7’), azaz (y',7’) is optimélis
dudlis megoldés.

Ismételjiik ezt az eljarast egészen addig, amig a szébanforgd Z, halmazrendszer nem lamindris. Alll’tjuk,
hogy a kikeresztezési eljaras véges sok 1épés utan véget ér. Ezt elég csak arra az esetre igazolni, amikor y
egészértékli, mert ha nem az, akkor komponenseinek ko6zos nevezijével felszorozhatjuk. Egy kikeresztezési
lépésnél a > (y(Z)|Z] : Z € O) osszeg vagy valtozatlanul marad (amikor |A N B| > 1) vagy csokken (ha
|[AN B| = 1). Vildgos, hogy ezen utébbi eset csak véges sokszor fordulhat el§. Az elsd esetben viszont a
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SW(2)|2)? + Z € O) kisérd Osszeg szigordan nd, igy véges sok ilyen 1épés utén a > (y(Z)|Z| : Z € O)
Osszegnek kell véltoznia, igy tehat kikeresztezési 1épésbdl valéban csak véges sok lehet.

Rendelkezéstinkre all tehat egy (y, m = 0) dudlis optimédlis megoldds, amelyre O, lamindris. Mivel (G, c)
ellenpélda, y nem egészértékii, azaz van olyan A € O, halmaz, amelyre y(A) nem egész, azaz (3 := y(A)—|y(A)]
pozitiv. Tegyik fel, hogy A maximélis ilyen. Mddositsuk most y-t ugy, hogy y(A)-t csdkkentjiik 5-vel, mig O,
azon tagjain (ha vannak egyéltaldn), melyek részhalmazai A-nak és maximalis ilyenek (és melyek a laminarités
miatt diszjunktak) az y értéket noveljiikk S-val. Az A maximdlis vdlasztdsa és ¢ egészértékiisége miatt igy
egy masik dudlis megoldést kapunk, de ez ellentmond y optimaélis voltdnak, hiszen ezen valtoztatds sordan a
eroy y(X)(|X| — 1)/2 osszeg szigorian csokken. Az ellentmondds mutatja, hogy nem létezhet ellenpélda.

A mdsodik részhez csak azt kell észrevenniink, hogy a fent leirt kikeresztezési eljards az egészértékiiséget
nem rontja el, igy egy tetszdleges egészértékii dualis optimumbdl kiindulva végiil kapott ”lamindris” optimum
is egészértékii. o

Felhaszndlva a 1.1.6 tételt kapjuk:

Kovetkezmény 2.2.6 Az {x > 0,d.(v) = 1 minden v € V csidcesra, i.(Z) < (|Z] — 1)/2 minden pdratlan
elemszdmi Z C 'V halmazra} rendszer TDI.

A TDI-ségbdl addédik, hogy a kovetkezménybeli rendszer &ltal lefrt poliéder egész, igy csticsai a teljes
parositasok. Vagyis ily mdédon a teljes parositas poliédernek egy TDI leirdsat kaptuk. Ennek segitségével
kimutatjuk, hogy a 2.1.1 tételben korabban megadott leirds ”dudlisan félegész”.

TETEL 2.2.7 Legyen G = (V, E) olyan grdf, amelynek van teljes pdrositdsa ésc: E — R egész kéltségfiggény.
A minimadlis koltségi teljes pdrositds kéltsége egyenld a

max b (y,m) = Zﬂ'(v) + Z y(Z) (2.13)
veV ZecO

értékkel, ahol mind y > 0, mind w (ami lehet negativ) félegész és
w(u) +7(0) + Y [W(2): Z € O, {u, v} 2| = 1] < c(uv) (2.14)
fenndll a graf minden uv élére.

Biz. A tétel rogtén adédik az elébbi kovetkezménybdl, amint megfigyeljik, hogy az i.(Z) < (|Z] — 1)/2
egyenl6tlenség el6dll, mint a —d,(Z) < —1 egyenlétlenség és a d.(v) = 1 (v € Z) egyenldségek Osszegének a
fele. o

Nevezziink egy egész koltségfliggvényt paros korosszeglinek, ha minden kor koltsége péros.

TETEL 2.2.8 Amennyiben a 2.2.7 tételben c pdros kérosszegd, gy az optimdlis (y,m) egészértékinek is
vdlaszthata.

Biz. Mivel minden kor 6sszkoltsége paros, a graf pontjainak van egy olyan T' C V részhalmaza, hogy egy él
koltsége pontosan akkor paratlan, ha kilép T-bél. Jeldlje ¢ azt a koltségfiiggvényt, amelyet gy kapunk c-bél,
hogy minden uv élre c(uv)-t |T' N {u, v}|-vel megnoveljik. Ekkor ¢ péros, azaz ¢/2 egész, és igy a 2.2.7 tétel
miatt 1étezik ¢-re nézve egy (y, ) egészértéki dudlis optimum. A 7 értékeit a T pontjaiban eggyel csokkentve
a c-re nézve kapunk egy egészértékii dudlis optimumot. e

Jelolje @ a V' alaphalmaz Osszes péaratlan elemszamu részhalmazanak halmazat.

TETEL 2.2.9 Legyen G* = (V, E*) pdros csiicsi teljes grif és legyen c egy olyan nemnegativ paros korésszegis
koltségfiigguvény E™-n, amely teljesiti a hdromszog egyenlbtlenséget. Ekkor a minimdlis koltségi teljes pdrositds
kdltsége egyenld a

max > y(Z) (2.15)

értékkel, ahol y > 0 egész és
> W(2): Z € Q|{u,v} N 2] =1] < c(uv) (2.16)

fenndll a grdf minden uv élére.
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Biz. A 2.2.7 tétel nyomén csak azt kell kimutatnunk, hogy létezik olyan (y, 7) egészértékii optimdlis megoldés,
amelyben m > 0, hiszen ekkor egy olyan v csucsra, amelyre w(v) > 0, a w(v) dudl véltozét lecserélhetjiik
y({v}) := 7(v) dudlis véltozéra.

Legyen tehét (y,m) egy egészértékii optimdlis dudl megoldds, amelyet a 2.2.8 tétel biztosit. Tegyiik fel,
hogy 7 a legkevésbé negativ, azaz a Y [r(v) : m(v) < 0] dsszeg a lehetd legnagyobb. Még azt is feltehetjiik,
hogy a {Z : y(Z)} halmazrendszer lamindris. Nevezziink egy élt pontosnak, ha (2.16)-t egyenl8séggel teljesiti.
Tegylik fel indirekt, hogy létezik olyan z olyan csics, amelyre w(z) < 0.

z-b6l vezet ki pontos él, mert kiilonben 7(z) értékét eggyel névelve jobb dudlis megoldast kapnank. Ha z-bél
egyetlen e = uz pontos él vezet ki, akkor ¢(e) > 0 miatt vagy 7(u) > 0 vagy van olyan S € O halmaz, amelyre
y(S) > 0 és e belép S-be. Mindkét esetben 7(z)-t eggyel novelve és w(u)-t vagy y(S)-t eggyel csokkentve egy
masik, kevésbé negativ optimalis dudlis megoldast kapnank.

Allftjuk, hogy ha e = zu és f = zv pontos élek, akkor van olyan S € O halmaz, amelyre y(S) > 0 és S-be
mind e, mind f belép. Ha ugyanis nem létezne, akkor c(uv) < c(uz) + c(vz) = w(u) +7(2) + > [y(Z) : Z €
O, {u,z}NZ| =1+ 7))+ 7(2) +D.[y(Z2): Z € O,|{v, 2} N Z| = 1] = 27 (z) + w(u) + 7(v) + D [y(Z) : Z €
O, {u,v}nZ| =1 < n(uw) + 7(v) + >.[y(Z) : Z € O, {u,v} N Z| = 1] < ¢(wv) adédna. A laminaritds miatt
létezik egyetlen S € O halmaz, amelyre y(S) > 0 és minden pontos uz él belép S-be. De ekkor 7(2)-t eggyel
novelve, y(.5)-t eggyel csokkentve egy mésik dudlis optimumot kapunk, amely kevésbé negativ, mint (y, ).

Egy péros elemszami T' C V részhalmazra a G = (V, E) graf éleinek egy J részhalmazdrdl azt mondtuk,
hogy T-kotés, ha dj(v) pontosan a v € T pontokra péaratlan. A graf egy [Z,V — Z] vdgdsat T-vagasnak
neveztik, ha |Z N T'| pératlan.

TETEL 2.2.10 (Seymour) Egy G dsszefiiggd pdros grifban a T-kétések minimdlis elemszdma egyenld az
élidegen T -vdgdsok mazximdlis szdmaval.

Biz. Mivel minden T-ko6tés metsz minden T-végést, igy a max < min irdny trividlis. A forditott irdny
igazoldsdhoz elészor a V = T specidlis esettel foglalkozunk. Jelolje c¢(uv) az u és v csiicsok kozotti legrovidebb
0t hosszat. ¢ nyilvén teljesiti a haromszog egyenlStlenséget, és mivel G péros, igy ¢ paros korosszegli. A
2.2.9 tétel miatt létezik egy M teljes parositds G™-ban és c(M) darab pédratlan elemszadmui halmaz, igy hogy
minden uv € E* él legfeljebb c(uv) darab halmazba 1ép be. Mivel G éleire c(uv) = 1, igy ezek a halmazok
c¢(M) darab G-ben élidegen V-vigdst hatdroznak meg. Masrészt az M teljes pdrositds mindegyik wv éléhez
tartozik G-ben egy c(uv) darab élb6l 4ll6 ut, amelyek c(M) minimalitds miatt élidegenek, és igy egyesitésiik
egy V-kotés, amelynek elemszama c¢(M).

A T C V esetben minden V — T-beli v pontra adjunk a grafhoz egy dj v’ pontot és egy dj vv’ élt. A
keletkezd G' = (V, E') paros graf V'-kotései és G T-kotései kozott egy-egy értelmil kapcsolat teremt az 1j élek
halmazanak elvétele. fgy egy minimalis T-kotés és egy miniméalis V'-kotés elemszdmdnak eltérése az 1j élek
szdma. M4dsrészt G’-ben egy maximdlis V'-vagas pakolasrdl feltehetd, hogy elemi vagdsokbdl all, vagyis az
14j élek mindegyike, mint egyelemii vdgds benne van a pakoldsban. Vagyis az élidegen V'-vigdsok maximalis
szama éppen az Uj élek szamdval t6bb, mint az élidegen T-vagdsok maximalis szama. Emiatt az elsé részbdl
kovetkezik a teljes tétel. o

2007. m&djus 6.file: ulmatch
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3. Fejezet

SZ“UBMODULARIS
FUGGVENYEK ES
POLIEDEREIK

Ismeretes, hogy egy matroid rangfiiggvénye szubmoduléris, ugyanakkor grafelméletben gyakran feltiinnek
olyan szubmoduldris fiiggvények, melyek nem matroid rangfiiggvényei. Példaul, a G = (S,T;E) péros
grafban az S részhalmazain értelmezhetjiik a |I'(X)| fiiggvényt, ahol I'(X) jeloli az X C S halmaz T-beli
szomszédainak halmazat. Nem nehéz kimutatni, hogy ez a halmazfiiggvény szubmoduldris, monoton névé
(azaz X CY C S esetén |[I'(X)| < [I(Y)|) és persze az iires halmazon nulla. Ugyanakkor |I'(X)| tipiku-
san nem szubkardindlis. Taldlkozhatunk olyan szubmoduléris fliggvényekkel is, amelyek még csak nem is
monotonak (példaul egy irdnyitott graf csicsainak részhalmazain értelmezett o befok fiiggvény). Még az is
eléfordulhat, hogy a fliggvény nem minden részhalmazon értelmezett, a £oo értéket is felveheti, vagy hogy a
szubmodularitds nem minden halmazparra teljesiil.

3.1 ALTALANOSITOTT POLIMATROIDOK
3.1.1 Definicidk, elemi tulajdonsagok

A S véges alaphalmaz X és Y részhalmazaira azt mondjuk, hogy metsz6, ha X NY nem tires és atmetsz6, ha
X-Y, XNY,Y —X egyike sem iires. X ésY ko-metszs, ha komplementereik metszék, azaz unigjuk nem S. Ha
X, és Y ko-metszd és dtmetszd, akkor X,Y keresztezd. Egy halmazrendszer laminaris (ill. keresztezés-
mentes), ha tagjai paronként nem Aatmetszéek (nem keresztezéek). Metszet-unidra zart halmazrendszert
halmazgytiriinek mondunk.

Az aldbbiakban a halmazfliggvények alaphalmaza S, értékkészletiikben megengedjiik a Foo-t, és végig
megkivanjuk, hogy az iires halmazon az értékiikk 0. Egy h halmazfiiggvény monoton névd, ha h(X) < oo
és X CY C S esetén h(X) < h(Y). h monoton csékkend, ha negativja monoton névé. h(f) = 0 miatt
adddik, hogy véges értékii monoton nové fliggvény nemnegativ. Egy h halmazfiiggvény szimmetrikus, ha
h(X) = h(S — X) minden X C S-re.

Tetszéleges m : S — R+ {oco} vagy m : S — R+ {—oo} fliggvényt kiterjeszthetiink az S részhalmazaira az
m(X) := > [m(s) : s € X] formuldval (és a késSbbiekben ezt a kiterjesztést kiilon hivatkozds nélkiil hasznélni
fogjuk). Az igy kapott halmazfiiggvény moduldris abban az értelemben, hogy m(X)+m(Y) =m(X NY) +
m(X UY) fenndll minden X, Y C S-re. Konnyen ellendrizhetd, hogy minden moduldris halmazfiiggvény,
amelynek értéke az iires halmazon nulla, el64ll ilyen alakban.

A b:2% = R+ {co} halmazfiiggvény teljesen (metsz8, ko-metszd, keresztezs) szubmoduldris, ha
minden (metsz8, ko-metszd, keresztezd) X,Y C S részhalmazra fenndll a

b(X)+b(Y) > b(XNY)+bXUY) (3.1)

szubmodularitdsi egyenlStlenség. A teljesen szubmodularis fiiggvényt réviden szubmodularisnak hivjuk. A
p halmazfiiggvény szupermoduldris, ha negativja szubmodularis. Egy véges értékli, monoton névd, telje-
sen szubmoduldris fiiggvényt polimatroid-fiiggvénynek hivunk. A matroid rangfiiggvények pontosan az
egészértékli szubkardindlis polimatroid-fiiggvények.

Egy p véges értékli szupermoduléris fiiggvény pontosan akkor nemnegativ, ha monoton névé. Valéban,
p(0) = 0 miatt monoton névd fiiggvény nemnegativ, masrészt, ha p nemnegativ, akkor X C Y esetén p(X) <
P(X) +p(Y — X) < p(X 1 (Y = X)) +p(X U (Y — X)) = p(0) + p(¥) = p(Y).

28



Tetszbleges h : 2° — R halmazfiiggvényre, amelyre h(S) véges, értelmezhetjiik a h fiiggvényt a

R(X) == h(S) — h(S — X) (3.2)

formuldval. A 7 fiiggvényt a h komplementerének nevezziik. Nyilvan h(0) = 0, h(S) = h(S) és 7 = h.
Szubmoduléris fiiggvény komplementere szupermodularis és megforditva. Modularis fliggvény komplementre
sajat maga. Egy matroid rang és ko-rang fliggvénye egymas komplementerei.

Allitas 3.1.1 Eqgy b teljesen szubmoduldris fligguény értékeit az eqyelemi halmazokon tetszés szerint csokkentve
vagy az 0sszes nemaires részhalmazon ugyanannyival csokkentve metszé szubmoduldris fligguvényt kapunk. Egy b
metszd szubmoduldris fligguény értékeit az egyelemi halmazok komplementerein tetszés szerint csékkentve vagy
az 0sszes S-t6l kilonboz6 nemdiires részhalmazon ugyanannyival csokkentve keresztezd szubmoduldris fliggvényt
kapunk. Analég dllitdsok érvényesek szupermoduldris fiigguényekre csdkkentés helyett néoveléssel.

Azt mondjuk, hogy a (p,b) halmazfiggvényekbdl 4ll6 par paramoduldris (vagy réviden erds pdr), ha
p(S) =b(S) = 0, p teljesen szupermoduldris, b teljesen szubmoduldris és 6sszeill6k (compliant), azaz a

b(X) = p(Y) = b(X — Y) —p(¥ — X) (3.3)

kereszt-egyenlStlenség fenndll minden X,Y C S halmazra. Metsz6 paramoduldris (roviden gyenge)
parrdl beszéliink, ha p és b metszd szuper- illetve szubmodularis és a kereszt-egyenlGtlenséget csupan dtmeszé
halmazpéarokra irjuk el6.

Gyakorlat 3.1.1 Igazoljuk, hogy egy M matroidra (t,r) paramoduldris, ahol T a matroid rangfiggvénye, mig
t a ko-rangfiggvénye (azaz t(X) az X és egy bézis metszetének minimélis elemszdma, més széval t = T).

Gyakorlat 3.1.2 Igazoljuk, hogy ha b szubmoduldris és b(S) véges, akkor (b,b) paramoduldris.

Feladat 3.1.3 Igazoljuk, hogy egy G = (V, E) grifra az (ig,ea) pdr paramoduldris, ahol ig(X) az X dltal
feszitett élek szdma, mig eq(X) a legaldbb egyik végpontjukkal X -ben lévd élek szdma.

Ha b teljesen szubmoduléris, akkor az {X : b(X) < oo} halmazrendszer halmazgy(irii, és megforditva,
ha egy F halmazgytirtin értelmeziink egy véges értékii szubmoduléris fliggvényt, akkor ezt kiterjeszthetjiik
az S Osszes részhalmazdra azdltal, hogy értékét +oo-nek definidljuk a nem F-ben 1év6 halmazokon, és igy
szubmodularis fliggvényt kapunk. Magyardn, egy-egy értelmii kapcsolat van az esetleg 400 értéket felvevd
szubmodularis fiiggvények valamint egy halmazgy(lriin értelmezett véges értékii szubmoduléris fliggvények
kozott. Ugyanakkor technikailag gyakran kényelmesebb az utébbival dolgozni.

Feladat 3.1.4 Igazoljuk, hogy ha F az S részhalmazaibdl dllé olyan halmazgyiird, amelyre 0, S € F, akkor
létezik egy olyan (tranzitiv) D digrdf, amelyre F := {X : op(X) = 0}.

Gyakorlat 3.1.5 Adott (S,T; E) pdros grdf és a T alaphalmazon egy r rangfigguényd matroid. Az S részhalmazaira
legyen b(X) = r(I'(X)). Igazoljuk, hogy b polimatroid-fiigguény.

Feladat 3.1.6 Legyen D = (V, A) irdnyitott grdf, f : A — RU{—o0}, g : A — RU{oco} két figguény,
melyekre f < g. Mutassuk meg, hogy a p(X) := ps(X) — §4(X) formuldval definidlt halmazfigguény teljesen
szupermoduldris. Az X és'Y halmazokra pontosan akkor teljesil p(X) +p(Y) = p(X NY) + p(X UY), ha
f(e) = g(e) minden olyan e élre, amelynek egyik vége X — Y -ban van, a mdsik pedig Y — X -ben.

Gyakorlat 3.1.7 Egy irdnyitatlan grdaf éleinek minden részhalmazdihoz rendeljik hozzd az dltala fedett pontok
elemszamdt. Igazoljuk, hogy igy polimatroid-fliggvényt kapunk.

Gyakorlat 3.1.8 Adott hipergrdf pontjainak X részhalmazaira az X -et metszé hiperélek szama polimatroid-
fiiggvényt definidl. Az X-t6l diszjunkt hiperélek szama szupermoduldris figgvényt definidl. Az X-et és V — X -et
egyardnt metszd hiperélek szima szimmetrikus szubmoduldris fliggvényt definidl.

Szubmodularis fiiggvények jellemzése

TETEL 3.1.2 Egy b halmazfiigguény akkor és csak akkor szubmoduldris, ha az S alaphalmaz minden s elemére
a b(X +s)—b(X) kilonbséyg figgvény az S — s részhalmazain monoton csokkend, azaz X CY C S — s esetén

(X + ) — b(X) > b(Y +5) — b(Y). (3.4)
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Biz. Tegyiik fel, hogy b szubmoduldris. Ekkor b(X +s)+b(Y) > b[(X+s)NY]+b(X +sUY) = b(X)+b(Y +5),
és igy (3.4) fennall.

Megforditva, tegyiik fel, hogy b(X + s) — b(X) monoton cstkkené. A szubmodularitdsi egyenlStlenséget az
X,Y C S halmazokra |X — Y| szerinti indukciéval igazoljuk. Ha ez a szdm nulla, azaz ha X C Y, dgy az
egyenlétlenség (egyenlSséggel) teljesiil. Legyen s € X — Y és X' := X — 5. Indukcié miatt b(X') + b(Y) >
b(X'NY)+b(X'UY) =b(XNY)+b(X'UY). A monotonitds miatt b(X'+s)—b(X’) > b(X'UY +s)—b(X'UY).
A kettdt 6sszevetve kapjuk, hogy b(X') +b(Y) > b(X NY) +b(X ' UY +8) —b(X' +5)+b(X")=bXNY) +
B(X UY) — b(X) +b(X), azaz b(X) + b(Y) > (X NY) +b(XUY). e

Feladat 3.1.9 Igazoljuk, hogy ha b teljesiti a szubmodularitdsi egyenlétlenséget minden olyan X -re és Y -ra,
amelyre | X = Y| =Y — X| =1, akkor b teljesen szubmoduldris.

Kovetkezmény 3.1.3 A b véges-értéki szubmoduldris figgvény akkor és csak akkor moduldris, ha b(v) +
b(S —v) = b(S) minden v € S elemre.

Biz. Ha b moduldris, akkor nyilvédn b(v) + b(S — v) = b(S). A megforditdshoz legyen Z C S és s € Z. A
b(X + s) — b(s) fliggvény monotonitdsat haszndlva azt kapjuk, hogy b(s) = b(s) — b(0) > b(Z) — b(Z — s) >
b(S) —b(S —s5) = b(s), amib6l b(Z) = b(Z — s) +b(s), és igy indukciéval b(Z) =3 _, b(z) kbvetkezik minden
Z C S halmazra. e

Két szubmodularis fliiggvény minimuma

Két szubmoduléris fliggvény minimuma altaldban nem szubmodularis. Kimutathaté azonban, hogy mégis
csak az, ha a két fliggvény egyike monoton név6, a masik monoton csokkend. Ennél még tébb is igaz.

TETEL 3.1.4 (Lovdsz) Legyenek by és by szubmoduldris fligguények, melyekre by —ba monoton nové. Ekkor
a

b(X) := min{b1(X), b2(X)} (3.5)
formuldval definidlt b fliggvény szubmoduldris.
Biz. Amennyiben b1(X) < b2(X) és b1(Y) < b2(Y), akkor b(X) +b(Y) = b1(X) +01(Y) > b1(X NY) +
bi(XUY) >b(XNY)+b(XUY), vagyis a szubmoduldris egyenlStlenség fennéll (és még a monotonitdst sem
hasznaltuk). Ugyanez a helyzet, ha b1 (X) > ba(X) és b1 (Y) > b2(Y). Igy feltehetjiik, hogy b(X) = b1(X)
és b(Y) = b2(Y). A monotonitdst az X N'Y C X halmazokra felirva kapjuk, hogy b1 (X) — b2(X) > b1(X N
Y) — b2(X NY), amib8l b(X) + b(Y) = bi(X) + b2(Y) > (X NY) — b2 (X NY) + b2(X)] + b2(Y) >
b2(XNY)+bo(XUY)+01(XNY)—b2(XNY)=ba(XUY)+ b0 (XNY)>b(XNY)+bXUY).

Ugyanigy kovetkezik, hogy b metsz6 (keresztezd) szubmoduldris, ha mind b1, mind be metsz6 (keresztezd)
szubmodularis és a kiilonbségilik monoton. Specidlis esetként kapjuk, hogy egy monoton névé szubmodularis
és egy monoton csokkend szubmoduléris fiiggvény minimuma is szubmodularis.

Kovetkezmény 3.1.5 Ha a by és bz szubmoduldris fliggvények kilonbsége monoton novd, akkor az S(b1) és
S(b2) szubmoduldris poliéderek metszete is szubmoduldris poliéder, nevezetesen S(b), ahol b-t (3.5) definidlja.

3.1.2 Szub- és szupermodularis fliggvények poliéderei

Matroidelméletben igazoltuk, hogy az M = (S,r) matroidban a fiiggetlen halmazok incidencia vektorainak
konvex burka pontosan a P(r) := {z : z > 0,2(Z) < r(Z) minden Z C S-re} poliéder. Rogton lathatéan
ez azzal ekvivalens, hogy P(r) egész poliéder. Az aldbbiakban szub- vagy szupermoduldris fiiggvényekkel
definidlhaté hasonlé jellegli poliédereket vizsgdlunk. Adott p és b halmazfiiggvényekre definidljuk az aldbbi
poliédereket, melyeknél a B(b) és B’ (p) definicidjdban feltessziik, hogy b(S) illetve p(S) véges értékil.
P(b) :={z € R®: 2 >0,2(A) < b(A) minden A C S}
S(b) := {z € R® : z(A) < b(A) minden A C S}
B(b) := {x € R® : 2(S) = b(S), z(A) < b(A) minden A C S}

C(p) :={z e R®:z>0,2(A) > p(A) minden A C S}
S'(p) :={z € R® : z(A) > p(A) minden A C S}
B'(p) := {x € R® : 2(S) = p(S), 2(A) > p(A) minden A C S}

Q(p,b) := {z € R® : p(A) < z(A) < b(A) minden A C S}-re. (3.6)
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Ha b polimatroid-fiiggvény, P(b)-t polimatroidnak hivjuk, b-t pedig a hatdrfiiggvényének. Az iires
halmazt is polimatroidnak tekintjiik. Ha b teljesen szubmoduldris, S(b) szubmoduldris poliéder, melynek
szubmoduldris (vagy fels6) hatarfiiggvénye b. (Bar nem igazdn szerencsés, hogy az alaphalmaz és a szub-
modularis poliéder jelolésére is ugyanazt az S betlit hasznaljuk, remélhetéleg eme megjegyzés nyoman ez
mégsem fog zavart okozni.) Ha b teljesen szubmoduldris és b(S) véges, B(b) bazis-poliéder, melynek b a
szubmoduléris hatdrfiiggvénye. Az iires halmazt is bézis-poliédernek tekintjiikk. Amennyiben b(S) = 0, 0-
bazis poliéderrél beszéliink. Szupermoduldris p esetén, ha p(S) véges, akkor a p(X) := p(S) —p(S — X) §ltal
definidlt p komplementer fiiggvény szubmoduldris, (amelyre p(0) = 0 és B(S) = p(S)), és konnyen lathatéan
B(p) = B'(p). Emiatt a B’(p) poliédert is bdzis-poliédernek fogjuk hivni, amelynek p a szupermoduldris
(vagy alsé) hatédrfiiggvénye. Kés6bb igazolni fogjuk, hogy keresztezd szubmoduldris b fliggvény esetén is B(b)
(esetleg iires) bazis-poliéder.

Ha p teljesen szupermoduldris, S’(p) szupermoduldris poliéder. Ha rdaddsul p nemnegativ (azaz
amibdl kévetkezik, hogy véges értékli és monoton névé), gy az S’(p) szupermoduléris poliéder neve kontra-
polimatroid.

Figyeljiik meg, hogy S(b) valamint S’(p) szerepe szimmetrikus abban az értelemben, hogy S(b) és S’(—b)
egymdsnak az origéra vett tiikorképei, és hasonlé igaz B(b)-re illetve B’(p)-re. Ugyanakkor polimatroidok és
kontra-polimatroidok k6zott nincs ilyen megfelelés, mint ahogy P(b) és C(p) kozott sincs. Példdul 14tjuk majd,
hogy egy P(b) polimatroid egyértelmiien meghatdrozza az 6t definidlé b polimatroid-fliggvényt, ugyanakkor
C(p) csak nemnegativ szupermoduldris p-re hatdrozza meg p-t (amikoris S’'(p) = C(p)). A 3.3.5 allitdsban
beldtjuk, hogy barmilyen szupermoduldris p esetén a C(p) poliéder kontra-polimatroidot alkot.

Végiil, ha (p, b) paramoduléris, akkor Q(p,b) dltaldnositott polimatroid (vagy réviden g-polimatroid.)
A (p,b) par a Q hatarpérja, p a Q alsé, b pedig a fels6é hatarfiiggvénye. Megédllapodunk abban, hogy az
ires halmazt is g-polimatroidnak tekintjiik, bar 1atni fogjuk, hogy ez nem definidlhaté paramoduléris pérral,
mas szoval, paramoduléris par altal definidlt g-polimatroid sohasem tires. Késébb igazolni fogjuk, hogy metsz6
paramoduléris (p, b) par esetén is Q(p, b) (esetleg lires) g-polimatroid. Ugyanakkor a 3.2.8 tételben 14tjuk majd,
hogy nemiires g-polimatroid egyértelmiien meghatdrozza a hatarparjat. Az aldbbi tétel elére jelzi, hogy az
altaldnositott polimatroid fogalma raszolgdl a nevére.

TETEL 3.1.6 Polimatroid, szub- és szupermoduldris poliéder (és igy egy kontra-polimatroid), bdzis-poliéder
mindegyike g-polimatroid.

Biz. Legyen b polimatroid-fiiggvény. Definidljuk a p fiiggvényt azonosan nulldnak. Ekkor b monotonitédsa
miatt fenndll a kereszt-egyenl8tlenség és {gy (p,b) paramoduldris. A definiciébdl addédik, hogy P(b) = Q(p,b).

Legyen b teljesen szubmodularis. Definidljuk a p fiiggvényt az iires halmazon nulldnak, mésutt —oco-nek.
Ekkor (p,b) paramodularis és S(b) = Q(p,b). Hasonléképp, adott p teljesen szupermoduldris fiiggvényre
definidljuk a b fiiggvényt az iires halmazon nulldnak, mésutt +oo-nek. Ekkor (p,b) paramodularis és S'(p) =
Q(p,b).

Végiil legyen B(b) bazis-poliéder. Legyen p a b komplementere, (azaz p(X) := b(S) — b(S — X)). Ekkor p
szupermoduldris, illeszkedik b-hez és Q(p,b) = B(b). e

Gyakorlat 3.1.10 Legyen p olyan teljesen szupermoduldris fiigguény, amelynek véges értékei memnegativok.
Definidljuk a p' fiiggvényt a p'(X) := max{p(X),0} képlettel, (ami a monotonitds miatt azzal ekvivalens, hogy
a —oo fiiggvényértékeket nulldra cseréljiik). Igazoljuk, hogy p’ teljesen szubmoduldris.

Gyakorlat 3.1.11 Igazoljuk, hogy tetszbleges b nemnegativ szubmoduldris figgvényre P(b) polimatroid.

Feladat 3.1.12 A (p,b) paramoduldris pdrral megadott Q(p,b) g-polimatroid akkor és csak akkor bdzis-poliéder,
ha p(S) = b(S).

3.1.3 Példak
Tégla, sav

Legyenek f : S — ZU{—o00} és g : S — ZU {oo} egészértékii fliggvények, melyekre f < g. A T(f,g) :=
{z € R®: f <z < g} poliédert téglanak nevezziik. A g = oo specidlis esetben a T'(f<), mig f = —oco esetén
a T(< g) jeloléset hasznaljuk, melyek neve felsd illetve alsé térszoglet. Ennek megfeleléen, amikor az S
alaphalmazra nem akarunk utalni, az RJSF nemnegativ térszogletre a T'(0<) jelolést hasznédljuk. Legyen o < 3
két szém. A K(a, ) := {z € R% : a < 2(S) < B} poliéder neve sav. Ha a = 3, gy a sév egy hipersikot
alkot, melynek jele K(= «). Ha o = —o0 vagy ha = oo, gy a megfeleld sdvokra a K(< ) illetve K(a <)
jelolést hasznaljuk. Ilyenkor a sédv egy féltér.

Gyakorlat 3.1.13 Igazoljuk, hogy mind a tégla, mind a sav g-polimatroid.

Késobb latni fogjuk, hogy g-polimatroid metszete téglaval és savval g-polimatroid.
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Iranyitasokbdl
Legyen G = (V, E) irdnyitatlan graf. Egy m : V — Z egészértékii vektort befok-vektornak nevezink, ha

G-nek létezik olyan irdnyitdsa, amelyben minden v pont befoka m(v).

Lemma 3.1.7 (Irdnyitasi lemma) Adott m : V — Z vektor akkor és csak akkor befok-vektor, ha m(V) =
|E| és
m(X) > ig(X) minden X C V-re, (3.7)

vagy ekvivalensen
m(Y) <eg(Y) minden Y C V-re, (3.8)

aholic(X) az X dltal feszitett élek szama, mig ec(Y') azon éleké, melyeknek legaldbb az egyik végpontja X -ben
van (azaz eg(Y) = |E| —ic(V —Y)). e

Kovetkezmény 3.1.8 Egy grdf irdnyitdsainak befok-vektorai bdzis-poliédert feszitenek, éspedig B(eg) =
B,(’ic)-t .

Biz. Az eq fiiggvény szubmoduléris, ezért B(eq) bézis-poliéder és igy csicsai egészek, vagyis B(eg) éppen a
befok-vektorok konvex burka. Az e és i fiiggvények definicijabdl kiolvashatd, hogy B(eq) = B'(ic). @

Feladat 3.1.14 Igazoljuk, hogy ha b szubmoduldris, p szupermoduldris és a b(X) + p(X) figguény monoton
novd, akkor (p,b) paramoduldris.

2007. m&djus 6. szubl
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3.2 KONSTRUKCIOK, MUVELETEK

3.2.1 Néhany egyszeriibb miivelet
Direkt Osszeg

Legyen b1 és by a diszjunkt S, illetve S2 halmazokon értelmezett szubmodularis fiiggvény. Ekkor az S = S1US>
alaphalmazon a b(X) := b1 (X NS1)+b2(XNS2) képlettel értelmezett fliggvény szubmoduldris, amelyet a by és a
b2 direkt Osszegének neveziink és b = by @ be-vel jeloliink. A direkt 6sszeg értelemszertiien kiterjeszthet6 tobb
osszeadandéra. Az S(b) szubmoduldris poliédert az S(b1) és S(bo) direkt Ssszegének nevezziik. Altalanositott
polimatroidokra a direkt Osszeg fogalmat analég értelmezziik. Adddik, hogy bézis-poliéderek direkt Gsszege is
bézis-poliéder.

Eltolas, tiikkrozés

Allitas 3.2.1 Egy Q(p,b) g-polimatroid vektorral vald eltoltja és origdra vald tikérképe is g-polimatroid.

Biz. A Q(p,b) g-polimatroid v vektorral valé eltoltja Q(p,b) + v = Q(p1,b1), ahol p1(X) = p(X) +
v(X),b1(X) =b(X) +v(X). Q(p,b) origéra valé tiikorképe Q(—b, —p). e

Gyakorlat 3.2.1 Igazoljuk, hogy bdzis-poliéder eltoltja és tikorképe bdzis-poliéder.

Feladat 3.2.2 Igazoljuk, hogy eqy M matroid dudlisinak poliéderét igy kaphatjuk meg, hogy a matroid poliédernek
origdra vett tokorképét eltoljuk az (1,1,...,1) vektorral.

Megszoritas, 0sszehuzas

Legyen b az S alaphalmazon értelmezett szubmoduléris fliggvény és T' C S. A b megszoritasa a T részhalmazaira
szintén szubmoduldris, melynek jele b|T. Amennyiben b(T') véges, az S—T halmazon a b’ (X) := b(XUT)—b(T)
képlettel definidlt b’ fiiggvény konnyen ldthatéan szubmoduldris. Ezt a b 6sszehtizottjanak nevezziik S — T-re.
Jele b/T vagy b-(S—T). Ez a matroid sszehizdsi fogalom &ltaldnositdsa (ahol az elnevezés a grafikus matroid
esetén a graf bizonyos éleinek grafbeli 6sszehizdsabdl eredt).

Elem parhuzamos t6bbszorozése vagy felfujasa

Legyen b halmazfliggvény az S alaphalmazon. Egy t € S elem parhuzamos t6bbszorozésén azt a miiveletet
értjiik, amikor a t elemet egy T nemiires halmazzal cseréljiik ki és a keletkezé S’ = S — ¢ U T halmazon b'-n
azt a fiiggvényt értjiik, amelyre X C S’ — T esetén b'(X) := b(X), mig X NT # Q-re V' (X) := b(X — T + ¢).
Nyilvén, ha b szubmoduldris, gy b’ is az.

3.2.2 Vetités

Legyen s az S valamely eleme. Egy v vektor s mentén torténd vetiiletén azt az eggyel kisebb dimenzids vektort
értjiik, amely v-bdl az s-nek megfelel6 komponens eltérlésével keletkezik. Egy @ poliéder s-mentén torténd
vetitése azt jelenti, hogy Q) Osszes elemét vetitjilk s mentén. Természetesen a vetités fogalma kiterjeszthet6
az S valamely Z részhalmaza mentén torténé vetitésre is.

Legyen Q = Q(p,b) g-polimatroid, T C S és S’ := S — T. Jelolje a p illetve a b megszoritdsat S’-re rendre
p’ és b'. Ekkor (p’,b’) paramodularis, és igy Q(p’,b’) g-polimatroid.

TETEL 3.2.2 (Vetitési tétel) A (p,b) paramoduldris pdrhoz tartozé Q = Q(p,b) g-polimatroid eqy T C S
halmaz elemei mentén vald Q' vetiilete a Q(p',b') g-polimatroid. Egészértéki (p,b) esetén a vetiilet barmely
egész eleme elddll a Q) egy egész elemének vetileteként.

Biz. Indukcié miatt elég a tételt arra az esetre igazolni, amikor T' az egyetlen s elembdl 4ll. Vildgos, hogy Q'
barmely eleme benne van Q(p’, b')-ben, azaz Q' C Q(p’,b').

A forditott irdnyd tartalmazashoz beldtjuk, hogy tetszbleges x' € Q(p’,b’) elem el8éll egy x € Q elem
s-menti vetiileteként. Ennek érdekében legyen X, Y két s-t tartalmazé halmasz. Alh’tjul@ hogy

b(X) -2 (X —5)>p(Y)—2'(V — s). (3.9)

Valéban, a kereszt-egyenlStlenséget haszndlva kapjuk, hogy b(X) —p(Y) > b(X - Y) —p(Y — X) > /(X —
Y)—2'(Y - X) =2'(X —s) — 2/ (Y — 5), azaz (3.9) fenndll. Ebbdl adédik, hogy m := min{b(X) —z'(X —s) :
s€ X C8S}>M:=max{p(X)—2'(X —s)}. Most tetsz6leges « értékre, amelyre m > o > M az z := (z', @)
benne van -ban. Réaadasul, ha p, b, ' mind egészértékii, akkor « is vélaszthaté annak. e

Ez a bizonyitds nem mds, mint a Fourier-Motzkin eliminécié alkalmazésa a (3.6) poliéderre.
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Kovetkezmény 3.2.3 Paramoduldris (p,b) pdrral adott Q(p,b) g-polimatroid nem dres, sét egészértéki (p, b)
esetén egész pontot is tartalmaz. e

Bazis-poliéderek és g-polimatroidok kapcsolata

Azt mér lattuk hogy minden bézis-poliéder g-polimatroid. Most megmutatjuk, hogy minden g-polimatroid
egy bézis-poliéder vetiilete. E célbdl legyen s* egy 1j elem az S-en kiviil. Legyen adott az S részhalmazain

értelmezett p és b fliggvény. Definidljuk az S* := S + s* részhalmazain értelmezett b* és p* fiiggvényeket a
kovetkez6képpen:
X _u(Xx) ha X CS
b (X){—p(S—X) ha s* € X, (3.10)
X _Jux) ha X CS
prX) = {—b(S—X) ha s* € X. (3.11)

A definicidkbdl rogton adédik:

Allitas 3.2.4 b*(S*) = p*(S*) = 0. B(b*) = B'(p*) = Q(p*,b"). Q(p,b) a B(b*) s-menti vetiilete. b* akkor
és csak akkor teljesen (keresztezd) szubmoduldris, ha (p,b) (metszd) paramoduldris. e

TETEL 3.2.5 Paramoduldris (p,b) pdrral adott Q := Q(p,b) g-polimatroid elddll 0-bdzis-poliéder vetileteként,
nevezetesen @ a B(b") vetilete s* mentén.

Ez a kapcsolat lehet6vé teszi, hogy a bézis-poliéderekre megfogalmazott tételeket majd g-polimatroidokra
is atvigyik.

Oldal

Legyen b teljesen szubmoduldris és adott 7' C S halmazra tekintsiik a B(b) bézis-poliédernek a T &ltal
meghatédrozott Br := {x € B(b),z(T") = b(T")} oldalat. Jeldlje by a by :=b|T és a by : b- (S —T) fiiggvények
direkt Osszegét, azaz br(X) =b(TNX)+ b((X —T)UT)=b(T)] =b(TNX)+b(TUX)—b(T).

TETEL 3.2.6 4 B(b) bazis-poliéder T C S dltal meghatarozott oldala nemires bdzis-poliéder, nevezetesen a
B(b1) és a B(b2) bdzis-poliéderek direkt dsszege, azaz Br = B(br).

Biz. Mivel B(br) (nemiires) bézis-poliéder, elegendd a Br = B(br) egyenldséget beldtni.

x € Br esetén egyrészt x(S) = b(S) és z(T) = b(T) = br(T) és igy =(S —T) = br(S — T), masrészt
z2(X) =zTNX)+2TUX)—2(T) <bTNX)+bTUX)—-0bT) = br(X), azaz € B(br), vagyis
B C B(br).

Forditva, © € B(br) esetén egyrészt (1) = br(T') = b(T"), masrészt br(X) =b(T'NX)+b(TUX)—b(T) <
b(X) miatt z(X) < br(X) < b(X), és igy = € Br, tehat B(br) C Br. e
TETEL 3.2.7 Egy Q = Q(p,b) g-polimatroid T dltal meghatdrozott Qr := {x € Q : z(T) = b(T)} oldala
nemdres g-polimatroid, amely egész, ha (p,b) egészértéki.

Biz. A 3.2.5 tétel szerint Q egy B(b*) bazis-poliéder vetiilete és ezért Qr a B’ := {z* € B(b*) : *(T) = b*(T)}
oldal vetiilete. A 3.2.6 tétel szerint B’ is bézis-poliéder, igy B’ minden vetiilete (nemiires) g-polimatroid. e

Ebbdl régton kiolvashaté az alabbi fontos eredmény.

TETEL 3.2.8 Q = Q(p,b) g-polimatroid egyértelmiien meghatdrozza az 6t definidlé paramoduldris pdrt,
éspedig
b(Z) =max{z(Z):z € Q} és p(Z) =min{z(Z) : z € Q}. (3.12)

Egészértékid (p,b) esetén az optimalizdld x is vdlaszthatd egésznek. o

A tételbdl kovetkezik, hogy ha @ nemiires @ g-polimatroid, akkor az 6t definidl6 (p, b) paramoduldris par, Q
hatdrparja egyértelmii. A 3.2.8 és 3.1.6 tételbSl kovetkezik, hogy S(b) szubmoduléris poliéder hatarfiiggvénye
egyértelmii. Hasonléképp, egy nemiires P(b) polimatroidé és egy B(b) bdzis-poliéderé is. Az S’(p) szuper-
moduldris poliéder is meghatdrozza a hatérfiiggvényét, ugyanakkor a C'(p) kontra-polimatroid csak akkor, ha
p nemnegativ.

Specidlis esetként megfogalmazzuk a 3.2.8 tétel alabbi kévetkezményét.

Kovetkezmény 3.2.9 Ha b szubmoduldris, akkor minden Z C S-re b(Z) = max{z(Z) :z € S(b)}.
TETEL 3.2.10 Egészértékii paramoduldris (p,b) pdr dltal definidlt Q = Q(p,b) g-polimatroid egész poliéder.
Biz. A Q egy {z € Q,z(Z) = b(Z)} oldala a 3.2.8 tétel miatt nemiires és tartalmaz egész pontot. e
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3.3 METSZET TEGLAVAL ES SAVVAL

Két matroid kozos fiiggetlen halmazainak rendszere altaldban nem alkot matroidot, és erre alapitva nem nehéz
belatni, hogy két g-polimatroid metszete sem mindig g-polimatroid. Van azonban néhdny fontos specidlis
eset, amikor mégis az, és ebben a szakaszban ezekrdl nyudjtunk attekintést. Nevezetesen, belatjuk, hogy
egy g-polimatroid metszete téglaval vagy savval g-polimatroidot alkot. Tovabbi célunk lesz meghatarozni a
metszet nemiirességének a feltételét valamint nemiiresség esetén a metszet hatdrparjanak meghatdsozasat.
Ezek kiilonosen hasznosnak bizonyulnak olyasféle graf-optimalizdlasi feladatok megolddsianal, mint amilyen
egy graf fokszdm-korlatozott k-élosszefiiggévé iranyitasanak vagy novelésének kérdése.

3.3.1 Redukcio és konvolicio

Legyen b szubmoduléris, s € S és v adott (véges) szam. Definidljuk a b’ fiiggvényt a kovetkezdképp.

/ _Jb(X) ha XCS-—s
b(X) = {min{b(X),b(X —s)+v} ha se XCS. (3.13)

A b'-t a b s-menti belsé redukéltjanak, vagy roviden, redukaltjdnak hivjuk. Nyilvdn ' < b és ha v > b(s),
akkor b(X —s)+b(s) > b(X) miatt b’ = b. Egyszerti eset szétvalasztdssal kozvetleniil kiolvashaté a definiciébél:

Allitas 3.3.1 Szubmoduldris fiigguény redukdltja is szubmoduldris. e

Természetesen a redukdldst egyszerre tobb elemen is elvégezhetjiik. Legyen g : S — R+{co} fliggvény, ame-
lyet automatikusan kiterjesztiink a szokdsos g(X) := > _[g(v) : v € X] formuldval minden X C S részhalmazra.
Legyen

(bv9)(Z):=min{b(X)+9(Z-X): X C Z}. (3.14)

A by g fliggvényt a b és g konvolicidjanak nevezziikk. A 3.3.1 allitds ismételt alkalmazdsdval kapjuk a
kovetkezGt.

TETEL 3.3.2 Ha b szubmoduldris, akkor b V g szubmoduldris. e

TETEL 3.3.3 A b szubmoduldris figgvény dltal definidlt S(b) szubmoduldris poliéder és a g : S — R + {oo}
fiiggvény dltal definidlt T(< g) := {x € R : z < g} alsd térszéglet M := S(b)NT (< g) metszete szubmoduldris
poliéder, melynek hatdrfiigguénye b’ := b~/ g, azaz M = S(b'). Ha b és g egészértékii, akkor M egész poliéder.

Biz. Ha z € M, akkor X C Z C S esetén z(Z) = z(X) + z(Z — X) < b(X) + g9(Z — X), gy z(Z) <
min{b(X) + g(Z — X)} = b'(Z), azaz x € S(t'). A forditott S(b') C M irdny nyilvdnval és {gy valéban
M = S(b). A 3.3.2 tétel miatt b’ teljesen szubmoduldris, ezért M hatérfiiggvénye. Ha b és g egészértéki, tigy
a b’ konvolicidjuk is az, {gy a 3.2.10 tétel miatt M egész.

Monotonna tevés

Rokon konstrukcié a kiilsé redukcié. Ehhez legyen s € S adott elem és ¢ olyan szdm, amelyre ¢ < b(s).
Definidljuk a b” fiiggvényt tdgy, hogy s € X C S esetén b"’(X) := b(X), mig X C S — sre b'(X) :=
min{b(X),b(X + s) — p)}. A b’-t a b s-menti kiilsé redukaltjanak hivjuk. Nyilvdn b” < b, tovdbbd
b(@) = 0 és p < b(s) miatt b”(0) = min{b(0),b({s}) — ¢} = 0. Konnyen latszik, hogy b" is szubmoduldris.
Természetesen a kiilsé redukdlédst is végezhetjiik egyszerre tobb elemen. Legyen f : S — R+ {—oo} fliggvény,
amelyre f(X) < b(X) minden X C S-re. Defindljuk b és f-nek b, s-fel jelolt divoliicidjat a kévetkez8képpen:

b¢(Z) == min{b(Y) — f(Y — Z):Y D Z}. (3.15)

TETEL 3.3.4 Legyen f : S — R+ {—oco}, melyre f(Y) < b(Y) minden Y C S-re. Ha b szubmoduldris és
b(S) =0, akkor a by divolicid is szubmoduldris és by s(0) =0. e

Egy h halmazfiiggvényt kétféleképpen is monoton novévé tehetiink. A h kiilsé illetve bels6 mono-
tonizaltjat a kovetkezé formuldkkal definidljuk.

himon(Z) ;= min{h(X) : X D Z}, (3.16)

himon(Z) = max{h(X) : X C Z}. (3.17)

Mivel a kiils6é monotonizalast kizarélag nemnegativ szubmoduléris fliggvényekre alkalmazzuk, a bels6t pedig
szupermoduldrisokra, a kiils6-belsé jelzdket altalaban elhagyjuk. A definicié alapjan kénnyen ellenérizhetd,
hogy mindkét fiiggvény monoton novo.
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TETEL 3.3.5 (i) Ha b > 0 szubmoduldris és b(S) véges, akkor bimon polimatroid-figgvény és P(b) =
P(bymon), azaz P(b) polimatroid.
(ii) Ha p szupermoduldris, akkor pimon szupermoduldris és C(p) = S’'(prmon), azaz C(p) kontra-polimatroid.

Biz. A bmon fiiggvény nem més, mint a b fiiggvényre és az azonosan nulla m-re felirt b, divolicié, amelyre
b > 0 miatt by mon(0) = 0. fgy a 3.3.4 tétel miatt b|mon szubmodularis vagyis b|mon polimatroid fiiggvény.
Hasonloképp kapjuk, hogy prmon szupermoduldris és nemnegativ.

P(b) = P(bymon) igazoldsdhoz egyrészt figyeljiik meg, hogy b;mon < b miatt P(b) D P(b’). Mésrészt Z-hez
létezik X O Z halmaz, melyre b'(Z) = b(X), és {igy © € P(b) esetén z(Z2) = z(X) —2(Z - X) < z(X) -0 =
bymon(Z) miatt x € P(bymon), és igy P(b) C P(bymon), tehat valéban P(b) = P(bymon)-

C(p) = S'(prmon) igazoldsdhoz egyrészt figyeljilk meg, hogy = € S'(prmon) esetén x(Z) > prmon(Z) >
max{0,p(Z)} miatt x € C(p), és igy C(p) 2 S’ (Prmon). Mdsrészt Z-nek létezik egy X részhalmaza, melyre
Prmon(Z) = p(X), és igy x € C(p) esetén z(2) = z(X) + z(Z — X) > p(X) + 0 = prmon(Z) miatt z €
S’ (Prmon), és gy C(p) C S'(prmon), tehdt valéban C(p) = S’ (prmon). ®

Végessé tevés

A konvolucié segitségével belatjuk, hogy tetszoleges szubmodularis fiiggvény véges értékiivé tehetd az eredetileg
véges értékek megvaltoztatasa nélkil:

Kovetkezmény 3.3.6 A b szubmoduldris figguényre legyen F := {x : b(X) < oco}. Tetszdleges nagy K > 0
szdamra létezik olyan b’ véges értékil szubmoduldris fiiggvény, amelyre Z € F esetén b'(Z) = b(Z), mig Z € F
esetén b'(Z) > K.

Biz. Legyen p:= K + max{|b(X)|: X € F} és legyen az m : S — Z fliggvény az azonosan u. A 3.3.2 tétel
miatt a b’ := by m fiiggvény teljesen szubmoduldris és b'(Z) = min{b(X) + pu|Z — X|}. A u (kellden nagy)
vélasztdsa miatt egy Z € F halmazra a minimum az X = Z halmazon vétetik fel, igy b'(Z) = b(Z), mig
Z € F esetén b'(Z) = b(X) + p|Z — X| valamely X C Z-re, igy b'(Z) > b(X)+pu>K. o

3.3.2 G-polimatroid metszete téglaval

TETEL 3.3.7 4 Q(p,b) g-polimatroid és a T(f, g) tégla M metszete g-polimatroid. Hap,b, f, g mind egészértékd,
ugy M egész poliéder.

Biz. Nincs mit bizonyitani, ha M {ires, igy feltessziik, hogy nem az. A 3.3.3 tételbdl adddik, hogy egy B
bézis-poliéder metszete alsd térszoglettel bazis-poliéder. Miutdan bézis-poliéder origora vett tiikorképe is az,
ezért B metszete egy T (> f) felsé térszoglettel is bazis-poliéder. A kettd egymds utdni alkalmazdsdval kapjuk,
hogy BNT(f,g) bézis-poliéder.

A 3.2.5 tétel szerint Q elddll egy B(b*) 0-bazis poliéder vetiileteként, ahol b* az S* := S+ s* alaphalmazon
(3.10) altal definialt fiiggvény. Legyen f*(s) = f(s), ha s € S és f(s*) := —oo és legyen g*(s) = g(s), ha
s €8 és g(s*) :=00. Legyen M* := B(b*)NT(f*,g"). Ekkor egyrészt M™ bézis-poliéder, masrészt M az M*
vetiilete s* mentén. Marpedig a 3.2.2 vetitési tétel miatt barmely M™ g-polimatroid vetiilete g-polimatroid,
amely rdadéasul egész, ha M™ az. e

TETEL 3.3.8 Tegyiik fel, hogy az M := Q(p,b) N T(f,g) metszet nemiires. Az M g-polimatroid (p’,b")
hatdrpdrja a kovetkezd:

p(2) = max{p(X) — g(X — 2) + (Z - X) : X C S}, (3.18)
b (Z) =min{b(X) — f(X — Z) +g(Z — X) : X C S}. (3.19)

Biz. Csak a b'-re vonatkozé formuldt igazoljuk, (3.18) analég adddik. Jeldlje a (3.19)-ben szerepld minimum
értékét u(Z). A 3.2.8 tételbdl tudjuk, hogy M-nek van olyan z eleme, amelyre b'(Z) = z(Z). Emiatt minden
X C S részhalmazra V' (Z) = z(Z) =2(X) — (X — Z)+ 2(Z — X) < b(X) — f(X — 2) + 9(Z — X) < p(Z).
A b (Z) = u(Z) egyenléség kimutatdsdhoz egy olyan X halmazt kell taldlnunk, amelyre teljesiilnek az

2(X)=bX), 2(X-2)=f(X—-2) é z(Z—-X)=9(Z-X) (3.20)

optimalitési feltételek.

Nevezziink egy X halmazt b’-pontosnak, ha z(X) = b'(X) és p’-pontosnak, ha z(X) = p'(X). A szokésos
szubmodularitési technikdval ldthaté, hogy a b'-pontos halmazok metszet-unié zartak tovdbba egy b'-pontos
és egy p’-pontos halmaz kiilénbsége b’-pontos.

Minden z € Z elem, amelyre xz(z) < g(z), benne van b’-pontos halmazban, kiilonben z’ := z + A - x,
kis A-ra M-ben volna, ellentétben = maximalis vdlasztdsdval. A z-t tartalmazé b’-pontos halmazok Ti(z)
metszete b’-pontos.
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Minden u € T, (2) elemre egy u-t tartalmazé Y p’-pontos halmaz tartalmazza z-t, mert ha nem tartalmazn4,
akkor a kereszt-egyenl6tlenség miatt T, (z) — Y egy 2-t tartalmazé b’-pontos halmaz volna. Emiatt badrmely

t € To(z) — Z elemre z(t) = f(t), (3.21)

mert ha z(t) > f(t) volna, akkor ' := = + A - (x. — x¢) kis A-ra M-ben volna, ellentétben z maxim4lis
valasztasaval.

Az X :=U{T»(2) : z € Z,z(z) < g(2)} halmaz b'-pontos halmazok unidja lévén maga is b’-pontos, amelyre
az X definicié miatt x(Z — X) = g(Z — X)), tovdbba (3.21) miatt (X — Z) = f(X — Z), vagyis teljesiilnek az
optimalitési feltételek. e

G-polimatroid metszete savval

Belatjuk, hogy egy g-polimatroid és egy sav metszete is g-polimatroid.

TETEL 3.3.9 Az M = Q(p,b) N K(a, B) metszet g-polimatroid. Ha M nemiires, akkor az M (p’,b")
hatdrpdrja o kovetkezd.
p'(Z) := max{p(Z),a — b(S — Z)} (3.22)

b'(Z) :=min{b(Z),8 —p(S — Z)}. (3.23)
Ha p,b, o, 8 mind egészértékd, akkor M egész poliéder.

Biz. Mivel M nemiires, {gy 8 > p(S) és a < b(S) és ezért p' (D) = 0 és b’ (D) = 0. A 3.2.5 kévetkezmény szerint
Q eléall Q(p*,b*) 0-bazis-poliéder vetiileteként, ahol b* és p* az S™ = S + s™-n (3.10) és (3.11) &ltal definidlt
fiiggvények. Definidljuk az f* : S* — R+ {—o0} és ¢* : S* — R + {oo} fliggvényeket a kovetkezdképp:
f7(s) := —oc0, ha s € S és f*(s*) := —f illetve g"(s) := o0, ha s € S és g*(s*) := —a. Tekintsiik az
M’ = Q(p*,b*) NT(f*, g*) metszetet, amely a 3.3.7 tétel szerint egy Q(p’,b’) g-polimatroid, és amelynek s*-
menti vetiilete M. A 3.3.8 tételt S*,b", f*, g"-ra alkalmazva azt kapjuk, hogy egy Z C S halmazra a (3.19)-beli
minimumban szdmbavett érték csak az X = Z és az X = Z + s™ helyen véges, éspedig, rendre b*(Z) = b(2)
illetve b*(Z +s*) — f*(s*) = —p(S — Z2) — (=) = B —p(S — Z), amibdl kapjuk (3.23)-t. Hasonléképp adédik
(3.18)-b8l (3.22). o

3.3.3 A nemiiresség feltétele

Vizsgéljuk meg, hogy egy g-polimatroid metszete téglaval vagy sdvval mikor nemiires.

TETEL 3.3.10 Legyen (p,b) paramoduldris par. Tegyiik fel az f : S — Z U {—occ}, g : S — Z U {oo0}
fluggvényekre, hogy f < g. Az M := Q(p,b) NT(f, g) metszet pontosan akkor nemiires, ha

F(X) < b(X) minden X C S-re, és (3.24)
g9(X) > p(X) minden X C S-re. o (3.25)

Biz. A feltétel nyilvan sziikséges. Az elegenddséget elég véges értékli f-re és g-re igazolni, hiszen ha példdul
g(v) = oo valamely v € S elemre, akkor g(v) értékét kelléen nagy (véges) szdmra mdédositva a tégla sziikebb
lesz és (3.25) fennmarad. Feltehet6 tovdbbd, hogy f maximadlis abban az értelemben, hogy az f(s) érték
semelyik s elemre sem novelhetd az f < g vagy (3.24) megsértése nélkiil, azaz vagy f(s) = g(s) vagy létezik
olyan s-t tartalmazé X halmaz, amelyre f(X) = b(X). (Ha ugyanis valamely s elemen f(s) novelhetd lenne,
akkor értékét min{g(s), min{b(X)— f(X) : s € X C S}}-re novelve egy sziikebb tégldt kapunk, amelyre (3.24)
és (3.25) tovébbra is teljesiil.) Hasonldképp feltessziik, hogy g minimdlis.

Ha minden elemre f(s) = g(s), akkor (3.24) és (3.25) miatt p(X) < g(X) = f(X) < b(X) minden X C S-
re, azaz f € M. Legyen s € S olyan elem, amelyre f(s) < g(s). Az f maximalitdsa miatt létezik egy s-t
tartalmazé X halmaz, melyre f(X) = b(X), mig a ¢ minimalitdsa miatt 1étezik egy s-t tartalmazé Y halmaz,
melyre g(¥) = p(Y). De ekkor f(X)— g(¥) = b(X) —p(¥) > b(X —Y) —p(Y — X) > (X —¥) - g(¥ — X) =
FX)=f(XNY)=[g(Y)—g(XNY)], amibdl f(XNY) > g(X NY), ami ellentmond az f < g, f(s) < g(s)
feltevéseknek. o

A tételbél kiolvashaté a g-polimatroidok lanctulajdonsdga (linking tulajdonség).
Kovetkezmény 3.3.11 (Lanctulajdonsdg) Legyen p,b, f, g ugyanaz, mint a 3.3.10 tételben. Ha létezik Q-

nak olyan x’ eleme, melyre ©’ > f és létezik Q-nak olyan x” eleme, amelyre " < g eleme, akkor létezik olyan
x eleme is, amelyre f < x < g. Ha p,b, f, g mindegyike egészértéki, ugy x is vdlaszthaté annak.
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Biz. f(X) < z(X) < b(X) folytdn teljesiil (3.24), g(X) > y(X) > p(X) miatt pedig (3.25) és igy a 3.3.10
tétel alkalmazhaté.

Erdemes a fenti eredményeket bazis-poliéderekre kiilon is megfogalmazni.

TETEL 3.3.12 Szubmoduldris b-re, melyre b(S) véges, a B(b)NT(f, g) poliéder akkor és csak akkor nemiires,
ha

FY) <b(Y) minden Y C S-re (3.26)
és ~
g(Y)>0(Y) [=b(S)—b(S—Y)] minden Y C S-re. (3.27)
Szupermoduldris p-re, melyre p(S) véges, a B'(p) NT(f,g) poliéder akkor és csak akkor nemiires, ha
F(X) <p(X) [=p(S)—p(S—X)] minden X C S-re (3.28)
és
g(X) > p(X) minden X C S-re. (3.29)

Biz. A 3.1.6 tételbdl tudjuk, hogy B(b) = Q(p,b), ahol p := b. Ekkor a (3.24) és (3.26) feltétel ugyanaz,
tovdbbd X = S —Y-raa (3.25) és (3.27) feltételek ekvivalensek. Analég kapjuk a szupermoduldris fliggvényre
vonatkoz6 alakot. e

A 3.3.12 tételnek egyfajta onerdsitod jellege van, mert segitségével megadhatjuk egy g-polimatroid, egy tégla
és egy sdv metszetének nemiirességére vontakozé feltételt.

TETEL 3.3.13 Legyen (p,b) paramoduldris pdr és legyen o < (3 két szdm (ahol « lehet —oo, 8 pedig o).
Tegyiik fel az f : S — ZU{—o0}, g : S — ZU{o0} fiigguényekre, hogy f < g. Az M := Q(p,b)NT(f,9)NK (e, 3)
metszet pontosan akkor nemiires, ha

F(X) <b(X) és f(X) <B—p(S—X) minden X C S-re (3.30)
9(X) > p(X) és g(X) > a—b(S — X) minden X C S-re. (3.31)

(8) —z(5 = X) <8 —p(S - X), fgy (3.30)

Biz. Ha z € M, akkor f(X) < z(X) < b(X) és f(X) < z(X)
p (S—X)>a—0b(S—X) miatt (3.31) is

=z
sziikséges, és g(X) > x(X) > p(X) valamint g(X) > z(X) = z(5)
az.

Az elegendéséghez emlékezziink a 3.2.5 kovetkezményre, amely szerint Q(p, b) el6éll a B(b*) 0-bézis-poliéder
vetiileteként, ahol b* az S* = S + s*-n (3.10) altal definidlt fliggvény, azaz X C S-re b*(X) := b(X), s* €
X C 8" esetén b*(X) = —p(S — X), és igy specidlisan b*(S™) = 0. Jeldlje f* az f kiterjesztését S*-ra, ahol
fr(s*) := =B, mig ¢* a g kiterjesztését S*-ra, ahol g*(s*) := —a.

Az f*-ra és b*-ra teljesiil (3.26), hiszen (3.30) miatt Y C S esetén f*(Y) = f(Y) < b(Y) = b*(Y), mig
s* €Y esetén X :=Y — s*ra f*(YV) = f(X) — 8 < —p(S — X) =b"(Y). Hasonl6képp, g*-ra és b"-ra teljestil
(3.27), hiszen (3.31) miatt ¥ C S-re g*(Y) = g(Y) > p(Y) = —b*(S* = Y) = b*(Y), mig s* € Y esetén
X =Y —s*ra g (Y) = g(X) —a > —b(S — X) = —=b*(S — X) = b*(Y). Igy a 3.3.12 tétel miatt létezik
xz* € B(b") és a konstrukcié miatt =* megszoritdsa S-re benne van M-ben. e

A bizonyitédsbeli konstrukciébdl (vagy magabdl a tételbdl) kiolvashaté a ldnctulajdonsdg aldbbi kiterjesztése.

TETEL 3.3.14 (Erés lanctulajdonsdg) Ha egy g-polimatroidnak létezik olyan x eleme, amelyre ¥’ > f és
2'(S) < B, tovdbbd létezik olyan z" eleme, amelyre " < g és 2”(S) > «, akkor olyan = eleme is létezik,
amelyre f <x < g ésa<xz(S) < B. Hap,b,f,g,a,B mindegyike egészértékd, gy x is vdlaszthatd annak. e

Az f = —o00, a = —o0 specidlis esetben kapjuk a kévetkezot.

Ko6vetkezmény 3.3.15 Ha egy g-polimatroidnak létezik olyan x eleme, amelyre z'(S) < B3, tovdbbd létezik
olyan z" eleme, amelyre x'' < g, akkor létezik olyan x eleme is, amelyre ©(S) < B ésx < g. ®

Megjegyzés Abbdl, hogy Q-nak létezik olyan z’ és z'’ eleme, melyekre ' > f és z'(S) > a illetve 2’/ < g
és 2”(S) < B, mér egy dimenzidban sem kovetkezik, hogy létezik olyan z € @ is, amelyre f < z < g és
a < z(S) < 8. Legyen ugyanis S := {s} az alaphalmaz, f(s):=g(s):=0és a:=0:=1.

Kovetkezmény 3.3.16 Legyen (p,b) paramoduldris pdr és legyen a < B két szdm (ahol « lehet —oo, 8 pedig
). A Q(p,b) g-polimatroid és a K (o, 3) sdv M metszete pontosan akkor nemdres, ha

B> p(S) és a < b(S). (3.32)
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Biz. Alkalmazzuk a 3.3.13 tételt arra a specidlis esetre, amikor f = —oo és g = oo. Figyeljiik meg, hogy a
(3.30) feltétel az X = @-re vonatkozé f(0) < 8 — p(S — 0) egyenlStlenség kivételével automatikusan teljesiil,
mig a (3.31) a g(0) > a — b(S — 0) kivételével. A (3.32) feltételben épp ezen két egyenlétlenség 8 > p(S)-re
illetve o < b(.S)-re 4tirt alakjat kotottik ki. e

Fogalmazzuk meg a 3.3.13 tétel szub- illetve szupermoduléris poliéderekre vonatkozd specidlis esetét.
Legyen b és p szub- illetve szupermoduldris fliggvény. Legyen a < 3 két szdm (ahol « lehet —oo, 3 pedig o).
Tegytik fel az f: S - ZU{—0}, g: S — Z U {0} fiiggvényekre, hogy f < g.

TETEL 3.3.17 Az M := S(b) N T(f,9) N K (e, §) metszet pontosan akkor nemiires, ha

f(S) <5, (3.33)
F(X) < b(X) minden X C S-re (3.34)

és
9(X) > a—b(S — X) minden X C S-re. (3.35)

Az M := S (p)NT(f,g) N K(a, 8) metszet pontosan akkor nemiires, ha

9(8) > a, (3.36)
9(X) > p(X) minden X C S-re (3.37)

és
f(X) <B—p(S—X) minden X C S-re. (3.38)

Biz. Definidljuk a p halmazfiiggvényt az lires halmazon nulldnak, méshol —oo-nek. Ekkor S(b) = Q(p,b) és
alkalmazhatjuk a 3.3.13 tételt. A (3.30) feltétel els6 fele épp (3.34). A mdsodik fele X C S-re automatikusan
teljesiil, X = S-re pedig (3.33)-t adja. A (3.31) els6 fele automatikusan teljesiil, a mdsodik pedig (3.35).
Analég kapjuk a szupermoduldris poliéderre vonatkozé esetet. o

2007. mé&jus 6. uszub3
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3.4 A SZUBMODULARITAS GYENGITESE

3.4.1 Jérészt szub- és szupermodularis fliggvények

Alkalmazasokban gyakran van sziikség olyan fiiggvényekre, melyekre a szub- vagy szupermodularitdsi egyenlét-
lenséget nem minden {X,Y} halmazpdarra koveteljik meg. A 3.1 szakaszban mér bevezettilkk a metszd és
keresztezé szub- és szupermoduldris fliggvények valamint a metsz§ paramoduldris (roviden gyenge) (p,b)
par fogalmét. Ez utébbiakrdl a 3.2.4 allitdsban megfigyeltiik, hogy egy-egy értelmii kapcsolatban allnak az
eggyel nagyobb elemszdmud S* alaphalmazon értelmezett keresztezd b* szubmoduldris fliggvényekkel, melyekre
b*(S*) = 0. Ebben a részben megmutatjuk, hogy metsz§ paramoduldris parral adott Q(p,b) poliéder is
g-polimatroid.

Erdemes azonban a metsz8 szub- és szuper- és paramodularitds fogalmét még tovdbb gyengiteni. Az
X C S részhalmazt a b halmazfiggvényre nézve alulrdl b-szepardlhaténak nevezziik (révidebben alulrdl
szeparalhatd), ha X felbonthaté olyan nemiires, diszjunkt X1, Xo, ..., X; részhalmazok egyesitésére, melyekre
>, 0(Xi) < b(X). Azt mondjuk, hogy b jérészt (vagy lényegében) szubmoduldris, ha bérmely két
alulrdl lényeges X,Y halmazra, melyekre X N'Y # 0, fenndll a szubmodularitdsi egyenlStlenség. Péld4aul
metszOén szubmoduldris fliggvény jérészt szubmodulédris. Analég médon beszélhetiink egy p halmazfiiggvény
esetén arrdl, hogy az X halmaz feliilr6l p-szepardlhaté és hogy p jorészt (vagy lényegében) szuper-
modularis. Amennyiben a szdvegosszefiiggésbol vilagos, az alulrdl vagy feliilrél jelzéket kihagyjuk. Végiil,
azt mondjuk, hogy a (p,b) pér jorészt paramoduldris, ha p és b jérészt szuper- illetve szubmoduldris és a
kereszt-egyenlétlenség teljesiil minden olyan atmetszd X, Y halmazparra, melyre X alulrél nem b-szeparalhatd
és Y feliilr6l nem p-szeparalhaté.

Pozitivan metsz6, keresztez6 és ferde szupermodularitas

Azt mondjuk, hogy a p nem-negativ halmazfiiggvény pozitivan metsz6 (keresztez8) szupermoduldris,
ha p(X) > 0,p(Y) > 0 valamint X NY # (0 (és a keresztezd esetben X UY # S) esetén p(X) + p(Y) <
p(XNY)+p(XUY). A p-t ferdén szupermoduldrisnak mondjuk, ha nemnegativ és minden atmetsz8
X,Y C S-re, amelyre p(X) > 0,p(Y) > 0, a kovetkezd egyenlStlenségek koziil legaldbb az egyik teljesil:

p(X)+pY) <p(XNY)+p(XUY),
p(X) +p(Y) <p(X =Y) +p(Y — X).
Ebbdl latszik, hogy pozitivan metsz6 szupermoduldris fliggvény ferdén szupermoduldris.

Lemma 3.4.1 Szimmetrikus és pozitivan keresztezd szupermoduldris fliggvény ferdén szupermoduldris. Ferdén
szupermoduldris fiigguény jorészt szupermoduldris.

Biz. Az elsd részben ha X,Y keresztez6 halmazok, melyekre p(X) > 0, p(Y) > 0, akkor a szupermodularitds
fenndll, igy elég azt az esetet nézni, amikor XUY = S. A szimmetria miatt p(X)+p(Y) = p(S—X)+p(S-Y) =
p(Y — X) 4+ p(Y — X), azaz p valdéban ferdén szupermoduldris.

A misodik részhez legyenek X, Y dtmetsz6 halmazok, melyek nem szepardlhatdk feliilrél. Ekkor p > 0 miatt
p(X) > 0,p(Y) > 0. Most p(X) > p(X=Y)+p(XNY) > p(X-Y)ésp(Y) > p(Y —X)+p(XNY) > p(Y - X).
Tehat p(X) +p(Y) >p(X =Y) +p(Y — X) ésigy p(X) +p(Y) <p(XUY)+p(XNY). e

3.4.2 Reszelés

A moduléris fliggvénnyel valé konvolicié dltaldnositdsaként bemutatunk egy fontos konstrukcidt, a reszelést
(Dilworth truncation), amely egy jérészt szubmoduldris fliggvénybdl teljesen szubmodularisat hoz létre. A b
jorészt szubmoduldris fiiggvény b” (alsé) reszeltjén a kovetkezd halmazfiiggvényt értjiik:

bY(Z) == min{} ' b(X;) : {X1,...,X:} a Z particidja, t > 1}. (3.39)

Mivel most az egytagii {Z} is a Z particidjanak szadmit, {gy b¥ < b. A reszelt kiils§ monotonizaldsaval nyert
(bY) |mon fiiggvényt a b monoton reszeltjének nevezziik. Erre tehat

®Y) 1mon(Z) = min{zz b(X;) : {X1,...,X:} az S részparticidja (¢ > 1), ahol Z C UX,}. (3.40)
A p jérészt szupermoduldris fiiggvény p” (felsd) reszeltjén a kovetkezd halmazfiiggvényt értjiik:
p™NZ) = max{zzp(Xi) :{X1,..., Xt} a Z particidja, t > 1}. (3.41)

Mivel most az egytagi {Z} is az Z particidjdnak szamit, igy p” > p. A reszelt belsé monotonizalasdval nyert
(p™)1mon fiiggvényt a p monoton reszeltjének nevezziik. Erre tehat

(P ) 1mon(Z) = max{zz p(Xs) : {X1,..., X} a Z részparticidja (¢ > 1)}. (3.42)

A kovetkezd értelemben egy moduléris fliiggvénnyel valé konvoliicid a reszelés specidlis esetének tekinthetd.
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Lemma 3.4.2 Egy teljesen szubmoduldris b fiigguény és eqy g : S — R+ {oo} fiigguényre by g = (b)Y, ahol
|X]| > 2 esetén b'(X) := b(X), mig X = {v}-re V'(X) := min{b(v), g(v)}.

Biz. A definicié nyomdn b’ metsz8 szubmoduldris. A b’ alsé reszeltjére vonatkozé (3.39) formuldban tekintsiik
azt a minimalizalé {X;} particiét, amely a legkevesebb részbél dll. Ekkor &’ semelyik X;, X; halmazpdrra sem
teljesiti a szubmodularitasi egyenlStlenséget. Emiatt a particiénak csak egy olyan tagja lehet, mondjuk X,
amelyre b’ (X1) = b(X1), a tbbi X; tagra b'(X;) < b(X;). Ekkor X; egyelem és b'(X;) = g(v;), ahol v; az X;
egyetlen eleme. Vagyis (b)Y (Z) = min{)_ 0'(Xi) : {Xi} a Z particidja} = min{b(X1) + g(v2) + ...+ g(vx) :
{X1,{v2}, ..., {vr}} a Z particidja} = min{b(X)+ g(Z — X): X CZ}=(bwv g)(Z). e

Matroidelméletben mar igazoltuk, hogy metsz§ szubmoduléris fliggvény reszeltje teljesen szubmoduléris.
Ezt altaldnositjuk most.

TETEL 3.4.3 (Reszelési tétel) Jorészt szubmoduldris b fiigguény b reszeltje teljesen szubmoduldris. Ha
raaddsul b > 0, akkor b monoton reszeltje teljesen szubmoduldris és monoton novd.

Jorészt szupermoduldris p fiigguény p" reszeltje teljesen szupermoduldris, monoton reszeltje teljesen szuper-
moduldris és monoton névd.

Biz. A monoton reszeltekre vonatkozé rész a 3.3.5 tétel miatt kovetkezik a reszeltekre vontakozé megfeld
allitasbdl. Szimmetria miatt ezek koziil elég a szubmoduldris fliggvényre vonatkozdt igazolni.

Valamely F halmazrendszerre hasznéljuk a b(F) := > [b(X) : X € F] jelolést. Legyen A, B C S. Létezik
A-nak olyan {A1,...,Ax} és B-nek olyan {Bu,...,B;} particidja, melyekre b"(A) = > b(A;) és b”(B) =
> b(Bj). Ekkor F = {A1,..., A, B1,...,Bi} olyan, hogy b(F)=0b"(A)+b"(B) és

(*) F az AN B minden elemét kétszer fedi és (A — B) U (B — A) minden elemét egyszer.

Valasszunk most egy olyan F1 halmazrendszert, (amelyben egy halmaznak két példanya is szerepelhet), amely
kielégiti (*)-t, b(F1) minimalis, ezen beliil |F1| maximalis, és ezen beliil > [|X|* : X € F1] maximalis. Ekkor
persze b(F) > b(F1). Konnyen latszik |F1| maximalitdsabdl, hogy Fi tagjai nem-szepardlhaték. Ekkor Fi
bérmely két egymdast metsz6 tagjara teljesiil a szubmodularitdsi egyenl6tlenség. Most F; laminéris, mert ha
lenne két metsz6 tagja, akkor helyettesitve ezeket a metszetiikkel és az unidjukkal, a keletkezd F kielégiti
(#)-t, b(F1) 2 b(F2), |F1| = |F2| és DO[XPP : X € Fa] < F[IX]?: X € Fal.

Mivel F; laminéris, felbonthaté két diszjunkt részre, P1 és Pa-re, ahol P; az A N B particidja és P2 az
AU B particiéja. b” definiciéjabél b¥ (AN B) < b(P1) és b (AU B) < b(P2). Ezért b¥(A) +bY(B) = b(F) >
b(F1) = b(P1) +b(P2) > bV (AN B) +bY(AU B), tehdt b¥ valéban teljesen szubmoduléris. e

3.4.3 Jobrészt szub- és szupermodularis fliggvények poliéderei

Lemma 3.4.4 Tetszéleges b halmazfiigguényre S(b) = S(bY). Amennyiben bY(S) = b(S) (vagyis S minden
{S1,..., Sk} particidjara Y. b(Si) > b(S)), dgy B(b") = B(b). Tetszbleges p halmazfiggvényre S'(p) = S’ (p™)
és C(p) = C(p"). Amennyiben p"(S) = p(S), gy B'(p") = B'(p).

Biz. Egyrészt b¥ < b miatt S(b¥) C S(b). Mdsrészt legyen = € S(b) és egy Z C S halmazra tekintsiik azt
a {Z:} particidjat Z-nak, amelyre b"(Z) = > b(Zi). Ekkor x(Z) = Y, x(Z:) < Y, b(Z:) = b"(Z), és igy
xz € S(bY), amib8l S(b) = S(b¥). Ebbdl b”(S) = b(S) esetén kévetkezik, hogy B(b) = S(b) N {z : z(S) =
b(S)} = S®Y)N{z:x(S) =b"(S)} = B(bY). A p-re vonatkozé &llitdsok analég adédnak. e

Ezt a reszelési tétellel Gsszetéve kapjuk a kovetkezdt.

TETEL 3.4.5 Legyen b jorészt szubmoduldris. FEkkor S(b) szubmoduldris poliéder, melynek hatdrfiggvénye
bY. Ha b(S) véges, akkor B(b) bdzis-poliéder, amelynek felsé hatdrfiiggvénye B(b) # (0 esetén b¥. Ha rdaddsul
b >0, akkor P(b) polimatroid, melynek b’ hatdrfiggvénye a b monoton reszeltje, azaz

V'(Z) :==min{)_, b(X:) : {X1,..., X} részparticid, Z C UX; C S}. (3.43)

Legyen p jorészt szupermoduldris. S'(p) szupermoduldris poliéder, melynek hatdrfigguénye p”. Ha p(S)
véges értéki, akkor B'(p) bdzis-poliéder, amelynek alsé hatdrfiigguénye B'(p) # O esetén p”. C(p) kontra-
polimatroid, melynek p’ hatdrfiggvénye (amelyre tehat C(p) = S'(p’)) a p monoton reszeltje, azaz

p'(Z) == max{) ", p(Xi) : {X1,..., Xt} a Z részparticidja}. e (3.44)

Megjegyezziik azonban, hogy (p,b) metszé paramoduldris par esetén a reszeltekbél 4116 (p”,b") par nem
sziikségképpen paramoduléris, mert a kereszt-egyenl6tlenség nem biztosan teljesiil minden X, Y halmazparra.
Ugyanakkor 14tni fogjuk, hogy metsz8 (s6t jérészt) paramoduléris (p,b) pérra is Q(p,b) g-polimatroid, bar
hatarparjat mar nem annyira egyszerti formula adja meg, mint amilyen a reszelt.

41



3.4.4 Nemiiresség

A 3.2.9 kovetkezményt és a 3.4.4 lemmat Osszevetve kapjuk:

TETEL 3.4.6 Nagyrészt szubmoduldris figgvénnyel adott B(b) bdzis-poliéder akkor és csak akkor nem iires,
ha S minden {S1,...,Sk} particidjdira Y, b(Si) > b(S) (azaz b'(S) = b(S)). Nagyrészt szupermoduldris
fiigguénnyel adott B'(p) bdzis-poliéder nemiirességének a feltétele Y. p(Si) > p(S) minden particidra.

A 3.3.12 tétel szupermoduléris részének és a reszelési tételnek az Osszetevésével a kovetkezd ltaldnositdst
kapjuk.

TETEL 3.4.7 Legyen py jérészt szupermoduldris, melyre k := p1(S) véges és f : S — RU{—o0}, g: S —
R U {0} két figguény, melyekre f < g.

(i) A B'(p1) NT(f <) poliéder akkor és csak akkor nemiires, ha

f(S) <k (3.45)

F(Xo)+ 30 m(Xi) <k (3.46)
az S minden olyan {Xo, X1,..., X} (t > 1) particidjdra, amelyben csak Xo lehet iires.

(i) A B'(p1) NT(<L g) poliéder akkor és csak akkor nemiires, ha

9(X) > p1(X) minden X C S-re. (3.47)

(i) A B'(p1) NT(f,g) poliéder akkor és csak akkor nemiires, sem B'(p1) NT(f<), sem B'(p1) NT(< g) nem
tres. Ha rdaddsul p1, f,g mindegyike egészértéki, akkor a szobanforgo poliéderek egészek.

Biz. A feltételek sziikségessége nyilvanvals. Jelolje p a py fels6 reszeltjét. Ekkor p teljesen szupermoduléris és
(3.46)-t olyan particidkra alkalmazva, melyekben Xy = () azt kapjuk, hogy p(S) = k. Emiatt B'(p) = B'(p1).
A 3.3.12 tétel szerint B'(p) N T(f <) pontosan akkor nemiires, ha k > p(X) + f(S — X) minden X C S-re.
Ez X = (-re épp (3.45), mig nemiires X-re (3.46)-vel ekvivalens, {gy az (i) rész kovetkezik.

Az (ii) rész is rogton adddik a 3.4.7 tétel (ii) részébdl, amint megfigyeljiik, hogy (3.45) folytdn egy X halmaz
minden {Xi,...,X;} particidjdra g(X) = > g(Xi) > > p1(Xi) és emiatt g(X) > p(X).

A tétel harmadik része is a 3.3.12 tétel kbvetkezménye.

TETEL 3.4.8 Legyen p1 > 0 jorészt szupermoduldris. Legyen 3 > 0 egész és g : S — Ry U{oo} egy
fluggvény. A Q = C(p1) NT(< g) N K(<L B) poliéder g-polimatroid, amely egész, ha p1,g, 3 mind egészértékid.
Q akkor és csak akkor nemiires, ha

g(X) > p1(X) minden X C S-re (3.48)

> pi(Xi) < B az S minden {X;} részparticidjdra. (3.49)

Biz. Jeldlje p a p1 reszeltjét. Alh’tjuk, hogy a p,g, f = —o0,a = —oo vélasztds mellett teljesiilnek a 3.3.17
tétel feltételei. A g(S) > a feltétel automatikusan teljesiil. A g(X) > p(X) feltétel is fenndll, hiszen X azon
{X1,..., Xy} particidjdra, melyre p(X) = > p1(X;) fenndll g(X) = > g(Xi) > > p1(Xi) = p(X).

Végiil az f(X) < B8 — p(S — X) feltétel automatikusan fenndll minden nemiires X-re, mig X = () esetén a
0 < B —p(9) egyenlétlenségbe megy at, ami éppen (3.49)-vel ekvivalens.

A 3.3.17 tételt alkalmazva azt kell csupdn megfigyelniink, hogy az ottani S’ (p) N T(f,g) N K(a, 3) poliéder
éppen @ lesz. o

2007. mé&jus 6. uszub4
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3.5 A MOHO ALGORITMUS

3.5.1 A moh¢ algoritmus bazis-poliéderen

Edmonds megfigyelte, hogy a matroidokra vonatkozé mohé algoritmus kiterjesztheté polimatroidokra is. Ed-
monds eredményét elOszor bazis-poliéderekre ismertetjiik. Legyen b teljesen szubmodularis, és a technikai
bonyodalmak elkeriilése érdekében tegyiik fel, hogy b véges értékii. Adott ¢ : S — R vektorra tekintsiik a
max{cz : x € B(b)} optimalizélasi feladatot. Ez nem mds, mint a

max{cz : z(S) = b(S) és minden Z C S -re z(Z) < b(Z)} (3.50)
linedris program, amelynek duédlisa:

min{yb : y € D(c)}, (3.51)
ahol yb := Zzgs y(2)b(Z) és

S
D(c):={yeR” :y(Z)>0, haZ#S8, és Z YyzXz = c} (3.52)
zCs
a dudlis poliéder. Megmutatjuk, hogy mind a primél, mind a dudl program optimalis megolddsa explicit
(‘mohd’) médon kozvetleniil megadhatd.

Feltehetd, hogy ¢ komponensei nagysag szerint csokkend sorrendben vannak elrendezve, azaz c(s1) > ¢(s2) >
... > c(sn). Jelolje S; az els6 i elem halmazat. Definidljuk az xmo vektort a kovetkez8képp.

Tmo(s1) :=b(s1), és 1 =2,...,nr€ Tmo(s;) := b(S;) — b(Si-1). (3.53)

A definiciébdl kovetkezik, hogy minden i = 1,...,n-re Tmo(Si) = b(S;), ahol xmo(Z) = Zzezzcmo(z).

Ervényes tovabbd, hogy xm. egész vektor.
Lemma 3.5.1 Az (3.53)-ben megadolt Tmo vektor benne van a B(b) bdzis-poliéderben.

Biz. Azt kell beldtnunk, hogy minden Z halmazra
Tmo(Z) < b(Z). (3.54)

Jelolje m(Z) a legnagyobb ¢ indexet, amelyre s; € Z. m(Z) szerinti indukciét hasznilunk. Ha m(Z) = 1,
akkor Z = {s1}, és ezért xmo(Z) = b(Z). Legyen most i := m(z) > 2. A szubmodularitdst haszndlva kapjuk,
hogy b(Z) + b(Si—1) > b(Z N Si—1) + b(Z U Si—1). Az indukciét Z N S;_1-re alkalmazva, és a ZU S;—1 = S;
egyenldséget megfigyelve kapjuk, hogy b(Z N Si—1) + b(Z U Si—1) > Tmo(Z N Si—1) + b(Si), amibdl b(Z) >
:Cmo(Z N Sifl) + b(Sl) — b(Sl-,l) = :Cmo(Z N 52;1) =+ xmo(si) = :Cmo(Z) adddik. e

Definidljuk most az y* vektort a kovetkezSképp.
Yy (Sn) i=c(sn), ési=1,2,...,n—1-re y*(S;) := c(s:) — c(si+1) (3.55)

és S tetszdleges mas részhalmazén legyen y*(Z) := 0. Konnyen ldtszik, hogy y* megolddsa a (3.51) dudlis
linearis programnak, tovabbd y* egészértékii, amennyiben c¢ az.

TETEL 3.5.2 &, optimdlis megolddsa az (3.50) primdl programnak, y* optimdlis megolddsa az (3.51) dudl
programnak.

Biz. Mivel zy, primédl megoldds, y* dudl megoldds és persze max < min, igy csak azt kell kimutat-
nunk, hogy cxm. = y*b. Ez pedig a lindris programozds optimalitasi feltételébél rogton adédik, hiszen
a dudlis programban y(Z) csak akkor lehet pozitiv, ha a Z = S; és az ilyen Z-hez tartozé z(Z) < b(Z)
egyenlétlenséget Tmo a definiciéja folytdn valdéban egyenldséggel teljesiti. (Ha nem akarunk erre hivatkozni,
akkor is egyszer(i dtosszegzéssel kapjuk: czmo = c(s1)b(S1) + Yo, c(s:)[b(Si) — b(Si—1)] = c(sn)b(Sn) +

S lelsi) — (s )]b(Si) = 3 45 ¥7 (2)b(Z) = y7b.)

A mohé algoritmusbdl is kovetkezik, hogy egy teljesen szubmoduldris b figgvény altal definidlt B(b) bazis-
poliéder sohasem tires. A mohé algoritmust a ¢ := x(A) célfiiggvényre alkalmazva (A C S) azt nyerjiik, hogy
B(b)-nek létezik olyan xo eleme, amelyre zo(A) = b(A), és amely rdadasul egész, ha b az. (Lasd a 3.2.8 tételt.)
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Végtelen értékek

Vizsgaljuk, most meg a max{cz : € B(b) probléma &dltaldnos esetét, amikor b a co értéket is felveheti (de
b(S) véges). Jeldlje F azon halmazok rendszerét, melyeken b véges. Az F metszet-unié zart, igy S € F miatt
minden s elemhez az s-t tartalmazé F' F-beli halmazok T'(s) metszete az egyértelmi legsziikebb s-t tartalmazé
F-beli halmaz.

Ha létezik v € T'(u) elem, amelyre c(u) > c(v), akkor {cx : © € B(b)} nem korldtos feliilrél, hiszen B(b)
tetsz6leges z elemére z(u)-t barmely nagy d-val névelve, mig z(v)-t §-val csokkentve egy masik 2’ € B(b)-beli
elemet kapunk, amelyre cz’ = cz + §(c(u) — c¢(v)). Feltessziik tehdt, hogy

v € T'(u) esetén c(v) > c(u). (3.56)

Nevezziink két elemet ekvivalensnek, ha c¢(u) = ¢(v) és b(X) = oo minden X C S-re, amelyre | X N{u, v}| =
1. Ilyenkor az u és v Gsszevondsdval az eredetivel ekvivalens feladatot kapunk, ezért feltehetd, hogy nincs két
ekvivalens elem. Koévetkezik, hogy

v € T'(u) esetén vagy c(v) > c(u), vagypedig c(v) = c(u) és T(v) C T'(u) — u. (3.57)

Lemma 3.5.3 Ha nincs két ekvivalens elem, akkor létezik az elemeknek egy olyan s1, ..., s, sorrendje, amelyre
c(s1) > ... > c(sn) és minden S; = {s1,...,s:} kezddszeletre b(S;) < oo.

Biz. Rendezziik ¢ szerinti csokkend sorrendbe az elemeket 1igy, hogy az aktualisan kévetkezo elem a legnagyobb
stulyd még kivalasztatlan elem legyen, és ha t&bb ilyen is van, akkor koziiliik egy olyan u-t valasszunk, melyre
T'(u) minimdlis. Az igy kapott si,..., s, sorrend (3.57) miatt olyan, hogy minden i-re T'(s;) C S;.

Allitss 3.5.4 Minden i =1,...,n-re b(S;) < co.

Biz. Legyen ¢ = 1. T'(s1) egyelemi, mert ha v € T'(s1) — s1, akkor ¢(s1) > ¢(v) a c(s1) maximalitdsa miatt, de
(3.56) miatt c¢(s1) = ¢(v), és miutdn nincs két ekvivalens elem, igy T'(v) C T'(s1), ellentmondésban a vélasztési
szabdllyal. Kaptuk, hogy T'(s1) = {s1} = S1, azaz b(S1) tényleg véges.

Tegytk fel, hogy indukciéval i —1 < n-re mar igazoltuk, hogy b(S;—1) < 0o. Ekkor co > b(Si—1+b(T(s;)) >
b(Si—1 UT(s:)) +b(Si—1 NT(s:)), amibdl S; = S;—1 U T(s;)) miatt kovetkezik, hogy b(S;) véges. o o

A lemma &altal biztositott sorrendre valtoztatas nélkiil alkalmazhatjuk a fentebb leirt mohé algoritmust és
bizonyitast.

Kovetkezmény 3.5.5 {cx : x € B(b)} akkor és csak akkor korldtos felilrdl, ha (3.56) teljesil.

Biz. Feltehetjiik, hogy nincs két ekvivalens elem. Az el8bbiekben azt mér lattuk, hogy ha (3.56) nem teljesiil,
akkor {cz : © € B(b)} nem korldtos felilr6l. Ha viszont (3.56) fenndll, akkor a mohd algoritmus egy véges
maximumot szolgédltat. e

3.5.2 A moho algoritmus geometriailag

Matroidokban egy maximalis sulyd bdzis megkeresésére vonatkozé mohé algoritmus gy miikddik, hogy a
c(s;) szerint csokkend sorrendben egymdés utdn tekinti az elemeket, és a soron kovetkezét akkor vélasztja ki,
ha az a mar kivédlasztottakkal egytitt fliggetlen halmazt alkot. A fentebb leirt algoritmus x,,, meghatdrozasira
egyrészt nagyon hasonlit a matroid mohé algoritmusra, ugyanakkor egyfajta értelemben még annal is mohdbb,
ugyanis az Tme soron kovetkezé komponensének meghatarozasakor nem ellenérizziik az Osszes Z részhalmazra
a megkivant z(Z) < b(Z) egyenlétlenséget, hanem csupdn a Z = S; kezd&szeletekre, melyekb6l csak n van.
Ezért kellett kiilon ellenérizniink, hogy zm. valéban benne van a B(b) bazispoliéderben.

El6fordulhat, hogy a B bézis-poliéder nem teljesen szubmoduléris fliggvénnyel van megadva. Ekkor a fenti
algoritmust nem tudjuk koézvetleniil hasznalni. Mégis a mohé algoritmus kévetkezd interpretacidja sokszor
segithet.

A célfiiggvény altal meghatdrozott csdkkend sorrendben végigmegytink az elemeken és egymas utdn megalla-
pitjuk az x(s;) értékeket. Az aktudlis z; = x(s;) értéket a lehetd legnagyobbra vélasztjuk gy, hogy létezzék
olyan (x1,...,%s, Yit1,.-.,Yn) vektor B(b)-ben. Itt z1,z2,...,2;—1 a mar kiszdmitott komponenseket jeloli.
Ennek az értelmezésnek az az elénye, hogy fliggetlen attdl, hogy a bazis-poliéder milyen formédban van megadva
és igy reményt nyujt arra, hogy az aktudlis x;-t esetleg akkor is ki tudjuk szamolni, ha az egyértelmi definialé
teljesen szubmoduldris fiiggvény nem &ll rendelkezésre.
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3.5.3 A moh¢ algoritmus valtozatai
Szubmodularis poliéder

Mi a helyzet, ha szubmoduldris poliéder felett akarjuk a cz célfiggvény maximumdét megkeresni? A (3.50)
maximalizdldsi probléma dudlisdban az y(S) kivételével minden y(Z) véltozéra nem-negativitast koveteltiink.
Az algoritmus szerinti y*(S) pontosan akkor lesz negativ, ha a célfiiggvény legkisebb, c¢(sn) komponense
negativ. Amennyiben az S(b) szubmoduldris poliéder felett akarjuk maximalizdlni cz-t és c(sn) > 0, ugy
a fent kapott primdl és dudl megoldds erre is j6 lesz. Ha viszont c¢(s,) < 0, akkor a max{cz : z € S(b)}
feladat nem is korlatos feliilrél, hiszen S(b) tetsz8leges x elemébdl kiindulva az z(s,) komponenst tetszélegesen
csokkenthetjiik és ezzel a célfliggvény értéke is tetszélegesen naggys valhat.

Polimatroid

Legyen b polimatroid fiiggvény. Legyen S* azon s elemek halmaza, melyekre c(s) > 0. Legyen b’ illetve ¢/
a b és ¢ megszoritdsa ST-ra. Alkalmazzuk a szubmoduldris poliéderekre vonatkozé mohé algoritmust b'-re és
c'-re. Jeldlje az {gy kapott optimalis primél illetve dudl megolddst ' € RS és y*, melyekre tehat ¢'z’ = y*b'.
Jelslje z* € R® azt a vektort, amelyet z’-b8l kapunk nulla komponensekkel kiegészitve. Ekkor z* € P(b)
és y* eleme a {y € R . y(2) > O,chsyzxz > ¢} dudlis poliédernek, és mind a kettd optimélis, hiszen
cx* =z’ = y*b = y*b. N

Figyeljiik meg, hogy az eljardst egy matroid rangfiiggvényére specidlizilva megkapjuk a matroid maximalis
stulya fiiggetlenjének megkeresésére szolgdlé mohé algoritmust, amely amig csak lehet, a silyok csokkend
sorrendjében egymas utan valaszt ki pozitiv silyu elemeket csak arra iigyelve, hogy a kivalsztott elemek
fliggetlen halmazt alkossanak.

Kontra-polimatroid

Most minimalizdlni akarjuk a cr célfiiggvényt a C' kontra-polimatroid felett. Rendezziik ¢ szerint csokkend
sorrendbe az S elemeit. Az aktudlis x; = x(s;) értéket a lehetd legkisebbre vélasztjuk tgy, hogy létezzék
(z1,.. -, Ti,Yit1, ..., Yn) vektor C-ben. (Ez a mohé algoritmus a koézismert Kruskal féle algoritmus ‘évatos’
véltozatanak felel meg, ahol egy Osszefiiggd graf minimalis koltségii feszit6 fajanak meghatarozasa gy torténik,
hogy minden lépésben a legdrdgdbb élt hagyjuk ki a grafbdl csak arra tigyelve, hogy Osszefiiggé maradjon.)
Hogyan tudjuk meghatdrozni az aktudlis s;-re a minimadlis z(s;) értéket? Egy egyszeri megfigyelés segit.

Jelolje k a p(X) maximélis értéket. Kénnyi igazolni, hogy ha (z1,...,Zs, Yi+1,.-.,Yn) benne van C-ben, akkor
(z1,..., i, k, k, ..., k) is benne van. Ennek megfeleléen a mohé algoritmus igy médosul, hogy az aktuélis x;-t
minimalisra vélasztjuk arra valé tekintettel, hogy (z1,...,xs,k, k, ..., k) benne van C-ben.

3.5.4 A reszelt kiszamitasa

A bézis poliéderekre vonatkozé mohé algoritmus alkalmazdsaként megmutatjuk, hogy miképp lehet egy b
jorészt szubmoduldris fiiggvényre a b¥ () értéket kiszdmitani. Valdjaban b-rél csak annyit hasznalunk, hogy
bY teljesen szubmoduldris. Ismét feltessziik, hogy b véges értékii.

A 3.2.9 kovetkezményben lattuk, hogy tetszdleges b* teljesen szubmoduldris fliggvény esetén b*(S) =
max{z(S) : x € B(b*)}. A mohd algoritmus elvileg ki tud szdmitani egy optimélis z-et, feltéve, hogy egy
bizonyos szubrutin rendelkezésre all.

Legyen si1,...,sn az elemek tetsz6leges sorrendje és legyen S; := {s1,...,s:}. Tegyik fel, hogy az
x*(s1),...,2"(sk—1) értékeket mar meghatdroztuk. Vélasszuk z*(sr)-t a lehetd legnagyobb olyan a értékre,
hogy ezen vélasztdssal még ne sériiljon z*(X) < b(X) egyenl6tlenség, vagyis legyen

a:=min{b(Z) —x"(Z — si) : s € Z C Sk} (3.58)

A bézis poliéderekre vonatkozé mohé algoritmus szerint az ezen szabéllyal kiszédmolt z* vektor olyan lesz,
hogy z*(S) = b¥(S) = min{)_, b(T3) : {T1,..., T} particidja S-nek}. Konkrét b esetén a szamoldst akkor
tudjuk végrehajtani, ha rendelkezésre all egy szubrutin (3.58)-ben « kiszdmitdséra.

Amennyiben a szubrutin nem csak a minimum értékét szamitja ki, hanem azt is megmondja, hogy az mely
Z halmazon vétetik fel, igy a b" (S)-et megvaldsité optimélis {T1,...,T:} particiét is kiszamolhatjuk. Ehhez
tekintsiik a szubrutin altal szolgdltatott minimalizdlé Zi, Zs,..., Z, halmazokat. Tudjuk, hogy z* benne
van B(b”)-ben, és a Z; halmazok mind pontosak (abban az értelemben, hogy z*(Z;) = b¥(Z;). Mérpedig
pontos halmazok metszete és unidja is pontos, igy a {Z1,...,Z,} hipergraf komponensei az alaphalmaznak
egy pontos halmazokbdl 116 {T1,...,T:} particiéjat adjak, amib8l b¥(S) = z*(S) = >, *(T3) = >, b(T3)
miatt {T1,...,T:} valéban a keresett particié.
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3.5.5 Linearis kiterjesztés

A moh6 algoritmus segitségével megmutatjuk, hogy a szubmodularitési egyenl6tlenség altaldnosithaté ketténél
tobb halmazra is. Tetsz8leges b : 2° — R halmazfiiggvény, amelyre b(0) = 0, kézenfekvé médon kiterjeszthetd
n-dimenzids vektorokra, ahol n = |S|, a kovetkez8képpen. Adott ¢ € R"™ vektorra indexeljiik igy S elemeit,
hogy c(s1) > ... > c(sn) és legyen S; := {s1,...,s;}. Definidljuk b(c)-t a

b(c) := c(sn)b(Sn) + Z c(si) — c(si+1)]b(S:) (3.59)

képlettel. Latszik, hogy tetszbleges Z C S halmazra b(Z) = l;(xz)7 ahol xz jeloli a Z halmaz karakterisztikus
fiiggvényét, (amelynek értéke tehdt a Z elemein 1, mig az S — Z elemein 0). Azt mondjuk, hogy b a b
halmazfliggvény linearis kiterjesztése.

Gyakorlat 3.5.1 Igazoljuk, hogy b pozitivan homogén, azaz minden nemnegativ a szamra b(ac) = ab(c).
Igazoljuk, hogy X,Y C S esetén b(xx + xy) =b(XNY)+b(XUY).

Gyakorlat 3.5.2 Igazoljuk, hogy nem feltétlenil kilonbozd halmazokbdl dll6 Z1 C Zz C ... C Zm hal-
mazldnera b(Y ", xz,) = Y, b(Zi).

Gyakorlat 3.5.3 Tegyiik fel, hogy a c silyozds kilonbozd értékei A1 > A2 > ... > A¢. Legyen T; := {s
c(s) > Ai}. Ekkor b(c) = Ab(S) + 31— 1 (\i — Ais1)b(Th).

Kovetkezmény 3.5.6 Legyen c olyan sulyfiggvény, melyre c(s1) > c(s2) > ... > c(sn). Legyen b teljesen
szubmoduldris és B(b) a bdzis-poliédere. Ekkor

max{cz : x € B(b)} = b(c). o (3.60)

TETEL 3.5.7 Ha b szubmoduldris, akkor b szubadditiv, azaz tetszbleges c1,c2,...,c € R® wektorokra

> blen) = (> ). (3.61)

@ @

Biz. Legyen ¢y := Zl ci. A 3.5.6 kovetkezmény szerint mindegyik c;-re van a B(b) bdzis-poliédernek egy
olyan z; eleme, amelyre c;z; = b(c;) > ciz fenndll B(b) minden z elemére. Ebbél b(zl 1Gi) = b(co) = cozo =
(Zizl ci)zo = Zi:l cio < Zi:l Cili = 22:1 E(Cl) *

A tételt 0—1 értékii c;-kre specializdlva kapjuk a szubmodularitdsi egyenlétlenség tobb tagra torténé aldbbi
kiterjesztését.

Kovetkezmény 3.5.8 Legyen b teljesen szubmoduldris fligguény az S alaphalmazon. Tetszbleges X1, X2, ..., Xm C
S halmazokra
Zb ) > b( ZXX (3.62)

TETEL 3.5.9 (Lovdsz) A b halmazfigguény akkor és csak akkor szubmoduldris, ha b konver.

Biz. Tegyiik fel, hogy b szubmoduléris. Mivel b pozitivan homogén és szubadditiv, igy ci, ..., cr vektorokra
> b(ei) > b( O, c) = kb((z ¢i)/k), azaz b konvex. Megforditva, legyen b konvex. Az X és Y halmazokra

legyen ¢ := (xx +xv)/2. Ekkor b(c) = [B(XNY)+b(X UY)]/2 és fgy b(X)+b(Y) = b(xx)+b(xy) > 2b(c) =
B(XNY)+b(XUY). e

Feladat 3.5.4 A B(b) bdzis-poliéder Xi,...,Xq C S részhalmazok dltal meghatdrozott oldala akkor és csak
akkor nem dres, ha Y b(Xi) = b(3>_, x(Xi))

2007. m&ajus 6. moho
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3.6 HOMOMORF KEP, OSSZEG ES METSZET

3.6.1 Elemek Osszevonasa

Legyen t1,t2 két eleme S-nek, T := {t1,t2} és t egy S-en kiviili 4j elem. Legyen b halmazfliggvény S-n.
Definidljuk S’ := S — T +t alaphalmazon a b’ fiiggvényt a kévetkez&képp: X C S’ —t-re legyen b'(X) := b(X),
mig t € X C S'-re legyen b'(X) := b((X —t) UT). Azt mondjuk, hogy b' a t1 és t2 elemek Osszevondsival
keletkezik b-b8l. Nyilvan ha b szubmoduldris, akkor b is az és ha (p,b) paramodularis, akkor (p’,b’) is az.

TETEL 3.6.1 Ha b szubmoduldris, akkor S(b') bdrmely =" eleméhez létezik S(b)-nek olyan x eleme, amelyre
z(T)=x'(t) és s € S —T-re z(s) = z'(s). Hab,x' egészértékil, ugy = is vdlaszthatd annak.

Biz. Legyen s € S — T-re x(s) := z'(s). Legyen a1 := min{b(X) —2'(X —t1) : t1 € X C S —t3} és
az :=min{b(X) —z'(X —t2) : t2 € X C S —t1}. Ezek egészek, ha b és z’ egészértéki. Ekkor a1 + az > '(¢),
mert kiilonben létezik olyan t;1-t tartalmazé X1 C S — t2 és to-t tartalmazé X2 C S — t; halmaz, melyekre
[b(Xl) —13’(X1 —tl)] + [b(Xz) —JJI(XQ —tz)] < :C/(t)7 és ekkor :C/(t) —‘r:C/(Xl —t1) —‘r:C/(Xz —tg) > b(X1) —‘y—b(Xz) >
b(X1 N XQ) =+ b(X1 U Xz) > :C,(Xl N Xz) =+ :C’((Xl — tl) U (X2 — tz) =+ t) = :C,(t) + ml(X1 — t1) =+ :C,(XQ — t2)7
ami lehetetlen. Emiatt 1éteznek x(t1) < a1 és z(t1) < as szdmok (rdaddsul egészek, amennyiben b és x’
egészértékil) gy, hogy az osszegiik z'(t). Az a;-k definiciéja folytéan az igy kapott = S(b)-ben van. e

3.6.2 Homomorf kép

Természetesen egyszerre tobb elemet is Ossze lehet vonni és a kapott fliggvény fliggetlen az Gsszevonds sor-
rendjétdl, s6t azt is megtehetjiik, hogy az S alaphalmaz egy {Sh,...,S:} particidjdra szimultdn vonjuk ossze
az egyes S; halmazokat. E miivelet egy masik interpretaciéja a kovetkezd.

Az S halmaz egy ¢ : S — S’ leképezése meghatdrozza az S egy {Si,...,Sq} particiéjat, ahol S; jeloli
azon v € S elemek halmazat, melyekre @(v) = s; és S' := {s1,...,8q¢}. Az S’ részhalmazain értelmezett
©(b) = b’ homomorf képet a b'(X) := b(¢~ (X)) formula definidlja. Egy = € R vektor ' = ¢(z) képét pedig
@' (s;) := x(S;). Egy R C R® halmaz homomorf képe ¢(R) := {¢(z) : € R}.

Figyeljiikk meg, hogy a b halmazfiiggvény homomorf képe ugyanaz, mint a b-b8l az S; (i = 1,...,q) elemeinek
Osszevonasaval keletkezo fiiggvény. Emiatt a 3.6.1 tétel alkamazasdval rogton kapjuk a kovetkezot.

TETEL 3.6.2 Ha b szubmoduldris fiigguény, akkor o(S(b)) = S(p(b)). Rdaddsul, ha b egészértéki, akkor
S(¢(b)) minden z' egész eleme elddll eqy egész x € S(b) elem képeként. o

Analdg tétel érvényes bazis-poliéderekre és igy a vetitési tétel nyoméan minden g-polimatroidra is:

TETEL 3.6.3 (Homomorfia tétel) Ha (p,b) paramoduldris, akkor a Q = (p,b) g-polimatroidra ¢(Q) =
Q(¢(p), ©(b)). Rdaddsul, ha p és b egészértékd, gy Q(p(p), (b)) minden =’ egész eleme elddll egy egész
x € Q elem képeként. o

Legyen M matroid az S alaphalmazon r rang- és ¢ ko-rangfliggvényel. Legyen P := {Si,...,54} az

alaphalmaz egy részparticidja. Az (mi,..., mq) vektort bazis-vetiiletnek mondjuk, ha létezik M-nek olyan
B bézisa, melyre |[BN S;| = m; minden i = 1,...,g-ra.
Kovetkezmény 3.6.4 Egy (mi,...,mq) egész vektor akkor és csak akkor bdzis-vetilet, ha az m bdrmely j

komponensének osszege legaldbb t(X) és legfeljebb r(X), ahol X a j komponensnek megfeleld j darab S; halmaz
unidja. A bdzis-vetiletek egy g-polimatroid (éspedig a B(r) homomorf képének vetiilete) egész pontjai. e

3.6.3 Osszeg

Emlékeztetiink, hogy az Ru,...,Rrx R°-beli halmazok osszegén (néha Minkowski Gsszegén) azon elemek
halmazat értik, melyek el6allnak az R;-kbél vett egy-egy elem Osszegeként. Adott (pi,b;) (1 = 1,...,k)
paramoduldris parok Gsszege nyilvan paramodularis.

TETEL 3.6.5 (Osszegtétel) > Qpisbi) = QX iy Y, bi). Rdaddsul, ha mindegyik pi,b; egészértéki,
akkor Q(Zipi, Zl bi) minden egész eleme elddll a Q;-kbdl vett egy-eqy egész elem osszegeként.

Biz. Legyen Si,...,Sk az S halmaz k diszjunkt példdnya, melyek unidjit jelolje S*. legyen ¢ : S* — S
az a leképezés, amelyben minden S;-beli elem képe a neki megfeleld S-beli elem. Jeldlje (p},b;) a (pi,b;)
par mésolatdt az S; halmazra. Legyen a (p}, b}) pdrok direkt osszege (p*,b*), mig a Q(p}, b;) g-polimatroidok
direkt Gsszege Q*. Ekkor a definicickbél kozvetleniil adéddan egyrészt Q> ps, Y bi) = p(Q(p*, b*)), masrészt

> pi=(p*) és > bi = @(b"), igy a 3.6.3 tétel alkalmazhats. e
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Matroidok Gsszege

Ha a b egészértékii polimatroid-fiiggvény és a g1 : S — Z azonosan 1 vektor b alsé konvolicidjat tek-
intjiikk, akkor b'(Z) = min{b(X) + |Z — X| : X C Z}. A V' nemcsak szubmoduldris, hanem monoton
nové és szubkardindlis is, vagyis egy matroid rangfliggvénye. Magyardn egy polimatroid metszete a T(0,1)
egységkockaval egy matroid fiiggetlenjeinek poliédere, amely matroidban egy F' C S halmaz akkor és csak
akkor fliggetlen, ha z = xr benne van P(b’)-ben, ami azzal ekvivalens, hogy |FN X| < b(X) minden X C F-
re. A Matroidelméletben eléaddsban mér taldlkoztunk ezzel a matroid konstrukciéval.

Ebbdl kénnyen levezethetjiik Edmonds és Fulkerson tételét matroidok osszegérél. Emlékeztetoiil, az S
alaphalmaz egy F részhalmazat akkor nevezziik particiondlhaténak az M; = (S,r;) (i =1,..., k) matroidokra
nézve, ha F el6adll az M; matroidok egy-egy fiiggetlen halmazénak egyesitéseként.

TETEL 3.6.6 (Edmonds és Fulkerson) Adott M; = (S,r:) matroidokra vonatkozé particiondlhatd hal-
mazok egy (az M;-k Osszegének nevezett) matroidot alkotnak, melynek r rangfiggvényét a kovetkezd formula
adja.

r(Z) =min{) " ri(X)+|Z - X|: X C Z}. (3.63)

Biz. Az M; = (S,r;) matroidokra legyen b := > 7;. Az elébbiek szerint az P(b) N T(0,1) metszet egy
polimatroid a T'(0, 1) egységkockdban, azaz egy M matroid fiiggetlenjeinek poliédere, amelynek hatarfiiggvénye
r(Z) = min{)_,r(X) - |Z - X| : X C Z}. A 3.6.5 tételbSl tudjuk, hogy P(b) minden egész eleme el84ll
a P(r;)-kb6l vett egy-egy egész vektor Osszegeként, és ezért M fliggetlen halmazai pont a particiondlhaté
halmazok. e

3.6.4 Metszet

Amiképp két matroid kozos fiiggetlenjei altaldban nem alkotnak matroidot, igy két g-polimatroid metszete
sem feltétleniil g-polimatroid. A nemiirességre vonatkozé feltétel azonban, Edmonds matroid metszettételének
altaldnositasaként, konnyen levezethetd az osszegtételbdl.

TETEL 3.6.7 (G-polimatroid metszettétel) A (pi1,b1) és (p2,b2) paramoduldris pdrok dltal definidlt Q1 =
Q(p1,b1) dlletve Q2 := Q(p2, b2) g-polimatroidok M := Q1 N Q2 metszete akkor és csak akkor nemdiires, ha

pP1 S b2 és D2 S b1. (364)
Amennyiben a szerepld fiigguények egészértékiiek és M nemdires, igy M tartalmaz rdcspontot is.

Biz. A feltétel nyilvan sziikséges. Az elegendbséghez tekintsiik a Q1 + Q% Osszeget, ahol Q5 a Qa-nek az O
origéra vett tiikorképe, azaz Q5 = Q(—bs, —p2). Az Osszegtétel alapjan Q = Q(p1 — b2, b2 — p1) és igy egy
m vektor pontosan akkor van Q-ban, ha p1 — b2 < m < ba — p1. Mdrpedig az m = O-ra ez a (3.64) feltétel
miatt teljesiil, és igy az O origd @Q-ban van. Emiatt O elédll, mint egy z1 € Q1 és egy x5 € Q5 vektor Osszege,
amelyek rdaddsul egészek, ha (p;, b;) egészértékii. Ekkor za := —xh € Q2 vagyis x1 = x2 k0z0s eleme Q1 és
Q2-nek. o

Ha az egyik g-polimatroid egy T'(f,g) tégla, specidlis esetként megkapjuk a 3.3.10 tételt.

TETEL 3.6.8 Az egészértéki (p1,b1) és (p2,b2) paramoduldris pdrok dltal definidlt Q1 := Q(p1,b1) illetve
Q2 := Q(p2, b2) g-polimatroidok M := Q1 N Q2 metszete egész poliéder.

Biz. Az M minden M’ oldala a Q1 és Q2 egy-egy oldaldnak metszeteként &ll el6. Mivel Q1 és Q2 egész
poliéderek, {gy a 3.6.7 tétel alapjan M’ tartalmaz egész pontot, azaz M egész. e

Megfogalmazunk néhany mas kévetkezményt is.

TETEL 3.6.9 Legyen By = B(b1) és By = B(bs) két bdzis-poliéder, melyekre bi(S) = ba(S) =: k. Az
M := B1 N By metszet akkor és csak akkor nemiires, ha minden X C S-re

b1(X) +b2(S — X) > k. (3.65)
Ha by és by egészértékid, és M nemdires, akkor M tartalmaz rdcspontot.

Biz. Jeldlje p; a b; komplementerét. Lattuk, hogy B; = Q(ps, bi). fgy 3.6.7 tétel alapjan Bi N B2 pontosan
akkor nemiires, ha p1 < bz és p2 < b1, ami kifrva azt jelenti, hogy minden X C S-re k — b1(S — X) < b2(X)
és k— b2(S — X) < b1(X). Ezek ekvivalensek egymdssal és a 3.65 feltétellel. o

Specialis esetként rogton kiolvashaté Edmonds matroid metszettételének k6zos bazisokra vonatkozé valtozata.
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TETEL 3.6.10 (Edmonds matroid metszettétele) Az My = (S,71) és Mo = (S,72) k rangi matroidok-
nak akkor és csak akkor létezik kozds bdzisa, ha minden X C S-re r1(X) +r2(S — X) > k.

Megfogalmazzuk a g-polimatroid metszettétel szub- és szupermodularis poliéderre vonatkozo specidlis esetét
is, rdaddsul rogon a reszelési tétellel 6tvozve.

TETEL 3.6.11 Legyen b jérésat szubmoduldris és p jérészt szupermoduldris. A M = S(b) N S’ (p) metszet
akkor és csak akkor nemiires, ha
p" <bY, (3.66)

vagyts, ha az S minden Z részhalmazdnak bdrmely két {X;} és {Y;} particidjdra
D Pt <)Y, (3.67)
i J

Ha p és b egészértékii, ugy M egész poliéder. Amennyiben p* teljesen szupermoduldris és/vagy b* teljesen
szubmoduldris, gy a (3.66) feltételben p” illetve bY helyettesithets p-vel illetve b-vel. o

Diszkrét szeparacié

Teljesen szuper- illetve szubmoduléris p-re és b-re a 3.6.11 tétel az aldbbi ekvivalens alakban fogalmazhaté
meg, amelynek kiilon érdekességet ad a konvex és konkav fliggvények hipersikkal val6 elvalasztasardl szold
kozismert tétellel valé analdgigja.

TETEL 3.6.12 (Diszkrét szepardciés tétel) Legyen S alaphalmaz, p : 25 — Z U {—o0} szupermoduldris
fiigguény és b : 25 — Z U {oo} szubmoduldris fiiggvény, melyekre p(B) = b(0) = 0. Akkor és csak akkor van
olyan egészértéki m moduldris fiigguény, amelyre p < m < b, ha

p<b. (3.68)

Ha p és b egészértéki és p < b, akkor az elvdlaszté m is vdlaszthato egészértékiinek. o
A 3.6.11 tételben szerepld (3.67) feltétel akkor is egyszerlisodik, ha (p,b) jérészt paramoduldris.

TETEL 3.6.13 Legyen (p,b) jorészt (specidlisan, metsz8) paramoduldris pdr. A Q(p,b) poliéder akkor és
csak akkor nemiires, (mésszéval p és b szepardlhaté m moduldris fiiggvénnyel), ha az S alaphalmaz minden
{Z1,..., 2} részparticidjdra

p(UZ:) <3 b(Z:) és Y p(Z:) <b(UZ:). (3.69)

Ha rdaddsul (p,b) egészértéki és (3.69) teljestil, ugy Q(p,b) tartalmaz egész pontot (m valaszthaté egészértékiinek).

Biz. A feltétel nyilvan sziikséges. Az elegendfség igazoldsdhoz tegyiik fel, hogy nem létezik szeparalé m.
Ekkor az 3.6.11 tétel szerint 1étezik egy Z C S halmaz és annak X := {X1,..., X} illetve Y = {Y1,...,Y;}

particidja, melyekre
> p(X) > > b(Y)). (3.70)
i J

Vélasszuk ezeket gy, hogy Z minimalis legyen. Ekkor a két rész-particié egyiitt egy F lamindris rendszert
alkot, mert ha nem, akkor az egyik X; metszi valamelyik Y-t és akkor a kereszt-egyenlGtlenség alapjan X;-t
X; — Yj-vel, Y;-t pedig Y; — X;-vel helyettesitve a Z — (X; N'Y;) halmaznak kapndnk két (3.70)-t teljesitd
rész-particidjat, ellentétben Z minimélis valasztasdval.

Tekintsiik most az F egy maximalis tagjat, amely mondjuk legyen X;. Mivel F lamindaris és kétszer fed,
X felparticiondlédik Y-beli Yi,,...,Y;, halmazokra. Az (3.69) feltétel elsé fele szerint p(X1) < b(Yi, ) +...+
b(Yi,). De ekkor a Z' := Z — X halmaz és annak {Xz,..., X} valamint Y — {Y;,,...,Y;, } particigja is
teljesiti (3.70)-t, ellentmonddsban Z minimadlis valasztdsaval. e

Feladat 3.6.1 Vezessiik le a 3.6.13 tételbdl a Q(p,b) N T(f,g) N K(a, ) metszet nemiirességére vonatkozd
3.3.13 tételt.

2007. méajus 6. uszubb
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3.7 ALKALMAZASOK

3.7.1 Eloirt fokszamu fak

A 3.6.4 kovetkezmény specidlis eseteként tekintsiink egy Osszefliggd G = (V, E) grafot, amelynek Vs legyen
egy stabil halmaza. Egy m : Vs — Z_ vektorrdl azt mondjuk, hogy fafok-vektor, ha G-nek létezik egy
olyan F feszit§ fdja, amelyre drp(v) = m(v) minden v € Vs csicsra. Jelolje S C E a Vs-ben végz6dd
élek halmazat. Az egyes Vs-beli csiicsokkal szomszédos élek az S-nek egy S particiéjat hatdrozzak meg
(merthogy Vg stabil). Tekintsiik a graf kormatroidja bézis-poliéderének S-ra valé vetiiletének az S §ltal
definidlt @ homomorf képet. A 3.6.4 kdvetkezmény szerint @ egy g-polimatroid, melynek racspontjai éppen
a fafok-vektorok. Annak érdekében, hogy ennek hatarpédrjat G nyelvén felirjuk X C V-re jelolje ¢(X) az X
elhagydsaval keletkezd komponensek szdméat, mig ¢(X) az X 4ltal feszitett részgraf koponenseinek a szdmét,
(azaz ¢(X) = c(V — X).)

TETEL 3.7.1 A fafok vektorok g-polimatroidjdnak (p,b) hatdrpdridt a kévetkezd formula adja meg.
b(X) = |X|+ I'(X)] — (X UTI(X)) és p(X) :=|X| 4+ c(X) — 1. (3.71)
Egy m : Vs — Z4 fligguény akkor és csak akkor fafok-vektor, ha

m(X) < |X|+ |T'(X)| — 1 minden 0 C X C Vg halmazra (3.72)

mg(X) > |X| 4+ ¢(X) — 1 minden 0 C X C Vs halmazra. (3.73)

Biz. Jeldlje r és ¢ a graf kormatroidjdnak rang- illetve ko-rang fuggvényét. Ekkor F' C FE-re r(F) =
[V(F)| — é(V(F)). Jelolje az X-szel szomszédos élek halmazit Ex. A homomorfia tétel miatt b(X) =
r(Ex) = [V(Ex)| - eV(Ex)) = [X| + [D(X)| - &(X UT(X)) és p(X) = U(Ex) = r(E) — r(E — Ex) =
(IVI-1)=[|[V-=X|—e(X)] = |X|+c(X)—1. A Q(p,b) g-polimatroidnak m definici6 szerint akkor eleme, ha
p <m <b. EbbSl p < m éppen (3.73).

Az m(X) < b(X) = | X|+ |[T(X)] — (X UT(X)) egyenlbtlenség formadlisan er8sebb, mint a (3.72)-ban
megadott m(X) < |X| + |T'(X)| — 1 egyenlStlenség, de valéjdban ekvivalens vele, mert az X U I'(X) 4ltal
feszitett k := ¢(X UT'(X)) darab X; UI'(X;) komponens mindegyikére (3.72)-t felirva, kapjuk, hogy m(X) =
S5 m(Xe) < FHIXG| + [D(X0)| = 1] = |X] + T(X) — k. o

Megjegyezziik, hogy ha nem csak egy stabil halmaz pontjaiban irjuk el6 a fa fokszamait, akkor a kérdés
NP-teljes, hiszen ha az el6irds két adott ponton 1, a tSbbin pedig 2, akkor a kérdéses feszité fa éppen egy
Hamilton-ut, marpedig két megadott pont kozott vezeté Hamilton-1it létezésének problémaja NP-teljes.

Korlatozott fafok-vektorok

A 3.7.2 tételben lattuk, hogy ha G Osszefiiggd graf és Vs a csicsok egy stabil részhalmaza, akkor a feszit6 fak
Vs-beli fokszdmai, az in. fafok-vektorok egy Q(p,b) g-polimatroidot hatdroznak meg, melynek hatérpérjit a
(3.71) képlettel felirtuk. Ezt a T'(f, g) téglaval metszve alkalmazhatjuk a fenti eredményeket.

TETEL 3.7.2 Legyen G dsszefiiggo irdnyitatlan grdf és Vs C V a G pontjainak egy stabil részhalmaza.
Legyen tovdbbd fs : Vs — Zy és gs : Vs — Zy U {oo} két figguény, melyekre fs < gs. Akkor és csak akkor
létezik G-nek olyan F feszité fdja,
(i) amelyre drp(v) > fs(v) minden v € S-re, ha

fs(X) <|X|+|T(X)| — 1 minden § C X C Vs halmazra, (3.74)
(ii) amelyre dr(v) < gs(v) minden v € Vs-re, ha

gs(X) > |X|+ ¢(X) — 1 minden § C X C S halmazra, (3.75)

(iii) amelyre fs(v) < dr(v) < gs(v) minden v € Vg-re, ha mind (3.74), mind (3.75) teljesil. o

Feladat 3.7.1 Irjuk fel olyan feszité fa létezésének a feltételét, amelyre fs(v) < dp(v) < gs(v) minden
v € Vg-re, tovabbd o < dp(Vs) < .
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3.7.2 Fenyo6-pakolasok

Emlékeztetiink Edmonds feny6-tételének gyenge alakjéra.

TETEL 3.7.3 (Edmonds) A D' = (V, A') digrdfban akkor és csak akkor létezik k élidegen s-gyokerd feszité
fenyd, ha minden s-t nem tartalmazé nemiires csiucshalmaz befoka legaldbb k.

A tételre tdmaszkodva g-polimatroidok segitségével levezetjiik egy dltaldnositasat.

Lemma 3.7.4 Legyen D = (U, A) irdnyitott grdf és m : V. — Zy egészértékii vektor, amelyre m(U) = k.
D-ben akkor és csak akkor létezik k élidegen feszitd fenyd dgy, hogy mindegyik v csics pontosan m(v) fenydnek
a gyokere, ha

op(X) > k —m(X) fenndll minden § C X CV halmazra. (3.76)

Biz. Egy tj s pontbdl vezessiink minden v pontba m(v) parhuzamos irdnyftott élt. A kib&vitett D digrdfban
(3.76) miatt ¢'(X) = op(X) + m(X) > k teljesiil, {gy az Edmonds tétel nyoman létezik k élidegen s gyokerti
feszité fenys. Miutan s-bdl pontosan k él vezet ki, igy a k fenyé mindegyike pontosan egy s-bdl indulé élt
hasznédl. Emiatt az s pontot kihagyva az eredeti digrafnak kapjuk k élidegen feszité fenyGjét, melyekre a
konstrukcié miatt érvényes, hogy minden v csics m(v) fenyének a gyokere. o

Nevezziink egy ilyen m vektort gySkérvektornak. Kérdés, hogy mikor létezik gyokérvektor (magyardn,
hogy D-ben mikor 1étezik k élidegen feszits feny®), vagy dltaldnosabban, mikor 1étezik adott f < g korldtok
kézé esé gyokérvektor. Az U alaphalmazon értelmezziik a p; fiiggvényt a p1(X) := (k — o(X))" képlettel,
ha X # (. Ekkor p1 pozitivan metsz6 szupermoduléris, és ezért B’(p1) bézis-poliéder. A lemmabdl adédik a
kovetkezd.

Allitss 3.7.5 A gyokérvektorok a B'(p1) bdzis-poliéder egész pontjai. e

A 3.4.6 tétel alapjén B’(p1) pontosan akkor nemiires, ha U minden {X1,..., X4} particiéjdra > p1(X;)
p1(U), ami azzal ekvivalens, hogy U minden {U1, ..., U} részparticidjara ) - [k—op(Ui)] > k, azaz ) op(Us)
k(t—1).

A 3.4.7 tételbdl a kovetkez6 altalanositast kapjuk.

>
2

TETEL 3.7.6 Legyenek adottak f : U — Zy alsé és g : U — Zy U {0} felsé korldtok, melyekre f < g.
Egy D = (U, A) irdnyitott grdfban akkor és csak akkor létezik k pdronként élidegen feszitd fenyd gy, hogy
mindegyik v csics kozilik legaldbb f(v)-nek és legfeljebb g(v)-nek a gyokere, ha

fU) <k, (3.77)
t
> on(X) 2 k(t = 1) + f(Xo) (3.78)
i=1
fenndll U minden olyan {Xo, X1, ..., X} particidjdra, amelyben t > 1 és csak Xo lehet ires, és
9(X) >k —op(X) minden X-re, ) C X CU. o (3.79)

3.7.3 Iranyitasok

Emlékeztetiink a 3.1 szakasz végén idézett iranyitdsi lemmadra, amelybol kovetkezett, hogy egy graf irdnyitdsainak
befok-vektorai egy bézis-poliédert kitoltve feszitenek.

Most megmutatjuk, hogy gyokeresen k-élosszefiiggd irdnyitdsokat miként lehet kezelni g-polimatroidokkal.
Erdemes azonban az irdnyitasi problémaét egyfajta absztrakt alakban megfogalmazni. Legyen h a V részhalmazain
értelmezett halmazfiiggvény, amelyet igényfiiggvénynek neveziink. Az aldbbiakban az igényfiiggvényekre
automatikusan feltessziik, hogy h(@) = h(V) = 0. Azt mondjuk, hogy a G = (V, E) irdnyitatlan graf egy
irdnyitdsa fedi a h-t, ha o(X) > h(X) fenndll minden X C V-re. Kérdés, hogy G-nek mikor létezik h-t fedd
irdnyitasa.

A vélaszhoz figyeljiik meg, hogy egy irdnyitdsban a csicsok befokai meghatdrozzdk a halmazok befokait,
nevezetesen

o(2) = [o(v) :v € Z) —ic(2), (3.80)

fgy a h-t fedd irdnyitds létezése (3.80) alapjan egy olyan m : V — Z befok-vektor létezésével ekvivalens,
amelyre
m(Z) > h(Z) +ic(Z) minden Z C V-re. (3.81)
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TETEL 3.7.7 Legyen h > 0 metszé szupermoduldris figgvény. G-nek akkor és csak akkor létezik h-t fedd
irdnyitdsa, ha minden P = {V1,...,Vi} particidra a kereszt-élek szdma e(P) szdmdra

e(P) > Y h(Vi). (3.82)
A h-t fedd iranyitisok befok-vektorai kitéltve feszitenek egy bdzis-poliédert.

Biz. A feltétel nyilvan sziikséges. Az elegendbséghez tekintsiik a p := h + ig fiiggvényt. Ez metsz6 szuper-
moduléris, amelyre (3.82) alapjan Y p(V;) = > [h(V)) +ia(V;)] = D h(V;) + [|E| —e(P)] < |[E| =p(V). A
3.4.6 tétel szerint B(p)-nek létezik egy m egész eleme. Mivel h nemnegativ, igy m(X) > ig(X) automatikusan
teljesill, ezért m egy irdnyitds befok-vektora és (3.81) nyomdn az irdnyitds fedi h-t. E megfontoldsbdl az is
latszik, hogy a h-t fed8 irdnyftdsok befok-vektorai pontosan a B’(p) bazis-poliéder rdcspontjai. e

Kovetkezmény 3.7.8 Egy G = (V, E) grdfnak akkor és csak akkor létezik gyokeresen k-élosszefiggd irdnyitdsa,
ha V. minden {Vi,...,Vi} particidjdra a kereszt-élek szdma legaldbb k(t — 1). A gyokeresen k-élosszefiiggd
irdnyitdsok befok-vektorai kitoltve feszitenek egy bdzis-poliédert.

Biz. Legyen s a gyOkérpont. Definidljuk a h igényfliggvényt gy, hogy az s-t tartalmazé X halmazokon
h(X) = 0, mig az s-t nem tartlmazé nemiires X halmazokon h(X) = k. Ekkor h metsz6 szupermoduldris és
alkalmazhatjuk a 3.7.7 tételt.

Feladat 3.7.2 A 3.4.7 tétel alkalmazdsdval adjunk feltételt arra, hogy a grdfnak létezik olyan gydkeresen k-
élosszefliggd irdnyitdsa, amelynek befok-vektora adott f és g korldtok kozé esik.

Kovetkezik, hogy a gyokeresen k-élosszefiiggd iranyitasok befok-vektoraira érvényes a lanctulajdonsag.
Nézziikk most meg azt az altaldnosabb feladatot, amikor egy vegyes graf (irdnyitatlan éleit) kell dgy me-
girdnyitanunk, hogy gyokeresen k-élosszefliggd digréfot kapjunk. Itt is érdemesebb az absztrakt iranyitdsi
problémat tekinteni.

TETEL 3.7.9 Legyen G = (V, E) irdnyitatlan grdf és h metsz6 G-szupermoduldris fiigguény, amelyre h(() =
h(V) = 0 (és amelynek lehetnek negativ értékei). G-nek akkor és csak akkor létezik h-t fedd irdnyitdsa, ha
V minden P = {V4,...,Vi} részparticidjdra azon élek €' (P) szdma, melyek valamelyik V;-be belépnek legaldbb

2y hVi):

Biz. A feltétel nyilvan sziikséges. Az elegenddséghez elészor figyeljiik meg, hogy ha a P = {V4,...,V;}
részparticiéra Z-vel jeldljiik a V; halmazok uniéjat, akkor e'(P) = eq(Z2) = ic(Vs) miatt eq(Z2) = ia(Vi) >
ST h(V;).

Legyen p := h +ig és b := eg. Ekkor p metsz§ szupermoduldris, mig b teljesen szubmoduldris, és p(V) =
b(V) = |E|. Tovébbd Y p(Vi) = Y [h(Vi) +ic(Vi)] < ea(Z) = b(Z), igy a 3.6.11 tétel nyomsn létezik
egészértékii m : V — Z fiiggvény, amelyre p < m < b. EbbSl m(V) = |E|, igy az irdnyitasi lemma miatt 1étezik
G-nek olyan irdnyitdsa, amelyre p(v) = m(v) minden v € V-re. De ekkor minden X C V-re m(X) > p(X)
folytédn o(X) = > [o(v) : v € X] —ig(X) = m(X) — ic(X) > [A(X) +ic(X)] — ic(X) = p(X), tehdt az
irdnyitas fedi p-t. e
TETEL 3.7.10 Egy M = (V,A+ E) vegyes grdfnak legyen s € V a gyokérpontja. M akkor és csak akkor
irdnyithatd gyokeresen k-élosszefiggévé, ha V- minden {Vo, Vi,...,Vq} particidjdra, ahol s € Vo, a koztes E-beli
élek szama legaldbb Y ! [k — oa(Vi)].

Biz. Tekintsik a G = (V, F) irdnyitatlan grafot és definidljuk a h fliggvényt a kovetkezSképpen. h(f) =
h(V) =0, nemiires X CV — s-re h(X) := k — 0a(X) és minden mds X C V-re h(X) := —oco. Ekkor h metszd

szupermoduldris és a tétel feltétele pontosan a 3.7.9 tétel feltételébe megy at, igy alkalmazhatjuk a tételt. e

Gyakorlat 3.7.3 Példdn mutassuk meg, hogy vegyes grdf gyokeresen k-élésszefiiggd irdnyitdsaira mdr nem
érvényes a lanctulajdonsdg.

2007. mé&jus 6. alkalmaz

92



3.8 A TELJES RESZELT

Matroidelméletben szerepelt, hogy keresztez6 szubmodularis fliggvény egy matroid fliggetlenjeinek definidldsara
ugyan mar nem alkalmas, de a béazisaiéra igen. Ennek kiterjesztése a kovetkezd. Legyen b keresztezd szub-
moduldris fiiggvény, melyre b(S) véges és tekintsiik a Q := B(b) := {z € R® : 2(Z) < b(Z) minden Z C S-re,
és x(S) = b(S)} poliédert. Nemsokéra be fogjuk 14tni, hogy B(b) (esetleg iires) bdzis-poliéder, amely rdadésul
egész, ha b egészértékii. El6szor azonban vizsgaljuk meg B(b) a nemiirességének feltételét.

3.8.1 A nemiiresség feltétele

TETEL 3.8.1 (Fujishige) Legyen b keresztezé szubmoduldris, melyre b(S) = 0. A B(b) poliéder akkor és
csak akkor memdiires, ha minden P particiora vagy ko-particiora

b(P) >0, (3.83)
mdsszoval, minden {Sh,..., St} particidra (t > 2)
>, b(S:) >0 (3.84)
és
S.b(S — S) > 0. (3.85)

Ha b egészértékd és B(b) nemiires, gy B(b) tartalmaz rdcspontot is.

Biz. A feltételek nyilvan sziikségesek. Az elegenddség igazolasdhoz legyen s az S tetszbleges pontja és
definidljuk az S’ := S — s részhalmazain a p’ és b’ fiiggvényeket a kovetkezéképpen. b'(X) = b(X),p' (X) =
—b(S — X). Mivel b keresztez6 szubmoduldris, igy (p’,b’) metszd paramoduldris.

Az S’ valamely {Z1,. .., Z;} részparticiéjahoz rendeljiik hozzd az S-nek a {Zo, Z1,. .., Z:} particiéjat, ahol
Zo := S—Ul_1Z;. Kozvetleniil adédik, hogy p’(Ui_, Z;) < 22:1 b'(Z;) és Z::o b'(Z;) > 0 ekvivalens, valamint
22:1 ' (Z;) < b (U1 Z;) és Z::o b(S — Z;) > 0 ekvivalens. Igy a 3.6.13 tételbdl kovetkezik, hogy létezik
olyan m' : S — Z fiiggvény, amelyre p’'(X) < m/(X) < b'(X) minden X C S-re fennall, amely rdaddsul
egészértékii, ha p’ és b’ azok, vagyis, ha b egészértékii. Definidljuk az m : S — Z fiiggvényt a kovetkezdképp.
Legyen m(v) = m/(v), ha v € S és m(s) := —m/(S). Ekkor m benne van a B(b) poliéderben.

Direkt bizonyitas

Fujishige tételét a korabban kiépitett elméletbdl egyszeriien kaptuk meg, ugyanakkor ebben a felépitésben
sziikségiink volt (visszafelé haladva) a metszettételre, a homomorfia tételre, a reszelési tételre. Ezért bemu-
tatunk egy direkt bizonyitdst is, amely csak a reszelési tételre tamaszkodik, és az az elénye is megvan, hogy
algoritmussé alakithato.

ElSkésziiletként emlékeztetiink ra, hogy a b fiiggvény p := b komplementere (azaz b(S)—b(S— X)) keresztez
szupermoduléris és b() = b(#) = 0 és b(S) = b(S)). Az S alaphalmazon egy nemiires K hipergréafot nevezziink
az S kompoziciéjanak vagy réviden kompoziciénak, ha K regularis, azaz minden elemet ugyanannyi hiperél
tartalmaz. Ez a kozos szdm a kompozicié fedési szdma. Specidlis kompozicié az S particiéja vagy ko-
particiéja (amely egy particié tagjainak komplementereibdl all). Hasznos lesz az aldbbi egyszer(i megfigyelés.

Lemma 3.8.2 Ha K az S egy keresztezés-mentes kompozicicja, akkor IC felbonthato particiokra és ko-particiokra.

Biz. Indukcié miatt elég azt igazolnunk, hogy K tartalmaz particiét vagy ko-particiot, hiszen egy ilyent C-bdl
kihagyva tovabbra is keresztezés-mentes kompoziciét kapunk.

Ismeretes, hogy K reprezentdlhat6 egy F = (U, A) irdnyitott faval és egy ¢ : V. — V(F') leképezéssel tgy,
hogy K minden X tagjinak a fa egy a éle felel meg olyképpen, hogy X = ¢(U,) ahol U, jeloli a F' — a két
komponense koziil azt, amelybe a belép.

A fa pontjait szintekbe lehet gy osztani, hogy minden él egy szintet 1épjen fel. Legyen u és v a fa egy
leghosszabb irdnyftott ttjanak kezd§ illetve végpontja. Ekkor o *(u) és ¢~ ' (v) egyike sziikségképpen iires,
hiszen z € ¢~ ! (u) és y € ' (v) esetén y pontosan annyival tébb tagjdban van K-nak, ahény éle van az itnak,
mérpedig K reguldris. Amennyiben ¢! (u) iires, gy az u-bél indulé fa-beli éleknek megfelel KC-beli tagok
particiét alkotnak, mig ha ¢~ ' (v) iires, Ugy az v-be belépé fa-beli éleknek megfelelé KC-beli tagok ko-particiét.
[ ]

A Fujishige tétel alternativ bizonyitdsa A feltétel sziikséges, hiszen ha létezik x € B(b), akkor tetsz6leges
K komporziciéra (és igy specidlisan particiéra vagy ko-particiéra is) 0 = fz(S) = > [#(Z) : z € K] < > [b(Z) :
z € K] = b(K), ahol A jeldli a K fedési szamét. Az elegenddség igazoldsdhoz feltessziik, hogy |S| > 2.

Allitas 3.8.3 Minden K kompozicidra b(K) > 0.
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Biz. Ha létezne sért6 kompozicid, akkor a kikeresztezési ejarast alkalmazva a b keresztezd szubmodularitasa
folytdn IC keresztezés-mentes is létezne. A 3.8.2 lemma miatt viszont I felbomlik particiékra és ko-particiokra,
igy ezek egyikére sziikségképpen b(P) < 0 éllna, ellentmondédsban a (3.83) feltétellel. o

Egy P kompoziciét nevezziink pontosnak, ha b(P) = 0. A b értékét egy egyelemii {s} halmazon csokkentve
a keresztezd szubmodularitds érvényben marad. Ezért b(s) esetleges csokkentésével feltehetjiik, hogy az {s}
halmaz benne van egy pontos particiéban vagy ko-particiéban. Miutan egy ko-particié, amely tartalmazza az
egyelemti {s} halmazt sziikségképpen két tagbdl all ({s}-bdl és V — {s}-bdl), ezért particié is. Tehét feltehetd,
hogy minden s € S elemre {s} tagja egy Ps pontos particiénak.

Legyen z(s) := b(s) minden s € S-re. Beldtjuk, hogy z € B(b) vagyis hogy z(S) = 0 és minden Z C S-re
2(Z2) <b(2).

Legyen K az S-nek a Ps particidk uniéjabdl allé kompozicidja (abban az értelemben, hogy minden X hal-
maznak annyi példdnya szerepel K-ban, ahdny Ps tartalmazza). Ekkor b(K) = 0 és az egyelem(l halmazokbdl
allé Ps := {{s} : s € S} particiéra Ps C K. Emiatt K’ := K — Ps kompozicié. A 3.8.3 4llitds miatt b(K') > 0,
és igy 0 < b(Ps) = b(K) — b(K') <0, azaz Ps pontos partici, masszdéval z(S) = 0.

Tetsz6leges Z C S nemiires halmazra legyen Kz az s € Z elemekhez tartozé P, particidk egyesitése és legyen
Pz = {{s} : s € Z}. Ekkor Kz kompozicié, melyre b(Kz) = 0 és Pz C Kz. Emiatt K’ := Kz — Pz U {Z}
is kompozicié. Ezért a 3.8.3 4llitds nyomdn 0 < b(K') = b(Kz) — b(Pz) + b(Z) = 0 — 2(Z) + b(Z), amibdl
2(Z2)<b(Z). oo

Fujishige tétele kicsit dltaldnosabb alakban is érvényes.

TETEL 3.8.4 (Fujishige) Legyen b keresztezé szubmoduldris, melyre b(S) véges. A B(b) poliéder akkor és
csak akkor nemdires, ha az S minden F = {S1,..., St} particidjdra

Z b(S;) > b(S) (3.86)

i

>,0(8 = 8i) > (t—1)b(S)  (azaz Y. b(S:) < b(S)). (3.87)

Legyen p keresztezd szupermoduldris. A B'(p) poliéder akkor és csak akkor memiires, ha az S minden F =
{S1,...,S¢} particidjdra

> p(S:) < () (3.88)

08— ) < (t— Dp(S)  (azaz 3, B(S:) < p(S)). (3.80)

Biz. A két rész ekvivalens, igy csak az els6t igazoljuk. Vélasszunk ki egy s € S elemet és az ezt tartalmazé X
halmazok mindegyikén csokkentsiik b(X) értékét b(S)-sel. Az igy kapott b* halmazfliggvény szintén keresztezd
szubmoduldris, amelyre b*(S) = 0. A b*-ra felirt (3.84) illetve (3.85) feltétel a (3.86) illetve (3.87) feltételekbe
transzformélédik. Mdasrészt B(b*) nem més, mint a B(b) eltoltja azzal a vektorral, amelyben az s-nek megfeleld
komponens értéke b(S), mig az Gsszes tobbié 0. e

Teljesen szubmoduldris b-re a 3.3 szakaszban meghatdroztuk a B(b) béazis-poliéder és egy T'(f,g) tégla
metszetének nemiirességére vonatkozé feltételt (3.3.12 tétel). Ez valdjdban Fujishige tétel specidlis esetének
tekinthetd.

Feladat 3.8.1 Felhaszndlva, hogy egqy szubmoduldris fligguény értékét az egyelemd halmazokon és/vagy ilyenek
komplementerein csokkentve keresztezd szubmoduldris fliggvényt kapunk, vezessiik le a 3.3.12 tételt Fujishige
3.8.4 tételébdl.

3.8.2 Bazis-poliéderek keresztez6 szubmodularis fiiggvényekb6l

A 3.3 szakaszban beldttuk, hogy bazis-poliéder és tégla metszete bazis-poliéder. Ennek &dltaldnositasaként
most igazolni fogjuk, hogy ha b keresztez szubmoduldris és b(S) véges, akkor B(b) bézis-poliéder. A B(b)
(teljesen szubmoduldris) fels§ hatarfliggvényét meghatdrozdsa azonban bonylolultabb anndl, mint amilyen a
reszelt volt a specidlisabb metsz8é szubmodularis esetben. Ezért sziikséglink van egy particiéndl bonyolultabb
fogalomra.

Egy K hipergrafrél azt mondjuk, hogy a Z C S nemiires részhalmaz kompozicidja, ha Kt := KU{S — Z}
kompozicidja S-nek. K alapfedési szdma a KT fedési szdma minusz 1. Specidlisan a Z egy particiéja
kompozicidja Z-nek, melynek alapfedési szdma 0. A Z egy ko-particidja is kompozicidja Z-nek, (ahol a ko-
particié egy {S — V1,S — Va,...,S — Vi} halmazrendszer, melyre {V1,...,V;} az S — Z particidja). Ennek
alapfedési szama t — 1.
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A ko-particiéndl dltaldnosabb kompozicié a dupla-particié. Ehhez legyen {Z1,...,Z:} a Z egy particidja.
Mindegyik Zi-re legyen {Z},...,Z!"} az S — Z; halmaz egy particiéja (t; > 1). Ekkor az {S — Z7} halmazok
rendszerét a Z egy dupla-particiéjanak nevezziik. A dupla-particié tehat a Z valamely particidjdban szereplé
halmazok ko-particiéibdl 4ll. Koénnyen lathatd, hogy Z dupla-particidja valéban a Z kompozicigjat alkotja,
amelynek alapfedési szdma a (t; — 1) értékek Osszege.

Tegyiik fel, hogy a keresztezd szubmoduldris b fiiggvényre B(b) nemiires. Jelolje b! azt a fiiggvényt, amely
ugy &ll eld, hogy b komplementerének fels6 reszeltjét komplementaljuk, majd ennek vessziik az alsé reszeltjét,
azaz _

bt = ((B)")". (3.90)
Figyeljiik meg, hogy ha b egészértékii, akkor b* is az. A b'-re adott definiciét a b(S) = 0 esetben részletesen
kifrva, egy nemiires Z C S halmazra a kévetkezot kapjuk:

b (Z) = min{z{iyj} b(Z!) : {Z]} az Z dupla-particiGja}. (3.91)

To6morebben,
b'(Z) = min{b(D) : D a Z dupla-particiéja}. (3.92)

Feladat 3.8.2 Igazoljuk, hogy az dltaldnos esetben b*(Z) = min{b(D) — Ab(S)}, ahol a minimum a Z halmaz
F dupla-particidira megy és A az D alapfedési szdma.

TETEL 3.8.5 Keresztezd szubmoduldris b fiigguényre B(b) bdzis-poliéder. Amennyiben B(b) nemiires, gy
felsé hatdrfigguénye bt.

Biz. A 3.8.4 tétel bizonyitdsdban ldtottakhoz hasonléan ismét feltehetjiik, hogy b(S) = 0. A reszelési tételt
fogjuk kétszer alkalmazni. Jeldlje p a b komplementerét, azaz p(X) := b(S) — b(S — X) = —b(S — X). Ekkor
p keresztezé szupermoduléris és B(b) = B’'(p). Legyen p” a p fiiggvény felsd reszeltje. Erre p”(S) = 0, hiszen
p"™(S) > p(S) = 0 a felsd reszelt definiciéjdbdl adédik, igy a feltevés szerint B(b) = B’(p) nemiires, ezért nem
lehet p™(S) > 0. Tehdt p”(S) = 0 és igy B'(p") = B'(p).

Alh’tjuk, hogy p”" ko-metsz6 szupermoduldris. Valdban, az S barmely valédi nemiires S’ részhalmazéra
valé megszoritdssal kapott p|S’ fiiggvény metsz8 szupermoduléris az S’ alaphalmazon. Nyilvan p|S’ fels§
reszeltje ugyanaz, mint a p" megszoritdsa S’-re. A 3.4.3 reszelési tételt p”|S’-re alkalmazva, azt kapjuk, hogy
p"|S" teljesen szupermoduldris S’-n, vagyis p” teljesiti X-re és Y-ra a szupermodularitsi egyenlStlenséget
valahdnyszor X és Y ko-metsz8, vagyis p” tényleg ko-metszd szupermoduldris.

Jelolje b’ a p” komplementerét. Ekkor b’ metszd szubmodularis és igy a reszelési tétel miatt a b’ alsé
reszeltje, ami definicié szerint pont b', teljesen szubmoduldris. Ervényes tovabbd, hogy b'(S) = 0, hiszen
()Y (S) > b'(S) = 0 az alsé reszelt definiciéjabsl adédik, de a feltevés szerint B(b) = B'(p) = B'(p")
nemiires, gy nem lehet (b')¥(S) < 0. Emiatt B(b') = B(t/) = B'(p) = B(b). e ®

A b fiiggvényt a b teljes (alsé) reszeltjének nevezziik. (Analég médon definidlhaté egy keresztezd
szupermoduldris fliggvény teljes felsé reszeltje.)

3.8.3 [Egyszerilibb formula a teljes reszeltre

A tétel esztétikai hidnyossdga, hogy egy dupla-particiéban 1év6 halmazok kuszin helyezkedhetnek el. Kimu-
tatjuk azonban, hogy elegendd keresztezés-mentes dupla-particidkra szoritkozni. Tovabbra is feltessziik, hogy
b olyan keresztezd szubmoduldris fiiggvény, amelyre a B(b) bézis-poliéder nemdiires és b(S) = 0.

Egy S részhalmazaibdl 4ll6 keresztezés-mentes halmazrendszert lehet reprezentdlni egy F' irdnyitott fa és
egy ¢ : S — V(F) leképezés segitségével. A Z C S halmaz egy dupla-particidjat fa-kompoziciénak hivjuk,
ha keresztezés-mentes, az 6t reprezentdld irdnyitott fa mindegyik éle valamely ¢(S — Z)-beli pontbdl vezet
valamely ¢(Z)-ben 1év6 pontba, és a fa mindegyik pontjdnak ¢ szerinti 8sképe nemiires. Madsszéval, Z egy
fa-kompozicijat a Z-nek egy {Zi,...,Zx} (k > 1) particiéjaval, az S — Z-nak egy {Ui,..., U} (I > 1)
particijaval, valamint a {z1,..., 2k, u1,...,u } ponthalmazon adott olyan F' irdnyitott faval lehet megadni,
melynek minden éle egy u; pontbdl vezet egy z; pontba. A fa-kompozicié tagjai és az F' élei kozott egy-egy
értelmli megfeleltetés van a kovetkezd szerint. A fa egy e élének elhagydsdval keletkezd két komponens koziil
jeldlje Z. azt, amelyikbe e belép. A Z.-ben 1év6 z; illetve u; fabeli csicsoknak megfelel§ Z; illetve U; halmazok
unidja legyen az a tagja a fa-kompoziciénak, amelyek az e faélnek megfelel.

Megéllapodunk még abban, hogy az S alaphalmaz fa-kompoziciéjan az S egy particiéjat vagy ko-particiéjat
értjiik.

TETEL 3.8.6 Legyen b olyan keresztezd szubmoduldris fiigguény, amelyre b(S) = 0 és B(b) nemiires. Ekkor
b (Z) = min{b(F) : F a Z fa-kompozicidja.}
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Biz. Konnyen ellendrizhetd, hogy a Z tetszéleges F kompoziciéjdra b'(Z) < b(F). Valéban, tudjuk, hogy
B(b)-nek van olyan x eleme, amelyre z(Z) = b'(Z). Legyen A az F alapfedési szama. Ekkor b(F) > Y [z(X) :
X € F] = Az(S) +x(Z) = 2(Z) = b*(2).

A (3.92) formula szerint b*(Z) = min{b(D) : D a Z dupla-particiéja}, azaz Z-nek van olyan kompoziciéja,
amelyre b*(Z) = b(D). A kikeresztezési technika felhasznéléséval elérhetjiik, hogy D keresztezés-mentes legyen.
Feltehetd tovabbd, hogy |D| minimélis.

Alh’tjuk, hogy az alaphalmaz minden R kompoziciéjdra b(R) > 0. Valéban, ha R minden elemet A-szer
fed, akkor B(b) egy z elemére (amely B(b) nemiiressége miatt létezik) 0 = Az(S) = > [z(2) : Z € R] <
SB(2) : Z € R] = b(R).

Ezért D nem foglalhatja magdban S-nek semmilyen kompoziciéjat, specidlisan S-nek particiéjat vagy ko-
particiéjat sem. (Ugyanis ennek tagjait ki lehetne hagyni D-b6l.)

Tekintsiik most a D-nek az (F, o) fa-reprezentaciéjat. Nevezziik a fa egy v pontjat iiresnek, ha ¢! (v) iires.
Az F fa pontjait szintekbe lehet rendezni ligy, hogy a fa minden éle egy szintrdl az eggyel magasabb szint felé
vezessen.

Legyen u és v a fa egy leghosszabb iranyitott utjanak kezdd illetve végpontja. Nem lehet sem u, sem v iires,
mert ha ¢~ !(u) iires volna, gy az u-bél indulé fa-beli éleknek megfelelé D-beli tagok particiét alkotndnak,
mig ha ¢~ !(v) volna iires, tigy az v-be belépd fa-beli éleknek megfelelé D-beli tagok ko-particiét, méarpedig
D nem foglalja magéban az S semmilyen kompoziciéjat. gy tehét létezik z € ¢~ (u) és z € ¢ '(v). A
fa-reprezentéacié definicidja folytan z pontosan annyival tobb tagjaban van D-nek, ahdny éle van az tdtnak.
Mivel D a Z kompozicidja, igy az ut egyetlen élbél all és z € Z,x € S — Z.

Az kaptuk tehdt, hogy D-ben nincs kétélii irdnyitott tit, azaz F' pontjai két szinten helyezkednek el, tovabba
nincs iires pont. Sziikségképpen a Z elemeinek (¢ szerinti) képei a fels6 szinten vannak, mig S — Z elemeinek
a képei az alsén. Magyarul, D a Z-nek fa-kompozicidja. e

Feladat 3.8.3 Igazoljuk, hogy ha b keresztezd szubmoduldris figguény, amelyre B(b) nemiires, akkor b*(Z) =
min{b(F) — Ab(S) : F a Z fa-kompozicidja és A ennek alapfedési szdma.}

3.8.4 Metsz6 paramodularis parral adott g-polimatroidok

TETEL 3.8.7 4 (p,b) metszd paramoduldris pdrral adott Q@ = Q(p,b) poliéder g-polimatroid, amely rdaddsul
egész, ha (p,b) egészértéki.

Biz. Az iires halmaz definicié szerint g-polimatroid, igy feltessziik, hogy @ # 0. Tekintsiik a (3.10) &ltal
definidlt b* fiiggvényt. A 3.2.4 4llitds szerint b* keresztez8 szubmoduldris és és Q(p, b) a B(b*) s-menti vetiilete.
A 3.8.5 tétel miatt B(b*) bézis-poliéder, igy annak vetiilete a 3.2.2 vetitési tétel szerint g-polimatroid. Ha b
egészértékil, akkor b* is az, és ezért B(b") valamint ennek vetiilete egész poliéder. o

Feladat 3.8.4 Vezessiik le Fujishige tételébdl a 3.6.13 tétel metszé paramoduldris pdrokra vonatkozé specidlis
esetét.

TETEL 3.8.8 Tegyiik fel, hogy a (p,b) metszd paramoduldris pdrral adott Q = Q(p,b) g-polimatroid nemires.
Ekkor a Q paramoduldris (p’,b") hatdrpdrja a kovetkezd.

b = (bl(p/\))vv P/ = (pT(bV))A- (3.93)

A 3.3 részben mar lattuk, hogy g-polimatroid metszete tégldval, sdvval ugyancsak g-polimatroid. Kimu-
tatjuk, hogy ez az eredmény valéjaban a 3.8.7 tétel specidlis esete:

TETEL 3.8.9 Q = Q(p,b) g-polimatroid metszete egy T(f,g) == {z : f < x < g} tégldval g-polimatroid. Q
metszete egy {z : a < x(S) < B} sdvval g-polimatroid.

Biz. Az &llitds semmitmondd, ha Q = 0. Ha @ nem iires, akkor feltehetjiik hogy (p,b) paramoduldris pér.
Definidljuk a (p’,b") part a kovetkez8képpen. Legyen p'(X) := p(X), ha |X| > 2 és p'(X) = max{p(s), f(s)},
ha X = {s}, és legyen b'(X) := b(X), ha |X| > 2 és b'(X) = min{b(s), g(s)}, ha X = {s}. Konnyen lathatd,
hogy (p’,b') metsz6 paramoduldris, igy Q(p’,b’) g-polimatroid. Ugyanakkor Q(p’,b') = QN T.

A maésodik részhez definidljuk (p”,b”)-t a kovetkez&képp. Legyen p”’(S) := max{p(S),a} és b"(S) =
min{b(S), 3}, mig X C S-re p”(X) := p(X), b"(X) := b(X). Konnyen ldthaté, hogy (p’,b") metszd
paramoduléris, igy Q(p”,b"”) g-polimatroid. Ugyanakkor Q(p”,b”) éppen @Q-nak és a sdvnak a metszete.
L)

2007. m&djus 6. uszub6
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3.9 EGESZ G-POLIMATROIDOK MEGADASA

Amint l4ttuk, egy-egy értelmii kapcsolat van nemiires g-polimatroidok és paramoduldris parok kozott. Azt
is igazoltuk, hogy bézis-poliéderek keresztezs-szubmoduldris fliggvények segitségével is megadhatdk, illetve,
ami ezzel ekvivalens, hogy még metsz6 paramoduldris (p,b) esetén is Q(p,b) g-polimatroid. Mostani célunk
azt megmutatni, hogy mar jérészt paramoduldris egészérték{i parok is g-polimatroidot hatdroznak meg. (Az
ezzel ekvivalens &llitast béazis-poliéderekre mar nem fogalmazzuk at: az mindenesetre nem igaz, hogy jorészt
keresztezd szubmoduldris fiiggvény bézis-poliédert definidl.).

Legyen p : 25 — ZU{—o00} és b : 25 — ZU{400} két egészértékii halmazfiiggvény, melyekre p(0)) = b(()) = 0.
Tekintsiik a (p, b) par altal meghatdrozott

{p(X) < 2(X) < b(X), X C S} (3.94)

egyenl6tlenség rendszert és ennek megolddshalmazat jelolje @ = Q(p,b). Azzal a jelolési megallapoddssal
éliink, hogy max{cx : z € Q} = oo, ha {cx : x € Q} nem korldtos feliilrél, illetve min{cz : z € Q} = —o0,
ha {cz : © € Q} nem korldtos alulrél. Az olyan X halmazra, amelyre b(X) = oo, a primdl z(X) < b(X)
egyenl6tlenség semmitmondd, {gy az nem is szerepel. Ennek megfelelén ilyen halmazhoz nem tartozik yq(X)
dudlis valtozo, és analdg allitas vonatkozik p-re és ys-re.
Tekintsiik a
max{cz : (X) < b(X) és —z(X) < —p(X) minden X C S-re} (3.95)

primaél és a

min{) " y1(X)b(X) = y2(X)p(X) 1y = (y1,92) > 0,c= > pi(X)xx — > _12(X)xx}  (3.96)
X X X

X

dudl programot. A ¢ vektornak egy (3.96)-ban megadott y = (y1, y2) elééllitasra legyen F1 := {Z : y1(Z) > 0}
és Fo :=A{Z : y2(Z) > 0}. Az y-t lamindrisnak hivjuk, ha F1 U F2 lamindris. Ha rdaddsul mind F7, mind
Fo halmazlanc tovabba az Fi-beli és az Fa-beli halmazok egymdstdl diszjunktak, igy azt mondjuk, hogy az
y a c lancolt elééllitasa. Figyeljiik meg, hogy tetszéleges c vektor lancolt elGallitasa egyértelmii, amelyben az
y1-t és az y2-t a c pozitiv illetve negativ komponenseinek szinthalmazai segitségével konnyen megadhatjuk.

Azt mondjuk, hogy a (p,b) par valamint az dltala meghatdrozott (3.94) egyenl8tlenség rendszer teljesen
dudlisan lamindris (TDL), ha minden egész ¢ primél célfiiggvényre, amelyre {cz : x € Q} feliilrdl korldtos,
a dualis programnak van laminaris optimuma. Figyeljiik meg, hogy minden TDL rendszer TDI, hiszen egy
laminaris halmazrendszer incidencia métrixa teljesen unimoduldris.

Azt mondjuk, hogy a (p’,b’) par sziikebb, mint (p,b), ha p’ > p, b’ < bés (p',b') # (p,b). Ekkor nyilvian
QYY) C Qp,b).

TETEL 3.9.1 Ha (p,b) TDL, Q := Q(p,b) nem iires és nem létezik (p,b)-nél szikebb (p',b') TDL pdr,
amelyre Q = Q(p’, V'), akkor (p,b) paramoduldris.

Biz. Miutén (3.94) TDI, igy Q egész poliéder és minden c¢ egész vektorra {cx : z € @} maximuma és
minimuma is egész szam. Az aldbbiakban egy Z C S halmaz xz karakterisztikus fiiggvényére a xxz skaldris
szorzatot a szokdsos médon z(Z)-vel jeloljiik.

Allitas 3.9.2 Nem létezik a (p,b) pdrndl sziikebb (p',b'), amelyre Q(p',b") = Q(p,b).

Biz. Belatjuk, hogy ilyen (p’,b’) par lamindris, ami a feltevésnek ellentmond majd. Valamely c egész
célfiiggvényre legyen y* = (yi,y5) a (3.96) egy lamindris optimdlis megolddsa, mig x* egy primdl optimum.
Miutdn yi(Z) csak akkor lehet pozitiv, ha a neki megfelel§ primdl egyenlétlenséget =* egyenléséggel teljesiti,
azaz x*(Z) = b(Z), gy Q(p',b) = Q(p,b) miatt z*(Z) < b (Z) < b(Z) = z*(Z), tehdt b'(Z) = b(Z) és
analég adédik, hogy ys(Z) esetén p'(Z) = p(Z). Emiatt a lamindris y* a (p’,b’)-re vonatkozé (3.96) duélis
programnak is optimaélis megolddsa. e

Allitas 3.9.3 Minden Z C S-re max{z(Z) : & € Q} = b(Z) és min{z(Z) : 2 € Q} = p(Z)

Biz. A definiciébdl adédik, hogy Z C S esetén max{z(Z) : x € Q} < b(Z) és min{z(Z) : x € Q} > p(Z). Ha
indirekt mondjuk max{z(Z) : z € Q} < b(Z) allna, akkor az optimalitési feltételek miatt y;(Z) semmilyen
dudlis optimumban nem lehet pozitiv, igy a b(Z) értéket max{xz(Z) : z € Q}-re csokkentve a keletkez& egész
b'-re Q(p,b') = Q(p,b) és (p,b’) is TDL, ellentétben a 3.9.2 4llitdssal.

Allitas 3.9.4 Egy Z C S halmaz minden {Z;} particidjdra
2. 0(Zi) 2 6(Z) és )y, p(Zi) < p(Z). (3.97)
Tovdbbd Y C X C S esetén
b(X)—p(Y)>b(X -Y) ésp(X)—-bY)>p(X-Y). (3.98)
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Biz. ) . b(Zi) < b(Z) esetén barmely = € Q-ra x(Z) = Y, x(Zi) < ) bi(Z;) < b(Z), ellentétben a 3.9.3
allitassal. Analég kapjuk a Zip(Zi) < p(Z) egyenlStlenséget. A masodik részhez ha indirekt példdul b(X) —
p(Y) < b(X —Y) éllna, akkor minden z € Q-ra z(X —Y) = z(X) —z(Y) < b(X) —p(Y) < b(X —-Y), azaz
max{z(X —Y):xz € Q} < b(X —Y) volna, ismét ellentmondédsban az 3.9.3 4llitdssal.

Allitss 3.9.5 Az (3.96) dudlis programnak van ldncolt optimdlis egészértékid megolddsa.

Biz. Legyen y = (y1,y2) olyan optimdlis egészértékli lamindris dudlis megoldds, amelyre a Zx (y1(X) +
y2(X))|X| els6 kisérs Gsszeg a lehet legkisebb és ezen beliil a ) (y1(X) 4 y2 (X)) X |> mésodik kisérs ésszeg
a lehet6 legnagyobb.

Erre y1(X) > 0 és y2(Y) > 0 esetén X NY = (), mert ha mondjuk ¥ C X volna, akkor y;(X) és y2(Y)
értékét eggyel csokkentve és X # Y esetén y1 (X —Y) értékét eggyel novelve a keletkezd ¢’ laminaris megolddsa
lesz a dudlisnak, amely b(X) — p(Y) > b(X — Y) miatt szintén optimalis, ugyanakkor y’ els6 kisérd osszege
kisebb, mint az y-é.

Most beldtjuk, hogy Fi := {Z : y1(Z) > 0} ldncot alkot. Ha indirekt nem ez a helyzet, akkor legyen X
és Y két maximadlis tag, melyek tehdt diszjunktak. Az yi1(X) és y1(Y) értékeket eggyel csokkentve, mig az
y1 (X UY)-t eggyel novelve a keletkez6 3" a dudlis program egy mésik egészértékdi lamindris megolddsa, amely
(3.97) miatt szintén optimdlis. Ugyanakkor y’ els6 kisérd 6sszege ugyanannyi, mint az y-é, de a masodik kisérd
Osszege nagyobb, mint y-é, ellentmondésban y valasztasdval. e

Allitas 3.9.6 b teljesen szubmoduldris, p teljesen szupermoduldris.

Biz. Szimmetria miatt csak b szupermodularitdsat igazoljuk. Legyen b(X) < 00,b(Y) < co. Ha X NY = 0,
akkor (3.97) miatt b(X) +b(Y) > b(X UY) =b(XUY)+b(X NY). Feltehetd tehdt fel, hogy X NY # 0.
Ekkor ¢:= xx + xy-re és x € Q-racx = z(X) + z(Y) < b(X) + b(Y) < o0, azaz cx feliilrdl korldtos Q-n.
Tekintsiik az 3.9.5 allitds dltal biztositott y = (y1,y2) optimélis ldncolt dudlis megolddst. Mivel minden
vektor lancolt el6allitdsa egyértelmi, kapjuk, hogy y1(X NY) = 1,y1 (X UY) = 1 és minden mds y-érték 0.
Ebbé8l b(X) 4+ b(Y) = max{z(X) : z € Q} + max{z(Y) : z € Q} > max{z(X)+z(Y) :z € Q} = max{cx : xz €
QY =3 y1(X)B(X) =Y ¢ 12(X)p(X) = 12 (X NY)B(X NY) + 51 (X UY)B(XUY) = b(X NY) +b(XUY). o

Allitas 3.9.7 (p,b)-re teljesiil a kereszt-egyenldtlenség.

Biz. Legyen X,Y C S. (3.98) miatt a kereszt-egyenlétlenség fenndll, ha X C Y vagy Y C X, {gy feltehetjiik,
hogy X —Y #0és Y — X # 0. Legyen ¢ := xx — Xv. Ennek egyértelmii ldncolt eléallitdsdban y1(X —Y) =
1,y2(Y — X) =1 és minden mds y-érték 0. Ebbdl b(X) — p(Y) = max{z(X) : € Q} —min{z(Y) : 2 € Q} >
max{z(X) —z(Y):z € Q} =max{cz:x € Q} =D, y1(X)b(X) = > 12(X)p(X) = (X = Y)b(X -Y) —
Y =Xy —-X)=bX-Y)—pY —X). e e

A tételbdl adddik:

Kovetkezmény 3.9.8 Ha a (p1,b1) pdar TDL és Q = Q(p1,b1) nem tres, akkor az (3.94) rendszer TDI és Q
egész g-polimatroid.

TETEL 3.9.9 Jérészt (speciélis esetben: metsz6n) paramoduldris (p,b) pdr TDL, és igy Q(p,b) g-polimatroid.

Biz. Adott egész c¢ vektorra azt kell kimutatnunk, hogy a (3.96) dudlis programnak létezik lamindris y =
(y1,y2) optimélis megolddsa. Ezt elég csak olyan esetre megmutatni, amikor létezik egészértékli y optimum,
mert ha valamely c-re az optimélis (raciondlis) y nem egész, akkor az y komponenseinek N legnagyobb kozos
osztéjara Ny optimdlis megoldés a ¢’ = Nc vektorra nézve, és egy erre vonatkozé optimalis lamindris megoldés
N-ed része megoldés c-re nézve.

Az S Osszes részhalmazit rendezziik gy sorba, hogy egymads utdn kivalasztunk egy legszlikebb még nem
véalasztott részhalmazt. Ekkor ha X C Y, gy X megeldzi Y-t. Tekintsiik a (3.96) programnak egy olyan
y = (y1,y2) egész optimdlis megolddsat, amelyban y1 a (fenti sorrendre nézve) lexikografikusan maximélis és
ezen beliil y2 lexikografikusan maximélis. Legyen Fy := {Z : y1(Z) > 0} és Fo := {Z : y2(Z) > 0}.

Allitas 3.9.10 Minden Z € F1 halmaz b-re nézve alulrdl lényeges. Minden Z € F» halmaz p-re nézve felilrdl
lényeges.

Biz. Szimmetria miatt csak az elsé allitast igazoljuk. Ha a Z valamely {Z;} particiéjara ) b(Z:;) < b(Z)
volna, akkor az yi(Z) értéket eggyel csokkentve az y1(Z;) értékek mindegyikét eggyel névelve a keletkezd
y' = (y1,y2) is optimdlis megolddsa (3.96)-nek, de y; lexikografikusan nagyobb, mint y;. e

Allitas 3.9.11 Fi1 U Fe lamindris.
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Biz. Tegyiik fel, hogy X és Y két atmetsz6 tagja Fi-nek. A 3.9.10 allitas folytan ezekre fenndll a szubmod-
ularitdsi egyenlStlenség. Az y1(X) és az y1(Y) értékét eggyel csdkkentve, mig az y1 (X NY) és az y1 (X UY)
értékét eggyel novelve a keletkezd y' = (y1,y2) is optimdlis megolddsa (3.96)-nek, de y; lexikografikusan
nagyobb, mint y;. Tehat Fi-nek nincs két atmetsz6 tagja, és analdg latszik, hogy Fa-nek sincs.

Tegyiik most fel, hogy létezik X € F1 és Y € Fo két atmetsz6 halmaz. A 3.9.10 allitds miatt ezekre fennall
a kereszt-egyenl6tlenség. Az y1(X) és az y2(Y) értékét eggyel csokkentve, mig az y1(X —Y) és az y2 (Y — X)
értékét eggyel novelve a keletkezd y' = (yi,y5) is optimdlis megolddsa (3.96)-nek, de yi lexikografikusan
nagyobb, mint y;. e e

Specidlis esetként kapjuk a kévetkezot.

TETEL 3.9.12 Ha p ferdén szupermoduldris (specidlisan, ha p pozitivan keresztezd és szimetrikus), akkor
C(p) kontra-polimatroid és B’ (p) bdzis-poliéder. o

3.9.1 Szupermodularis szinezés

Legyen h pozitivan metsz8 szupermoduldris fliggvény, k pozitiv egész, melyekre h(X) < min{k, |X|}, tovdbba
h(v) = 1 minden v € V-re. Jeldlje T = {Ti,...,T;} azon tartalmazisra nézve minimélis X halmazok
rendszerét, melyekre h(X) = k. A szupermodularitds miatt 7 részparticié. Legyen p(X) = 1, ha X € 7T,
p(0) = 0, egyébként p(X) = —oco. Legyen tovdbba b(X) := |X| — h(X) + 1. Nyilvdn az egyelemti X = {v}
halmazra b(X) = 1.

Allitas 3.9.13 4 (p,b) pdr jorészt paramoduldris.

Biz. p nyilvdn metszén szupermoduléris.
Tegytk fel, hogy a nemiires X halmaz alulrél nem b-szeparalhat6. Ekkor A(X) > 0, mert h(X) = 0 esetén
b(X) = |X|+1 =3y b(v)+1 volna, azaz X b-szepardlhatd lenne. Kovetkezik, hogy b jérészt szubmoduldris.
A kereszt-egyenlGtlenséghez elegend6 azt beldtni, hogy X semmilyen 7" € 7 halmazzal nem lehet dtmetszé.
Tegyiik fel indirekt, hogy X és T' dtmetsz6. Ekkor h(X) +h(T) < h(X NT) + h(X UT) valamint h(X NT) <
k = h(T) miatt h(X) < h(X NT), és ezért b(X) = |X|—h(X)+1>|XNT|+|X-T|-h(XNT)+1=
XNT)+|X =T =bXNT)+> b(v), vagyis X b-szeparalhat6 volna. e

Az 3.9.9 tétel szerint a fenti (p,b) par altal definidlt Q(h) = Q(p,b) poliéder egész g-polimatoid. Mivel
p(v) = b(v) minden v € S-re, igy Q(h) egész pontjai 0 — 1 vektorok, amibél régton adédik az aldbbi.

veX-T

Kovetkezmény 3.9.14 A Q(h) g-polimatroid egész pontjai pontosan azon C C S részhalmazok incidencia
vektorai, melyekre (1) C metsz minden olyan Y halmazt, amelyre h(Y) = k, és (ii)

|X — C| < h(X) — 1 minden olyan X C S halmazra, amelyet metsz C. (3.99)

Az S halmaz elemeinek egy k-szinezését nevezziik egyenletesnek, ha minden szinosztdly mérete ||S|/k|
vagy [|S]/k].

Gyakorlat 3.9.1 Igazoljuk, hogy ha 8’ := {S1,...,Sk} az S-nek olyan k-szinezése, amelyben ||S|/k] <
[S1] < [|S]/k], tovdbbd {Sa,...,Sk} az S — Si-nek egyenletes (k — 1)-szinezése, akkor S az S-nek egyenletes
k-szinezése.

TETEL 3.9.15 (Schrijver) Legyen k pozitiv egész, p1 €s pz pedig két pozitivan metszd szupermoduldris
figgvény, melyekre p(X) < min{k, |X|} minden X C S-re, ahol

p(X) := max{p1(X),p2(X)}.

Ekkor az S alaphalmaz elemei megszinezhetdk k szinnel 1gy, hogy minden X C S halmaz legaldbb p(X)
kilonbozé szint tartalmaz. Rdaddsul a szinezés vdlaszthato egyenletesnek abban az értelemben, hogy minden
szinosztdly mérete ||S|/k| vagy [|S|/k].

Biz. k szerinti indukcié. k = l-re a tétel semmitmondd, igy feltessziik, hogy k > 2. Azt mutatjuk ki, hogy
létezik egy olyan Si C S részhalmaz, amely egyrészt (i) metsz minden olyan X halmazt, amelyre p(X) = k,
mésrészt (ii) minden X C S-re | X — S1| > p(X) — 1, tovédbba [|S|/k| < |S1] < []S|/k]. Ekkor ugyanis az
S’ := 8 — S; alaphalmazon értelmezett p;(Z) := max{p;(ZU X) : X C S1} (i = 1,2) fiiggvény pozitivan
metsz8 szupermoduléris, amelyre (i) miatt p;(Z) < k — 1, mig (ii) miatt p;(Z) < |Z| minden Z C S'-re, és gy
indukcié alapjan S’-nek 1étezik olyan {S2,..., Sk} egyenletes (k — 1)-szinezése tigy, hogy minden X halmaz
legaldbb max{p’ (X), p5(X)} szint tartalmaz. De ekkor az {S1, ..., Sk} szinezés teljesiti a tétel kivinsagait.
Jelolje Q; a 3.9.14 kovetkezményben szereplé Q(p;) g-polimatroidnak (i = 1,2) és a K(«,3) sdvnak a
metszetét, ahol a = [|S|/k|, B = [|S|/k]. Ekkor Q; is egész g-polimatroid. Jeldlje m : S — R azt a

99



vektort, amelynek minden komponense |S|/k. Allitjuk, hogy m € Q:. Valéban, egyrészt nyilvén m € K (o, 3).
Mésrészt | X| < k esetén pi(X) < |X| miatt m(X) = |X|/k <1 < |X| —pi(X) + 1, mig & < |X| esetén
pi(X) < |k| miatt ps(X) <k =(k—1Dk/k+1<(k—-1)|X|/k+1=|X|—|X|/k+1, azaz m(X) = |X|/k <
| X|—pi(X)+1. Végil p;(Z) = k esetén |Z| > pi(Z) =k, és igy m(Z) = |Z|/k > 1. Ezek szerint m € Q1NQ2.

Miutdn két egész g-polimatroid metszete egész poliéder, igy Q1 N Q2-nek létezik egész eleme, és ez a 3.9.14
kovetkezmény folytdn egy olyan S1 C S halmaz incidencia vektora, amely teljesiti az (i) és (ii) tulajdonsdgokat.
[ ]

gpolim 2007. m&jus 6.
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4. Fejezet

SZUB- ES SZUPERMODULARIS
FUGGVENYEK DIGRAFOKON

Két meglehetdsen altalanos modellt mutatunk be, amelyekben szub- és szupermoduldris fiiggvények és irdnyitott
grafok szerepelnek.

4.1 SZUBMODULARIS ARAMOK

Legyen D = (V, A) irdnyitott graf, f: A — ZU{—00}, g: A — Z U {0} két egészértékii korldtozé fiiggvény,
melyekre f < g. Ezen kiviil b: 2" — Z U {oo} egészértékii keresztezé szubmoduldris halmazfiiggvény, amelyre
b(@) =b(V) =0. Egy  : A — R vektort szubmoduldris dramnak neveziink, ha

Ae(Z) = 0:(Z) — 6:(Z) < b(2) (4.1)

minden Z C V-re, amely megengedett, ha
f<z<g (4.2)

A megengedett szubmoduldris d&ramok halmazit szubmoduldris dram poliédernek hivjuk. Azt mondjuk,
hogy a szubmoduldris dramot (vagy a poliédert) a b fiiggvény hatdrolja.

Amennyiben b azonosan 0, visszajutunk a megengedett dram fogalmdhoz. Néha kényelmesebb olyan b hal-
mazfiiggvénnyel dolgozni, amely csak egy F keresztezd halmazrendszeren van értelmezve, ott viszont véges
értékii. Ilyenkor (4.1))-t csupdn az F tagjaira koveteljilk meg. Konnyen ellendrizhetd, hogy a kétféle definicié
ekvivalens egymassal. Emiatt néha a b fliggvényt csak egy keresztezé halmazrendszeren adjuk meg.

Gyakorlat 4.1.1 Nemnegativ x-re 9, €s 0 szubmoduldris, i, pedig szupermoduldris. e
Allitas 4.1.1 Minden x-re Az moduldris.

Biz. Tetszdleges Z C V halmazra ZUEZ Ae(v) = ZUEZ 0z(v) — ZUGZ 0z (V) = [02(2) + 12(2)] — [02(Z) +
1(2)) = 00(2) — 02(Z) = Ae(2). o

Megjegyzend$, hogy ha Q p-vel jeldljik a D (0, £1)-es pont-él incidencia-matrixat és A,-t egy V-n értelmezett
fliggvénynek tekintjiik, akkor Ay = Qpx.

A 3.8 részben belattuk, hogy B(b) bazis-poliédert alkot, {gy a 4.1.1 §llitds alapjén az = : A — R vektor pon-
tosan akkor szubmoduldris dram, ha a A5 : V' — R vektor a B(b) 0-bazis-poliéderben van. Egy bazis-poliédert
mas alakban is meg lehetett adni, példaul egy p keresztezd szupermoduldris fiiggvény segitségével B'(p) alak-
ban, vagyis ilyenkor ¢.(Z) — 6-(Z) > p(Z) minden Z C V-re} rendszer egy megolddsa is szubmoduldris
aram. Ennek alapjan éppoly joggal beszélhetnénk szupermoduléris dramokroél, megmaradunk azonban a szub-
moduldris dram kifejezés hasznédlata mellett, mert ez a szakirodalomban mar meghonosodott.

Réaddsul, azt is ldttuk, hogy jérészt paramoduldris (p,b) pérra is Q(p,b) g-polimatroid, {gy ennek a {z :
2(V) = 0} hipersikkal valé metszete is 0-bézis-poliéder. Miutdn A;-re automatikusan A\, (V) = 0, ezért az
{z € R*: X\, € Q(p,b)} halmaz is szubmoduldris dram poliéder, vagy kifrva: p(Z) < 0.(Z) — 6.(Z) < b(Z)
minden Z C V-re}. Ennek alapjan a leghelyesebb volna paramoduldris dram poliéderrdl beszélni, amelyet
akdr szubmoduldris, akar szupermoduléaris fliggvénnyel is lehet definidlni.
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4.1.1 Teljesen dualis egészértékiiség
TETEL 4.1.2 (Edmonds és Giles) A {(4.1), (4.2)} rendszer teljesen dudlisan egészértéki.

Biz. Jelolje @ azt a matrixot, amelynek oszlopai a graf éleinek felelnek meg, sorai pedig azon Z C V nemdiires
részhalmazoknak, melyekre b(Z) véges. Egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy f, g, b mindegyike véges értéki.
A bizonyitds analég az &dltaldnos esetben is azzal a megjegyzéssel, hogy csak olyan primdl egyenlGtlenség
szerepel (és tartozik hozzd dudlis vdltoz6) amelynek jobboldala véges.

A primal linedris program:

max{cz : Qz < b,z < g,—x < —f}. (4.3)

A dudlis program:

min{} " y(Z)b(2) + > wg(e)gle) = > _vsle)f(e) : (4.4)
zZ ecA ecA
(y,ys,Yg) > 0 és minden e élre
By(e) +yq(e) —ys(e) = cle)}, (4.5)
ahol
By(e) := > [y(Z) : Z-be belép €] — > [y(Z) : Z-bél kilép €] > 0. (4.6)

Megjegyzend$, hogy adott y egyértelmiien meghatdrozza az optimélis y4 és yy valtozokat, éspedig yy(e) :=
max{0, By (e)}, yq(e) := max{0, —By(e)}.

Legyen yo egy optimélis dudlis megoldas. feltehetjiik, hogy bézis-megoldds, igy raciondlis. Ameddig
csak létezik két egymaést nem tartalmazé A, B halmaz, melyeken yo pozitiv, és amelyeken b szubmoduléris,
médositsuk yo-t a kovetkezOképpen. Az o := min{yo(A), yo(B)} értékkel csokkentsiik yo(A)-t és yo(B)-t és
egyuttal noveljiik a-val a metszet és az unié dudl valtozdjat. Konnyi ellendrizni, hogy ismét dualis megoldést
kapunk, amely a szubmodularitds miatt szintén optimalis. Alh’tjuk tovabbd, hogy ilyen kikeresztezési 1épésbol
csak véges sok lehet. Ez kovetkezik az aldabbi lemmabdl.

Lemma 4.1.3 Legyen ri,...,r, nemnegativ raciondlis szamoknak egqy sorozata. Ameddig csak lehet, vdlasszunk
ki négy kilonbozd tagot gy, hogy a két kozépsé pozitiv. Csékkentsiik a két kdzépsdt a kisebbikik o értékével
és noveljik a két kivdlasztott szélsét a-val. Ekkor az eljdrds véges sok lépés utdn véget ér.

Biz. Feltehetd, hogy a sorozat egész szamokbdl all. Mivel az els6 tag sosem csokken és a teljes Gsszeg konstans,
véges sok 1épés utan az els6 tag rogziil. Toroljik el az elsé tagot és indukcidval a lemma kovetkezik. o

A b fliggvény keresztez6 szubmodularitdsa miatt feltehetjiik tehdt, hogy azon halmazok F rendszere,
melyeken az yo értéke pozitiv, keresztezés-mentes. A 1.3.6 tétel nyomdn a @-nak az F tagjaihoz tartozé
részmatrixa teljesen unimoduldris, igy a 1.4.7 lemmé&bdl a tétel kdvetkezik. o o

A tétel bizonyitasabdl kiadédott az aldbbi hasznos tulajdonsig.

Kovetkezmény 4.1.4 A {(4.1), (4.2)} rendszer dltal leirt primdl linedris probléma dudlisinak létezik olyan
y egészértékd optimuma, amelyben ha két egymdst nem tartalmazé X ésY halmazra y(X) > 0 és y(Y) > 0,
ugy X-re és Y -ra nem teljesil a szubmodularitdsi egyenldtlenség.

4.1.2 Egy alkalmazas: iranyitott vagasok lefogasa

TETEL 4.1.5 (C. Lucchesi és D. Younger) Irdnyitott grifban az irdnyitott vdgdsokat lefogd élek minimadlis
szdma egyenld a diszjunkt irdnyitott vdgdsok maximdlis szdmdval.

Biz. Definialjuk a p halmazfiiggvényt 1-nek V' minden olyan X nemiires, valddi részhalmazéan, amelybdl nem
Iép ki él. Ekkor egy keresztezé halmaz-rendszeren keresztezd szupermoduldris fliggvényt kapunk. A 4.1.2
tétellel ekvivalens szupermodularis alakot a ¢ = 1 célfiiggvényre alkalmazva a tétel kozvetleniil adédik. e

TETEL 4.1.6 Tegyiik fel, hogy a minimadlis irdnyitott vigdasnak k éle van. Ekkor az élidegen k-elem iranyitott
vdgdsok maximadlis szama egyenld a k-elem irdnyitott vagdsokat lefogd élek minimdlis szamdval.

Biz. Definidljuk a p halmazfiiggvényt 1-nek V' minden olyan X nemiires, valédi részhalmazan, amelybdl nem
Iép ki él és a befoka k. Konnyen latszik, hogy egy keresztezd halmaz-rendszeren keresztez6 szupermoduléris
fiiggvényt kapunk. A 4.1.2 tétellel ekvivalens szupermoduldris alakot a ¢ = 1 célfiiggvényre alkalmazva a tétel
kozvetleniil adédik. e

Feladat 4.1.2 Igazoljuk, hogy egy irdnyitott sikgrdfban az élidegen minimalis elemszdma irdnyitott korok
mazimdlis szdima egyenld a minimdlis kérdket lefogs élek minimadlis szdmaval.

Feladat 4.1.3 Igazoljuk, hogy eqy G = (A, B; E) paros grdfban az élidegen vdgdsok mazimalis szama egyenld
az élidegen irdnyitott vagdsok maximdlis szimdval abban a digrdfban, amelyet G-bdl nyerink annak éleit mind
B felé irdnyitva.
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4.1.3 Megengedettség

Vizsgéljuk most meg, hogy mi a szubmoduldris 4&ram poliéder nemiirességének a feltétele. Az dramok megengedettségére
vonatkoz6 Hoffman tétel mintdjara levezetjiik a szubmodularis dramokra vonatkozé analdg jellemzést.

TETEL 4.1.7 Adottak f < g korldtok az éleken, tovabbd b teljesen szubmoduldris figguény. Akkor és csak
akkor létezik megengedett szubmoduldris dram, ha

0f(Z) —64(Z) < b(Z) minden Z C 'V -re. (4.7)

Ha f,g,b mindegyike egészértékd, akkor (4.7) fenndllds esetén létezik egészértékid megengedett szubmoduldris
dram.

Biz. Tegyiik fel, hogy z megengedett szubmoduldris dram. Ekkor 0¢(Z) — 04(Z) < 0:(Z) — 6.(Z) = 0:(Z) —
0-(Z) < b(Z), vagyis a feltétel sziikséges.
Az elegenddség igazoldsdhoz sziikségilink van az aldbbi lemméra.

Lemma 4.1.8 Legyen X C V-re

p(X) = 07 (X) — §4(X). (4.8)
Ekkor p(U) +p(Z) < p(UNZ)+p(UU Z) minden U, Z C 'V részhalmazra, és egyenléség akkor és csak akkor
dall fenn, ha f(e) = g(e) minden olyan e élre, amelynek egyik vége U — Z-ban van, a mdsik pedig Z — U-ban.

Biz. A lemma kovetkezik az aldbbi azonossigbdl:
p(U)+p(2)=p(UNZ)+p(UUZ)+ Z[f(e) —g(e):eaz U — Z és a Z — U kozott vezet]. (4.9)
Ez pedig azért igaz, mert minden élnek a két oldalhoz konnyen ellenérizhetéen ugyanaz a hozzdjaruldsa. e

Ha egy e élen nincs alsé korldt (azaz f(e) = —o00), ugy f(e)-t kelléen kicsiny, de véges értékre véltoztatva
a (4.7) feltétel fennmarad. [gy minden e élre feltehets, hogy f(e) > —oo és analég médon g(e) < co.

Egy e élt pontosnak hivunk, ha f(e) = g(e). Egy Z C V részhalmaz pontos, ha p(Z) = b(Z). Tegyiik
fel indirekt, hogy a tétel nem igaz és legyen D olyan ellenpélda, amelyben a pontos élek és a pontos halmazok
egylittes szdma maximalis.

1. eset Minden él pontos. Legyen x := f. Most 0+(Z) — 02(Z) = 05(2) — 0¢(Z) = 05(Z) — 04(Z) < b(2),
vagyis z megengedett szubmoduléris aram, ellentmondas.

2. eset f(eo) < g(eo) valamely ey élre. Allitjuk, hogy van olyan U pontos halmaz, amelybe ey belép. Ha
nem volna, akkor f(ep)-t novelhetjik (4.7) megsértése nélkiil egészen addig, amig vagy egy 4j pontos halmaz
keletkezik (amelybe eo belép) vagy eo valik pontossd. A mdédositott alsé korldt f'-ra nézve a pontos élek és
halmazok egyiittes szdma nagyobb, mint f-re nézve, igy ez mar nem ellenpélda, azaz létezik & szubmoduléris
dram, amelyre f' < z < g. Ekkor z megengedett f és g-re nézve is, ellentmond4s.

Hasonléan beldthatd, hogy létezik olyan Z pontos halmaz, amelybél eg kilép. Most b(U) + b(Z) = p(U) +
p(Z2) <p(UNZ)+pUUZ)<bUNZ)+bUUZ)<bU)+b(Z). Ezért mindenhol egyenléség 4ll, specidlisan
p(U)+p(Z) =p(UNZ)+p(UUB). De ez ellentmond a lemmanak, mivel f(eo) < g(eo). Ezen ellentmondés
mutatja, hogy nem létezhet ellenpélda, ami a (4.7) feltétel elegenddségét igazolja. e e

TETEL 4.1.9 Adottak f < g korldtok az éleken, tovdbbd b metszd szubmoduldris fiigguény. Akkor és csak

akkor létezik megengedett szubmoduldris dram, ha minden Z C V-re és Z minden {V1,...,Vi} particidjdra
07(Z) = 64(Z) < 3, b(V2). (4.10)

Ha f,g,b mindegyike egészértékii és létezik megengedett dram, gy létezik egészértéki is.

Biz. A b metsz6 szubmoduldris fiiggvény b reszeltje teljesen szubmoduldris és b”-re a (4.7) feltétel éppen a

(4.10) feltétellel ekvivalens.

TETEL 4.1.10 Adottak f < g korldtok a D = (V, A) digrdf élein, tovdbbd b keresztezd szubmoduldris hal-
mazfiggvény, amelyre b(V) = 0. Akkor és csak akkor létezik megengedett szubmoduldris dram, ha minden
Z C V részhalmazra és Z-nek minden F fa-kompozicidjdra

0r(Z) - 8,(2) < Yb(X) : X € F]. (4.11)
Ha f,g,b mindegyike egészértékii és létezik megengedett dram, gy létezik egészértéki is.
Biz. Legyen z szubmoduldris dram. Ha létezik z szubmoduldris dram, akkor B(b) nem iires, hiszen a
(Ae(v) : v € V) benne van. Ekkor a b' teljes reszelt 1étezik és B(b) = B(b'). Emiatt \.(Z) < b*(Z) és gy
05 (2) = 64(Z) < 0:(Z) = 8.(Z) = Ao (Z) < bH(Z), amibél a (4.11) feltétel sziikségessége.

Az elegenddséghez elbszor is figyeljiilk meg, hogy a (4.11) feltétel Z = V-re éppen a Fujishige tétel feltételét

jelenti, és emiatt B(b) bézis-poliéder nem iires. Ekkor a b' teljes reszelt létezik és B(b) = B(b'). A teljes
reszeltre megéllapftott fa-kompoziciés el6allitds miatt a bt-re vonatkozé (4.7) feltétel ekvivalens (4.11)-vel. o

A 4.1.7 megengedettségi tételbdl konnyen levezethetd a szeparécids tétel.
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Alternativ bizonyitas a szeparacios tételre

Biz. Az elegend&séghez legyen S’ és S az S-nek két diszjunkt példéanya. Legyen V := S'US", A:= {s's":
s €S} és D= (V,A). Legyen —f := g := 00 és X C S esetén legyen b(X") := b*(X) és b(X') := —p*(X).
Nyilvdn b szubmodularis. Alkalmazzuk a 4.1.7 tételt erre a szubmoduldris dram problémaéra. Alh’tjuk, hogy
(4.7) fenndll. Ez automatikusan teljesiil, amikor o;(Z) — §4(Z) = —oo, gy feltehetjiik, hogy Z = X' U X"
valamely (X C S) halmazra. Ekkor of(Z) —d4(Z) = 0, és akkor (4.7) tényleg kovetkezik a p* < b* feltevésbol.
A 4.1.7 tétel szerint létezik x szubmoduldris dram, amely rdddsul egészértékii, ha p* és b* azok. Most az

m(s) := z(s's”) (s € S) vélasztéssal megkapjuk a keresett elvdlaszté moduldris fliggvényt. e

4.1.4 G-polimatroidok metszete

TETEL 4.1.11 Legyen (p1,b1) és (p2,b2) két metszé paramoduldris pdr. A Q1 = Q(p1,b1) és Q2 = Q(p2,b2)
g-polimatroidok metszete szubmoduldris dram poliéder. Tovdbbd, a {p1(Z) < x(Z) < b1(Z),p2(Z) < z(Z) <
b2(Z): minden Z C S-re} rendszer TDI.

Biz. Legyen S’ az S” az S alaphalmazt két példéanya, és legyen V := S’ U S”. Minden s € S pontra

vezessiink egy élt az s’-b8l s”-be és legyen D = (V, A) az gy kapott digrdf. Legyen f = —oco és g = oo.
Definidljuk a b halmazfiiggvényt a kovetkezéképpen. X C S esetén legyen b(X") := ba(X),b(V — X") =
—p1(X),b(X’') = —p2(X),b(V — X') := b1(X). Konnyen latszik, hogy b keresztezd szubmoduldris, és az

altal definidlt Q(f,g;b) szubmoduléris dram poliéder, a D élhalmaz és az S alaphalmaz azonositdsa utédn,
megegyezik Q1 N Q2-vel. Hasonléképp a szubmoduldris dram poliédert leird {0, (X) — 6.(X) < b(X) : X C S}
rendszer egyenlStlenségei megfeleltethetSk a {p1(Z) < 2(Z) < b1(Z),p2(Z) < x(Z) < ba(Z): minden Z C S-
re} rendszer egyenl8tlenségeinek. o

TETEL 4.1.12 Legyen b teljesen szubmoduldris fiigguény, amelyre b(V) = 0. Ekkor Q = Q(f,g;b) € R*
szubmoduldris dram poliéder elddll, mint két 2|A| dimenzids bdzis poliéder metszetének a vetiilete.

Biz. A digraf minden e = wv élére helyezziink el két \ij pontot: az e, fej- és az e, tépontot, és legyen S az
4j pontok halmaza. Minden Z C halmazra legyen F(Z) := {e, : e =uv € A, és v € Z vagy u € Z}. Legyen
F:={F(Z):Z CV}. Az F tagjain definidljuk a b* fiiggvényt a kévetkezé képpen: b*(F(Z)) = b(Z). Ekkor
b* teljesen szubmodulédris. Legyen Bi a B(b*) bdzis poliéder, mig Bz az a bézis poliéder, amelynek egy z
vektor pontosan akkor eleme, ha minden eredeti e = uv élre z(e.) + z(ev) = 0.

A Q egy x eleméhez definidljuk a z : S — R vektort a kévetkez6képpen. Minden e élre legyen z(e,) :=
z(e), z(eu) := —xz(e). Ekkor nyilvdn z € By és z2(F(Z)) = p2(Z) — §(Z) miatt z € By is fennall. Megforditva,
egy z € Bi N By vektorhoz definidljuk az x € A — R vektort a kévetkezEképp. minden uv élre legyen
z(e) = z(ey). Konnyen ellendrizhet, hogy x € Q. Vagyis ha a fejpontok halmazdt azonositjuk az élek
halmazéaval, akkor a @ poliéder eléall, mint a B1 N B2 vetiilete. o

2007. m&jus 6.file: uszaram
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4.2 FEDESEK DIGRAFFAL

Legyen D = (V, A) irdnyitott graf. Az Xx, Xp) halmazokbdl §ll6 part parhalmaznak nevezziik, ha X C
Xk C V. A parhalmaz trividlis, ha Xp = 0 vagy Xx = V. Jelolje P2 a parhalmazok halmazdt. Xk a
parhalmaz kiils6 tagja, mig Xp a bels6. A parhalmazokon értelmezziik a N és U miiveleteket a természetes
médon: X,Y € Po-re legyen X NY := (Xg NYr, XpNYB), XUY := (Xx UYk,XpUYg). Azt mondjuk,
hogy X része Y-nak, jelolésben X C Y, ha Xx C Y, X C Y. Ha X C Y vagy Y C X, akkor X és YV
osszehasonlithaté. Két parhalmaz metsz8, ha nem osszehasonlithatéak és Xp NYp # (. Két parhalmaz
keresztez6, ha metsz6k és kiils6 tagjaik egyesitése nem V. Parhalmazok egy rendszere lamindris, ha nincs
kozottiik két metszd. A parhalmazok egy F részhalmazdrdl azt mondjuk, hogy metsz6 (keresztezd), ha F
barmely két metszé (keresztezd) tagjdval egylitt azok metszete és unidja is F-ben van.

Egy p : P2 — Z4 fiiggvényrél azt mondjuk, hogy pozitivan metszd szupermoduldris, ha metsz6
X, Y € P2 és p(X) > 0,p(Y) > 0 esetén p(X) +p(Y) < p(X NY) 4+ p(X UY). Amikor p csak olyan
parhalmazokon pozitiv, amelyeken Xx = Xp, akkor visszajutunk a halmazokon értelmezett metsz6 szuper-
moduléris (egyvaltozds) halmazfiiggvények fogalmdhoz. Analég médon definidljuk a pozitivan keresztezd szu-
permoduldris fliggvényeket. Egy (nem feltétleniil nemnegativ) keresztezd szupermoduldris fiiggvényt a negativ
helyein nulldra médositva pozitivan keresztezé szupermoduldris fliggvényt kapunk, és valamennyi ismert al-
kalmazas ilyen alakban el6allé fiiggvényre vonatkozik. Ugyanakkor kimutathatd, hogy nem minden pozitivan
keresztez6 szupermoduldris fiiggvény 4ll eld ilyen alakban, és gyakran kényelmesebb is az altalanosabb foga-
lommal dolgozni.

Azt mondjuk, hogy egy él belép az (Xk, Xp) pdrhalmazba (més széval fedi vagy lefogja azt), ha mindkét
tagjdba belép. Adott z : A — R4 nemnegativ vektorra 0z (Xr, Xp) jeloli az (Xx, Xg)-be 1ép6 éleken az
x-értékek Osszegét. Konnyl igazolni, hogy g teljesen szubmodularis Pe-n. Egy p : P2 — R fiiggvény esetén
azt mondjuk, hogy z fedi p-t, ha 0,(X) > p(X) minden X € Pa-re fenndll.

TETEL 4.2.1 A D = (V, A) digrdfra legyen adott g : A — Z, U{co} egészértékit kapacitds figguény. Legyen
p pozitivan metszé szupermoduldris fiiggvény Pa-n, amelyre 0q(Xk,XB) > p(XK,XB) fenndll P> minden
tagjara. Ekkor a

{0 <2 <g,0.(Xk,XB) > p(Xk,XB), ha (Xk,XEB) € P2} (4.12)

egyenlétlenség-rendszer teljesen dudlisan egészértéki.

Biz. Legyen ¢ : A — Z egészértékii, amelyre a primdl optimum létezik (ami most azzal ekvivalens, hogy
c(e) < 0 esetén g(e) véges). Jelolje Q azt a 0 — 1 mdtrixot, amelyben a sorok P» tagjainak felelnek meg, mig
az oszlopok a D éleinek. Az X pdrhalmaznak és az e élnek megfeleld métrix-elem pontosan akkor 1, ha e
lefogja X-t. Az aldbbiakban azt a |P2| dimenzids vektort is roviden p-vel jeldljiik, amelynek p(X) komponense
a Pa-beli X tagnak felel meg.

Ekkor a primdl probléma min{cz : 0 < z < g,Qx > p}, mig a dudlis:

max{yp — 29 : yQ — 2z < ¢,y > 0,z > 0}, (4.13)

ahol az z(e) < g(e) egyenlétlenségnek (g(e) véges) megfeleld dudlis valtozét z(e) jeldli.

Adott y egyértelmiien meghatdrozza a z optimdlis vélasztasit: z(e) = (yge — c(e))™, ahol g. a Q e-nek
megfelel6 oszlopa. fgy beszélhetiink arrdl, hogy egy y a (4.13) optimadlis megoldésa.

Azt kell igazolnunk, hogy (4.13) optimuma egész vektoron is felvétetik. Legyen yo egy optimélis (raciondlis)
megoldds. Ameddig csak létezik két metszé parhalmaz X = (Xk,Xp) és Y = (Y, Ys), melyek yo-értéke
pozitiv, médositsuk yo a kovetkezdképpen. Az o := min{yo(X), yo(Y)} értékkel csokkentsiik yo(X)-t és yo(Y)-
t és egytittal noveljiik a-val mind X NY, mind X UY yo-értékét. Konnyi ellendrizni, hogy (a o fliggvény P2-n
vett szubmodularitdsa miatt) ismét dudlis megolddst kapunk, amely a p metsz6 szupermodularitdsa miatt
optimélis. A dudlis optimum ezen megviéltoztasit nevezziik egy kikeresztezési 1épésnek.

A (P2, Q) részbenrendezett halmaz elemeinek tekintsiink egy olyan sorrendjét, amelyet igy kapunk, hogy
egymas utan vélasztunk a még nem vélasztott elemek koziik egy minimadlisat. Ekkor tetszéleges X,Y € P
esetén X NY megel6zi X-t és Y-t, mig X UY koveti 6ket. EbbOl és az 4.1.3 lemmabdl kovetkezik, hogy a
fenti kikeresztezési 1épésbdl csak véges sok lehet.

Feltehetjiik tehdt, hogy azon parhalmaz P’ rendszere, melyeken az yo értéke pozitiv, lamindris. Legyen
H = {XB : (Xk,XB) € P'}. (Itt az Xp halmazokat multiplicitdssal vessziik, tehat |H| = |P’|). Ekkor
‘H lamindris halmazrendszer, amely az ismert médon egy F feny&vel és egy ¢ : V. — V/(F) leképezéssel
reprezentalhaté. Konnyen ellenérizheté, hogy H minden e élére a H azon tagjainak megfelel6 feny&beli
élek, melyekbe az e belép, az F egy irdnyitott részitjat alkotjak. Ebbél adédik, hogy a @ métrix azon @’
részmétrixa, melynek sorai a P’ elemeinek felelnek meg, halézati métrixot alkotnak, ami teljesen unimoduléris,
igy a 1.4.7 lemmabdl a tétel kovetkezik. o

Adott T' C V esetén akkor mondjuk, hogy egy p halmazfiiggvény pozitivan T-metsz6 szupermoduldris, ha
XNYNT#Dés p(X)>0,p(Y) > 0 esetén fennéll a szupermodularitdsi egyenlétlenség.
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Kovetkezmény 4.2.2 Legyen D = (V, A) digrdfban legyen g : A — ZU{oo} egészértéki kapacitds figguény,
tovdbbda T C V' a csticsok egy olyan részhalmaza, amely tartalmazza az dsszes €l fejét. Legyen p1 egy pozitivan
T-metszd szupermoduldris halmaz-figguény, amelyre pq(X) > p1(X). Ekkor a

{0<2<g,0:(X) >p1(X) minden X CV — re} (4.14)
egyenldtlenség-rendszer teljesen dudlisan egészértéki.

Biz. Minden X C V halmazra legyen p(X, X NT) := p1(X), mig P2 egyéb tagjainak p-értéke legyen 0. Mivel
p1 T-metsz6 szupermoduldris halmazfiiggvény, igy p metszd szupermoduléris Pe-n. Miutdn minden él feje
T-ben van, igy 0-(X) = o(X,X NT), igy az eredmény a 4.2.1 tételbél adédik. e

4.2.1 Gyokeres 0sszefiiggiség
Legyen D = (V, A) digréf, amelyben s kijelolt gyokérpont.

TETEL 4.2.3 Ha D gyokeresen k-élosszefliggd, ugy D gyokeresen k-éldsszefliggd részdigrdfjainak poliédere
{x:0:(Z) > k minden ) C Z CV —s halmazra és 0 < z(e) < 1 minden e élre}. A leirdsban szereplé rendszer
TDI.

Biz. Legyen p(X,X):=k, ha® C X CV — s és p(X, X) := 0 kiilonben. Alkalmazzuk a 4.2.1 tételt. o

Az analég gyokeres pontosszefliggdségi tételhez sziikségiink van az aldbbira.

Lemma 4.2.4 FEgy H = (V, F) digrdf akkor és csak akkor gyokeresen k-pontosszefiiggd, ha or(Xk,Xp) >
k—|Xx — Xg| minden ) C Xg C Xk CV — s halmazpdrra.

Biz. Legyen H gyokeresen k-pontosszefiiggd és legyen ) C X C Xk C V —s. Ekkor s-b6l egy t € X5 pontba
vezet k belsbleg pontidegen ut. Ezek koziil legfeljebb | Xx — X pg| hasznél pontot Xx — Xp-bol, igy a maradék
k — | Xk — Xg| Ut mindegyike hasznél egy (Xx,Xp)-t lefogd élt, vagyis a or(Xk,XB) > k — | Xk — XB]|
feltétel sziikséges.

A megforditashoz tegyiik fel, hogy valamely ¢ pontra s-b8l t-be maximum k' < k bels6leg pontidegen 1t
vezet. Jelolje az s-bél t-be vezeté parhuzamos élek szamat a. A Menger tétel szerint ez az a élt valamint
egy alkalmas k' — o elemi Y C V — {s,t} ponthalmazt eltérélve a keletkezé6 H' digrafban mar nincs 1t s-bél
t-be. Jellje Xp azon pontok halmazat, amelyekbdl ¢ elérheté H’-ben irdnyitott iton. Legyen X := XpUY.
Konnyen lathatd, hogy or(Xk,XB) =a <k — (k' —a) = k — | Xk — X5/, ellentmonddsban a feltevéssel. o

TETEL 4.2.5 Legyen D = (V, A) s-bdl gyokeresen k-pontdsszefiggd. Ekkor D gydkeresen k-pontdsszefiggd
részdigrdfjainak poliédere

Q:={z:0:(Xk,XB) > k—|Xx —Xplha0D CXpCXgCV—s, és0<z(e)<1haec A}. (4.15)
A lefrdsban szerepld rendszer TDI.

Biz. Legyen p(Xx,Xp) = (k—|Xx — Xg)t, ha ) C X C Xx C V — s és 0 kiilsnben. Kénnyen lathatd,
hogy p pozitivan metszé szupermodularis Pa-n. fgy a 4.2.1 tétel szerint a leiré rendszer TDI. Emiatt () egész
poliéder. A 4.2.4 lemma szerint ) egész pontjai éppen D-nek a k-szor gybkeresen pontdsszefiiggd részgrafjainak
felelnek meg. o

A fenti tételek segitségével vélaszt kaphatunk a gyokeres pont- vagy élosszegiiggdség novelésének problémédjira.
Tegytk fel, hogy adott egy kiinduldsi H = (V, F') digraf egy kijelolt gyokérponttal. Ezt kell megnévelniink egy
megadott D = (V, A) digraf éleinek segitségével tigy , hogy a megnovelt digraf gyokeresen k-élosszefiiggd (k-
pontosszefliggd) legyen és a felhaszndlt D-beli élek sszkoltsége minimdlis legyen. A megolddshoz a H + D =
(V, F + A) digrafban keresiink minimalis koltségli gyokeres k-élosszefiiggd (k-pontosszefiiggd) digréfot, ahol
minden H-beli él koltsége nulla. Az el8bbi tételek felhaszndldsdval (és a dualitds tétellel) konnyen felirhaté egy
min-max formula az optimadlis novelés koltségére. Ezt abban a specidlis esetben, amikor az GsszefliggGséget
csak eggyel kell névelniink aldbb meg is tessziik.

4.2.2 Specialis esetek: 0 — 1-értéki p

A 4.2.1 tétel és a dualitds tétel segitségével tetszOleges c célfiiggvényre felirhatunk egy min-max tételt a cx
minimumadra, ahol x egész és kielégiti (4.12)-t. Kiilon érdekessége miatt ezt csak egy specidlis esetben tessziik
meg. Egészértékli ¢ : E — Zy fiiggvényre Pa-beli (nem feltétleniil kiilonbozd) parhalmazok egy rendszerét
c-figgetlennek nevezziik, ha minden e él legfeljebb c(e) darabot fog le kozuliik.
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TETEL 4.2.6 Legyen D = (V, A) digrdf és F C P2 pdrhalmazoknak egy olyan metszé rendszere, melynek
mindegyik tagjat A lefogja. Legyen c: A — Z eqy kéltségfiiggvény. Ekkor az F-t lefogd élek minimdlis koltsége
a c-fliggetlen F-beli pdrhalmazok mazimadlis szamdval egyenld. o

Az itt szerepld alkalmazdsok egy kivétellel mind halmazrendszerekre vonatkoznak, csak az utolséban szere-
pelnek parhalmazok.

Minimalis ko6ltségii utak

Legyen s ést a H = (V, A) digraf két kijelolt pontja, és dlljon F az Osszes ts-halmazbdl. Figyeljik, meg, hogy
egy tartalmazasra minimadlis élhalmaz, amely lefogja F-t éppen egy s-bél t-be vezetd ut. Igy az 4.2.6 tétel
most azt adja, hogy:

Kovetkezmény 4.2.7 Nemnegativ egészértéki értéki c sulyfiigguény esetén az s-bdl t-be vezetd utak sulydnak
minimuma egyenld a c-fiiggetlen t5-halmazok mazimdlis szdmdval, ahol a c-fiiggetlen halmazok vdlaszthatok egy
halmazldncnak. o

Gyakorlat 4.2.1 Mutassuk meg, hogy a 4.2.7 kévetkezmény ekvivalens azzal a jol ismert alakkal, miszerint
az s-bdl t-be vezetd utak sulydnak minimuma egyenld a w(t) — w(s) érték mazimumdval, ahol a mazimum a
megengedett, egészértékii ™ potencidlokon megy, vagyis az olyan w : V. — Z figguényeken, melyekre w(v) —
m(u) < c(uv) minden uv élre fenndll. (Megjegyzend§, hogy ez az alak dltaldnosabban, konzervativ siilyfliggvényre
is érvényes).

Minimalis koéltségii fenyok

Legyen s a D = (V, A) digrafnak egy kijelolt gyoképontja és tegyiik fel, hogy s-b6l D-nek minden més pontja
elérhetd, azaz létezik s gyokerii feszité fenys. Alljon most F a V' — s Gsszes nemiires részhalmazibdl. Kénnyen
latszik, hogy egy F-t lefogé minimalis élhalmaz éppen egy feszité s-fenyd. Igy az 4.2.6 tétel most azt adja,
hogy:

TETEL 4.2.8 (D.R.. Fulkerson) Nemnegativ, egészértékii c silyfigguény esetén a minimdlis sulyd s gyokerd
feszitd fenyd silya egyenld a c-fiiggetlen s-t nem tartalmazd halmazok mazximdalis szamdval. Az optimdlis c-
fliggetlen halmaz-rendszer vdlaszthaté lamindrisnak.

Gyokeres élosszefiiggdség novelése eggyel

Tegytk fel, hogy egy H = (V, F) digrafban valamely k > 0 egészre az s pontbdl gydkeresen k-élosszefiiggd,
azaz op(X) > k minden @ # X C V — s halmazra. Jelolje F azon § C X C V — s halmazok rendszerét,
melyekre o (X) = k. Legyen ezenkiviil adott egy D = (V, A) digraf, élein egy egészértékii c stlyfliggvénnyel.
Tegytk fel, hogy D + H s-bél gyokeresen (k + 1)-élosszefiiggd. D-b8l minimélis Ossz-silyd élt akarunk H-hoz
adni ugy, hogy a megnovelt digraf gyokeresen (k + 1)-él0sszefliggd legyen.

Kovetkezmény 4.2.9 Legyen H gydkeresen k-élosszefliggs. Azon D-beli élek minimdlis 6ssz-koltsége, melyek
H-hoz addsa egy gydkeresen (k+1)-€éldsszefiggd digrdfot eredményez egyenld az F-bdl c-fiiggetlendl kivdlaszthatd
halmazok mazximdlis szamdval.

Biz. Standard szubmodularitasbdl kapjuk, hogy F metsz6 halmazrendszer, igy a 4.2.6 tétel alkalmazhaté. e
Vegylik észre, hogy H = (V,0) és k = 0 esetén visszakapjuk Fulkerson tételét.

Gyokeres pontosszefiiggség novelése eggyel

Most megvizsgéljuk az el6bbi alkalmazds pontidegen véltozatdt. Legyen H = (V, E) irdnyitott graf az s
gyokérpontbdl k-pontosszefiiggd, ami a 4.2.4 lemma alapjdn azzal ekvivalens, hogy on (Xx, XB)+|Xx —XB| >
k fenndll minden olyan (Xx, Xg) parhalmazra melyre ) C Xgp C Xx CV —s.

Nevezziik pontosnak azon parhalmazokat, melyekre egyenléség teljesiil és jelolje F a pontos parok rend-
szerét. Szubmoduléris technikaval lathatd, hogy F parhalmazoknak egy metsz6 rendszerét alkotja.

Legyen D = (V, A) egy maésik digraf, amelyre D + H s-bol gyokeresen (k + 1)-pontosszefliggd. Pontos
paroknak egy Z rendszerét akkor nevezziik c-fliggetlennek, ha D-nek minden e éle Z-nek legfeljebb c(e)
tagjat fogja le. D-bSl minimélis Gsszkoltségii élt akarunk H-hoz adni gy, hogy a megnévelt H' digrafban
gyokeresen (k + 1)-pontosszefiiggd legyen.

Ennek felhasznélasaval a 4.2.6 tétel a kovetkez6t adja.

Kovetkezmény 4.2.10 Tegyik fel, hogy a H = (V, E) digrdf s-bdl gyokeresen k-pontdsszefiiggs, mig a D =
(V, A) digrdf olyan, hogy D + H s-bél gyokeresen (k + 1)-pontdsszefiiggé. Legyen c : A — Z kéltségfiigguény.
Ekkor azon D-beli élek minimdlis 6sszkoltsége, amelyeket H-hoz adva a keletkezd digrdf gyokeresen (k + 1)-
pontésszefiiggd egyenld a c-fiiggetlen pontos pdrhalmazok maximdlis szdmdval. e
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4.2.3 Metsz6 szupermodularis fliggvények befok-korlatos fedései

Egy D = (V, A) digrifban egy X C V halmaz B(X) bejdrata a B(X) := {v € X: létezik olyan uv € A él,
amelyre u € V — X'}) halmaz volt. Valamely g : V — Z fiiggvényre legyen

By(X) = [g(v) 1 v € B(X)].

Lemma 4.2.11 A (3, figgvény szubmoduldris, azaz Bg(X) + Bg(Y) > Ba(X NY) + Bg(X UY). Amennyiben
egyenldség dll, dgy g(v) >0 ésv € B(X)NB(Y) esetén v € B(X UY).

Biz. Hav € B(XNY)é v € B(XUY), gy v € B(X) N B(Y), {gy ilyenkor v hozzdjaruldsa mindkét
oldalhoz 2¢g(v). Ha v € B(X UY), akkor v € B(X) vagy v € B(Y), és hasonléképp, ha v € B(X NY), akkor
v € B(X) vagy v € B(Y). Emiatt ha v hozzdjaruldsa a jobboldalhoz g(v), gy a baloldalhoz is legaldbb g(v),
amibél a szubmodularitds kovetkezik. Amennyiben v € B(X)N B(Y), de v ¢ B(X UY), tigy v hozzdjaruldsa
a baloldalhoz 2¢(v), mig a jobboldalhoz g(v), igy g(v) > 0 miatt nem &llhat egyenl6ség. e

TETEL 4.2.12 Legyen D = (V, A) irdnyttott grdf, g : V' — Zy felsé korldt fugguény a csicshalmazon. Legyen
p pozitivan metszé szupermoduldris fliggvény. Akkor és csak akkor létezik olyan egészértéki x : A — Z4
fliggvény, amelyre 0.(Z) > p(Z) minden Z C V részhalmazra és . (v) < g(v) minden v € V csicsra, ha
minden X CV halmazra

P(X) < By(X). (4.16)

Biz. Sziikségesség. Amennyiben létezik a kivant z, gy tetszbleges Z C V halmazra p(Z) < gz(Z) <
Slo(v) :v € B(Z)] <3 [g(v) : v € B(Z)], azaz (4.16) fennall.
Elegenddség. Tekintsiik a 4.2.1 tétel alabbi specidlis esetét.

Lemma 4.2.13 Legyen D = (V, A) digrdf, p pozitivan metszd szupermoduldris halmazfigguény a V' részhalmazain.
Ekkor az {z > 0, 02(Z) > p(Z) minden Z C V-re} rendszer TDI. Tovdbbd, a dudlis linedris program optimdlis
dudlis megolddsa vdlaszthatd olyannak, hogy a pozitiv dudlis vdltozdju halmazok lamindris csalddot alkotnak.

Allitss 4.2.14 Elég a tételt arra az esetre beldtni, amikor g(v) = p(v) minden v € V-re.

Biz. Ha egy pontra g(v) = 0, akkor v nincs benne semelyik halmaz bejaratdban, {gy ha g(v) pozitiv, akkor
ezt nulldra csdkkentve (4.16) nem sériil meg, vagyis feltehetjiik, hogy o(v) = 0 esetén g(v) = 0. Ha o(v) > 0,
akkor a {v} egyelemii halmaz bejarata maga v, igy (4.16) miatt biztosan p(v) < g(v). Ha itt p(v) < g(v)
szerepel, akkor a p(v) értékét g(v)-re emelve, sem a pozitivan metszd szupermodularitdst, sem (4.16)-t nem
rontjuk el. o

Feltessziik tehét, hogy minden csicsra p(v) = g(v). Egy F lamindris halmazrendszert nevezziink fiiggetlennek,
ha D semelyik éle sem 1ép be egynél tobb tagjaba. Ilyenkor F-beli halmazok bejaratai diszjunktak és ezért
g(V) > Y [B,(X) : X € F]. A (4.16) feltétel szerint By(X) > p(X), amibsl g(V) > > [p(X) : X € F]
fenndll barmely fiiggetlen laminaris csaladra. Ugyanakkor az egyelemii halmazokbdl 4ll6 csaladra pedig, amely
laminéris és fiiggetlen, egyenléség 4ll, hiszen g(v) = p(v) minden v csdcsra, azaz g(V) = > [p(v) : v € V].
Kapjuk tehdt, hogy g(V) = max{> [p(X) : X € F]: F fiiggetlen lamindris}. A 4.2.13 tétel szerint viszont
ez a maximum a min{x(A) : > 0, 0(Z) > p(Z) minden Z C V-re} értékével egyenld. Az optimalizdlé z-re
(V) = 3,y () = 2(A) = 3,y 0a(0) 2 Dy p(0) = 3, cy 9(0), fey 02(v) = g(v) minden v € Vore. o

Direkt bizonyitas

Direkt bizonyitas a 4.2.12 tételben a feltétel elegenddségére. Nevezziink egy X halmazt pontosnak, ha
(4.16)-t egyenldséggel teljesiti, azaz B4(X) = p(X). Ha g = 0, gy (4.16) miatt p = 0, és ezért x = 0 jé lesz.
Tegyiik fel, hogy g(v) > 0 valamely v pontra. Legyen ¢’ az a fliggvény, amely g-bél 4ll el§ azaltal, hogy g(v)-t
eggyel csokkentjiik.

Amennyiben (4.16) g'-re nézve is fenndll, igy indukciéval készen vagyunk. Ha viszont g’-re megsériil (4.16),
ugy létezik egy olyan X (g-re és p-re nézve) pontos halmaz, amelyre v € B(X). Legyen X egy maximaélis ilyen
pontos halmaz, és legyen e = uv € A egy X-be 1ép6 él. Csokkentsiik p értékét eggyel minden olyan halmazon,
amelyen pozitiv volt és amelybe e belépett. A keletkezd p’ fiiggvényrdl lathatd, hogy szintén pozitivan metszd
szupermoduldris.

Allitas 4.2.15 p'-re és g'-re teljesiil a (4.16) feltétel.
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Biz. Ha nem teljesiilne, tigy 1étezne egy (g-re és p-re nézve) pontos Y halmaz, amelyre v € B(Y) és u € Y.
Most X és Y metszé pontos halmazok, gy By(X) + B4(Y) = p(X) +p(Y) < p(X NY) +p(XUY) <
Bg(XNY)+ By(XUY). A 4211 Lemma miatt végig egyenléség 4ll és emiatt v € B(X UY'). Ez viszont
ellentmond az X maximadlis valasztdsanak. e

Indukciéval létezik x’, amely teljesiti a tétel kivinsdgait p’-re és g'-re nézve. Jeldlje x azt a fiiggvényt,
amely z’-b6l 4ll el azaltal, hogy az e élen az értékét eggyel noveljiik. Ekkor z teljesiti a tétel kivansigait p-re
és g-re vonatkozélag. e e

Megjegyzés Mi torténik, ha a 4.2.12 tételben a pontok befokai helyett a kifokokra irunk el6 fels6 korldtot?
Taldn meglepd médon, {gy mar NP-teljes problémdkhoz jutunk. Legyen ugyanis egy D = (V, A) digrafnak
s adott pontja, és definidljuk a p fiiggvényt a kovetkezdképp: p(X) =1, ha®P C X CV —sés p(X) =0
kiilénben. Legyen g = 1. Ha most x olyan egész vektor, amelyre egyrészt minden v csicsra 0, (v) < 1, masrészt
minden ) C X C V — s halmazra g.(Z) > 1, akkor z egy olyan (V, F) digraf élhalmazdnak incidencia vektora,
amelyben minden csics kifoka legfeljebb 1 és amely egy feszité feny8. Vagyis, F' egy (s gyoker(i) Hamilton t.
Marpedig a Hamilton 1t létezése NP-teljes probléma.

4.2.4 Két alkalmazas
Fedés feny6kkel

Edmonds feny6 tétele adott gyokerli feny6k pakolasardl szélt. Vizsgdljuk meg, mi a helyzet, ha fenydk
pakoldsa helyett a feny&kkel fedni szeretnénk az éleket. Egy D = (V, E) digraf pontjainak barmely X C V
részhalmazdhoz jelolje B(X) := {v € X: 1étezik olyan uv € A él, amelyre u € V — X} az X halmaz bejdratat.
Ez tehat azon X-beli pontokbdl all, melyekbe vezet X-n kiviilrél él. A kovetkezd eredmény az Edmonds tétel
egyfajta fedési ellenparjanak tekinthetd.

TETEL 4.2.16 (K. Vidyasankar) Legyen s a D = (V, A) digrdf egy kijelolt pontja, amibe nem lép be él.
D éleit akkor és csak akkor lehet k darab s-gyokeri feszité fenydvel lefedni, ha (i) minden v € V — s pontra
o(v) <k, és (ii) minden X CV — s halmazra

k—o(X) <> [k—o(v):ve B(X), (4.17)
ahol B(X) az X bejdratdt jelols.

Biz. Figyeljiikk meg, hogy a p(X) := (k—o(X))" () € X C V —s) fiiggvény pozitivan metszd szupermodularis.
A g(v) == p(v) (v € V — s) fiiggvényre a (4.17) és (4.16) feltételek ekvivalensek. gy a 4.2.12 tétel szerint
létezik egy = : A — Z, figgvény, amelyre o-(v) = g(v) (minden v € V — s-re) és 9z(Z) > p(Z) (minden
Z C V —s-re). Ha most a digraf minden e éléhez még z(e) parhuzamos példanyt bevesziink, akkor a keletkezd
D™ digrafban minden v € V — s cstics befoka pontosan k és minden ) C X C V — s halmaz befoka legaldbb k,
igy Edmonds tétele alapjan DT felbomlik k élidegen feszité fenyére, igy az ezeknek megfelel$ fenySk D-ben
fedik D élhalmazat. e

Iranyitott vagasok lefogasa

A Lucchesi-Younger tétel irdnyitott vdgdsok minimalis lefogasaval foglalkozott. Most olyan lefogds 1étezésére
vagyunk kivancsiak, melyben a pontok befokaira korlat adott. A kovetkezd tételben érdekes megfigyelni a
formai analégiat Tutte 1-faktor tételével.

TETEL 4.2.17 Egy irdnyitott D = (V, A) grdfban akkor és csak akkor létezik olyan fenyves, amelynek élei
minden irdnyitott vdgdst lefognak, ha bdrmely nemires X C V halmazt elhagyva legfeljebb |X| darab olyan
komponens keletkezik, amelybe nem megy be él.

Biz. Sziikségesség. Ha F' C A lefogja az irdnyitott vagéasokat, igy F' D — X minden olyan komponensébél
tartalmaz kilépd élt, amelybe nem 1ép be él. Miutdn F fenyves, kovetkezik, hogy legfeljebb | X| ilyen komponens
lehet D — X-ben.

Az elegend8séghez legyen p(X) = 0, ha X-bdl 1ép ki él vagy X =0, és p(X) := ¢(X) kiilonben (ahol ¢(X)
a D — X irdnyitatlan értelemben vett komponenseinek a szdma). Ekkor p pozitivan metsz8 szupermoduldris.
Legyen g = 1. Amennyiben létezik egészértékili =, amelyre g,(Z) > p(Z) minden Z C V-re és g.(v) < 1
minden v csicsra, Ggy ezen utébbi feltétel miatt x 0 — 1-értékd, és az F' =: {e : z(e) = 1,e € A} halmaz
minden irdnyitott vagast lefog. Ekkor tehdt gr(v) < 1 minden v csicsra. Az is feltehet8, hogy F' fenyves,
mert ha tartalmazna irdnyitott kort, akkor annak barmely élét kihagyva, tovdbbra is az iranyitott vagésok
lefogdsat kapnank.

Tegyiik most fel, hogy nem létezik a szébanforgd x. Ekkor a 4.2.12 tétel miatt 1étezik olyan Z halmaz,
amelyre p(Z) > g(B(Z)) = |B(Z)|. Legyen X = B(Z). Miutén p(Z) > 0, Z-b6l nem 1ép ki él. Ezért a D — Z
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minden komponensei D — X-nek is komponense. Ezért D — X azon komponenseinek a szama, melyekbe nem
1ép él, legalabb p(Z), ami nagyobb, mint | X|, ellentmondésban a tétel feltevésével. o

Feladat 4.2.2 Adott g : V. — Z4 fels6 korldthoz eqy D = (V, A) digrdfban akkor és csak akkor létezik az
irdnyitott vagdsoknak olyan F lefogdsa, amelyre or(v) < g(v) minden v € V csidcsra, ha bdrmely nemdres
X C V halmazt elhagyva legfeljebb g(X) darab olyan komponens keletkezik, amelybe nem megy be él.

file: ugyok, 2007. méajus 6.
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5. Fejezet

ALKALMAZASOK

5.1 ALTALANOS IRANYITASI PROBLEMAK

Korédbban mar 14ttuk, hogy metsz8 szupermoduléris igényfiiggvény esetén mi a feltétele egy G = (V, E) graf
h-t fed6 irdanyitasanak. Most megnézziik mi mondhaté keresztezd szupermodularis igényfiiggvényre.

Nash-Williams tétele azt mondta ki, hogy egy G irdnyitatlan grafnak akkor és csak akkor van k-élosszefiiggd
irdnyitdsa, ha G 2k-élosszefliiggs. A tétel tisztdn kombinatorikus, leemeléseket haszndlé bizonyitdsa Lovésztol
szarmazik. EbboOl nem kovetkezett az amugy egyszerti Boesch-Tindell tétel, amely szerint egy vegyes grafnak
akkor és csak akkor van erdsen Osszefiiggl irdnyitdsa ha nem tartalmaz elvidgd élt és irdnyitott vagast.
Réadasul £ > 2-re nyitva maradt a vegyes grafok k-élosszefiiggé iranyithatésdganak kérdése, ahol mindene-
setre a kézenfekvo vagas feltétel nem elegendd. Jol tudtuk kezelni viszont a k-élosszefiiggd irdnyitas fokszam
korlatos valtozatait, és kimutattuk, hogy itt érvényes a lanctulajdonsig, mig vegyes grafok erésen Osszefiiggd
irdnyitasandl nem.

Az iranyitdsi feladatot h metszé szupermoduldris igényfiiggvény esetén két g-polimatroid metszeteként
tudtuk megfogalmazni, rdadasul nemnegativ h-ra mar egy is elég volt. Keresztezd szupermodularis igényfiiggvényekre
gyakran kényelmesebb szubmoduléris aramokkal modellezni a problémat. Ehhez a G egy tetszdleges referencia
irdnyitasabdl indulunk majd ki, és ebben kell alkalmasan kijeldlni azon éleket, amelyek megforditdasaval h-t
fedd irdnyitast kapunk.

Ha h-rél semmit nem kotilink ki, gy a h-t fed6 irdnyitas feladat NP-teljes problémékat is magdban foglal.
Nevezziink egy h halmazfliiggvényt keresztezd G-szupermoduldrisnak, ha h(X)+h(Y) < A(XUY)+h(XN
Y)+d(X,Y) teljestil a V minden X,Y keresztezd részhalmazdra, ahol d(X,Y) jeloli azon G-beli élek szdmat,
melyek X —Y és Y — X kozott vezetnek. Ez a legdltalanosabb fiiggvényosztély, amelynek fedését jellemzni
fogjuk. Miutdn a jellemzés nem annyira egyszerii, nem haszontalan specidlis eseteket is megfogalmazni, ahol
az irdnyithatdsag feltételei baratsdgosabbak. Két ilyen specidlis esettel kezdjiik.

5.1.1 Szimmetrikus igények

Egy h halmazfiiggvényt akkor neveziink szimmetrikusnak, ha h(X) = h(V — X) minden X C V-re.

Legyen hy és ha > 0 két keresztezé G-szupermoduldris és szimmetrikus fliggvény és legyen h a maximumuk,
azaz h(X) := max{h1(X),h2(X)}. (A hi nemnegativitdsit nem tessziik fel, és alkalmazdsokban ez hasznos
lesz.)

TETEL 5.1.1 A G = (V, E) irdnyitatlan grdfnak akkor és csak akkor létezik h-t fedd irdnyitdsa, ha d(X) >
2h(X) minden X CV halmazra fenndll.

Biz. A feltétel sziikséges, hiszen egy h-t fed§ irdnyitasra d(X) = o(X)+o(V—-X) > h(X)+h(V-X) = 2h(X).
A feltétel elegendbségéhez a fenti megfontolds alapjan azt kell kimutatnunk, hogy létezik egy olyan m befok
vektor, amelyre (3.81) fenndll. M4sszéval azt kell kimutatnunk, hogy a P := {x € RV : z > 0,z(V) =
|E|,z(Z) > i(Z) és (Z) > h(Z) + i(Z) minden Z C V-re}. Miutdn h nemnegativ, az z(Z) > i(Z)
egyenlStlenség felesleges, vagyis P = {x € RV : > 0,z(V) = |E|,z(Z) > p1(Z) és x(Z) > p2(Z) minden
Z C V-re}, ahol j = 1,2-re p;j(Z) := hj(Z) + i(Z). Miutdn p; keresztezd szupermoduldris, {gy P két bazis-
poliéder metszete és emiatt egész poliéder.

Réadésul az z*(v) := d(v)/2 8ltal definidlt = vektor benne van P-ben, hiszen egyrészt z*(V) = Y [z*(v) :
veV]=>[dw)/2:veV]=|E|, mésrészt Z C V-re z*(Z) = > [z*(v) :v € Z) = [d(v)/2 : v € Z] =
d(Z2)/2+i(Z) > h(Z) +i(Z). Vagyis a P egész poliéder tényleg nem iires, igy van egész eleme. o
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Nash-Williams tétele a hq(X) = k, ha 0 C X CV és he = 0 valasztdssal rogvest adédik, de valéjdban az
alabbi csinos élesitést is konnyen kapjuk.

Kovetkezmény 5.1.2 Legyen G (2k)-élosszefiiggd grdf és H a G-nek egy Euler-részrdfja (azaz H-ban minden
pont foka paros). Ekkor H-nak egy tetszéleges Euler-irdnyitdsdt ki lehet terjeszteni a G-nek egy k-élosszefiiggd
irdnyitdsdvd.

Biz. Tekintsiik az irdnyitatlan élek G' = (V| E') grafjit és definidljuk hi-t a kovetkez8képp. hi(Z) =
k—du(Z)/2. Legyen ha = 0. A 5.1.1 tételt G'-re alkalmazva az eredmény kozvetleniil adédik. e

Kovetkezmény 5.1.3 Adott a G = (V, E) k-éldsszefiiggd irdnyitatlan grdf éleinek egy E' részhalmaza. Akkor
és csak akkor lehet E' elemeit 1igy irdnyitani, hogy a keletkezd vegyes grdf k-élosszefiiggd legyen, ha dg/ (X) <
2(de(X) — k) fenndll minden X C V nemiires részhalmazra.

Biz. Helyettesitsiink minden E — E’-beli élt két ellentétes irdnyt parhuzamos éllel és a keletkezd vegyes grafra
alkalmazzuk az el6z6 kovetkezményt. e

Valéjdban ebben a megkozelitésben még tébb van.

TETEL 5.1.4 Legyen a G = (V, E) 2k-élsszefiiggd grdf éleinek {Eo, E, ..., E:} egy olyan particidja, ame-
lyre a Go = (V, Eo) Euler grdf, migj =1,...,t-re a G; = (V, E;) részgrdf (2k;)-élosszefiiggd. Ekkor G-nek
létezik egy olyan k-élosszefiiggd irdnyitdsa, amelyet Go = (V, Eo)-ra megszoritva Euler, mig G; = (V, Ej)-re
megszoritva kj-élosszefiggd (7 =1,...,t).

Biz. A feltételek nyilvan sziikségesek. Az elegenddséghez definidljuk j = 1,2, ..., t-re a p; halmazfliggvényket
a kovetkezdképp. Legyen p;(X) := ig,(X) + kj, ha § C X C V, tovdbba p;(0) = 0, p;(V) := |E;|. Ezek
keresztezd szupermoduldris fiiggvények, igy tekinthetjik az altaluk definidlt B; := {m; € zV - m;(V) =
pi(V), mj(X) > p;(X) minden X C V-re} bézis-poliérek B* Osszegét. Definidljuk tovdbbd a po hal-
mazfiiggvényt: ) C X C V esetén legyen p(X) := k — dg,(X) + ig—g,(X) és p(0) = 0, p(V) := |E — Ey|.
Legyen By := {m € Z" : m(V) = p(V), m(X) > p(X) minden X C V-re}.

Allitjuk, hogy a B* és a B b;izis poliéderek metszete nem lires. Legyen ugyanis m(v) := dep—g,(v)/2 és
m;(v) := dg, (v)/2. Ekkor persze m(v) = > [m;(v) : j = 1,. ] m(V) = |E—FEo| és m;(V) := | E;|. Tovdbb4
minden X C V-re m(X) = > [m(v) : v € X] Z[dEon v € X] =dp-gy(X)/2 4+ ip—p,(X) =
de(X)/2—dey(X)/24+i5-E,(X) > k—dEO(X)/2—|—iE,EO(X) :p(X) vagyis m € B. Hasonléképp, m;(X) =
Yomi(v) v € X] =3 ldr, (v)/2:v € X] =dg,(X)/2+ip; (X) = dE, (X)/2+ip; (X) > kj+ig, (X) = p;(X),
vagyis m; € B; és igy m € B*.

Kovetkezik, hogy a B N B*-nak 1étezik egy egész eleme is és ez felbomlik Bj-beli egész elemek Osszegére.
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5.1.2 Nemnegativ igények

Fujishige tételének alkalmazdasaként levezetiink egy irdnyitasi tételt, amely Nash-Williams irdnyitasi tételének
egy mds irdnyu altaldnositdsdnak tekinthetd (bar az 5.1.1 tételt csak nemnegativ p-re foglalja magdban).

TETEL 5.1.5 Tegyiik fel, hogy h keresztezd G-szupermoduldris és nemnegativ. G-nek akkor és csak akkor
létezik h-t fedd irdnyitdsa, ha
ep > Y h(V), (5.1)

ep > h(V-V) (5.2)

teljestl minden P = {Vi,...,Vi} particidra, ahol ep jeloli a Vi részek kozott vezetd élek szdmdt.

Biz. Csak az elegend8séget bizonyitjuk, a sziikségesség igazoldsa egyszerii gyakorlat.

Legyen p(X) := h(X) +ic(X). Miutdn iq(X) +i(Y) = ig(X UY) +ig(X NY) —d(X,Y) (ezt egyszerli
ellenrizni) és h keresztezd G-szupermoduldris, p keresztez szupermoduldris. (5.1) alapjan Zip(Vi) =
S A(V) + |El = ep < [E| = p(V). (52) alapjan 3,p(V — Vi) = S, h(V = Vi) + (t — DIE] — ep <
(CZ DIE| = (¢ — (V).

A 3.8.4 tételbdl kapjuk, hogy létezik egy m : V — Z fliggvény, amelyre m(V) = |E| és m(X) > p(X)
minden X C V-re. Mivel h > 0, igy m(X) > ic(X) és ezért az 3.1.7 irdnyitdsi lemma alapjan létezik olyan
irdnyitds, amelyben minden v pont befoka m(v). Alh’tjuk, hogy ez az iranyitas kielégiti a tétel kivansigait.
Valéban o(X) = > [o(v) :v € X] —iq(X) = m(X) —iq(X) > h(X). o
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Kovetkezmény 5.1.6 (A) Amennyiben az 5.1.5 tételben szerepld h figguény monoton csokkend, akkor mdr
az (5.1) feltétel elegendd.

(B) Amennyiben az 5.1.5 tételben szerepld h figgvény szimmetrikus, akkor az (5.1) feltételt elegendd csupdn
t = 2-re megkovetelni, ams tehdt avval ekvivalens, hogy da(X) > 2h(X) minden X C V részhalmazra.

Biz. Miutédn Viy1 C V—V; minden i = 1,...,t-re (ahol Vi11 := V1), a monotonitds miatt h(Viy1) > h(V —V;),
fgy S0 h(Vi) =30 h(Vigr) < 320 h(V — V;). Amibél kévetkezik, hogy (5.1) implikdlja (5.2)-t.

A (B) részhez el6szor figyeljik meg, hogy h szimmetridja miatt (5.1) és (5.2) ekvivalens. Tegylk most
fel, hogy (5.1) teljesiil minden kétrészes particiéra, és legyen P := {Vi,Va,...,Vi} egy t > 3 részes particidja
V-nek. A koztes élek ep szdma Y. d(Vi)/2, és igy a d(X) > 2h(X) feltételt kihasznalva kapjuk, hogy
ep =y d(Vi)/2 > h(V;), azaz (5.1) valéban fennall. o

Vegylik észre, hogy a h(X) :=k (0 C X C V) fliggvény esetén a (B) részbdl visszakapjuk Nash-Williams
irdnyitdsi tételét. Az (A) részbdl még dltaldnosabb tételek nyerhet6k. Adott | < k nemnegativ egész szamok
esetén egy D = (V, E) irdnyitott grafot akkor neveziink (k,[)-é16sszefiiggének, ha D-nek létezik egy olyan
s gyokérpontja, hogy s-bol minden mas pontba vezet k élidegen it és minden pontbdl vezet s-be [ élidegen
ut. (Azt mondjuk, hogy D az s-re nézve (k,1)-élosszefliggd.) Menger irdnyitott grafokra vonatkozé tételének
élidegen valtozata alapjan ez azzal ekvivalens, hogy minden s-t nem tartalmazé halmaz befoka legalabb k és
minden s-t tartalmazé halmaz befoka legaldbb [. Figyeljiik meg, hogy k = [ esetén a (k,1)-élosszefiiggdség
ekvivalens a k-élosszefiiggbséggel.

Egy G = (V, E) irdnyitatlan grafot akkor nevezink (k, [)-particié-Gsszefiiggdnek, ha V' barmely t-részes
particijara (t > 2) a koztes élek szdma legaldbb k(¢ — 1) + 1. Megjegyezziik, hogy matroidelméletben bi-
zonyitasra keriilt W.T. Tutte tétele, amely szerint G-ben akkor és csak akkor van k élidegen feszité fa, ha G
(k, 0)-particié-Osszefliggd.

Feladat 5.1.1 | > k esetén G akkor és csak akkor (k,1)-particid-osszefiiggd, ha (k 4 1)-élosszefiiggd.

TETEL 5.1.7 Tegyiik fel, hogy | < k. Egy G = (V,E) irdnyitatlan grdfnak akkor és csak akkor létezik
(k,1)-€losszefiiggd iranyitdsa, ha G (k,l1)-particid-osszefiiggd.

Biz. Legyen s a graf tetsz6leges csicsa. Legyen h(0) := h(V) := 0, h(X) :=k, ha X CV — s és h(X) :=1,
ha s € X. Alkalmazhatjuk a 5.1.6 kovetkezmény (A) részét. e

A bizonyitasbdl kiadédott, hogy a h nemnegativ keresztezé G-szupermoduldris fiiggvényt fedd irdnyitasok
befok vektorai pontosan a B’(p) bazis poliéder egész pontjai (ahol p(X) = h(X)+i(X)). A 3.3.11 kovetkezményben
megfogalmazott lanctulajdonsiagbdl kapjuk:

Kovetkezmény 5.1.8 Legyen f és g a G = (V, E) irdnyitatlan grdf ponthalmazdn egy alsé és egy felsd korldt
fiuggvény (0 < f < g). Legyen h memnegativ keresztezd G-szupermoduldris fliggvény. Amennyiben létezik h-t
fed8 olyan irdnyitds, amelyben o' (v) > f(v) minden v-csicsra, és létezik h-t fedd olyan irdnyitds, amelyben
0" (v) < g(v) minden v-csicsra, gy létezik olyan h-t fedd irdnyitds is, amelyre f(v) < o(v) < g(v) minden
v-csicsra. ®

Természetesen ez a kovetkezmény alkalmazhaté az aldbbi specidlis specialis h fliggvények esetén.

TETEL 5.1.9 Legyen f :V —Z. A G = (V,E) grdfnak akkor és csak akkor létezik olyan k-élosszefiiggd
irdnyitdsa, amelyben minden v csics befoka legaldbb f(v), ha V minden olyan P := {Uo, Ui, ...,Uq} particidjdra
(g > 0), amelyben (egyediil) az Uy rész lehet dires (és lehet ¢ = 0, amikoris Uy az egész V'), a kiztes élek ep
szdmdra és az Ug dltal feszitett élek i(Uy) szdmdra fenndll, hogy

ep +1(Uo) > f(Uo) + kq, (5.3)
ahol f(X) :=> [f(v):v e X].

Biz. Definidljuk a hy halmazfiiggvényt a kovetkezOképpen. hys(0) := hp(V) := 0, hy(X) := k, ha X
nem egyelemf, és minden v € V-re hy({v}) := max(k, f(v)). Ez a fiiggvény nyilvdn monoton csdkkend és
keresztezd G-szupermoduldris, {gy alkalmazhatjuk a 5.1.6 kovetkezményt. Az ebben eléfordulé {Vi, Va, ..., V;i}
particiéban az indexek esetleges dtpermutaldsa utén feltehetjiik, hogy az els6 p rész olyan, hogy a hy(V;) = k,
mig a tobbi ¢t — p rész olyan, hogy hs(V;) > k. Ekkor persze ezen utébbi részek mind egyelemiek, melyek
halmazat jeliiljiik Up-lal. Legyen tovdbba ¢ = 1,...,p-re U; := V;. Konnyen latszik, hogy ilyen vilasztds
mellett (5.3) ekvivalens (5.1)-tal. e
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TETEL 5.1.10 Legyen g : V —Zy olyan, hogy g(v) < dg(v) minden v csicsra. A G = (V, E) grdfnak akkor
és csak akkor létezik olyan k-élosszefiiggd irdnyitisa, amelyben minden v csucs befoka legfeljebb g(v), ha V
minden olyan P := {Uo,U,...,Us} particidjdra (¢ > 0), amelyben egyediil az Uy 1ész lehet tres (és lehet
p = 0, amikoris Uy az egész V), az U,...,Uq részek ké26tti élek e szdmdra az Uy dltal feszitett élek i(Up)
szamdra fenndll, hogy

9(Us) > i(Uo) + kq — (5.4)

ahol g(X) := > [g(v) : v € X].

Biz. Egy irdnyitds pontosan akkor teljesiti a kivanalmakat, ha atforditva olyan k-élosszefliggé irdnyitast
kapunk, amelyben minden v pont be-foka legaldbb f(v) := dg(v) — g(v). Igy alkalmazhatjuk a 5.1.9 tételt,
csupén azt kell megfigyelniink, hogy az (5.4) és (5.3) feltételek egymadssal ekvivalensek. o

A k =1 esetben a feltételek egyszerlisdnek.

TETEL 5.1.11 Legyen f : V. —Z mindeniitt pozitiv. A G = (V, E) grdfnak akkor és csak akkor létezik
olyan erdsen ésszefiiggd irdnyitdsa, amelyben minden v csics befoka legaldbb f(v), ha G 2-élosszefiggd, és
minden Z C 'V nemires halmazra a Z elhagydsdval keletkezd grdf komponenseinek c¢(X) szamdra

f(Z) +c(2) < e(2), (5.5)
ahol e(Z) jeldli azon élek szamdt, amelyeknek legaldbb egyik vége Z-ben van.

Biz. Alkalmazzuk k = l-re az 5.1.9 tételt és figyeljiik meg, hogy ilyenkor az (5.3) feltételt, amennyiben Uy
nem {ires, elegendo csak olyan particiékra nézni, amelyekben az U; és U; részek kozott egyaltalan nem vezet
él (1 <i < j <gq). Valéban, ha egy a (5.3) feltételt megsértd particiéban Uy nem iires és U; és U; részek
kozott vezet él, akkor e két részt az unidjukkal helyettesitve szintén sértd particiét kapunk (itt hasznédlva ki,
hogy k = 1). Mdrmost egy ilyen speciélis particiéra az Uy = Z 4tjelolés mellett ekvivalens (5.5)-cel.

Az Uy = 0 esetre pedig az (5.3) feltétel azzal ekvivalens, hogy V minden p > 2 részes F := {V4,...,V,}
particiéjara (nek tres részekre), a kereszt élek szdma legaldbb 2p. Ez viszont amiatt teljesiil, mert a feltevés
szerint G 2-élosszefiiggd, igy d(Vi) > 2, vagyis er = > 1 d(V;)/2> 371 >q. e

5.1.3 Vegyes grafok iranyitasa

A 5.1.5 tétel bizonyitdsdban kihasznéltuk, hogy h nemnegativ. Ez sajnélatos, mert egy M = (V, A+ E) vegyes
grafnak, amelyben A az irdnyitott élek halmaza, E pedig az irdnyftatlanoké, (gyokeres) k-éloszefiiggévé torténd
irdnyitasa csak olyan h segitségével fogalmazhaté meg, amely ugyan keresztezé G-szupermoduléris, de lehet
negativ értéke is. Vegyes graf irdnyitasan azt értjiik, hogy az iranyitatlan éleket kell iranyitanunk az irdnyitott
élek valtozatlanul hagydsa mellett. Kérdés, hogy maguk a (nemnegativ h-ra vonatkozé irdnyitdsi) tételek
érvényben maradnak-e. Kideriil, hogy a metszé G-szupermodularis esetben igen: ilyenkor egy particié tipusu
feltétel szilikséges és elegendé lesz és ez specializalhatd a vegyes graf gyokeres k-él0sszefliggévé irdanyitasara.

Amint a kordbban mér megismert egyszerii Boesch-Tindell tétel mutatta, egy vegyes graf erésen Gsszefiiggévé
irdnyitasdhoz a vagds feltétel elegendd, k > 2-re azonban a k-élosszefliggévé iranyitdshoz immér a particiés
vagy ko-particids jellegli sziikséges feltételek sem bizonyulnak elegendének.

Abra

A graf ponthalmaza {1,2,3,4}. Két irdnyitatlan él van: 12 és 34. Kilenc irdnyftott él van: 14,1441,
13,13,31, 23,23,32. Konnyen ellendrizhetd, hogy k = 2-re nincs k-élosszefiiggd irdnyitas.

Masrészt mivel a kilenc élii irdnyitott graf erésen Osszefliggd, igy azok a hidnyos halmazok, amelyekbe
egyetlen irdnyitott él 1ép be. Osszesen harom ilyen van: Z; = {2}, Zo = {1,2,3}, Zs = {1,4}. Ezen hirom
halmaz koziil barmely kett6hoz a két iranyitatlan élnek van olyan irdnyitdsa, amely mindkét kijelolt halmazhoz
tartalmaz belépé élt. Emiatt egy bizonyiték, amely azt mutatja, hogy 2-élosszefiiggl irdnyitds nem létezik
sziikségképpen tartalmaznia kell mind a harom Z; halmazt. Ez a hdrom halmaz azonban se particiét, se
koparticiot nem alkot.

Ha tehat h keresztez6 G-szupermoduléris, akkor a fenti meggondolasok alapjan a h-t fedd iranyitdsok
befok vektorai éppen a B’'(h + ig) és a B’(i¢) bazis poliéderek metszetének egész pontjai. Nemnegativ h
esetén B’(h + ic) benne van B'(ig)-ben és ezért volt, hogy ilyenkor a h-t fedd irdnyftdsok befok vektorai
egy bézis poliédert feszitenek, aminek példdul folyomanya volt a linking tulajdonsédg. Altaldnos keresztezd G-
szupermoduldris h-ra mar két egymast nem tartalmazé bézis poliéder metszetérél van sz, amelyre a linking
tulajdonsdg mar nem feltétleniil érvényes, amint ezt a kovetk ez6 példa konkrétan is jelzi. Nem érvényes
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tehat a kovetkezd. Ha egy vegyes grafnak van olyan erésen Osszefiiggd irdnyitasa, amelyben minden v pont
befoka legaldbb f(v), és van olyan erésen Gsszefiiggé irdnyitdsa, amelyben minden v pont befoka legfeljebb g(v),
akkor létezik olyan erésen Osszefiiggl irdnyitdsa is, amelyben minden pont befoka legaldbb f(v) és legfeljebb
g(v). Az allitdst céfolé vegyes graf négy pontbdl 4ll, viva és vovs irdnyitatlan élek, vs és va kozott van két
ellentétesen iranyitott parhuzamos él, és v1 és vo kozott van két ellentétesen irdnyitott parhuzamos él. Az f
alsé korlat a négy ponton rendre 1,0, 0,0, mig a g felsé korlat rendre 1,1,0, 1.

Elvileg kozvetleniil is meg lehetne hatarozni két bézis poliéder metszete nemiirességének feltételét, de
kényelmesebb a nagyobb rugalmassagot nyujté szubmoduléris dramok fogalméaval dolgozni, ahhoz hasonléan,
ahogy ezt kordbban méar a szimmetrikus h fiiggvény esetén tettiik. A keresztezd szubmoduldris fliggvénnyel
hatarolt szubmodularis dramok megengedettségére vonatkozé 4.1.10 tétel segitségével adjuk meg a vélaszt
arra irdnyitasi kérdésre, amikor h keresztez6 G-szupermoduldris, de nem feltétleniil nemnegativ.

TETEL 5.1.12 Legyen G = (V, E) irdnyitatlan grdf és h keresztezd G-szupermoduldris fligguény, amelyre
h(®) = h(V) = 0. G-nek akkor és csak akkor létezik h-t fedd irdnyitdsa, ha h(F) < ZjEE ej(F) fenndll V
minden Z részhalmazdnak minden F fa-kompozicidjdra, ahol e;(F) annak a két szdmnak a mazimumdt jelz,
ahdny F-beli halmazba a j €l egyik illetve mdsik irdnyitasdndl belép.

Biz. Tekintsik a G grafnak egy tetszéleges irdnyitdsdt, amelyet D = (V, A)-val fogunk jelolni. Ez csak arra
szolgdl, hogy segitségével megadjuk a G keresett irdnyitasat. A megadas igy torténik, hogy meghatarozzuk a
D bizonyos éleit, amelyek megforditasdval a végsé irdnyitast megkapjuk. A megforditandé éleket egy x : A —
{0,1} vektor frja le, ahol z(a) = 1 jelenti azt, hogy az a élt megforditjuk. Ezen konvenciéval élve egy z : A —
{0, 1} vektor pontosan abban az esetben hatdroz meg egy h-t fedd irdnyitdst, ha pa(Z2) — 0. (Z2)+.(Z) > h(Z)
minden Z C V halmazra fenndll, ami azzal ekvivalens, hogy

0:(2) = 8:(2) < b(Z) == 04(Z) — h(2). (5.6)

Miutén az igy definidlt b halmazfiiggvény keresztezd szubmoduldris, a {0(Z) — 0-(Z) < b(Z),0 < z < 1}
rendszer egy @ szubmoduléris aram poliédert hatdroz meg. Koénnyen latszik, hogy az 4.1.10 tételben szerepld
feltétel ekvivalens a tételbeli feltétellel. fgy Q nemiires, de akkor 1étezik egész pontja is, ami viszont éppen a
keresett iranyitast adja meg. o

Mérmost legyen M = (V, A + E) vegyes graf, G éleit akarjuk irdnyitani ugy, hogy a keletkezé (V, A + E)
digraf k-élosszefliggd legyen. Definidljuk a h fliggvényt az iires halmazon és V-n nulldnak, mig mésutt h(X) =
k — 0a(X). Ekkor h keresztez8 szupermoduldris, és az E-nek egy E irdnyitasa pontosan akkor fedi h-t, ha
(V,A+ ff) k-él6sszefliggé. Ezen h fliggvényre alkalmazva az 5.1.12 tétel elsé részét megkapjuk a vegyes graf
k-él0sszefliggbvé irdnyitasdnak sziikséges és elegendé feltételét.

A fenti példdban a Z = {1,2} halmaznak {Z1, Z2, Z3} egy fa-kompozicidjat alkotja, éspedig azt, amelyet
a Z-nek az {{1},{2}} particigja, a V — Z-nek {{3}, {4}} partici6ja, és a particié tagjain értelmezett f1 =
(3,2), f2 = (4,1), f3s = (3,1) irdnyitott fa-élek definidlnak. Ekkor egyrészt h(F) = Z?Zl[k —0a(Z)] =
2?21[2 — 1] = 3 mésrészt Z]EE ej(F) =141=2, vagyis az 5.1.12 tételbeli feltétel nem teljesiil.
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5.2 AZ ELOSSZEFUGGOSEG NOVELESE

Ebben a részben azt mutatjuk be, hogy a méas eléaddsokban mar tanulményozott élosszefliggfség novelési
problémék hatterében g-polimatroidok allnak.

5.2.1 Iranyitott novelés

Adott D = (V, A) irdnyitott grafra nevezziink egy my; : V — Z vektort novelési kifok-vektornak, ha létezik
egy olyan H = (V, F) digraf, amelyre G+ H = (V, A+ F') k-élosszefiiggd és 0 (v) = mu;(v) minden v € V-re.
A novelési befok-vektort analég definidljuk.

A Gréfelmélet el6addsban megfigyeltiik, hogy Mader irdnyitott leemelési tétele ekvivalens a kovetkezével.

TETEL 5.2.1 Adott a D = (V, A) digrdf valamint az mpe : V. — Zy és myi : V. — Zy fokszdm-elbirdsok,
melyekre mye (V) = mri (V). Akkor és csak akkor létezik olyan H = (V, F) digrdf, amelyre ou (v) = mpe(v) és
0m (v) = mu;(v) teljesil minden v € V' pontra és D + H k-élésszefiiggd, ha

Mpe(X) >k — op(X) és mpi(X) >k —6p(X) minden O # X C V részhalmazra. (5.7)
Ennek felhasznélasaval bizonyitottuk a kovetkezd novelési tételt:

TETEL 5.2.2 Egy D digrdfot akkor és csak akkor lehet legfeljebb v uj €l hozzdaddsdval k-élésszefiiggévé
tenni, ha a csicshalmaz minden {X1, ..., X} részparticidjdra Zl[k —0p(Xy)] <7 és Zl[k —op(Xy)] < 7.

A bizonyitds azon mult, hogy meg tudtunk hatdrozni egy kifok- és egy befok-vektort, melyekre mpe(V) =
my (V) = =, és {gy lehetett a 5.2.1 tételt alkalmazni. A meghatdrozds érdekes jellegzetessége volt, hogy
egyfajta értelemben mohdn tortént: egy ,,nagy” kiinduldsi my; (ill. mpe) vektor komponenseit egyenként
csokkentettiik csak arra tigyelve, hogy a (5.7) feltételek érvényben maradjanak. Ki fogjuk mutatni, hogy
ennek hétterében az &ll, hogy a noévelési kifok (és befok) vektorok kontra-polimatroidot feszitenek. Ennek
szép kovetkezménye lesz, hogy pontindukalt koltségek esetén a novelési probléméanak a koltséges valtozata is
megoldhaté.

Kényelmesebb a novelési probléma &dltaldnosabb, absztrakt alakjaval dolgozni. Az aldbbiakban szerepls p
(nemnegativ) fliggvény végig egy pozitivan keresztezd szupermoduldris halmafiiggvényt jelent a V' alaphalma-
zon, amelyre p(V) = 0. Jeldlje p azt a fliggvényt, amelyre

p(X) :=p(V — X) minden X C V-re. (5.8)

Nyilvdn p is pozitivan keresztezd szupermoduldris, amelyre p(0) = p(V) = 0. Adott v > 0 egész szédmra
definialjuk a p” fiiggvényt a kovetkezdképpen.

p'(V):=v és p"(X):=p(X), ha X CV. (5.9)
Nyilvanval6 a kovetkezd megfigyelés.
Allitas 5.2.3 Ha minden X,Y C V diszjunkt halmazra
v 2 p(X) +p(Y), (5.10)
akkor p” pozitivan metsz6 szupermoduldris. e

A Kombopt struktirak cimii eladdsban igazoltuk a 5.2.1 tétel kdvetkez6 dltalanositasat.

7

TETEL 5.2.4 Legyen my; : V. — Ziy €s mpe : V — Z4 a pontok ki- és befokaira vonatkozo eldirds, melyekre
v = mpe(V) = mgi(V). Akkor és csak akkor létezik olyan H = (V| F) irdnyitott grdf, amely fedi p-t és
amelyben

0 (v) = mii(v) és or(v) = mpe(v) (5.11)
minden csiucsra fenndll, ha minden X C V-re
myi(X) > p(X) (5.12)
és
moe(X) = p(X) (5.13)
fenndll.

Az aldbbiakban ezt a tételt bizonyitds nélkiil fogjuk haszndlni. Azt mondjuk, hogy egy mu; vektor p-t
fedd kifok-vektor, ha létezik p-t fed6 H digraf, melyre d(v) = mgi(v) minden v € V-re. Jellemezziik a p-t
fedd kifok-vektorokat.
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TETEL 5.2.5 Adott mg; : V — Z. vektor akkor és csak akkor p-t fedd kifok-vektor, ha

mui(Z) > p(Z) minden Z C V-re (5.14)

mpi(V) > max{)" [p(X;)] : {Xi} particic}. (5.15)

Biz. Legyen H = (V, F) egy p-t fedé digraf, melynek kifok-vektora my;. mg:(Z) = ZUEZ ou(v) > 0u(Z) =
oua(V —Z) > p(V — Z) = p(Z) minden Z C V-re. Tovabbd my:i(V) = |F| > > ou(Vi) > >, p(Vi), tehdt a
feltételek sziikségesek.

Az elegenddség igazoldsdhoz legyen v := mu; (V). Ekkor teljesiil (5.10), hiszen ha X, Y diszjunkt halmazok,
akkor (5.14) nyomén v = mpi(V) > mpi(X) + mui(Y) > p(X) 4+ p(Y). Igy a (5.9) 4ltal definislt p” fiiggvény
pozitivan metsz6 szupermoduldris. A 3.4.6 tétel folytdn a (5.15) feltételbdl kovetkezik, hogy a B’(p”) bézis-
poliéder nemiires, {gy tartalmaz egy mpe egész pontot, amelyre tehdt mpe(Z) > p(Z) minden Z C V-re és
mpe (V) = . Alkalmazhatjuk a 5.2.4 tételt, amelynek alapjan létezik a p-t fedé eléirt kifok-vektord digraf. e

Kovetkezmény 5.2.6 Adott mpe : V — Zy vektor akkor és csak akkor p-t fedd befok-vektor, ha

mye(Z) > p(Z) minden Z C V-re (5.16)

mpe (V) > max{zi[ﬁ(Xi)] - {X;} particid}. (5.17)

Biz. Egy H digraf pontosan akkor fedi p-t, ha az éleinek megforditdsival keletkezé H digraf fedi p-t. Emiatt
a p-t fedd befok-vektorok és p-t fedd kifok-vektorok ugyanazok. A (5.14) és a (5.15) feltételeket p-re felirva
éppen a (5.16) és (5.17) feltételeket kapjuk, {gy alkalmazhatjuk a 5.2.5 tételt p helyett p-re. o

Adott v > 0 egészre vizsgidljuk meg egy p-t fedd v éli digraf létezésének feltételét.
Allitas 5.2.7 Ha létezik p-t fedd ~ élic H = (V, F) digrdf, akkor
v > Zip(Vi) és v > Ziﬁ(Vi) V minden {Vi,...,Vi} particidjdra. (5.18)
Biz. y=[F| >} 0i(Vi) 230, p(Vi) és v =|F| = 300:(Vi) = 32, p(Vi). ®

TETEL 5.2.8 Legyen ~ olyan egész, amelyre (5.18) fenndll. Ekkor p” pozitivan metszé szupermoduldris, a
B'(p”) bdzis-poliéder nemiires és egész pontjai pontosan a p-t feds v élti digrdfok befok-vektoras.

Biz. Mivel v > Zl p(V;) fenndll minden {V;} particiéra, és igy p nemnegativitdsa miatt minden részparticiéra
is, ezért egy {X,Y} részparticidra v > p(X) + p(Y), és {gy a 5.2.3 4llitds miatt p” pozitivan metszd szuper-
moduldris. A 3.4.6 tétel szerint B'(p”) nemiires, hiszen a v > Y p(V;) feltétel miatt p7(S) =~ > > p(Vi) =
>, 7 (Vi) minden {V;} particiéra. A tétel utolsé részéhez alkalmazzuk a 5.2.6 kovetkezményt az olyan mpe
vektorokra, melykre mep. (V) =7. @

A tételbél rogton adédik:
Kovetkezmény 5.2.9 A p figgvény akkor és csak akkor fedhetd le v éli digrdffal, ha (5.18) fenndll.

Jelolje most v a p-t fedé digrafok minimalis élszdméat. Ekkor az 5.2.8 tétel szerint p” pozitivan metsz6
szupermoduldris, és igy C(p”) kontra-polimatroidot alkot.

TETEL 5.2.10 A p-t fedé befok-vektorok pontosan a C(p") kontra-polimatroid egész elemei.

Biz. Legyen my. egy p-t fed6 H = (V, F') digraf befok-vektora. Ekkor egyrészt mp.(V) = |F| > v, mdsrészt
mpe(X) = > cx 0r(v) > ou(X) > p(X) minden X C V-re vagyis mpe € C(p). A forditott irdny a 5.2.6
kovetkezménybdl adédik. e

Megjegyzés Miutén p csak pozitivan keresztezd, ezért C(p”) = {z : (Z) > p"(Z),Z C S} nem minden
~-ra kontra-polimatroid. Ha azonban v > p(X) 4 p(Y) minden diszjunkt X,Y-ra fenndll, akkor mar p”
pozitivan metszé szupermoduldris, igy C(p”) kontra-polimatroid. Ennek az egész pontjainak dltaldban nem
ismert a kombinatorikai jelentése. Ellenben ha v > {}° p(Xi) az S minden {X;} particiéjra, akkor C(p”)
egész elemei pontosan a p-t fed6 legaldbb ~ éli digrafok befok-vektorai. Ha pedig v a legkisebb olyan szam,
amelyre van p-t fedd ~ éli digréaf, azaz v a Zip(Vi) és Ziﬁ(Vi) értékek minimuma, akkor C(p”) egész
pontjai éppen a p-t fed6 digrafok befok-vektorai.
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Tekinthetjliik a novelési és dltalanosabban a p-fedési feladatnak a minimaélis koltségli valtozatat, amikor
adott két nemnegativ koltségfiiggvény a ponthalmazon, ci; és cpe, és egy Uj uv él koltségét a ci:(v) + cpe(u)
Osszeggel definidljuk. A cél minimalis koltségli élhalmaz hozzdddsival D-t k-élosszefiiggévé tenni. (Amenny-
iben az éleken egy tetszbleges koltség vektor van megadva, a novelési probléma NP-teljes). Ehhez csak az
kell, hogy a C(p) (és az analég médon definidlt C(p) kontra-polimatroidnak egy-egy minimalis koltségli mee
ill. my; elemét megkeressiik, melyekre my; (V) = mpe(V'), majd alkalmazzuk a 5.2.4 tételt. A keresés a mohé
algoritmus kontra-polimatroidra vonatkozé valtozataval torténhet, amikor a definidlé p fiiggvény pozitivan
metszd szupermoduldris.

5.2.2 Iranyitatlan novelés

A fenti megfontolds dtviheté az irdnyitatlan élosszefiiggéség novelési problémara is, rdadasul a globélis k-
élosszefliggdség novelésénél altaldnosabb alakban. Minden {u,v} pontpéarra adott egy r(u,v) # 1 eldirds,
és dgy kell minimdlis szdmu élt a megadott G = (V, E) Osszefiiggd irdnyitatlan grafhoz hozzdadni, hogy a
megnovelt grafban minden (u,v) pontpérra u és v kozott az élidegen utak maximédlis A(u,v) szdma legaldbb
r(u,v) legyen. Vezessiik be az R(X) := max{r(u,v) : |{u,v} N X| = 1} fiiggvényt. R nyilvdn szimmetrikus és
nem nehéz igazolni, hogy ferdén szupermoduléris. Azt mondjuk, hogy egy G* gréf fedi R-t, ha dg+ > R.

Bizonyitéds nélkiil kézoljik a kovetkez6 tételt, amelyet Mader eredetileg egy ezzel ekvivalens alakban fogal-
mazott meg pontparok lokdlis élosszefiiggbségét megdrzé leemelésekre vonatkozdan.

TETEL 5.2.11 (Mader) Adott G = (V, E) iranyitatlan grdf és egqy m : V. — Z egész vektor, amelyre m(V')
pdros, és nincs G-nek olyan K komponense, amelyre m(K) = 1. Akkor és csak akkor létezik olyan H = (V, F)
grdf, amelyre dg(v) = m(v) minden v € V-re és G + H fedi R-t (azaz \(u,v; G + H) > r(u,v) minden {u, v}
pontpérra), ha

m(X) > R(X) — da(X) minden X C V-re. (5.19)

Egy ilyen m vektort nevezzink a novelés fokszam vektordnak. Definidljuk p-t fiiggvényt a p(X) =
(R(X) — da(X))t (X C V) képlettel. Ekkor p(V) = 0, p szimmetrikus és ferdén szupermoduldris. Adott
v > 0 egészre legyen

p?(V):=2y és p*(X):=p(X),ha X C V. (5.20)
Ekkor p?” szimmetrikus és ferdén szupermoduldris és igy a 3.4.1 lemma szerint lényegében szupermoduldris.
Emiatt B’(p>”) bézis poliéder, amelynek egész elemei a ~ élii novelés fokszam vektorai. A 3.4.7 tétel sz-
erint B’(p) akkor és csak akkor nem iires, ha minden {Xi,..., X;} részparticiéra »  p(X;) < p(V). Ebbél
kovetkezik:

TETEL 5.2.12 Adott G = (V, E) dsszefiiggd irdnyitatlan grdfhoz akkor és csak akkor létezik olyan v €éli H =
(V, F) grdf, amelyre A(u,v; G+ H) > r(u,v) minden {u,v} pontpdrra, ha minden {X1,..., Xi} részparticidra
D R(XG) —da(Xi)] < 2v. Az ilyen y €lii H grdfok fokszdm vektorai pontosan a B’ (p*) bdzis-poliéder egész
elemei.

Kovetkezmény 5.2.13 Adoit G = (V, E) dsszefiiggd irdnyitatlan grdf és g : V. — Zy felsé korldt. Ha létezik
olyan H = (V, F) grdf, amelyre du(v) < g(v) minden v € V csicsra és

Mu,v; G+ H) > r(u,v) minden {u,v} pontpdrra, (5.21)

és létezik legfeljebb v €l (5.21)-t kielégitd grdf, akkor olyan grdf is létezik, amely egyszerre kielégiti a kivdnalmakat.
[ ]

Az irdnyitott esethez hasonléan, ennek alapjan adott ¢ : V' — Ry koltségfiiggvényre a mohé algoritmus
segitségével meg tudunk hatdrozni egy minimdlis koltségii novelést, ahol egy 1j uv él koltsége c(u) + c(v).
Kiindulunk abbdl az m vektorbdl, amelynek minden komponense az r(u,v) igények értékének k maximuma,
majd a c(v) szerinti cstkkené sorrendben végighaladva a csticsokon, egymads utdn prébaljuk csdkkenteni az m(v)
pozitiv komponenseit amennyivel csak lehet csupdn arra tligyelve, a C(p) kontrapolimatroidban maradjunk.
Technikailag ez Ugy torténhet, hogy egy 4j pontbdl minden v pontba vezetiink m(v) parhuzamos élt, majd
ezek koziil sorra kihagyunk néhanyat csak arra vigydzva, hogy a meglévs graf kielégitse az eredeti pontok
lokalis élosszefiiggiségére vonatkozé elbirdsokat. Kzt addig csindljuk, amig 2y 1j éliink nem marad, majd
alkalmazzuk Mader tételét.

novel 2007. mé&jus 6.
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5.3 IRANYITOTT PONTOSSZEFUGGOSEG NOVELES

Egy adott digrafot k-élosszefliggére novelé digrafok befok-vektorairdl belattuk, hogy kontra-polimatoridot
alkotnak. Megmutatjuk, hogy hasonlé &llitds érvényes a pontosszefiiggéség esetén is. A Kombinatorikus
Optimalizalasi Strukturdk eléadasbdl ismeretes, hogy az irdnyitott grafok pontdsszefiiggdségének optimadlis
novelésére vonatkozé min-max tétel a kdvetkez6 dltaldnosabb eredmény specidlis eseteként adédik. A megfo-
galmazashoz emlékeztetlink, hogy parhalmazok egy halmazat akkor neveztiink fiiggetlennek, ha barmely két
tagra vagy a bels6 halmazok diszjunktak vagy a kiilsé¢ halmazok unidja az alaphalmaz.

TETEL 5.3.1 Legyen p pozitivan keresztezd szupermoduldris pdrhalmaz fiigguény. A p-t fedd irdnyitott éleik
minimdlis szdma egyenld a fliggetlen pdrhalmazok maximdlis p-dsszegével. FEkvivalens megfogalmazdsban, p
akkor és csak akkor fedhetd ~y éllel, ha pdrhalmazok bdrmely fiiggetlen részhalmazdnak p-osszege legfeljebb .

Ebbdl levezetjiik, hogy egy adott vektor mikor egy p-t fed6 digraf befok-vektora. A Z C V halmazokra
jelolje p* (Z) az olyan fliggetlen parhalmazok maximadlis p-Gsszegét, melyek belsé halmazai mind Z-ben vannak.

TETEL 5.3.2 Adott m : V — Z vektorhoz akkor és csak akkor létezik p-t fedé m befok-vektoru digrdf, ha
m(Z) > p*(Z) minden Z C V -re. (5.22)

Biz. Ha létezik a keresett digraf, akkor p*(Z) legfeljebb akkora, mint azon élek szdma, melyek feje Z-ben
van, vagyis, mint m(Z2), azaz (5.22) sziikséges.

Az elegenddséghez tegylik fel, hogy (5.22) fenndll. Ezért az egyeleml Z = {v} halmazokra m(v) > p(Z, Z).
Moédositsuk a p fiiggvényt azdltal, hogy minden olyan Z = {v} halmazra, melyre m(v) > p(Z,Z) a p(Z, Z)
értéket m(v)-re emeljiik. A keletkez6 p’ parhalmaz fiiggvény tovabbra is pozitivan keresztezd szupermodularis.
Amennyiben létezik p’-nek v := m(V) élii fedése, tigy sziikségképpen minden v pont befoka pontosan m(v) és
készen vagyunk. Ha nem létezik ~ élii fedés, akkor az 5.3.1 tételt p’-re alkalmazva azt kapjuk, hogy 1étezik
fliggetlen parhalmazok egy F rendszere, amelyre p'(F) := > [p'(X) : X € P] > v =m(V).

Jelolje Y azon v elemek halmazét, melyekre m(v) > p({v}, {v}) és a ({v}, {v}) parhalmaz F-ben van. Jellje
Fi1 az ilyen alaki pdrhalmazok halmazdt, mig F» az F maradékat. Ekkor m(V) < p/(F) = p/(F1) +p'(F2) =
m(Y) + p(.7:2).

Legyen Z :=V — Y. Az F fiiggetlensége miatt F> semelyik tagjadnak belsé halmaza sem tartalmazhat
Y-beli elemet, azaz F» tagjainak bels6 halmazai mind Z-ben vannak és igy p*(Z) > p(F2). Ezekbdl m(Z) =
m(V) —m(Y) < p(Fz2) < p*(Z2), ellentmondésban az (5.22) feltétellel. o

TETEL 5.3.3 A p* halmazfigguény teljesen szupermoduldris.

Biz. Legyen A, B C V és legyenek A és B olyan fiiggetlen parhalmaz rendszerek, melyekre p*(A) = p(A) :=
Sp(X) : X € A és p*(B) = p(B), tovabba az A-ban 1évé parhalmazok belsé halmazai A-ban vannak, az
B-ben 1évoké B-ben.

Alkalmazzuk a kikeresztezési eljarast az A és B tagjaibdl all6 parhalmaz rendszerre és jelolje P a végiil
kapott keresztezés-mentes rendszert. Mivel A is és B is fiiggetlen, ezért semmilyen irdnyitott él nem fedi
az uniéjuknak ketténél tobb tagjat. Ervényes tovébbé, hogy a belsé halmazok (x) (A — B) U (B — A)
elemeit legfeljebb egyszer tartalmazzdk, mig (xx) AN B elemeit legfeljebb kétszer. A kikeresztezésnél ezek
a tulajdonsagok megdérzédnek és igy P-ben nincs ketténél hosszabb lanc. Jel6lje P1 a P maximalis tagjainak
halmazat, mig P2 a maradékot (ligy értve, hogy ha egy parhalmaznak két példanya szerepel P-ben, akkor az
egyiket Pi-be tesszik, a mésikat Pa-be). Ezek antildncot alkotnak, amelyek a keresztezés-mentesség folytdn
fliggetlenek.

Legyen X = (Xx, Xp) a P egy tagja. Allitjuk, hogy Xp C AN B. Valéban, P, definiciéja miatt létezik
Pi-nek egy olyan Y = (Yk,Yn) tagja, amelyre X <Y, azaz Xx C Yr és Xp C Yp. De ekkor (%) miatt
valéban Xp C AN B, azaz P2 minden tagjdnak a belsé halmaza AN B-ben van, és igy p(P2) > p* (AN B). A
(*) tulajdonsdg miatt P; minden tagjinak a bels§ halmaza AU B-ben van, és igy p(P1) > p* (AU B). Ezekbdl
p*(A) +p"(B) =p(A) + p(B) < p(P) =p(P1) + p(P2) <p"(ANB) +p"(AUB). @

Az 5.3.2 és 5.3.3 tételek Osszevetésébdl kapjuk a kovetkezot.

TETEL 5.3.4 Legyen p pozitivan keresztezd szupermoduldris parhalmaz figgvény. Ekkor a p-t fedd digrdfok
befok-vektorai egy kontra-polimatroid, nevezetesen C(p*) egész pontjai.

linp, novelp 2007. mé&jus 6.

79



Tartalom

1 TELJESEN UNIMODULARIS MATRIXOK
1.1 EGESZ POLIEDEREK, TELJESEN DUALIS

EGESZERTEKUSEG . . . ... ...t
1.1.1 Oldalak . . . . . . o e
1.1.2  Egész megolddsok . . . . . . . .. L

1.1.3  Teljesen duéligan e/gészértékii rendszerek . . . . ...
1.2 TU-MATRIXOK: PELDAK, ALAPTULAJDONSAGOK . .. ... ... ... ......

1.3 LAMINARIS ES KERESZTEZES-MENTES

HIPERGRAFOK . . . . ..o e e
1.3.1 Lamindris hipergrafok . . . . .. . ... ... oo
1.3.2 Keresztezés-mentes hipergrafok . . . . . . . . . . ... L

1.4 FARKAS LEMMA, DUALITAS, OPTIMALITASI

FELTETELEK TU-MATRIXOKRA . . . . .. ..o
1.5 KEREKITES ES EGYENLETES SZINEZES . . . . . . .. ... ... ... .. ......
1.5.1 Kerekités . . . . . . .
1.5.2 Egyenletes szinezések . . . . . . . ... Lo L
1.6 TU-MATRIXOK JELLEMZESE . . . . . .. ..
1.7 PAROS GRAFOK ES LINEARIS PROGRAMOZAS . . . . . ... .............
1.7.1 Paros grafok: optimalis részgrafok . . . . . . . . .. ... oo
1.7.2 Péros grafok: élszinezések . . . . . . . . . .
1.8 HALOZATI OPTIMALIZALAS ES LINEARIS PROGRAMOZAS . . ... ... ... ..
1.8.1 Megengedett potencidlok, legolecsébb utak . . . . . . .. ... ...
1.8.2 Megengedett aramok és folyamok . . . . . . . ... ... Lo L L
1.8.3 Minimélis koltségli d&ramok és folyamok . . . . . . . . . ... ... ... ...
1.8.4 Haloézati métrixokkal adott linearis programok . . . . . . . . ... ... ... ...
1.9 FEDES SETAKKAL ES UTAKKAL . . . . .ottt
1.9.1 Aciklikus digrafok optimadlis fedése utakkal . . . ... . ... ... ... ......

2 PAROSITASOK NEMPAROS GRAFOKBAN

2.1 PAROSITASOK POLIEDEREL . . . . . . ... i
2.1.1 A teljes parositds poliéder . . . . . . . . ...
2.1.2 A pérositds poliéder . . . . . . . .. e

2.2 DUALIS (FEL-)EGESZERTEKUSEG . . . . . . ..ot

3 SZUBMODULARIS FUGGVENYEK ES POLIEDEREIK

3.1 ALTALANOSITOTT POLIMATROIDOK . . . . . . ..o
3.1.1 Definicidk, elemi tulajdonsdgok . . . . . . . . . . .. ...
3.1.2  Szub- és szupermoduldris fliggvények poliéderei . . . . . . . . . ...
3.1.3 Példak . . . . .. e

3.2 KONSTRUKCIOK, MUVELETEK . . . . . .t
3.2.1 Néhény egyszertibb mivelet . . . . . . . . ... Lo oo
3.2.2 Vetités . . . . . . L e e

3.3 METSZET TEGLAVAL ES SAVVAL . . .. .. ... ... .. .. ..
3.3.1 Redukcid és konvolicid . . . . . . .. oL
3.3.2 G-polimatroid metszete téglaval . . . . . . . . . .. .. ... L ...
3.3.3 A nemiiresség feltétele . . . . . . . . .. L

3.4 A SZUBMODULARITAS GYENGITESE . . . . .. ... ... .. ..
3.4.1 Jérészt szub- és szupermoduldris fiiggvények . . . . . ... ... L.
3.4.2 Reszelés . . . . . . e e

80



3.4.3 Jérészt szub- és szupermoduldris fliggvények poliéderei . . . . . . . . ..o 41

3.4.4 Nemiresség . . . . o v v v v v it e e e e e e 42
35 AMOHO ALGORITMUS . . . .« o\ vttt it e e e 43
3.5.1 A mohé algoritmus bazis-poliéderen . . . . . . . ... L o 43
3.5.2 A mohé algoritmus geometriailag . . . . . . . ... 44
3.5.3 A mohé algoritmus véltozatai . . . . . .. ... oL 45
3.5.4  Avreszelt kiszdmitdsa . . . . . .. L 45
3.5.5 Linedris kiterjesztés . . . . . . . . . L 46
3.6  HOMOMORF KEP, OSSZEG ES METSZET . . . . o v oo oie i 47
3.6.1 Elemek Osszevondsa . . . . . . . .. Lo o e 47
3.6.2 Homomorf kép . . . . . . . . e 47
3.6.3 Osszeg . . . . 47
3.6.4 Metszet . . . . . .. 48
3.7 ALKALMAZASOK . ... ... 50
3.7.1 El6irt fokszamu fak . . . . . oL L oL o 50
3.7.2 Feny&-pakolasok . . . . . . .. 51
3.7.3 Irdnyftdsok . . . . . . . . . e e e 51
3.8 A TELJES RESZELT . . . . . . . . e e e e e 53
3.8.1 A nemiiresség feltétele . . . . . . . .. 53
3.8.2 Bazis-poliéderek keresztez6 szubmoduldris fiiggvényekbdl . . . . . . ... ... 54
3.8.3 Egyszertbb formula a teljes reszeltre . . . . . . . .. ..o 55
3.8.4 Metsz6 paramoduléris parral adott g-polimatroidok . . . . .. .. ... ... ... 56
3.9 EGESZ G-POLIMATROIDOK MEGADASA . . ... ... ... ... ... 57
3.9.1 Szupermoduldris szinezés . . . . . ... oL 59
SZUB- ES SZUPERMODULARIS FUGGVENYEK DIGRAFOKON 61
41 SZUBMODULARIS ARAMOK . . . .. .ot 61
4.1.1 Teljesen dudlis egészértékliség . . . . . . . . . . . ... e 62
4.1.2 Egy alkalmazas: iranyitott vagasok lefogdsa . . . . . . . .. .. ... 62
4.1.3 Megengedettség . . . . . . .. L 63
4.1.4 G-polimatroidok metszete . . . . . . . . . .. 64
42 FEDESEK DIGRAFFAL . . . . .. .. ... 65
4.2.1 Gyodkeres Osszefligghség . . . . . . . L. 66
4.2.2  Specidlis esetek: 0 — 1-értékli p . . . . . . . . . L 66
4.2.3 Metsz6 szupermoduldris fiiggvények befok-korlatos fedései . . . . . . . ... ... ... 68
424 Kétalkalmazds . . . . . . ... 69
ALKALMAZASOK 71
51 ALTALANOS IRANYITASI PROBLEMAK . . . . . . ... ... 71
5.1.1 Szimmetrikus igények . . . . . ... Lo 71
5.1.2 Nemnegativ igények . . . . . . . . .. 72
5.1.3  Vegyes grafok irdnyitdsa . . . . . . . . . ..o 74
5.2 AZ ELOSSZEFUGGOSEG NOVELESE . . . . . . . oo 76
5.2.1 Irdnyitott novelés . . . . . . . . .. 76
5.2.2 Irdnyitatlan novelés . . . . . . . . . .. 78
53 IRANYITOTT PONTOSSZEFUGGOSEG NOVELES . . . . . ... ... 79

81



Frank Andras

KOMBINATORIKUS OPTIMALIZALAS, I1I:

POLIEDERES KOMBINATORIKA

2007. méjus 6.

ELTE TTK, Operacidkutatasi Tanszék

82



