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Allamvizsga kérdések a matematikus szakon, 2001.

12. tétel*: Halmazelmélet (Naiv és axiomatikus felépités, szamossagok, rendszamok, kofinalitas. Ki-
valasztasi axiéma és vele ekvivalens tételek.)

Matematikai logika (Els6rendii nyelvek, teljességi és nemteljességi tételek, modellelmélet, rekurzidel-
mélet.)

A halmazelmélet axiomai

Ami a tételben emlitett naiv felépitést illeti, arrél annyit tudok mondani, hogy az az, amikor
nemcsak mas halmazokbol, hanem csirkékbdl is lehet halmazt csinalni, és olyan iigyetlenek vagyunk,
hogy nem tudjuk elkeriilni a Russel-paradoxont.

Ahogy tanultuk a halmazelméletet, az érvelés gyakran intuitiv volt, azonban mindig vilagos volt,
mik azok az axiomatikus alapok, amik feljogositanak minket igy cselekedni, amiképp cselekedtiink.

A halmazelmélet nyelve az els6rendd logika szokasos jelkészletébsl (valtozok, A, V, =, kvantorok,
egyenldség), plusz még a kétvaltozos ,,€”, ejtsd: ,eleme” relaciojelbsl épitkezik. Axidmdi megfogal-
mazhatok ezen a nyelven, mi mindenesetre maradunk a tobbé-kevésbé kdznyelvi szohasznalatnal. A
halmazelméletnek t6bb axiémarendszere létezik; nem tudjuk roluk, hogy konzisztensek-e e egyalta-
lan, mindenesetre ezen axiomarendszerek altaldban ekvikonzisztensek (egyik (in)konzisztenciajabol
kovetkezik a masik (in)konzisztencidja). A legelfogadottabb a ZFC axiomarendszer (Zermelo-
Fraenkel-féle axioméak plusz kivalasztasi axioma (Axiom of Choice, AC)). Mi ezt ismertetjiik, elGszor
csak a sima ZF-et. Tehat, a ZF-axiéméak:

Meghatarozottsagi axiéma. Két halmaz pontosan akkor egyenld, ha ugyanazok az elemeik. Ez
az axioma lerégziti az egyenlGség helyét a halmazelméleten beliil.

A tovabbi axiéméak (az utolsé kivételével) halmazképzs axiomak: adva néhany halmazt, egy djab-
bat gyartanak bel6liik. A meghatarozottsagi axiéma miatt az eredmény egyértelmii lesz, igy a hal-
mazképz6 axiomék tkp. miiveleteket definidlnak a halmazokon.

Paraxiéma. Ez az axioma a pdrképzés miiveletét ({-, -}) értelmezi: Tetszdleges X,Y halma-
zokhoz van egy olyan, {X,Y }-nal jelolt halmaz, hogy pontosan két eleme van: X ésY. Az {X, X}
halmazt réviden {X }-nek irjuk.

Hatvanyhalmaz-axiéma. Ez az axioma a hatvdnyhalmaz-képzés miveletét (P) értelmezi. Ehhez
bevezetjik a részhalmaz fogalmat: Y pontosan akkor részhalmaza X-nek, jeldlésben Y C X, ha
Vz(z € X = z €Y). Az axiéma: Tetszéleges X halmazhoz van egy olyan, P(X)-szel jelolt halmaz,
aminek pontosan X részhalmazai az elemei.

Unié axiéma. A soktagii Gniot (Uier Xi) tgy képzeli el a halmazelmélet, hogy el6szor Gssze-
gyijtjiik az X;-ket egy {X; : 7 € I} halmazba, aztan erre az egyetlen halmazra alkalmazzuk az #nid-
operdatort (|J), ami legyartja az |J;c; X; halmazt. Tehat: Tetszdleges X halmazhoz van egy olyan,
U X -szel jelolt halmaz, aminek pontosan akkor eleme egy halmaz, ha eleme X valamely elemének.

Helyettesitési axiémaséma. A halmazelméletnek az a képzet adja erejét, hogy Ossze lehet
gydjteni egy halmazba az adott ® tulajdonsigiu elemeket. Bar e képzetet finomitani kellett, mert az
elébb kimondott megfogalmazasa ellentmondésos, amint azt a ®(z) <= x # x valasztas mutatja
(Russel-paradozon). Ugy gondoltak, az a baj, hogy az efféle formuldval megnevezett Osszesség ,.tl
nagy” ahhoz, hogy beleférjen egy halmazba — valddi osztdlynak hivtak az efféle nagyon nagy kollekcio-
kat —, tehat eltiinik az ellentmondas, ha valahogy elérjiik, hogy az eredmény csak halmaznyi lehessék.
Ezért lekorlatoztdk ®(x)-et: megkovetelték, hogy @'(z) A z € Y alaku legyen, ahol Y (a ,korlat”)
barmilyen halmaz lehet. Igy jutottak a részhalmaz-azidmdhoz, amit formalizalva igazabol azidmasé-
mdat kapunk, azaz végtelen sok axiéméat, paraméter segitségével egy darab jelsorozatba siritve. Ez a
paraméter pedig a ,tulajdonsag”. Mert mit értsiink ez alatt? Praktice egy elsérendd formulét. De
olyat nem mondhatunk elsérendd nyelven, hogy ,x egy elsérendd formula”... Ezért gy jarunk el
hogy minden egyes elsérendd formulahoz vesziink egy axiomét. Az mar technikai dolog, hogy ez a
részhalmaz-axiémaséma erdsitésre szorult; igy jutottak el a most bevezetendd séméhoz.

Legyen ®(u,v,¥) egy formula (az & néhany x; valtozo egylittesét roviditi). Ebbdl el6szor is meg-
konsturaljuk az Z-t6l fiiges, ,,& adott véilasztasa mellett @ fliggvényszer” formulat:
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Yu, v, v (®(u,v,Z) N ®(u,v',¥)) = v ="10"). Akkor tehat az axiomaséma P-vel képzett példanya:
Ha 7 adott vdlasztdsa mellett © figguényszerd, akkor tetszdleges Y halmazhoz van eqy olyan,
{v:3ueY ®(u,v,T)}-vel jelolt halmaz, amely pont azt tudja, amit az iménti jelolés sugall. Magya-
ran ha F' egy formulaval definidlt operacid, akkor az adott Y halmaz elemeinek F-értékei halmazt
alkotnak.

Ebbéla{u:u €Y A U(u)} tipust halmazképzések — amiket az emlitett részhalmaz-séma propagal
— agy kapnak létjogosultsagot, hogy ®(u,v)-nek ¥(u) A u = v-t valasztjuk. Speciel {u : u € Y A
u # u}-ként kapunk egy halmazt, aminek nincs eleme: a @-val jelolt dres halmazt. (Némely targyalas
kiilon tireshalmaz-axiéméaval hangsilyozza, hogy van ilyen).

Ha kiindulunk az iires halmazbdl, és eddigi halmazképzéseink iteralt alkalmazésaval elkezdjiik
legeneralni a halmazokat, azt taldljuk, hogy sose kapunk olyat, aminek végtelen sok eleme van. A
halmazképzédés folyamatat ezért a kovetkezd axiomaval katalizaljuk:

A végtelen halmaz axiémaja. Ez azt mondané ki, hogy ,yan végtelen halmaz”. Ehhez persze
ki kell talalni, hogy az elmélet keretein beliil hogy fogjuk meg a végtelenséget. Egyik lehetséges ut
,a halmaznak van injekcidja egy valodi részébe’-képzet formalizalasa. Az altalanosan bevett eljaras
a kovetkezs: vegylink egy olyan halmazképzési eljarast, amirdl az eddigiekbdl tudjuk, hogy iteralva
mindig Gj halmazokat ad, iteraljuk @-bol kiindulva, és jelentsiik ki, hogy van halmaz, ami az Osszes igy
el6allo halmazkat tartalmazza. Tradicionélisan a kovetkez$ halmazképzési eljaras hasznalatos: legyen
X7T (az X halmaz rdikévetkezdje) X U {X} (vagy szigortian eddigi jeldléseinkkel élve, |J{X,{X}}).
Ekkor tehat az axiéma: Van olyan halmaz, aminek eleme @, és ha eleme X, akkor eleme X is. Ez
nem ad egyértelmi eredményt, de az eredmény egyértelmdsithats, ha hozzatessziik: ... és e halmazra
teljesiil, hogy része minden mas, a fenti tulajdonsaggal bird halmaznak”. Az igy el6éllé halmazt w-val
jeloljiik.

Ezek a legalapvet&bb axiomak. A kovetkezs axiomat néha el szoktak hagyni (egyes vizsgaloda-
soknal direkt tagadjak), nélkiile is miikodik a halmazelmeélet, szerepeltetése esztétikai és technikai
okokbdl torténik.

Regularitasi axidéma. Két halmazt diszjunktnak neveziink, ha nincs kozos elemiik. a regularitési
axiéma azt mondja ki, hogy minden nemiires halmaznak van tdle diszjunkt eleme. Hogy mi ennek az
axiomanak az értelme és jelentGsége, arra késébb majd visszatériink.

Ezek voltak eddig a ZF axiémék. Most j6jjon a

Kivalasztasi axioma. Ehhez el@szor is par fogalom: az z-bél és y-bol képzett rendezett pér,
(z,y) az elképzelés szerint valami olyan objektum, ami egyértelmien meghatarozza x és y mibenlétét,
azaz, ha x = 2/, y = ¢/, akkor (z,y) = (2/,y). Ezt a kivetkezSképp iiltetjiik 4t a gyakorlatba: legyen
(z,y) = {{z}, {=,y}}. Egy reldcié pedig nem méas, mint rendezett parok valamely halmaza. Az adott
R relaci6 értelmezési tartomdnya, Dom R = {u : Jv (u,v) € R} (bar ez nem helyettesitési axiomas
halmazképzés, a tobbi axiéma segitségével at lehet olyanna alakitani, igy ez jogos definicio). Egy
f relacio figgvény, ha X-nek 6t valasztva az ,,(u,v) € X7 formula fliggvényszert, tehat ha minden
u-hoz legfeljebb egy v van, hogy (u,v) € f; ekkor azt az egyetlen v-t f(u)-val jeloljik. Most méar
johet a kivalasztasi axiéma, melynek elég egyszerd formdjdt adjuk meg: tetszdleges R reldcidhoz van
olyan f C R fiiggvény, hogy Dom f = Dom R. Miért j6 ez? Ha u € Dom R, tudjuk, hogy van olyan
v, melyre (u,v) € R, tehat vehetiink egy ilyen v,-t; hasonloképp egy mésik v’ € Dom R-hez egy
vy -t. Az ember azt gondolna, hogy akkor szépen sorjidban minden z € Dom R-hez wvdlasztunk egy
ilyen v,-et, és igy megkapjuk végiil R-nek valamiféle globalis egyértelmtisitését. Ezt elég természe-
tes konstrukciénak érezziik, de sajnos az eddigi axiémakboél nem kovetkezik, hogy lehetséges volna
efféle szimultan valasztés. Bér ez az axioma is valaminek a létezését garantilja, még sem nevezhets
konstrukiv, halmazképz6 axiémanak abban az értelemben, ahogy a ZF axiémak azok: azok valamely
konkrét logikai feltételnek eleget tevs elemek egy halmazba gytjthetSségét garantaltak, a Jlétezik”
kitétel erre a gytdjtShalmazra vonatkozott, mig a kivalasztasi axiéma csak valami ilyen-olyan, bizo-
nyos tulajdonsagokkal biré, de kozelebbrél meg nem hatarozott identitasi halmaz létét garantalja.
A (korabeli) matematikustarsadalom idegennek érezte ezt az axiémat a halmazelmeélet ideajatol, és
nehezen baratkozott meg vele, de végiil csak lenyelte, mert lépten-nyomon élt vele. Arra nézvést,
hogy mikor nevezziink egy egzisztencialis (valami létét allito) allitas bizonyitasat konstuktivnak, jo
kis formalis kritérium, hogy ne hasznéljon kivalasztasi axiomat. Habar a kivalasztasi axidoma maéra
teljesen bevett és legitim részévé valt a matematikus fegyvertaranak, még ma is él az emberben, hogy
ha konstruktiv bizonyitast talal egy egzisztencialis allitasra, akkor az a bizonyos dolog, aminek léte-
zését belatta, erésebben létezik”, | hihet6bb”, nem ,yvisszaélés a fogalmakkal”, hogy van ilyen. (Van a
konstruktivitasnak egy masik megkozelitése is, mely a ,yan ilyen, mert ellentmosndasra jutnank, ha
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nem lenne” tipust érveléseket tekinti nem-konstruktivnak.)

Vegyiink egy R relaciot, értelmezési tartoménya legyen I. Ekkor épp annyi informaciét hordoz,
mint R, az az I-n értelmezett fiiggvény, mely ¢ € I-hez az A; = {z : (i,2) € R} halmazt rendeli. Az
ilyen jhalmazértéki fiiggvényeket” intuitiv széhasznélattal szokas halmazcsaladnak v. halmazrend-
szernek is hivni — persze a halmazelmélet fliggvényfogalma szerint minden fiiggvény halmazértékid, de
hétkdznapi szemléletiink ezzel ellentétes, idegenkedik attol, hogy afféle elemi objektumokat, mint pl.
a szamok, halmaznak tekintsen.

Az olyan fliggvényeket, amikrdl a kivalasztasi axidma beszél, halmazcsalados jeltléssel tehét a
Dom f =1, f(i) € A; tipustakat nevezziik az {4; : i € I} fliggvénycsalad kivdlasztdsi figguényeinek.
Ezek halmazat [];c; Ai-vel jeloljiik. Legismertebb formdjdban gy hangzik a kivalasztasi axioma,
hogy [[,c; Ai # @ (feltéve, semelyik A; sem iires).

Megjegyezziik, hogy csak a végtelen kivalasztasok kérdésesek: ha véges sok kivétellel A; egyelem,
speciel ha I véges, akkor a kivalasztasi fiiggvény léte mar a tobbi axiomabol is kiovetkezik. Es igaz
az, hogy a kivadlasztasi axioma fiiggetlen ZF-t6l, azaz ZFC és ZF +  kivalasztasi axioma tagadéisa”
ekvikonzisztens.

Rendszamok és szamossagok, a kivalasztasi axiéoma, jolfun-
daltsag.

Eddig, az axiémak felsoroldsa alatt, minden fogalmat, jeldlést kdvetkezetesen visszavezettiink az €
szimbolumra. A tovabbiakban szakitunk ezzel a gyakorlattal, és feltételezziik, hogy az olvaso tisztaban

A halmazelmélet egyik motivald felfedezése volt, hogy a végtelenek kozott is van nagyobb és
kisebb. Ezt a viszonyt a kovetkezSképp interpretalja: az A halmaz kisebb-egyenlé szdmossdgi B-
nél (jelolés: A < B), ha létezik A — B injektiv fiiggvény; tovabba A ugyanakkora szdmossdgai,
mint B (jelolés: A ~ B), ha létezik bijeckio A és B kozott. A szohasznalat kissé csaloka, mert e
definici6k nem valamiféle szamossig-hozzarendelésre utalnak vissza — ilyet kivalasztasi axiéma nélkiil
csinalni nem is lehet. Egy szempotbdl viszont helyes a sugallt intuicié:

Tétel (Schréoder-Bernstein-Cantor). ZF-bdl kovetkezik, hogy A~ B <— A< B < A. n

Hangsulyozzuk, hogy ez a tétel nem tamaszkodik a kivalasztasi axiomara. A kivalasztasi axioma
nélkiil a szintén természetesnek tiné trichotémia (A< BV B < AV A = B) sem garantalt.

Mindazonaltal szeretnénk, ha lenne szdmossagoperacid, azaz ki tudnank jelélni ~ minden egyes
ekvivalencia-osztalydban ({X : X ~ A} alaka osztalyok, ahol A halmaz) egy elemet, amit aztan
az azon osztaly-beliek szamossaganak neveznénk. Ennek kivalasztas-szaga van, de hogy a kivéalasz-
tasi axioma kozvetlen alkalmazaséval hajtsuk végre terviinket, arrél sz6 sem lehet, egyfelSl mert ~
osztalyai valodi osztéalyok és osztalynyi sok van belgliikk (azaz minden A halmazhoz van olyan B hal-
maz, amely A egyetlen elemével sem egyenls szamossaga), mésfelsl meg mert egy ilyen operécidtol
elvarjuk, hogy formuléval definidlt legyen, azaz egy konkrét elsérendii tulajdonsag hatarozna meg az
adott halmaz operacié altal képét, tehat ne csak valami absztrakt létezd legyen, amit valami axiéma
garantal.

E helyiitt idézziink el kissé a misztikus ,0sztély”; ,operacié” fogalmakon! Korébbi intuitiv koz-
lésiink szerint egy osztaly ,valamiféle ® tulajdonsagot kielégité elemek gydjteménye”, {u : ®(u, A)}
alaku entitas (ahol A= (A1, ... A,) néhany adott halmaz), ami valodi, ha nincs olyan halmaz, aminek
pont ezen elemek volnanak elemei. Ebbé6l a széveghdl a ,,gytijtemény” arra szolgal, hogy ne tétessék
kiilénbség az ekvivalens megfogalmazasok kozott (pl. az « # x tulajdonsagot kielégité dolgok gyij-
teménye ugyanaz, mint az ¢ € x A x ¢ x tulajdonsagot kielégitéké — ti. @), a ,tulajdonsag’ pedig,
mint a korabbiakbél sejthetd, nem mas, mint egy valamely ®(u, Z) elsérendd formulabol oly médon
kapott dolog, hogy az x; valtozok helyébe A, halmazokat tesziink (paraméteres els6rendii formula).
(igy minden halmaz osztaly is egyben: A az ,x € A’-t kielégit6 halmazok kolekcidja.)

Tehat az, hogy ,konkrét (paraméterek nélkiil definialt) osztaly”, paraméterek nélkiili tulajdon-
sag’, és gy valtozojatol fliggs elsérendd formula”; 1ényegében ugyanaz, ilyetén a konkrét osztalyok
mibenléte jol meghatarozott, egy konkrét osztaly egyszertien néhany szintaktikai objektum, néhany
jelsorozat ekvivalenciaosztalya (ettsl még megtartjuk az intuitiv, Sket valamiféle Gsszességként kezels
szohasznalatot).

Hasonloképp tekinthetjiik az x1, ... , z, valtozotol fiiggd paraméteres elsérendii formulakat (pon-
tosabban ekvivalencia-osztalyaikat) n valtozds osztaly-relacioknak. igy pl. €, ~ (pontosabban szélva
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LT €Y X =~ Y”) kétvaltozos osztaly-relaciok. A halmazelmélet bels fogalmai ezekre is atvi-
hetSk, hasonloképp ahhoz, mint ahogy a fliggvényszertségneél tettiik (csak ott kijelslt paraméter-
valtozokat meghagytuk tisztan szintaktikai objektumoknak, nem helyettesitettiink be halmazokat).
Tehat pl. egy f relacio fiiggvény, ha teljesiil ra, hogy (u,v), (u,v’) € f = v = ¢’, ennek mint4jara egy
®(u,v) osztaly-relacio osztaly-fliggvény, ha (az éppen haszndlt) axiomarendszernek kovetkezménye,
hogy ®(u,v) A ®(u,v’) = v = v'. Hasonloképp értelmezhets az a kijelentés is, hogy ~ (osztalynyi)
ekvivalencia-relicio, és anélkiil, hogy mint fent, kiilon definidlnank, értelmes olyat mondani, hogy ,,~
ekvivalencia-osztalyai”.

Az eddig intuitiv operdcio szt ezentil az ,osztaly-fliggvény” szinoniméjaként fogjuk hasznalni.

Amikor pl. szamossagoperaciét akarunk definialni, akkor vele szemben tamasztott igényiink az,
hogy legyen a minden halmazok osztalyan értelmezett, konkrét operacio.

Mivel a konkrét operéacidk jol meghatarozott, a halmazelmélet vilagan kiviil esé korbél keriilnek
ki, lathatjuk, annak nincs teteje, hogy kivilasztas eredményeképp kapnank meg valamiféle mindenhol
értelmezett konkrét operdciot. Arrdl beszélni viszont van értelme, hogy a kivélasztasi axidma tesz
egy ®(u,v) formulat mindenhol értelmezett operaciova, tehat hogy ZF-bél még nem kovetkezik @
mindenhol értelmezett operacié volta, ZFC-b6l mér igen.

Ebben az értelemben fogjuk felhasznalni a kivalasztasi axiémat a szamossagoperacié definidlasa-
hoz, amint azt az alabbiakban vazoljuk.

Emlékeztetiink ra, hogy (az egyenl@séget kizaré megfogalmazas szerint) egy < C A x A relacio
rendezés A-n, ha irreflexiv, tranzitiv, és trichotém (most ezalatt azt értve, hogy Va,b € A (a < bV
b < aVa=1b)) (és részbenrendezés, ha csak irreflexiv, tranzitiv). Ertelemszertien hasznalhatjuk
a < jelet. Egy rendezett halmaz egy (A, <) par, ahol < A-nak rendezése. Ezek izomorfidja is
értelemszeriien értendd.

Egy R relacio jolfunddlt, ha tetsz6leges X # @ halmaznak van R-minimalis eleme (olyan z € X,
hogy semely y € X-re sem (y,x) € R)(persze elég csak az X C A halmazokat nézni, valamely oly
A-ra, hogy R C A x A). Egy R C A x A relaci6 jolrendezés A-n, ha rendezés A-n és jolfundalt.

Egy A halmaz tranzitiv, ha zart az € relaciéra, azaz ha r € y € A = x € A. Egy halmaz
rendszdm (angolul: ,ordinal number”), ha tranzitiv, és az € relacié megszoritva ra (tehat az {(x,y) :
x,y € A, x € y} relacio) jolrendezi A-t. Ez valahogy azt jelenti, hogy természetes modon, a maga
halmaz-struktirajabol fakadéan van rajta jélrendezés. Hogy a rendszdmok jol megfogjak a jolrendezés
fogalmét, ezt a kivetkezd tétel mutatja:

Tétel. Minden jolrendezett halmaz pontosan egy rendszammal izomorf (azt az €-rendezéssel te-
kintve). n

— Ezt a jol meghatarozott rendszamot hivjuk az adott jélrendezés tipusanak.

A rendszamok valodi osztéalyt alkotnak (Rsz). Rsz tranzitiv osztly (azaz rendszamnak minden
eleme rendszam), és € osztéaly-jolrendezése Rsz-nek (azaz € rendezi a rendszamokat, és rendszamok
tetsz6leges nemiires halmazédnak van €-minimalis eleme; ekkor persze rendszamok minden nemiires
osztalyanak is, mert egy ilyen osztalyt megszoritva egy elemére annak az elemnek nemiires részhal-
mazat kapjuk, hacsak nem maga az az elem a minimalis). Tehat rendszamok viszonylataban € és C
egyenértekiiek; erre a relaciora dltaldban sima <-bel (,kisebb”) utalunk; és minden rendszam egyenls
a nala kisebb rendszamok halmazaval.

A fentiekbdl az is kovetkezik, hogy nincs legnagyobb rendszam; igy minden o € Rsz-hez van
legkisebb nala nagyobb rendszam, a Gn. rdkdvetkezdje. Ezt teljesen explicite is megmondhatjuk
micsoda: o (U {a}). Tovabba rendszdmok tetszéleges halmazénak Gnidja is rendszam.
n+1=n". Ezek halmaza (pontosabban a legkisebb ezeket tartalmazé halmaz) a mar emlitett w.

Egy rendszam haromféle lehet:

e lehet § a nulla;
o lehet egy mésik egy masik rendszam rakovetkezgje, ekkor 6 un. rékdvetkezd rendszdm;
e a fenti ketts egyike se, az ilyeneket limesz rendszdmnak titulaljuk.

A nem-rakovetkezs rendszamok (azaz 0 és a limeszrendszamok) sajatossaga (a rakovetkezokkel
szemben), hogy 6k el6allnak a naluk kisebb rendszamok uni6jaként. Tehat mondhatjuk, hogy Rsz a
legsziikebb osztaly, mely tartalmazza O-t, és zart a rakovetkezésre meg az (akarhany tag) tniora.
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A ~ B-t egyszeriien ,,A ekvivalens B”-nek mondjuk. Ha minden halmazzal lenne ekvivalens rend-
szam, definidlhatnank tgy a szamossagoperaciot, hogy egy A halmaz szdmossaga legyen a legkisebb
vele ekvivalens rendszam. Mindenesetre ez a szdmossag-hozzarendelés miikodik Rsz-en. Ennek érté-
kei a szamossagok. Tehat egy rendszdm szdmossdg (,cardinal number”), ha egyik ndla kisebb
rendszdmba sem injektdlhato be. igy a természetes szamok (véges rendszamok) szamossagok; az
Osszes tobbi szdmossag limeszrendszam. Végiil is kideriil, hogy a kivalasztasi axioma életet lehel ebbe
a szamossag-koncepcidba:

Jolrendezési tétel. ZFC-ben igaz, hogy minden halmaz ekvivalens egy rendszammal.

(Ez az allitas igazabol ekvivalens a kivalasztési axiomaval; tovabbi ekvivalens formakat 1d. alabb.)
Ha feltessziik a kivalasztasi axiomét, A szamossigara az |A| jelolést hasznaljuk. Persze ha k
szdmossag, akkor |k| = k.

Lemma (Hartogs). ZF-ben igaz, hogy minden halmazhoz van olyan rendszdm, ami nem injektal-
hato bele. [ ]

igy nincs legnagyobb szdmossag, s a szdmossagok valodi osztélyt alkotnak. S transzfinit rekurzi-
oval (Id. alabb!) taldlhatunk (osztaly-)izomorfizmust Rsz és a végtelen szamossagok osztéalya kozott.
Lathatjuk, hogy csak egy ilyen van; ezt N-fel jeloljik (azaz R, az ,c-adik szamossag”). No = w. A
legfeljebb ilyen szamossagi halmazokat neveziik megszamldlhatonak.

Ennek megfelelen szokés a rendszamokkal kapcsolatos fogalmakat atvinni szamossagokra: pl. N,
rakdvetkezd, ill. limesz szdmossdg aszerint, hogy « rakévetkezd avagy limesz rendszam.

Most a kivalasztasi axioma, ill. a jolfundéltsag és a regularitasi axiéma révid diszkusszidja kovet-
kezik.

Tétel. ZF-bdl kovetkezik a kovetkezé allitasok ekvivalencidja:
o Kivalasztasi axiéma.

e (Jo6lrendezési tétel) Minden halmaz jolrendezhetd (azaz van rajta olyan relaci6, ami jolren-
dezése neki).

e (Trichotoémia) Barmely két A, B halmazra A < B, B < A, A =~ B valamelyike teljesiil.

e (Zorn-lemma) Ha egy részbenrendezett halmaz minden rendezett részének van felss korlatja
(olyan elem, aki nagyobb-egyenls e rész minden eleménél), akkor van a részbenrendezésnek
maximaélis eleme (tehat akinél senki sem nagyobb).

¢ (Kuratowski-lemma) Tetszsleges részbenrendezett halmaz rendezett részhalmazai k6zott van
maximalis.

o (Teichmiiller-Tukey-lemma) Legyen T egy A halmaz véges részhalmazainak valamely hal-
maza. A egy részhalmazat nevezziik T-j6 halmaznak, ha minden véges része benne van T-ben.
Ekkor minden T-j6 halmaz maximaélis T-j6 halmazza bévithetd.

o (,Minden grafnak van kromatikus szama”) Minden grafthoz taldlhato olyan s szamossag, hogy
a graf xk darab szinnel pontszinezhetd.

Ha R egy relacio, T'r(z)-szel jeldljik x szomszédsdgdt, {y : (y,z) € R}-et. (x,y) € R-re hasznal-
hatjuk az = R y jelolést is.
Tétel. Legyen R C A x A egy relacié. ZFC-ben igaz, hogy a kovetkezbek ekvivalensek:

i) R jolfundalt;

it) nem létezik A-beli elemeknek a; R as R ... R a, R ... sorozata (e sorozatban az a;-k nem
feltétleniil kiilonbozsek!);

i11) A-ban lehet R-re nézve indukcidt csinélni, azaz ha X C A-ra teljesiil, hogy
Va € A (Tr(a) C X = a € X), akkor X = A4;
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iv) A-ban lehet R-re nézve rekurzidt csinalni, azaz ha G (a ,rekurziv szabaly”) fiiggvényeken értel-
mezett operécié, akkor pontosan egy olyan A-n értelmezett f fiiggvény van, mely eleget tesz e

rekurziv szabalynak, tehat melyre teljesiil, hogy minden a € A esetén f(a) = G ( f [FR(Q)).

v) A R-re nézve hierarchidba szervezhetd, azaz, ha a k = |A|-nél kisebb-egyenls rendszamokhoz
rekurzive definialjuk a kdv. halmazokat: Vi = @, VE = {a € A : Tg(a) C VF}, és ha a
limeszrendszam, V. = J;_, VF(8), akkor azt talaljuk, hogy V. = A. (Ekkor a legkisebb a-t,
melyre a € VE a R szerinti magassiginak hivjuk.)

|

Ha A osztély, s R olyan osztaly-relacio, hogy minden a € A-ra T'r(a) N A halmaz, akkor a fenti
tétel alkalmasan modositva érvényes marad: 44i)-ben X ne halmaz legyen, hanem osztaly, iv)-ben f
is operaci6 (amelyrél tudhat6, hogy csak G paramétereit hasznalja), illetve v)-ben a V.E-k rekurziv
definidlasa menjen végig az Gsszes rendszamon; errdl a konstrukciorol — ellenben a halmaznyi sok
lépésig tartod rekurziokkal — elsG pillantasra nem vilagos, hogy legitim. De mégis az, mert €-rél tud-
juk, hogy tetszéleges X halmaz esetén I'c(X) halmaz (éppenséggel maga X), Rsz-r6l tudjuk, hogy
jolfundalt osztaly, igy a tétel osztalyos verzidjat mindenekelstt Rsz-re, €-re alkalmazva megkapjuk,
hogy Rsz-en lehet indukciot, rekurziét csindlni (ezt hivjuk transzfinit, ,a végeseken ttlmend” induk-
cibnak /rekurzionak). Ezt kiilon tételben is kiemeljiik; még kivalasztéasi axioma sem kell, mint ahogy
altaldban az Rsz-en beliil jatsz6dé dolgokhoz nem kell: e kérben mikodik a ,minden halmazbél a
legkisebb elemet vessziik”-fajta kivalasztas-definicio.

A transzfinit indukcié és rekurzio tétele. ZF-ben igaz, hogy a rendszamok osztilyan lehet
indukciot és rekurziét csinalni. n

De mi a helyzet €-nel, ha minden halmazok osztalyin nézziik? Jolfundalt-e? Azt varjuk, hogy
igen, mert intuiciénkkal ellentétesnek érezziik a #i)-ben mondott-fajta sorozatok létét. Mindazonaltal
ez nem lesz ,csak Ugy, magatdl” igaz: a regularitdsi axioma épp azt mondja ki, hogy € jol-
funddlt osztdly-reldcid, ugyanis x € A AN x N A = @ épp azt jelenti, hogy * €-minimélis A-ban
(szokték ezért a regularitasi axiomat funddltsdgi axidmdnak is hivni). Tehét ha a regularitdsi axiomat
feltessziik, akkor a halmazok € szerint hierarchidba szervezhet&k. Ezt hivjuk kumulativ hierachidnak;
VE-t (ami halmaz!) simén V,-val jeloljiik. Persze V,+ = P(V,). Az € szerinti magassagot roviden
rangnak mondjuk.

Rendszamaritmetika, kofinalitas, szaAmossagaritmetika.

A tovabbiakban feltesszik a kivdlasztdsi axidmdt, biztos akad majd néhany allitas (pl. a csak
rendszamokrol szoloak), amik enélkiil is igazak maradnak, de nem fogunk térédni a szérszalhasogatod
szortirozgatassal.

Most ratériink a rendszamok, rendtipusok aritmetikdjdra, ami a szokasos, természetes szdmokon
izOtt aritmetika ,transzfinit” kiterjesztése.

Ha «, 8 rendszamok, akkor diszjunkt inidjuk formalisan (« x {0}) U (8 x {1}); ezt tgy rendezziik,
hogy ,egyméas mogeé rakjuk a-t és [-t”, azaz ha v € o, § € (3, akkor (v,0) < (4,1), a O-s, ill. 1-es
végliek kozott pedig «, ill. [ rendezése érvényesiil. Ez a rendezés is jolrendezés, « és 5 dsszege, a+ 3
pedig ezen jolrendezés tipusa. Ez a fajta Gsszegzés asszociativ, de nem kommutativ (1 + w = w, de
w+1 =w"). Nagyobbak ésszege nagyobb™ a rendszdmdsszegzés monoton, sét, méasodik valtozojaban
szigorian monoton.

a X (-t meg ugy fogjuk fel, hogy a-nak g darab példanyat egymaésra rakjuk, mintha egy 8 magas
parkoléhézat épitenénk, ahol minden szint 4gy néz ki, mint «; ezt hivjuk antilexikografikus rendezés-
nek; pontosabban: ha z = (v,4), 2’ = (7/,4¢") € a x 3, akkor, amennyiben valamelyikiik, mondjuk
2’ ,magasabban van” — azaz § < §' —, akkor legyen x < z’; amennyiben meg azonos magassagban
vannak — azaz 6 = §' —, akkor legyen az ,jobbrabb 1évG” a nagyobbik, tehat ha v < 7/, akkor = < .
Ez a rendezés is jolrendezés. o és (§ szorzata, af3, legyen ennek a tipusa. A rendszdmszorzas szintén
asszociativ, de nem kommutativ (2w = w < w+w = w2); és ez is monoton, s6t, masodik valtozojaban
szigorian monoton.

Az Gsszeg és a szorzat kozott a jobboldali disztributivitas nem teljesiil: (1+ 1w =w < w4 w =
lw 4 1lw. A baloldali viszont igen, azaz a(8 + v) = aff + ar.

Jelsje Pleay azon f — « fliggvények halmazét, melyek véges sok hely kivételével mindeniitt
0-t vesznek fel. Két ilyen fliggvényt ugy hasonlitunk Ossze, hogy az a nagyobb, aki nagyobb a
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legutolso6 olyan koordinataban, ahol a két fiiggvény eltér (ez is antilexikografikus rendezés, csak sok
koordinétaval). Ez jolrendezés lesz, -t ennek a tipusaként definidljuk. Erre igaz: o®*7 = o7, ill.
(@)Y = b,

Ezek a konstrukciok, amikkel elgallitottuk az Osszeg/szorzat /hatvany-nak megfelels rendezéseket,
nemcsak jolrendezésekkel, hanem akamilyen rendezéssel miikddnek. Ha lenne valamilyen reprezentan-
sunk minden rendezés-izomorfiaosztalyhoz, ami révén definidlhatnank azt, hogy ,rendezések tipusa”,
akkor nemcsak rendszam-, hanem rendtipusaritmetikdrdl is beszélhetnénk. Ilyet pedig csinalhatunk,
ha nem is tul esztétikus modon: egy adott (A4, <) rendezés tipusa legyen az |A|-n felvehetd Gsszes
(A, <)-bel izomorf rendezés halmaza.

A rendszamaritmetika egy masik irdnyu altalanositdsa az, hogy megengediink soktagu Osszegeket
/ soktényezbs szorzatokat: Ha ~ rendszam, és az -k is rendszamok, akkor legyen >, <y O AZ a;-k
7 szerinti egymas utan rakasanak tipusa (ugyanigy rendtipusokra). Igy pl. af = Dic 5 @ Hasonl6an
képezhetiink soktényezs szorzatokat. Az asszociativtés, ill. a balodali disztributivitas — értelemszertien
megfogalmazva — ekkor is érvényben marad.

A kovetkezs fogalom, amivel megismerkediink, a kofinalitds. Ha (A, <) rendezett halmaz, és
X C A, akkor azt mondjuk, hogy X kofindlis (A, <)-ben, ha tetszleges a € A-hoz van olyan z € X|
hogy a < z. ,Tetsz6leges rendezésben kofinalis egy elég hosszi sorozat”’, azaz

Hausdorff-tétel. Minden (A, <) rendezett halmaznak van olyan X kofinalis részhalmaza, hogy X
az 6roklott rendezéssel jolrendezett halmazza vélik (s ennek tipusa persze < |A]). n

(A, <) kofinalitdsa a legkisebb o rendszdm, melyre teljesil, hogy (A, <)-nak van « tipusi kofindlis
része. (Mivel ,minden rendszam rendezett halmaz”, értelmesnek tekintjiik a ,rendszam kofinalitésa”
kifejezést.) Jelolés: cf(A, <), cfa.

A rendszémok eddig ismert felosztasa megfogalmazhat6 a kofinalitas segitségével is: ha o € Rsz,
a=0 < cfa=0, arakovetkez6 <= cfa =1, alimesz < cfa > w.

Azonban a kofinalitds médot ad a limeszrendszamok tovabbi felosztasara: egy limeszrendszam
reguldris, ha kofinalitdsa a lehets legnagyobb, azaz dnmaga, eqyébként meg szinguldris.

Tétel. TetszSleges rendezett halmaz kofinalitasa szdmossag. ™

Ko6vetkezmény. Minden regularis rendszam szamossag, tetszéleges rendezett halmaz kofinalitasa
reguléris. ™

Tétel. Minden rakovetkezs (R,41 alaki) szamossag regularis. n

Persze Ny is regularis. Viszont ha csak gy, hasraiitésszertien mondunk egy limesszamossigot, az
tipikusan szingularis lesz (pl. cfR, = w = V). Jo kérdés, hogy van-e reguléris limeszszamossag (az
ilyet hivjak elérhetetlen szdmossdgnak)? Erre nem adhat6 egyértelmi valasz: ha ZFC konzisztens,
akkor ZFC + ,nincs elérhetetlen szamossag” is.

Az elérhetetlen szamossagoknak van egy érdekes tulajdonsiguk: fixpontjait adjak az R-operécionak:
ha x erGsen elérhetetlen, akkor N, = k.

A tisztesség kedvéeért a kofinalitdssal kapcsolatban megmlitiink még egy kevéssé meglepd tényt:

Allitas. Ha (A, <) rendezett halmaz, B A-nak kofinalis része, akkor cf(A, <) = cf(B, <). ™

A halmazelméleti rész utolsd téméja a szdmossdgaritmetika. Fz is kiterjesztése a hagyoméanyos
aritmetikinak, ezattal a szdmossagok korére. Az 6tlet a kdvetkezd: megnézziik, milyen halmazkonst-
rukeiok azok, melyek a véges halmazok méretét a szokésos aritmetikai miiveletek szerint befolyasoljak,
majd a végetelen szdmossagokon annak megfelelGen definidljuk az aritmetikai miveleteket, ahogy a
végtelen halmazok méretét befolyasoljik ezek a halmazkonstrukciok. A véges-végtelen dtmenet mii-
kodik a tagok/tényezdk szaménak tekintetében is: az indexek mindenféle kényszerrendezése nélkiil
értelmezhetSek a végtelen tagszamu Osszegek, végtelen sok tényezés szorzatok. Mondhatni, ezek a
miveletek ,nagyon kommutativak”. Innen is latni, hogy ez gydkeresen eltér a rendszamaritmetikatol.
Ennek ellenére a szamossagmiiveleteket is a hagyomanyos aritmetikai szimbolumokkal jeloljiik. Igy
azt a konvencidt kévetjik, hogy a, 3,... tipikusan rendszamokra utalnak és a rajuk alkalmazott
miiveletek rendszammiiveletek, mig x, A, ... (és persze Ry, Ng,...) tipikusan szamossagokra utalnak
és a rajuk alkalmazott miveletek szamossagmiiveletek; ha mégsem igy volna, jelezziik. Na, térjiink a
targyra végre!
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Ha r; (i € I) szamossagok valamilyen rendszere, e rendszer diszjunt wnidja az ;e ki =
{(a,i) : i € I, a € k;} halmaz; s mint mar emlitettiik, e rendszer direkt szorzata, [[,.; ki azon I-n
értelmezett f fliggvények halmaza, melyek teljesitik, hogy f(i) € k;.

el

S akkor legyen a r;-k 6sszege ) ., ki = |U;c ki|, mig a ki-k szorzata |Hi€[ m-|; eléggé el nem

itélhetd modon ezt is [ ], ; wi-vel jeloljiik.

Ha A, B halmazok, © A jeloli az A-r6l B-be képzé fiiggvények halmazat. Ha x, A szdmossagok,
legyen k* = |/\f<;}.

Persze ezeket a miiveleteket akirmilyen megfelel§ szamossigu reprezentanssal definidlhattuk volna:
pl. |A|IBl = |BA|, stb. Esetleg még érdemes megjegyezni, hogy |P(A)| = 241,

A szamossagmiiveletek kielégitik a hagyomanyos aritmetika azonossagait:

Kommutativitds: ha 7 permutacidja I-nek, > ., ki = Y Kr(i), S ugyanigy a szorzatra is.
Asszociativitas: legyenek ¢ € I-re a J;-k (index)halmazok, és adott ¢ € I-re, j € J;-re legyen egy K;;
szamossagunk; ekkor >, > kij = >, kij, ugyanigy a szorzatra is. Disztributivitas: ha van ri;-nk,

mint elébb, akkor, élve a j = (... ,ji,...) roviditéssel,

HZ= > Tlra

JellJi *

Tovabba a hatvanyozisazonossagok is teljesiilnek.
Van viszont egy pont, ahol 1ényegesen masképp viselkedik a szdmossigaritmetika, mint a rendes:
bar monotonak a miveletek, messze nem szigoriian monotonak, s6t,

A szamossagaritmetika alaptétele. ,Végtelenben a szdmossagaritmetika trivializalodik”, azaz ha
K, A végtelen szdmossagok, kA = kK + A = max(k, \). -

Annal nehezebben megfoghat6 a hatvanyfiiggvény viselkedése.

Elészor is, tjabb inkonzisztens konvencié: szdmossdg rikévetkezdje alatt (k1) a legkisebb nala
nagyobb szamossagot értjiik (tehat R} = R+ ); az aldbbiakban w-t szdmossagként kezeljiik. Nos, régi
kérdése a halmazelméletnek, hogy az R-sorozatba hogyan rakhat6 be 2%, az in. kontinuum-szdmossdg,
a valosok szdmossaga: igaz-e a kontinuum-hipotézis, mely szerint 2% = wt?

Végiil azt talaltak, hogy nemcsak a kontinuum-hipotézis, de még az dltalanositott kontinuum-
hipotézis (Vr 25 = k™) is fiiggetlen ZFC-t6l.

Tovabbi kérdés, hogy akkor a 2“ = N, kérdésre mik a szébajohetd véalaszok, s melyeket zarja ki
ZFC. Az deriilt ki, hogy 2“ bdrmilyen szimossdg lehet, ami nem w kofinalitdsi.

Bucsuzasképp a halmazok vilagatdl kézliink par tételt szamossigaritmetika és kofinalitas kapcso-
latarol.

A tovabbiakban k, A, indexelt verzidk... végtelen szamossagokra utalnak, ha mésképp nem mond-
juk.
Tétel. cfk a legkisebb olyan « rendszam, melyhez talalhatni (kg)s<a, kg < K tulajdonsaga soroza-
t0t7 hogy Z[’}<n‘, /{/ﬁ = kK. u
Tétel. Ha x limesz, akkor van olyan szigordan nové (kg)s<ctr Sorozat, hogy Z,@<cm kg = K. ™

Az alabbi tétel megmutatja, hogyan kell elég kemény feltételeket szabni ahhoz, ,szigorian na-
gyobb” jellegii szamossigaritmetikai eredményt kapjunk:

Konig-egyenlStlenség. Ha vessziink x; < \; (akir véges) szamossagokat, akkor >, k; < [, A
[

Pl. ha minden x; = 1, minden \; = 2, és k darab van beldlik, a jolismert x < 2%-hoz jutunk. A
Konig-egyenlStlenség azért ennél erdsebb tovabbi egyenlGtlenségek kikényszeritésére is hasznalhaté:

Kovetkezmény. k < k7%, k < cf 2", ™

— Az utobbi egyenlStlenségbdl adodik a fentebb emlitett éles korlatozéas a kontinuum mivoltat
illetéleg.
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Els6rendi logika: koncepci6 és fogalmak

Maradjunk annyiban, hogy a logika targya a nyelvek kifejezSképességének vizsgélata: a logista
kiviilalloként, mint egy film nézGje, figyel egy kommunikacios szituaciot, tehat azt, hogy egy adott
nyelv szabta keretek kozt kijelentéseket képziink valamirdl; majd rendezsként — de kiviilallosagat végig
megtartva — beleavatkozik a szituiciéba, tipikusan valahogy modosit a ,yvalamin”, és figyeli, hogy a
nyelv mennyire reagél érzékenyen a valtozasra.

Ez a valami vilagimitacio: egy univerzumbdl all, ,ahol térténnek az események”, és az univerzumot
kiilonféle mdédon strukturalo entitasokbol, melyek adekvatak a nyelvhez annyiban, hogy az valamiképp
képes megnevezni Gket, beszélni réluk.

Tehat a logikdhoz kell: nyelv és struktira, ill. a kettSt Osszekapcsold jelentés, ami a nyelv
objektumaihoz (szintaktikai objektumok) a ,yvilag” létezdit (szemantikai objektumok) tarsitja. Ennek
alapjan minden egyes vildgban kijeldljiik a nyelv objektumai, ,kijelentései” koziil az ott érvényeseket.
Az adott vildgban érvényes kijelentések képzik ama vildg elméletét. Az elmélet mibenléte az az
objektiv informaxié, ami alapjan le tudjuk mérni a nyelv kifejezGerejét, figyelvén, milyen messze van
a vilag — elmélet hozzarendelés az injektivitastol, kiillonbozé vilagok mekkora kupacai azok, melyek
kozott a nyelv nem képes kiilonbséget tenni.

Ho tartjuk magunkat ehhez a paradigmahoz, az tlnik ki, hogy a logika elemzi a matematikat
(a matematika igazsagfogalmat, és a matematikai gondolkodast valamilyen szinten, bar biztonsigo-
sabb azt mondani, hogy a matematika ,jatékszabalyait”), és nem megalapozza azt. Ez a megallapitas
feljogosit minket arra, hogy a logika miivelése soran felhasznalhassunk akidrmilyen matematikai konst-
rukciét.

Az alabbiakban egy konkrét logikai rendszer példajan: az elsérendi logika, avagy predikdatum-
kalkulus példajan mutatjuk be, hogy is néz ki ez a koncept. Bizonyos okokbdl — melyek részletezése
sem e szovegnek, sem az egyetemi kurzusnak nem célja, de azért valamennyire fény deriil rajuk — ez
a nyelv a legadekvatabb a mondott-fajta matematika-vizsgald vizsgalatokhoz, ezért lett e rendszer
a bevezet6 logikai kurzusok {6 téméaja (no meg mert mindent6l fiiggetleniil is jopofa matematikai
problémék forrédsa).

El6szor tehat megadjuk nyelvét, az elsérendd nyelvet. Igazabdl nem is egy nyelvrél van szo,
hanem hasonl6 felépitésii nyelvek egy paraméter, az tntipus altal Gsszegytijtott csaladjarol.

Hogy érzékeltessiik, mirsl van sz6, mutatunk egy koznyelvi példamondatot, amely mini-seregszemlét
nydjt az elsérendd nyelv sajatossagaibol, s mely felmutatja e nyelv kifejezSképeségének nem-mate-
matikai hatarait is:

,Némely ndk jobbak mds néknél, némely nék anyjai jobbak mds nék anyjaindl.”*

Milyen nyelvi eszkozokkel él ez a mondat? Probaljunk meg valami formélis sémaval megvilagi-
tani szerkezetét! Mindenekel6tt belathatjuk, hogy célszerid valasztéas ,targyaldsi univerzum” gyanant
a nék halmaza, azaz minden hasznalt viltozé lehetséges értékeiként nék szolgalhatnak. Kijelenté-
siinket boncolgatva felfedezhetiink olyan kisebb egységeket, amelyek még szintén predikativ jellegiiek
(valamikrgl allitanak valamit), de amit allitanak, az oly egyszerii, hogy tovabb méar nem bonthatd
(kijelentés-atom): ,x jobb y-nal’. Eszrevehetjiik, hogy nemcsak egy akirmilyen z-rél allithatjuk ezt
a kijelentés-atomot, de egy wvalakinek a valamijeként meghatarozott x-r6l (z := ' anyja). Tehat a
kijelentés-atom tovabbi (mar nem predikativ részekre vald) bontédsa: a kijelentés-atom ugy all el6,
hogy valamely viszonyulasba, reldcigba behelyettesitiink hozzarendelésekbdl, figgvényekbdl Ssszera-
kott kifejezéseket. Ezen kijelentés-atomokbol mar bevett logikai miveletekkel épithetd fel a mondat
egésze; esetiinkben ,65” (A) és kvantorok hasznaltatnak. Vagyis majdnem: itt lathatjuk, hogy mon-
datunk tartalmaz olyan mogottes tartalmat is, ami a kvantorok megvélasztasiat nem-egyértelmiivé
teszi (33 vagy V3). Tehat végiil is az eredeti tartalmat talan leginkabb kozelits formalis verzio:

Va3y .,y jobb x-nél” A VzIy (y anyja) jobb (z anyja)-nal”;

— noha elképzelhetSk olyan formalis eszkdzok is, amelyek érzékenyebbek a mogéttes tartalomra,
ilyenek keresése azonban mar inkidbb nyelvészeti-logikai és nem matematikai-logikai feladat.

Akkor most fogaljuk Gssze roviden, mik is pontosan az elsérendd nyelvek elemei, s hogyan all
ezekbdl Gssze a nyelv.

Ami minden elsérendii nyelvben kozos: néhany alapjel, amit mindegyik, és mindegyik ugyantugy
hasznal.

*.Some girls are bigger than others, some girls’ mothers are bigger than other girls’ mothers” — The Smiths
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ElSszor is rogzitlink egy Var végtelen halmazt, ez lesz a vdltozok halmaza. Aztan lesznek persze
,delimiter” jelek, mint ,,(” és ,,,”. Es lesznek a konnektivdk (kapcsolok, logikai mtveletek, formula-
miiveletek): A, V, =, 3, ¥V, = (ez utébbi harom ebben a formaban nem tekintheté konnektivanak,
hanem z,y € Var esetén képezhetsk belsliik a 3z, Vx unaris, ill. az ¢ = y konstans konnektivak). Az
els6 haromra nulladrendd v. Boole-konnektivikként utalunk, akarcsak a bel6liik kifejezhetd egyebekre

A (hasonlésdgi) tipus az a dolog, ami megadja az adott els6rendii nyelv ra jellemz6 jeleit, a
relaciokat és fliggvényeket. Formalisan egy t tipus egy (trel, talg) par — tre1: a tipus reldcids része, tag:
a tipus algebrai része —, ahol t,q a pozitiv, t.1, pedig a nemnegativ egészek halmazaba képzd fiiggvény.
Akiken t.¢ értelmezve van, azokat hivjuk reldcidjeleknek, akiken pedig t.i., azokat fiiggvényje-
leknek (azt, hogy mondjuk f a tipus fliggvényjele, lazan jel6lhetjiik ugy, hogy f € t). Egy adott R
relaciojel, ill. f fiiggvényjel estén a tne (R), ill. tag(f) érték adja meg az 6 aritdsdt (valtozészimdt) (a
qrel”) jalg” indexeket altalaban mell6zziik).

Eszerint lehet olyan is, hogy 0-valtozds fliggvényjel. Ennek kapcsan nézziikk meg, mit is csinal egy
U # @ halmazon egy 0-valtozds mivelet. Ugye egy n-valtozos miivelet egy U™ — U leképezés; akkor
egy 0-valtozos miivelet egy {@} = U® — U leképezés — ez nem csinal mast, mint kijeloli U egy elemét
(ti. az egyszem @ értekét). Ezért a 0-valtozos fliggvényjeleket kijelolt elemeknek v. konstansoknak is
szokas hivni (pontosabban a ,kijel6lt elem” képzetét ily modon passzitottédk be a ,miivelet” sémaba).

Mindenesetre most mér akir minden tartalmi megfontolis nélkiil definidlhatjuk a t tipusi elsd-
rendd nyelunek elSszor a kifejezéseit (v € Var kifejezés; ha f € ¢, t(f) =n, ki-k kifejezések, akkor

f(k1, ... ky)is, s csak az kifejezés, amit ily modon...), majd formuldit (ha a k;-k kifejezések, R € ¢,
t(R) = n, akkor k1 = ko, R(k1,...,k,) formulak (az an. atomi- v. primformuldk); s ha ¢, 1 formula,
akkor ¢ AW, ... ,Vxy is azok, s csak az ilyenek...). (A kifejezéseket szokas latinosan terminusnak is

mondani, vagy ronda anglicizmussal termnek:.)

Egy rakis szintaktikai jaték van, amit kifejezésekkel és formuldkkal tizhetiink. Felrajzolhatjuk
pl. egy formula részformula-fajat, és megallapithatjuk, hogy ez egyértelmi (egyértelmi olvashatésagi
lemma), ennek alapjan belathatjuk a formulaindukcio -és rekurzié jogos voltat, definidlhatjuk egy
formula szabad vdltozdit (azok, akiknek van kvantor altal nem kotott elgfordulasuk), formula zdrtsd-
gdt (nincs szabad valtozoja), ill. lezartjat (elérakunk annyi univerzalis kvantort, amennyitél zartta
valik). Szoéval csupa olyan dolog, ami kb. annyira matematika, mint adott sorozatokhoz kiszamolni
azt a kiisz6bindexet, amin tdl mar legalabb m pontossaggal kozelitik hatarértékiiket... Azokat a
konvencidkat, amelyek segitségével roviditjiik, egyszertsitjik formuldink leirdsat, meg sem emlitjiik
(bar hasznalni hasznaljuk), talan csak azt, hogy ,,o(x1,... ,z,)” azt jelenti, hogy x1, ... ,z, szabadak
-ben (de mas is lehet még szabad).

Inkabb térjiink ra, hogy adhatunk jelentést formuldinknak. Ehhez elGszér definidljuk a ¢ tipusd
elsérendi struktira fogalmat. Egy ilyen nem més, mint egy A = (A, I) par, ahol A nemiires
halmaz (a struktura univerzuma v. alaphalmaza), I pedig az Gn. interpretdcid, ami olyanokat csinal a
relacio-, ill. fiiggvényjelekbdl, amiknek lenniiik kell: R € t-hez hozzarendel egy R* C A relaciot,
s f € t-hez egy f*: A'Y) — A miiveletet. (Konvencié: strukturara és alaphalmazara ugyanazzal a
betiivel utalunk, csak elébbi esetben got, utébbi esetben latin betiit hasznalunk; de pl. a € A mellett
a € A is hasznalatos.)

Ezek utan miknek nem rogziti egy struktira a jelentését? Hat a valtozOknak! A valtozoknak
egy jelentés-rogzitését, azaz egy Var — A fliggvényt 2 feletti értékelésnek neveziink. Egy ilyen,
kézenfekvs rekurzio révén, a kifejezéseknek is ad értéket (szintén A valamely elemét), és ebb6l igaz-
sagérték szarmaztatodik a fomulakra (a k kifejezés e : Var — A melletti értékeét, ill. a . formula
érvényes (igaz) A-ban’ relaciot hagyomanyosan kle]-vel, ill. 2 | ole]-vel jeldljiik). Azért ole]

értjiik, amelyik xz-en kiviil mindenhol azt csinélja, amit e, z-ben pedig a-t vesz fel. Nos hat:

o A= ky = kole] <= kile] = kale], ill. A |= Rk, ..., kn)le] <= (kile], ..., knle]) € R*;

AEpNPle] == ARl és A= yle];

A E ~ple] <= A ple);

A = Jxple] <= létezik olyan a € A, hogy U = ple(x:a)];

AoVl <> AE (oA, AEVogle] <> 2wl
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— a lényeg, hogy a konnektivak kbznyelvi jelentését rekurzidval ralGesdljiik a formulakra.

A ¢ formula érvényes az A strukturdban, mis megfogalmazasban 2 modellje p-nek (jelolés:
A = ¢), ha tetszéleges értékelés mellett érvényes. Apréd észrevétel: egy formula pontosan akkor
érvényes 2U-ban, ha lezartja; tehat nem csak pongyola konvencié, hogy a kvantorok elhagyasaval is
leirhatjuk pl. az asszociativ szabalyt (vigyazat! hasonlo allitds nem vonatkozik az értékelés melletti
érvényességre!). Az 2-ban érvényes formulak halmaza 2 elmélete.

Az érvényesség fogalmat kiterjesztjiik formulahalmazokra, is: ha T’ formulahalmaz, akkor 2 =T,
ha minden ¢ € I'-ra fennall 2 = .

A ¢ formula érvényes (jelolés: = ), ha tetszéleges strukttraban érvényes. A ¢, formulak
ekvivalensek, ha ¢ =1 és ¥ = ¢, ami ugyanaz, mint |= ¢ < 1, hiszen

Dedukciélemma. Ha I' formulahalmaz, ¢, 9 zart formuldk, akkor TU {p} =9 <= T = ¢ — ¢.
| |

A szemantikai kdvetkezményfogalom a kovetkezs: a o formula kévetkezik a I" formulahalmaz-
bol (I' = @), ha 2 |= T-bol esetén A = ¢ is fennéll; mas szoval, ha I' modelljeiben igaz ¢. Kézenfekvs
modon definidljuk T' = ©-t, ahol O is formulahalmaz.

Miféle normélalakra lehetne hozni egy formulat? Azaz: adott ¢-hez kéne talalni olyan vele ekvi-
valens ¢'-t, ami valamilyen meglehetsen behatarolt szintaktikai feltételnek tesz eleget.

A kvantormentes formula az olyan, mint amilyennek a titulusa mondja, s mas szoval nyilt formu-
lanak is nevezik az ilyet. Egy formula prenex, ha Q121 ...Qnx,p alaku, ahol Q; € {3,V}, ¢ pedig
nyilt. Hazi széhasznélat: nevezziik ezt a -t prenex formulank nyilt részének. Kénnyen lathat6, hogy
minden formula ekvivalens egy prenex formuldval. Egy nyilt formula konjunktiv normdlforma (CNF),
ha A\, \/j ;5005 alaki, ahol €;; vagy a — jel, vagy semmi, és oy;; atomi formula; s diszjunktiv normdl-
forma (DNF), ha \/; A\, €;ji; alak. Azt se nehéz létni, hogy minden nyilt formula ekvivalens mind
egy alkalmas CNF-fel, mind egy alkalmas DNF-fel. igy hat a kévetkezd normalformék adédnak:

Allitas. Minden formula ekvivalens egy prenex formulaval, melynek nyilt része CNF, ill. egy olyannal,
melynek nyilt része DNF. n

Most az alapfogalmakkal megismerkedvén, példdkat kéne mondani; de ezek a foglamak elég termé-
szetesek ahhoz, a hétkdznapi életben elég gyakran elGjonnek ahhoz, hogy etts]l megkiméljiik magunkat.
Tlletve egy, a késGbbiekben hasznalt példat megemlitiink.

A természetes szamok strukturajarol van sz6. A tipus algebrai lesz (nincsenek relacidjelek), még-
hozza a 0 és 1 konstansokbdl és a +, - binér (kétvaltozos) fiiggvenyjelekbdl fog allni. A struktira
alaphalmazat a nemegativ egészek képzik, és 0, 1, 4, - a megszokott médon vannak interpretalva. E
struktirat 9-nel jeloljiik.

A dolog ott kezd érdekessé valni, ha axiomatizalni akarjuk e strukturat, azaz olyan benne érvényes
formulahalmazt keresiink, amibd&l kovetkezik I elmélete. Persze maga 0 elmélete ilyen, de ,yvalami
kézzelfgohatobbat”, | konkrétabbat” szeretnénk. Godel nemteljességi tétele (1d. késébb) szerint ilyen
nincs, azonban ismeretes egy formulahalmaz — a Peano axiomdké, ,PA” — amibdl az alapvetd
aritmetikai és szamelméleti Gsszefiiggések kovetkeznek.

Most ezt adjuk meg, nem a hagyoméanyos puritan forméjaban, hanem megjegyezhetére finomitva.

Elsszor is PA kimondja a kommutativ egységelemes félgyird aziomdkat, azaz +, - kommutativ,
asszociativ, neutralis elemes (0, ill. 1 neutralis elemmel), fennall a disztributivitas, és +-nal lehet
egyszertisiteni (x +y = ¢ +y — y = y'). Van tovabba egy ,0-karakterisztikajusag™szerii axioma:
x +1#0. Végiil van az indukcids axiomaséma: minden egyes p(x) formulédhoz felvessziik PA-ba a

[p(0) AV (p(x) — @(x +1))] — Yop()

axidmat.

Azt a sejtést, hogy PA ereje végtelen voltaban rejlik, cafolja a kivetkezd véges axidmarendszer, a
Robinson-aritmetika, mely kovetkezménye PA-nak, s mely — mint azt latni fogjuk — a hangsilyozott
szempontok tekintetében lesz olyan erds, mint PA.

A Robinson-aritmetikat ugy kapjuk meg, hogy PA-bol elhagyjuk az indukcids sémaét, és egyetlen
szem axi6émaval potoljuk, mely azt mondja ki, hogy minden nem-nulla elem rékévetkezdje valakinek,
azaz ¢ #0— Jy(z =y +1).*

*Pontosabban azt szoktak Robinson aritmetikanak hivni, amit az eredeti, puritin Peanobol kapunk ezzel az axio-
macserével; ebbdl pl. nem kovetkezik + kommutativ volta. A mi szempontunbél mindegy, melyiket hasznaljuk.
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Modellelmélet

Rogzitsiink egy ¢ tipust, ha mast nem mondunk, mindent ebben a tipusban csinilunk.

Két struktira zzomorf, ha van koztiik a relacio-és fliggvényjeleket egymésba vivé bijekcio; jeldlés:
»2A =2 B”. Ez problémamentes fogalom, szemben a homomorfizmussal: hogy ,egy leképezés tart egy
relaciot”, arra tobb lehetséges megfogalmazas is van, és mikor melyiket hasznaljuk. Jelen szdvegben
egyiket se.

A részstruktira (A < B) megint csak vilagos fogalom: olyan részhalmaza (-ra valé megszoritasa)
a befoglalo strukturanak, mely zart a fiiggvényekre. Két struktura elemien ekvivalens (2 ~ 8), ha
ugyanaz az elméletiik. A elemi része B-nek (A < B), ha része, tovabba tetsz6leges ¢ formula és
e: Var — A esetén A = gle] <= B = ple]l. S elemi bedgyazds: izomorfizmus egy elemi résszel.

Az elemi struktura persze elemien ekvivalens részstruktiura, de forditva ez nem &ll: ha vessziik
w=40,1,2,... }-t mint rendezett halmazt, ennek elemien ekvivalens, s6t vele izomorf része {1,2,... },
de nem elemi része, amint azt a Vyx > y formula és az x — 1 értékelés mutatja (konvencio: értéke-
léseket csak a relevans valtozokon adunk meg, de hatarozott nével6t hasznalunk). Ellenben végtelen
halmaznak (értsd: iires tipusi strukttrdnak) minden végtelen részhalmaza elemi része; Q-nak mint
rendezett halmaznak minden végpont nélkiili stirii rendezést 6rokls része elemi része; R-nek, mint
testnek a valos algebrai szadmok teste elemi része. Mindjart ramutatunk arra, miért van igy.

Erezhetd, hogy az elemi részség a kvantorok viselkedésén mulik: ezek igazsagértéke fiigg az egész
strukturatol, az egyéb konnektivak hatdsat mindig meghatarozza az a par elem, akikre a vizsgalt
formula valtozoéit értékeltik. Fz az intuicié a kovetkez§ allitdsban nyeri el szabatos alakjat:

Tarski-Vaught kritérium. Legyen 2 > B. 2 < B pontosan akkor teljesiil, ha tetszileges ¢
formula és e : Var — A esetén, ha B = Jzple], akkor van a € A is, hogy A = ¢le(x:a)]. n

Az elmélet sz6t (ha pdrén all, és nem ,yalakinek az elmélete” szévegkornyezetben) a ,formulahal-
maz” sz6 szinonimajaként fogjuk hasznalni. Egy I' elmélet kvantorelimindlhato, ha tetszdleges ¢
formuldhoz van olyan kvantormentes ¢’, hogy a szabad valtozoik ugyanazok, tovabba T' | ¢ <« ¢
(,T" szerint ¢ és ¢’ ekvivalens”).

Naméarmost tény, hogy a fent emlitett struktarak — végtelen halmazok, (Q, <), valos test — elmé-
lete kvantoreliminalhato; tovabba kvantoreliminalhatésdgukbol konnyen belathaté, hogy a mondott
fajta részstruktirak veliik elemien ekvivalensek (I1d. alabb). Az meg maér trivialis, hogy a kvantoreli-
minalhaté (elméletd) struktiarak korében az elemien ekvivalens rész egyben elemi rész is: egyszertien
nincs, mi elrontsa a Tarski-Vaught kritériumot, mert ,csak kvantormentes formuldk vannak”.

Még egy fogalom, mielGtt tovabbmennénk: ha egy elméletnek van modellje, akkor konzisztens,
kiilonben inkonzisztens. Az inkonzisztencia tugy is mondhato, hogy az elméletbsl kiovetkezik a
yhamis allitas” (amit reprezentalhat pl. x # x), vagy akkor mar, hogy tetszdleges allitas kovetkezik
beldle.

Nos tehat, a kvantoreliminalhaté elméleteknél még egy kérdésre kénnyd a valasz. Ez a kérdés a
teljesség. Egy elmélet teljes, ha minden zart formula igazsagat eldonti: tetszéleges ilyen o-re I' = ¢
vagy I' = —¢. Az inkonzisztens elméletek teljesek, de hogy érdekesebb példat mondjunk, a valamely
struktura elméleteként elGallo elméletek is ilyenek, s hat a konzisztensek koziil csak ezek, mert egy
teljes elmélet egyezik tetszoleges modelljének elméeltével. Ilyetén a teljesség gy is mondhato, hogy
az elmélet barmely két modellje elemien ekvivalens.

A kvantoreliminéilhaté elméleteknél csak a nyilt formuldk szamitanak, a teljesség szempontjabol
definici6 szerint csak a zartak szamitanak, igy hit egy kvantorelimindlhaté elmélet teljessége a nyilt-
zartaktol fligg, azaz a valtozdt nem tartalmazdaktédl. Ha pl. nincs konstansjel a tipusban, akkor csak
az igaz’ és hamis’ tiszteletbeli formuldk ilyenek, igy az elmélet teljes.

Belathato, hogy az iires tipusban a ,létezik végtelen sok elem” formulahalmaz
(3z1...Fzn N\iyj v # x; alakd formulék halmaza) kvantorelimindlhato, ill. a rendezés tipusban
(egyetlen binér relaciojel: <, semmi tobb) a végpontok nélkiili strd rendezés elmélete kvantoreli-
minalhat6. A fentiek szerint akkor ezek teljesek.

Es akkor ezzel sikeriilt axiomatizalni (Q, <)-t, tovabba mar azt is 1atjuk, hogy a végtelen halmazok
végelen részei, ill. (Q, <) végpontok nélkiili stird részrendezései miért elemien ekvivalens részsrtuktu-
rak (s igy elemi részek).

Ami a valos testet illeti, ott a wvaldsan zdrt testek elméletét kell nézni: egy test valdsan zéart,
ha az —1 nem négyzetdsszeg, minden elem vagy maga, vagy az ellentettje négyzet, és a paratlan
fokd polinomoknak van gyokiik; azaz ,a polinomok tgy viselkednek, mint R felett”. Ez az elmélet
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kvantoreliminalhato, és bar vannak konstansok, igy valtozonélkiili formulak is, belathato errdl is, hogy
teljes. A tovabbiak mar mennek tgy, mint az el6z6 példaknal.

A tipus mérete, |t|, a relacio-és fiiggvényjelek egyiittes szdma. Hasonloan értjiik a relacios, ill.
algebrai rész méretét. Ha adott egy 2 struktura, s @ # X C A, az X é4ltal generalt részstruktura
(legkisebb, 6t tartalmazoé részstruktira) mérete feliilrél korlatozhaté | X | [ta| w-val, mert ha w lépésen
at bovitjiik X-et a fliggvényértékekkel, végiil megkapjuk a generatumot.

Ezt az egyszerd észrevételt mindjart altalanosabban alkalmazhatjuk, ha végrehajtjuk a struktira
elméletének egyfajta algebraizalasat. Mit értsiink ezalatt? Vegyiik pl. az egységelemes félcsoportok
tipusét (1 és - van benne), s tekintsiink egy csoportot, mint ilyen tipust struktarat. Akkor ebben igaz
lesz a Jy = -y = 1 formula. De ha egyszer minden adott z-hez van ilyen y, hat rendeljiink hozzajuk
egyet-egyet! — azaz bovitsiik a tipust az unér ¢ (mint inverz) fiigvényjellel. Ekkor a fenti formula
atirhaté x - i(y) = 1 alakba, ilyetén kikiiszobdlve beléle a kvantort.

Most ha ezt az eljarast nagyban tzzik, és egy adott struktira minden Jzy alaku formulajabol
csindlunk egy efféle fliggvényt (az & un. Skolem-fiiggvényét), s ezekkel bovitjiik a tipust, akkor e
bévitett tipusban a részstruktirak elemi részek lesznek, mert a formuldk Skolem-fliggvényes atirasaval
megint kikeriilhet6 a Tarski-Vaught kritérium feltétele. Mivel a Skolem-fliiggvények legfeljebb |¢|w
darab 1j fiiggvényjelet hoznak be, adddik a hires

Leszallé Lowenheim-Skolem-tétel. Adott @ # X C 2-hoz van A-nak X-et tartalmazo, legfeljebb
| X| |t| w méretii része. n

Ez azért megdobbentd, mert eszerint a halmazelméletnek, a nagyobbnal nagyobb végtelenek elmé-
letének (ha van egyaltalan) van megszamlalhaté modellje! Ez az tn. Skolem-paradoxon. A latszolagos
ellentmondaés feloldasa az, hogy egy halmazelméleti modell a deficié alapjan, sajat belsd struktarajara
tdmaszkodva értelmezi a méreteket, s nem tudunk semmit felhozni amellett, hogy emez értelmezésnek
volna barmi kéze a ,yalé vilag tényeihez” — az a triikk, hogy nem kell mast latni egy halmazelméleti
modellben, mint egy béhdm iranyitott grafot.

Felszall6 Lowenheim-Skolem-tétel. Legyen x végtelen szdmossag. Minden végtelen struktira
elemien beagyazhat6 egy legalabb xk méretd strukturiba. ™

Egyiittesen a két Lowenheim-Skolem-tételbdl adddik, hogy

Kovetkezmény. Ha egy elméletnek van végtelen modellje, akkor |t|w-t6l kezdve felfele minden
szamossagra van akkora modellje. n

Tehat nem remélhetjiik, hogy olyan konkrét és fontos végtelen struktirakat, mint a természe-
tes szamok vagy a valds test, izomorfia erejéig lehetne axiomatizélni elsGrendii apparatussal. A
Loéwenheim-Skolem tételek volt az egyik elsS olyan jellegli eredmény, ami behatérolta az els6rendi
nyelv kifejezGerejét.

A Lowenheim-Skolem-tételek a teljesség problematikajéhoz is kindlnak egy tamadasi feliiletet: ha
K egy szamossag, akkor egy elmélet k-kategorikus, ha izomorfia erejéig egyetlen x méretd modellje
van. A Loéwenheim-Skolem-tételekbdl egyenesen kovetkezik a

Los-Vaught proba. Ha valamely k > |t| w-ra kategorikus egy elmélet, melynek nincs véges modellje,
akkor ez az elmélet teljes. ]

— hiszen ugy lathatjuk be egy ilyen elmélet két modelljének elemi ekvivalencidjat, hogy a Lo-
wenheim-Skolem-tételekre hivatkoza vesziink az egyikkel, ill. a masikkal elemien ekvivalens x méretd
strukturat, s azt talaljuk, hogy ezek a kategoricitds miatt izomorfak. S&t, ugyanilyen érvelés révén
lathato, hogy teljességhez az is elégséges, ha valamely k > |t| w-ra az elmélet olyan méretd modelljei
elemien ekvivalensek. A kategoricitassal kapcsolatban érdemes felidézni a kévetkezd tételt:

Morley-tétel. Ha egy emélet kategorikus valamely nem-megszamlalhaté szamossagra, akkor kate-
gorikus az Osszes nem-megszamlalhaté szamossagra. ™

Most, hogya a kategoticitdson tultettiilk magunkat, felvazolunk egy utat a felszallé Lowenheim-
Skolem-tétel belatasdhoz is.

Vegyiik észre, hogy mér az is elég a felszallo tételhez, ha azt belatjuk, hogy egy végtelen strukturat
lehet akar ,csak kicsit” elemien béviteni, azaz hogy a struktara valddi részként elemien beigyazhato
egy masik strukturaba, mert ekkor elég sokdig (transzfinit modon) iteralva az eljarast tetszélegesen
nagy elemi bgvitéshez jutunk (ti. ha az egyes lépések elemi bévitések, akkor a végeredmény is elemi
bévitése a kiindulé strukturanak).
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Ha 2 egy struktura; feleltessiink meg minden egyes a € A-nak egy 1j ¢, konstansjelet, s legyen
ta =tU{c, : a € A}. Maga 2 kézenfekvs modon értelmezhets ¢4 tipust struktiaraként is, ha igy
tekintiink ra, A+ -szal jeloljiik.

AY, A diagramga legyen az a t 4 tipusi elmélet, mely az A -ban igaz vdltozémentes formulakbol
all; magyaran ez az A egyes elemei kozott tapasztalhaté viszonyok jegyzéke. Ebbdl az elméletbdl
nyilvinvaléan rekonstrualhato 2, s6t, ha B ta tipusd struktira, és B = A%, akkor az a +— c®
hozzdrendelés AT — B bedgyazds. A Lowenheim-Skolem tételekben viszont elemi bedgyazds szerepel,
ilyet kéne latnunk. Addig persze nem is varhatunk effélét, amig csak a szigortan csakis 2 elemeirsl

Ezért a kovetkezdképp erdsitjiik a konstrukcidt: Ag, A teljes diagramja legyen az a t, tipusa
elmélet, mely az 2"-ban igaz zart formulakbol all; tehat ez lényegében AT elmélete. Ekkor mér igaz
lesz, hogy ha B ta tipusi struktira, és B = Ay, akkor az a — c> hozzdrendelés AT — B
elemi bedgyazds.

Jo, de hogy taldljunk a teljes diagramnak egy AT -t6l kiilénbszé modellt?

A Godel nevéhez fiiz6d6 un. kompaktsagi tételt hivjuk segitségiil, amely 6nmagaban is érdekes
allitas, s melyet szamtalan modon be lehet latni (mi is meg fogunk emliteni kettét).

Kompaktsagi tétel. Ha egy elmélet minden véges része konzisztens, akkor az az elmélet konzisztens.
u

Namarmost, ha 2 végtelen, akkor még egy, co-nel jelolt konstans felvétele utan a
Ay U{A 00 # co; i a1,... ,an € A} elmélet véges részei konziszensek lesznek, hiszen ha a teljes
diagramon til egy A._, 00 # ¢,, alakt formulét is ki akarunk elégiteni, hat ki tudunk: A -ban oo
gyanant jeloljitk ki A tetszéleges ay, ... ,an-t6l kiilonboézé elemét. Igy hat lesz egy modellje a fenti
elméletnek, s ez akkor a mondottak szerint 2A-nak valddi elemi bévitése lesz.

Most megismerkediink a modellelmélet talan legalapvetébb eszkozével, az ultraszorzattal; tobbek
kozott a kompaktsagi tétel is belathaté ennek segitségével.

Ha I egy halmaz, egy F C P(I) halmazrendszer sziird I felett, ha benne van I, véges metszetre
zart és felszallo (F > X CY =Y € F); ultraszird, ha szlrs, és ,a részhalmazok felét tartalmazza”,
azaz tetszbleges részhalmaz esetén a halmaz és komplementere kéziil pontosan egyik van benne. Hogy
miért keriilnek szem elé ,maguktol” ezek a fogalmak, s mi az algebrai jelentGségiik, azt az olvaso a
15.: Haléelmélet... tételnél, a disztributiv halékrol és a Boole-algebrikrol sz616 fejezetekben talalhatja
meg. A F-beli halmazokra hasznalhatjuk az ,,F-nagy” jelz6t, vagy ha vildgos, hogy melyik F-rél van
sz06, hivhatjuk 6ket szimplan ,nagy halmazoknak”.

Ha ; (i € I) els6rendd struktirak egy rendszere, akkor a direkt szorzat-halmazon természetes
médon adodik egy [ [, ., Ai-vel jelolt struktira (az A; (i € I) rendszer direktszorzata): egy relaciojel
interpretaltja akkor teljesiiljon egy ,vektorra”, ha koordinatanként teljesiil az egyes 2; struktiradkban,
s a fliggvények értékét is a koordindtankénti értékekbdl képzett vektor adja meg. A szorzat elemeire
a tipusu jeloléssel fogunk utalni, s az ¢ koordinatabeli értékét a;-vel jeloljiik.

Ha E,EE [1;c; i, akkor legyen {(1’ = I_J} ={i e l:a; =0b;}. Most ha JF sziir6 I felett, akkor =5
legyen [[,.; % azon ekvivalencidja, mely szerint @ =g b = {c_i = 5} € F. F sziirG-volta miatt ez

tényleg ekvivalencia lesz, mitobb, le lehet vele faktorizalni a szorzatot:
Jeloljiik [@]s-fel @ ezen ekvivalencia szerinti osztalyat (az index elhagyhato, ha ez nem okoz félre-

értést). Ha R € t esetén tgy akarjuk interpretalni R-t a [],.; A;/F halmazon, hogy ([@1],... ,[dy])-re
teljesiilék R, ha nagy halmazon teljesiil, azaz azon i-k halmaza, melyre ((a1)s,... ,(an);) € R®:, F-
nagy halmag; ill. ha f € t-t Ggy akarjuk interpretalni, hogy f([@1],...,[dn]) = [f(d1,... ,d,)], akkor

megtehetjiik, mert ezek a dolgok joldefinidltak lesznek.

Tehat az A; (i € I) rendszer F szerinti redukdlt szorzata, [[;.;%i/F legyen a [[,; Ai/TF
alaphalmazi struktira az iménti interpretdcioval; ha F torténtesen ultraszirs, akkor a szerinte vett
redukalt szorzatot ultraszorzatnak nevezziik. Ultrasziirékre tipikusan U-val utalunk.

Los$ lemma, az ultraszorzatok alaptétele. Az A = [ & /U ultraszorzatban adott ¢ formula,

iel
& : Var — A értékelés mellett pontosan akkor teljesiil 2 = ¢ [é], ha azon i-k halmaza, melyre
A; = ples], Unagy.
Specidlisan [ [, ; 2;/U-ben pontosan akkor érvényes egy formula, ha nagy indexhalmazon érvényes.
Specialisan egy 2! /U ultrahatvany elemien ekvivalens 2A-val. n
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Nosza hat, akkor kezdddjék az ultrasziirG-vadaszat!, mondhatjuk. Ultrasziir6k elGallitasira a
legegyszertibb modszer a kovetkezs: vesziink egy @ € I-t, s ekkor U; = {X C I : i € X} ultrasziiré
lesz. Ezzel azonban nem jutunk messzire: ]_L cr A /U;y = ;. Ezért az ilyen ultrasziirSket trividlisnak
nevezziik. Egy ultrasziré pontosan akkor trivialis, ha tartalmaz véges halmazt. Tehét véges indexd
ultraszorzatok nem adnak 1j dolgot.

Nem-trivialis ultrasziir6t konstruktive megadni viszont nem lehet. Hanem pl. a kdvetkezs, Zorn-
lemma alapt alapvets segédtétellel kereshetiink nem-trivi ultrasziiréket:

Egy halmazrendszer centrdlt, ha a tagjaibdl képzett véges metszetek nem {iresek.

Lemma. Minden I feletti centrdlt halmazrendszer ultrasziir6vé bévithetd. n

(Igy speciel minden P(I)-t6l kiilonbozé sziird is ultrasziirévé bovithetd. )

Ha I végtelen, az I feletti kovéges (véges komplementert) halmazok rendszere centralt, igy ultra-
szir6vé bévithets, s ez nem-trivi ultrasziirg lesz, mert nem tartalmazhat egyszerre egy halmazt meg
a komplementerét is.

Most ha egy I' elmélet minden véges része konzisztens, azaz minden © C I végesnek vehetjiik egy
Ao modelljét, akkor a kévetkezd ultraszorzatos konstrukeid vezet el a kompaktsagi tételhez:

Az I ={0© C T : 0O véges} halmaz feletti {{© € I : © 5 ¢} : ¢ € '} rendszer centrélt lesz, igy egy U
ultrasztirévé bsvithets. Ekkor pedig [[go; %o /U =T, tehat I is konzisztens.

Szokas mondani, hogy modellelméletben a tételek bizonyitasa abbdl 4ll, hogy meg kell talalni a jo
ultrasziirét.

Mellesleg az ultraszorzat segitségével kozvetleniil, a kompaktsagi tételt kiiktatva is csindlhatunk
valodi elemi bovitést (ami ugye a felszalld Lowenheim-Skolemhez kellett): ha 24 struktura, a € A,
@ € A legyen a minden koordinataban a vektor. Es térténetesen az a +— [d]y hozzdrendelés
elemien bedgyazza A-t az A /U ultrahatvdnyba. Es ha A végtelen, akkor véve A-n egy U nem-
trivi ultrasziirGt, az efféle beagyazas 21 — A4 /U viszonylatban valédi elemi bévitést ad, hiszen [id 4]
kiilénbozni fog az [a] elemektsl (léven hogy csak egyetlenegy kézds koordinataja lesz veliik).

Az axiomatizilhatosag is megfoghato az ultraszorzaton keresztiil:

Egy I' elmélet modelljeinek osztalyat Mod I'-val jeloljiik. Tovabbé az ,elmélete” fogalmat kiter-
jesztjik strukturaosztalyokra is: a K strukturaosztdly elmélete legyen azon formulak halmaza,
amelyek K minden elemében érvényesek; ezt Th K-val fogjuk jeldlni. Azt mondjuk, hogy a I for-
mulahalmaz ariomatizdlja a K struktiraeosztdlyt, ha K = ModI". K axiomatizdlhats, ha
alkalmas I'-ra K = ModT'; ez persze azzal ekvivalens, hogy K = Mod Th K. K wvégesen ariomati-
zdlhato, ha alkalmas véges I'-ra K = ModT'; ez persze azzal ekvivalens, hogy alkalmas ¢ formuléara
K = Mod ¢, hiszen egy véges formulahalmaz elemeit Gssze lehet konjunktalni.

Tétel.

o Egy strukturaosztaly pontosan akkor axiomatizalhatd, ha zart az elemi ekvivalenciara és az
ultraszorzatra (tehat ha valamik benne vannak, akkor a veliik elemien ekvivalensek, ill. ultra-
szorzataik is benne vannak).

e Egy strukturaosztaly pontosan akkor axiomatizalhat6é végesen, ha mind 6, mind a (az adott
tipusu struktirak osztalydra vett) komplementere axiomatizalhato.

A feltételek sziikségessége az eddigiekbdl nyilvanvald (pl. ha K = Mod ¢, akkor komplementere
nem mas, mint Mod(—¢)). A masik irany a kompaktséigi tételnél hasznalthoz hasonlé ultraszorzatos
konstrukcié segitségével lathaté be.

Ez a tétel valamiféle legitimécioja az ultraszorzatnak: ebbdl latszik, hogy az ultraszorzat nem
csak valami esetleges konstrukcié ami véletleniil még az els6rendii Gsszefiiggéseket is megdrzi, hanem
szoros és lényegi kapcsolatban all az elsGrendd logikéval, s a révén elsérendd logikai fogalmak teljesen
szintaxis-mentes (azaz tisztdn szemantikai) jellemzése adhat6. Erre latunk majd még példat, akar
most rogton:

Shelah tétele. Két struktira pontosan akkor elemien ekvivalens, ha van izomorf ultrahavanyuk.
|
Ebbél adédik az axiomatizalhatosagnak egy mar tényleg tisztan szemantikai jellemzése:
Kovetkezmény. Egy strukturaosztily pontosan akkor axiomatizalhatd, ha zart az izomorfira, az

ultraszorzatra, és az ,ultragybkre” (azaz ha egy struktura valamely ultrahatvinya az osztalyban van,
akkor maga a struktira is benne van az osztalyban). ™
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A fenti axiomatizalhatosagi tételbdl lathato pl., hogy a grafok tipusaban (itt grafon egy darab
szimmetrikus irreflexiv binér relacioval ellatott strukturat értiink) a korok osztalya nem axiomatizal-
haté, az erd6k osztalya — amit kénnyi axiomatizalni — nem axiomatizalhaté végesen; hasonléképp, a
jolrendezések osztalya nem axiomatizalhatd, mig a végtelen halmazok, torzidmentes Abel-csoportok,
(algebrailag) zart testek osztalyai, bar kénnyd ket axiomatizalni, nem axiomatizalhatoak végesen.
Stb.

Ha © formulahalmaz, azt mondjuk, hogy egy K struktturaosztaly azxiomatizdlhaté ©-formu-
ldkkal, ha van olyan I' C ©, hogy I' axiomatizélja K-t. Egy formula univerzdlis (egzisztencidlis),
ha ugy néz ki, hogy egy kvantormentes formula el6tt néhany univerzalis (egzisztencialis) kvantor all.

Egy K strukturaosztily zdrt a részstruktira-képzésre, ha B <A € K =B € K; ill. zdrt a
bovitésre, ha B > A € K = B € K (tovabba szokds mondani, hogy egy I' elmélet megdrzddik a
részstruktirdkra (bévitésekre), ha ModI' zart a részstruktira-képzésre (bgvitésre)).

Nyilvanvald, hogy egy struktiraosztaly pontosan akkor axiomatizalhat6 kvantormentes formulék-
kal, ha univerzalisokkal. Nyilvanval6 tovabba, hogy ha egy struktiraoszaly univerzalisan (marmint
univerzalis formulakkal) axiomatizalhato, akkor zéart a részstrukttura-képzésre, ill. ha egzisztencialisan
axiomatizalhat6, akkor zart a bévitésre. A kévetkezs tétel szerint — feltéve az axiomatizdlhatosiagot
— ez elégséges is.

Tétel.

o Egy struktiraosztdly pontosan akkor axiomatizalhat6 univerzélisan, ha axiomatizalhaté és zart
a részstruktura-képzésre.

e Egy struktiraosztdly pontosan akkor axiomatizalhat6 univerzélisan, ha axiomatizalhaté és zart
a bévitésre.
]

Az axiomatizalhatosagra adott tisztan szemantikus kritérium és az iménti tétel Osszevetésébdl
adoédik, hogy

Kovetkezmény. Egy strukturaosztaly pontosan akkor axiomatizalhaté univerzalisan, ha zart izo-
morfizmusra, ultraszorzatra és részstruktura-képzésre. n

— Az ilyesfajta allitasokat megdrzési tételeknek nevezik.

Egy erds legitimacié: az els6rendii logika teljessége

Szeretjiik a szemantikai kovetkezményfogalmat, mert megfelel intuiciénkak, nagyjabdl ilyen a hét-
koznapi életben hasznélt kovetkezményfogalom is: a ,Legyen ez-az, igy-ugy, hogy... Ekkor barhogy
is mégamaz..., tejlesiil az, hogy pontpontpont” tipusa tételeket Ggy szoktuk bizonyitani, hogy el&szor
is vesziink egy ezt-azt, ami kielégiti az ,igy-ugy, hogy...” premisszdkat, még vilasztunk tetszélegesen
egy mégamazt, ezutan 1épésril-lépésre lejatszva a cselekményt belatjuk, hogy ebben az imént felhi-
zott, premisszakhoz igazitott szinpadon csak gy jatszhatnak a szinészek, hogy teljesiiljon az, hogy
pontpontpont.

Azonban meriilhetnek fel problémék e fogalommal kapcsolatban. Kissé gyengiilne meggy6zs ereje,
ha gy jarnank vele, mint pl. a kontinuumhipotézis esetében, és talalnank p-t, ©¥-t, hogy ,,»o = ¢’
fliggetlen volna a ZFC axiéméktol...

Ez az agyrém nem is annyira irredlis szituacié: az tin. mésodrendd logikdban pl. — ami annyival
tobb, hogy nemcsak elemekre, hanem relacickra utlad valtozokat is hasznalhatunk, azaz mondhatunk
sétezik olyan graf, hogy...” tipusi mondatokat is — konkrétan a kiils6 halmazelmélet kontinuumhipo-
tézise megfogalmazhato egy ¢ formulaval (tehat |= ¢ épp akkor all fenn, ha a kontinuumhipotézis).

Szerencsére az els6rendd logika nem ilyen. Arra nézvést, hogy ezt belassuk, az Gtlet az, hogy
keressiink olyan kévetkezményfogalmat, ami a finit mddszerek kérén beliil marad. A finitizmus lényege
az, hogy papirral és ceruzaval effektive elGallithaté objektumokat hasznalunk, amikkel nincs mese,
hogy ott vannak, vagy sem, mert latjuk és kész. Pl. egy halmazokra utalé bizonyitas nem finit, mert
mi az, hogy halmaz?... — attol még nem tudjuk, hogy leirjuk a papirra, hogy ,legyen X egy halmaz”.

Végiil is a logika alapélménye nem az volt, amivel a logikai részt kezdtiik, tehit hogy vilag-
utanzatokroél szo6l6 nyelvek kifejezGerejét vizsgilja — ez meglehetGsen modern idea —, hanem az, hogy
két ember vitatkozik, és nem birnak dtlére jutni, végiil aztan az egyik kifakad, hogy ,J6, akkor
vegylik 4t az érvelésed lépésrél 1épésre, bontsuk le olyan kicsi darabkik egymaéasutanjara, amikrsl
mér evidens, hogy helyesek-e vagy sem, és akkor majd meglatjuk, megaalja-e helyét vagy sem. Mert
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példaul annyi bizonyos, hogy...”, és ezekutan nekilatunk meghatarozni azon érvelési szabélyok korét,
melyek érvényesége nem vitatott.

Ez a megkdzelités tényleg biztonsagos, igy bakot nem 16hetiink, amit e modszerrel belatunk, az
biztosan megallja a helyét, de felmeril vele kapcsolatban egy silyos probléma: mi a garancia arra
nézvést, hogy a nagy faradozéssal egybegytjtott és kanonizalt szabalyrendszer teljes, azaz barmilyen
helyes kovetkeztetés belepréselhetd ebbe a keretbe, s egy szép napon nem jon-e egy okos ember, aki
ugy érvel, hogy azt nem tudjuk kévetni szabalyainkkal?

E probléma megoldédna, ha tudnank valami szabatos definici6jat adni annak, hogy ,egy allitas
igaz”, s aztan beldtnank, hogy a szabalyrendszeriink megszabta koreografiaval tetszdleges igaz allitas-
hoz el tudunk tacolni. Itt ér 6ssze a két szal: ha belatnank, hogy a szemantikai médon meghatarozott
igazsagfogalom (intuitiv megfogalmazasban: ,egy allitds igaz, ha minden lehetséges vilagban igaz”)
szerint pontosan akkor igaz egy Aallitas, ha szabalyrendszeriink eszkozeivel le tudjuk vezetni, akkor ez
elgszor is megmutatnd, hogy a vilagok a nyelv altal elérhetd szempontokb6l abszolit médon, a meta-
(kiils6-) szinttol fliggetleniil viselkednek (a levezetések finit volta miatt), masodszor is, ekkor méar van
egy elfogadhaté igazsag-fogalmunk, amin mérni tudjuk szabélyrendszeriink hatékonysagat, és pont
azt latjuk, hogy valéban, minden igaz &llitas a mi rendszeriinkben is igazolhaté. Ezzel legitimaltunk
igazsag-fogalmunkat. Ez olyan, mint hogy két, az asztalon heverg kartyalap kiillon-kiilon nem tudja a
maga hosszanti kiterjedését magassagga konvertalni, de egymasnak tamasztva Sket kiemelkednek az
asztal sikjabol.

Most hogy latjuk, mi végre tesziink is ilyet, megadjuk a levezetés és a szintaktikai kdvetkezmény-
fogalom, ill. -érvényesség formalis definicidjat.

Levezetési szabalynak hivunk valamely, formulék egy véges halmazabol (a premisszdkbol és egy
oL Y

U
ahol @, tetszleges formuldk — ezt jegyezziik meg, ez az in. modus ponens-séma, masnéven le-
valasztési szabaly). Egy levezetési rendszer formulak és levezetési szabélyok valamely halmaza (a
levezetési rendszerben fellelhetd formulékat a rendszer azidmdinak nevezziik). Ha a finitizmus szem-
pontjait szem elétt tartjuk, ambicionaljuk, hogy effektive eldonthetd legyen egy formulérél, ill. egy
szabalyrél, hogy benne van-e a rendszerben. Mivel ugyis csak néhény konkrét levezetési rendszert
szoktak vizsgalni, nem érné meg formalizilni, hogy pontosan miféle, effektiv eldénthet&séget garan-
tald alakn legyen egy levezetési rendszer*. A hasznalt levezetési rendszerek altaldban tugy festenek,
hogy az axiémak, szabalyok valamely formula-sémaknak, szabély-séménak eleget tevs formulak Gssze-
ségeként adodnak (mint pl. a modus ponens-séma alakd szabalyok), esetleg néhény plusz kitétellel,
minthogy ,ebben a formuldban ne legyen amannak a valtozonak szabad el6fordulasa” — az ilyes-
fajta rendszerekrdl lathato, hogy a hozzdjuk tartozas eldonthets. A hozzatarozas eldonthetségének
kérdése kiilonben nem érinti az alabbi eredményeket.

Egy I' elméletbdl valo, S levezetési rendszer szerinti levezetés v. bizonyitds formuliknak egy

formulabol (a konkliziobol) képzett rendezett part; az ilyet tort alakban szoktunk leirni (

olyan ¢y, ... , ¢, sorozata, hogy ¢;-re a kévetkezok valamelyike teljesiil:
e ;, cT'US;
: . : Piis s Pk <
e valamely ji,...jk < i-re =——% gzabalya S-nek.
Pi

Egy ¢ formula levezethetd T-bol § szerint (I' Fg ¢), ha van olyan I'-bél valo 8 szerinti levezetés,
aminek § az utolso formuldja (egy ilyen levezetés: ¢ egy bizonyitdsa).

Egy S levezetési rendszer helyes, ha nem vezetheték le vele hamis implikaciok, azaz ha tetszdleges
I'és pesetén ' g ¢ = T' | ¢; ill. teljes, ha minden igaz implikicio levezethets vele, azaz a
I'E ¢ =T ks ¢ teljesiil (ez most akkor egy mas teljesség-fogalom, mint az elméletekre hasznalt).

Most mar kimondhatjuk:

Godel teljességi tétele. Létezik helyes és teljes levezetési rendszer. ™

A hasznalt levezetési rendszerek altalaban trivialisan helyesek. Annak bizonyitasanal, hogy va-
lamely 8§ rendszer teljes, a lényegi mozzanat az, hogy beldssuk: ha a I' elmélet ellentmondésmentes
(szintaktikailag konzisztens), azaz nem vezethetd le belsle egy formula és a tagadasa is, akkor van

*Ez persze csak addig igaz, amig célunk néhany konkrét logikai rendszer — mint pl. az elsérendii logika — vizsgalata; e
kijelentés nem 4lln& meg a helyét, ha a logikai rendszerek dltaldnos elméletét akarnank kiépiteni, mert akkor ahhoz, hogy
olyamiket bizonyithassunk, hogy ,egy tetsz&leges szemantikihoz pontosan akkor van ilyen-olyan levezetési rendszer...”,
precizen tudnunk kell, mit értsiink ,jilyen-olyan” alatt.
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modellje. Erre az egyik lehetséges ut a Henkin-féle: elGszér egy szintaktikailag teljes, ellentmodas-
mentes I'*-ga bévitjiik I'-t (olyanni, hogy tetszbleges ¢ esetén I'* kg ¢, I'" kg —p valamelyike
teljesiil) — ami konkrét, véges vagy akar rekurzioval adott ¢ tipus esetén mehet rekurzive, absztrakt
szinten meg Zorn-lemmaéval —, aztan T'* teljességét kihasznalva szintaktikai objektumokbol (kifejezé-
sek ,,T* Fg k = k”re vett ekvivalenciaosztalyai) dsszerakunk egy modellt. Ezzel egyben belatjuk a
leszallo Lowenheim-Skolem tételnek azt a verziojat, hogy konzisztens elméletnek van || w-nal nem
nagyobb modellje.

A teljességi tételbsl a kompaktsagi tétel is egyszertien kijon: ha egy I' elmélet inkonzisztens,
akkor levezethetd beléle valamely formula és a negaltja is; persze az ezen levezetések sordn hasznalt
formulék halmaza is mar inkonzisztens, és ez egy véges formulahalmaz. Tehat a teljességi tételnek és a
levezetéseknek olyan esetben is van jelentGsége, amikor nem beszélhetiink finitizmusrol v. a levezetési
rendszerben levés eldonthet&ségrol, pl. mert [t > w.

LA teljesség kedvéért” mutatunk egy helyes és teljes levezetési rendszert (a példat Ruzsa Imre:
Logikai szintazis és szemantika c. konyvébdl vettiik). Adott ¢ formuléara, x valtozora és k kifejezésre
legyen o[z : k| az a formula, amit ¢o-b6l x k-ra cserélésével kapunk (tulajdonképp [z : k] is tekinthetd
konnektivanak).

o levezetési szabalyai a modus ponens sémanak eleget tevs szabalyok;
e axiomai:
— a ¢ — (¥ — ) alaka formulak;

a(p— (Y —19) = ((p—¢) = (¢ — 9)) alaka formuldk;
a (- — =) — (¢ — ) alaka formulék;

— aVxp — p[z: k] alaka formulak;

—aVz(p — ) — (Vrp — Vo) alaka formulak;

— az olyan ¢ — Vx alaku formulak, ahol = nem szabad valtozoja y-nek;
— az x = z alaka formulék;

—azx =y — (p[z:2] — ¢[z:y]) alaki formulak;

— tovabba ha valamely formula az axiémék koz6tt van, akkor, ha eléje néhany univerzalis
kvantort frunk, az is legyen axiéma.

A tovabbiakban feltessziik hat, hogy van nekiink egy konkrét, helyes és teljes levezetési rendsze-
riink; a szerinte vald levezethatGséget siman F-val jeloljiik.

Eldonthetdség, kiszamolhatosag és nem-teljesség

Most, hogy kézhez kapta, a formalista finitista boldogan szaladna vilaggd a helyes és teljes le-
vezetési rendszerrel, hogy bizonyitsa vele az utjaba akado Gsszes fennalld implikaciot (I' = o). De
ugye ahhoz, hogy ezt megtehesse, I' nem lehet akdrmi: mégha mondjuk végesnek lennie azért nem
kell, mindenesetre birnia kell valamiféle véges reprezenténssal, ami alapjan eldéntheti egy formularol,
hogy benne van-e vagy sem. Azaz: kell lennie egy formuldkon végrehajthat6é algoritmusnak, ami
1-et ad ki, ha az adott formula I'-beli, s 0-t maskiilonben (ekkor persze maga az algoritmus j6 véges
reprezentansnak). (Mindehhez persze sziikséges el6feltevés, hogy azt eldonthessiik, valami formula-e
vagy sem, ami akkor lehet nem-trivélis, ha a tipus végtelen).

Az ilyen I'-kat axiomarendszernek fogjuk hivni.

Ez igy nem egy preciz fogalom, mert nem definidltuk forméalisan az algoritmikusan kiszamitha-
tosdg vagy az effektiv eldonthetdség fogalmét. Most potolni fogjuk ezt a hianyossigot. E fogalmak
formalizalasara tobb kisérlet is sziiletett, melyekrsl aztan kideriilt, hogy ugyanazokat a fiiggvényeket
mindsitik kiszamithatonak, ugyanazokat a relaciokat eldonthetének. Mi most, logikai alkalmazasok
végett egy logikdhoz kozeli formalizéiciot fogunk haszndlni, a rekurziv figguvényekét.

Egy n-valtozos rekurziv fliggvény w™ — w fiiggvény lesz; és a rajuk adandd definicionak meg
lesz az a jo tulajdonsaga, hogy ha valamirgl belatjuk, hogy e definiciénak eleget tesz, akkor kénnyen
felirhatunk egy formulat, ami 9-ben épp ezt a fliggvényt definidlja (ezt értettiik az alatt, hogy e
fogalom a logikahoz kozeli).

Azt, hogy valamely A’ C A-ra f: A’ — B — azaz hogy [ parcidlis fiiggvény A-n —, ugy jeloljiik,
hogy f : AD — B. Ha f parcidlis fliggvény, akkor az f(a) jelolésbe beleértjik azt is, hogy f
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értelmezett a-n. Ha hanstlyozni akarjuk egy fiiggvényrdl, hogy & az egész A-n értelmezett, teljes
fiigguénynek fogjuk titulalni. Ha f : w"D — w, akkor legyen pf : w" 1D — w az a fiiggvény, mely
az {f € w" 1 :Ju € w f(Z,u) = 0} halmazon értelmezett, és egy ilyen ZF-re pf(x) értéke a legkisebb
u, mellyel f(Z,u) = 0 teljesiil (ez az un. p-operdcid). xs-vel jrloljiik a > relacié karakterisztikus
fliggvényét (tehdt x- : w? — {0,1} és x=(a,b) =1 < a > b). 77 : w" — w fogja jeldlni az n
valtozos, i-edik véltozoéra vett projekciot.

A parcidlis rekurziv fiiggvények osztdlya az "D — w (n € w) fliggvények legsziikebb olyan
osztalya, mely tartalmazza az Osszeadast, a szorzast, x-t, a projekcidkat, tovabbé zart a fiiggvények
egymésba val6 helyettesitésére és a p-operaciora.

A rekurziv fiiggvények osztdlya az w" — w (n € w) fliggvények legsziikebb olyan osztalya,
mely tartalmazza az Osszeadést, a szorzast, x»-t, a projekciokat, tovabba zart a fiiggvények egymasba
valo helyettesitésére és a p-operaciora (agy értve, hogy ha u egy teljes fiiggvénybdol parcialisat csina,
akkor az eredményt eldobjuk).

A teljes és parcidlis rekurziv fiiggvények kapcsolatardl szol a kévetkezd

Allitas. Egy fiiggvény pontosan akkor rekurziv, ha olyan parcialis rekurziv fiiggvény, ami teljes.
|

Nem tudjuk, pontosan mit jelent az, hogy ,effektive kiszamithat6”, de a definicidék alapjan annyi
biztos, hogy a rekurziv fliggvények ilyenek. Ahhoz, hogy elfogadédjék a rekurziv fiiggvény fogalma,
mint az effektiv kiszamithatosag formalizaltja, egy rakat bevett konstrukciot kell rekurziv fliggveé-
nyekkel realizalni.

Egy reldcid rekurziv, ha karakterisztikus fliggvénye rekurziv fiiggvény (a rekurziv relaciok kore
lesz a ,beletartozasi probléma elddnthetd” képzet formalis megfelel§je). Igaz az, hogy egy n-valtozos
fliggvény pontosan akkor rekurziv, ha &, mint n+1 valtozos relacié rekurziv, tehat ha valami alternativ
modon a rekurziv relaciok korét kozvetleniil, a rekurziv fliggvényekre nem hivatkozva adnank meg,
akkor is tudhatnank, mely fiiggvényeket tartsunk rekurzivnak. Egy ilyen, méginkabb logika-kozeli
megkozelitést mutatunk most be.

A tovabbiakban, ha mast nem mondunk, minden szintaktikai objektum az aritmetika nyelvébdl
(0,1,+, -) vétetik. Elmondjuk, hogy az 9 strukturdhoz hogyan viszonyulnak a rekurziv relaciok.
El6szor is, M-ben definialhaté a z < y relacié a 3z ¢ + z = y formulaval, igy < szabadon hasznélhaté
N formulaiban. ha ¢ formula, k kifejezés, legyen (3z < k) p a Jx (v < k A @) formula, ill. (Va < k) ¢
a Vo (r < k — ¢) formula (ezeket a formula-operacidkat hivjuk korldtos kvantoroknak); tovabba
az egyszertiség végett tetszbleges w feletti relaciora megengedjiik a logikai konnektivak alkalmazasat
(specialisan a korlatos kvantorét is), ami értelemszerten értends. Az alabbi definiciok azonosnak
tekintik az M felett ekvivalens formulékat.

Egy formula Y¢-formula, ha minden kvantora korlatos.

A Y-formulakat a kévetkezSképp definidljuk: a nyilt formulak >-formulék; tovabba X formulakbol
a A, Vv, dz, (Ve < k) konnektivikkal képzett formuldk is 3-k; méas nem. Egy w feletti relacio X-
reldcid, ha 9-ben definidlhaté ¥ formuléval. (Hasonl6an ¥o-ra.)

Tétel. Egy relacié pontosan akkor rekurziv, ha mind 8, mind a komplementere 3. ™

Kovetkezmeény. A rekurziv relaciok zartak a Boole-konnektivakra és a korlatos kvantorokra, speci-
alisan a ¥y relacidk rekurzivak. n

(Persze igazabol el6bb latjuk be a kovetkezményt, késGbb a tételt; illetve adott rekurziv fiiggvény-
hez 6t definialé Y-formulat felirni konnyt ,,jozan paraszti ésszel”.)

Ezek utan mar ahhoz, hogy olyan klasszikus aritmetikai fliggvények, relaciok rekurzivitasat bela-
suk, mint a levagott kivonas (ha a kisebbitend kisebb a kivonandénal, az eredmény 0), oszthatosag,
gyOk-egészrész, hanyados-egészrész, osztasi maradék, nem kell mést tenni, mint 3¢ formuléval defini-
alni Gket.

Ez az apparatus mar elég ahhoz, hogy definialjunk egy rekurziv béta-filiggvényt, azaz egy olyan
B (y) kétvaltozos rekurziv fliggvényt, ami minden véges sorozat reprezentalasara alkalmas a kovetkezs
értelemben: ha aq,...,a, € w, akkor van a € w, hogy 5,(0) = n, és 8,(i) = a; (1 <1 < n). Ekkor
a-bol rekonstrualhatoé a kiindulo sororzat, mint 34(1),. .. , Ba(8.(0)). Tehat

Tétel (Godel). Létezik rekurziv béta-fiiggvény. n

Ezzel nagyon erds fegyver keriilt a keziinkbe: az adott @ véges sorozat Gédel-szdma legyen a leg-
kisebb, 6t a fenti értelemben reprezentald szam. A Godel-szam-megfeleltetés injektiv leképezése az w
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feletti véges sorozatoknak w-ba, és az ,,x valakinek a Godel-szdma” relacié rekurziv, igy a sorozatokon
operal6é konstrukciok lefordithatok szamokon operalokra. Tipikus példa erre a rekurzivan definialt
fliggvények esete, amikor az adott helyen a fliggvényértéket a kisebb helyeken vett fliggvényértékek
sorozatdnak segitségével szamoljuk ki. Hogy e leforditasok ,minden ésszertii esetben” rekurzivak lesz-

nek, az leginkdbb a konkatendcid v. ,egymas utén irds’ operaciénak koszénhets: az aj,...,a, és
b1, ...by sorozatok kontendltja legyen aq,...,an,b1,...,b;; a Godel-szdmokon ennek megefelelGen

definialt mtivelet rekurziv lesz.

Az a jolismert rekurzioval vald fiiggvénydefinialasi metddus, amivel pl. a 2™ n! fliggvények de-
finidlédnak, primitiv rekurzid néven ismeretes, és a kovetkezSképp formalizalhat6: az adott gy
Jkezddofeltételbol” és hy(z,x) ,rekurziés szabalybol” primitiv rekurziéval definialt fiiggvény a kovet-
kezs feltételekkel megadott fy(z) figgvény: f7(0) = gy, fy(z +1) = hy(fy(x),x). (Itt ¥ csak a
paraméter szerepét jatssza, azért tettiik le az indexbe.)

Tétel. Rekurziv kezddfeltételbdl és rekurzids szabalybol primitiv rekurzidval definidlt fliggvény re-
kurziv. n

S6t, ha (felhasznalva a Godel-szamozést) olyan rekurziés definidlasi eljarast formalizalunk, ahol
a soron kovetkezd hely értéke az Gsszes addigi fliggvényértéktsl fligg, az iménti tétel arra az esetre is
érvényes lesz.

Namérmost rendben, hogy a szdmokon értelmezett fliiggvények és relaciok korében leszogeztiik,
melyek az effektive kiszdmihatoak, ill. eldonthetd beletartozasi probléméjaak, de még mindig nem
tudjuk, pontosan mit értsiink az alatt, hogy egy elmélet beletartozasi problémaja eldonthets. A szin-
taktikai objektumok és a szamok vildga kozotti hidverés, az un. aritmetizélas segit ezen. Hiszen a
szintatikai objektumok nem masok, mint valamely jelkészletb&l képzett véges sorozatok — véges soro-
zatokat meg mar tudunk szamokba kdodolni (hogy ezt kihasznalhassuk, persze, a jeleket valahogy meg
kell feleltetni a szamoknak; hat megtessziik, ezt is Godel-szamnak hivjuk). gy hat mar tudjuk, mikor
nevezziik rekurzivnak karaktersorozatok valamely halmazat. Ezzel megtalaltuk a formulahalmazok
korében a ,beletartozas eldénthetGsége” formalis megfelel§jét (ez persze kodolas-fiiggetlen). Hogy
meg legyiink elégedve e formalizicioval, élénken hasznalva a rekurzios procedirikat és a konkatena-
ciot, belatjuk, hogy a nekiink kedves szintaktikai objektumok osztalyai rekurzivak lesznek: tgymint
kifejezések, formulak, véges (vagy akér rekurziv) elméletbdl valo levezetések, stb.

Ezzel formalisan korrektté tettiik a fejezet elején definialt ,axiémarendszer” fogalmat is: formu-
ldk egy halmaza axiomarendszer, ha rekurziv. Tovabba egy I' elmélet eldonthets (kdvetkez-
ményi), ha a bel6le levezethetd formulak halmaza (Levr) rekurziv. (Eddig az .eldonteni” igét az
weldonthets beletartozds” kontextusaban hasznaltuk, ez ne okozzon zavart).

w egy részhalmaza rekurzive felsorolhaté (RE), ha egyvaltozos rekurziv fiiggvény értékkesz-
lete (az egyvaltozossag nem megkotés, csak azért irtuk oda, hogy ,felsorolasize” legyen a dolognak).
A rekurzive felsorolhato halmazok épp a ¥-halmazok. Egy halmaz ko-(rekurzive felsorolhato)
(coRE), ha RE halmaz komplementere. Egy halmaz pontosan akkor rekurziv, ha RE és coRE: kbnnyen
végiggondolhato, hogy rekurziv halmaz RE és coRE, a masik irdny intuitiv igazolasa: tgy csinalunk
eldontési procedarat egy RE és coRE halmazhoz, hogy parhuzamosan futtatjuk neki, ill. a komple-
menterének a felsorolasét, és el6bb-utobb valamelyikben el6 kell bukkannia a tesztelends elemnek. A
RE és coRE fogalmak a Gédel-szamozas révén relacidkra, ill. szintaktikai objektumokra is kiterjeszt-
hetsk. Egy adott axidmarendszerbdl levezethets formuldkhoz felsorolast talalni nem nehéz, igy Levp
midig RE.

Allitas. Teljes axiémarendszer eldonthetd. n

— hiszen ilyenkor Levr felsoroldsaban a formuldkat megnegalva a komplementer felsorolasat kap-
juk, igy Levr coRE.

N képes megnevezni elemeit, az (... (1+ 1) +...) + 1 kifejezések révén melyek koziil az n tagit
n-nal jeloljiikk. Ezek N halmazat fogjuk tekinteni a szamok szintaktikai reprezentansanak.

Mondjuk azt, hogy a K struktiraosztdilyban a ¢(Z,y) formula figguényszerd, ha K = VZ 3y o(Z, y).
A (@, y) formula reprezentdlja K-ban az f(Z) : w™ — w fliggvényt, ha fiiggvényszerd, és tetszo-
leges K-beli strukturaban f-et (marmint az f(Z) = y Osszefiiggést) adja ki N elemei kozott. S a o(Z)
formula reprezentdlja K-ban az R(Z) C omega™ reldciot, ha tetszoleges K-beli struktiraban R-t
adja ki NV elemei kozott. Tovabbéa a I' elmélet reprezentdlja f-et, ill. R-t, ha ModT teszi ezt.

Tehat egyeldre annyit tudunk, hogy 9t-ben reprezentalhatok a rekurziv fliggvények és relaciok.
Ennél erésebb allitds axiomatizalhato strukttraosztalyokrdl (tehat elmeéletekrsl) allitani azt, hogy



Allamvizsga ’01, 12. tétel: Halmazelmélet... 21

6benniik reprezentalhatok a rekurziv fligvenyek, relaciok, f6leg, ha a struktiraosztaly ,nagy” (az
elmélet ,kicsi”). A Robinson-aritmetikat Q-val jelsljik.

Tétel. @Q-ban reprezentalhatok a rekurziv fliggvények és relaciok, s6t, @ tetszéleges 2 modelljében
N N-nel izomorf részstruktira, és ha z € A \. N%, akkor tetszéleges n-re n* < z. ™

— a reprezentaciot persze itt is azok a formulak adjak, melyektsl jozan paraszti ésszel elvarja az
ember.
Ebbd6l mér egyszertien kijon a nemteljességi v. limitacios tételkor egyik fontos tétele:

Church tétele. Ha egy konzisztens elméletbdl levezethets @, akkor az az elmélet nem eldénthetd.
]

— a tétel bizonyitasa klasszikus diagonélis moédszert hasznalé bizonyitds. Innen mér a ,teljes
axiomarendszer eldonthetd” észrevétel révén egyszertien kovetkezik a7 Godel-tétel, amint azt Kalmar
Léaszl6 észrevette:

Godel I. nem-teljességi tétele. Ha egy konzisztens axiomarendszerbdl levezethetd @, akkor az az
elmélet nem teljes. ]

A két tétel egylittes altalanos kdvetkezménye:

Kovetkezmény. Ha egy tipusban van két kétvaltozos fliggvényjel és két konstans, akkor az érvényes
formuldk halmaza nem rekurziv, és van olyan konzisztens axiémarendszer, ami nem bé&vithetd kon-
zisztens teljes axidmarendszerré. n

— ugyanis ha a az érvényességet el tudnénk donteni, akkor a Robinson-aritmetika axiémait egyet-
len q formulaba Gsszefoglalva, a ¢ — ¢ formula érvényességének eldéntésével @ F ¢-t is kitalalnank.
Sét, a dolog tovabb élezhetd:

Tétel. Véges tipusban az érvényesség eldonthetetlen. ™

Godel konstruktive bizonyitotta tételét: mutatott egy olyan formuldt, ami sem maga, sem a
negaltja nem levezethet6 az adott axidémarendszerbdl; de eredménye gyengébb volt, ui. a konstrukcio
csak gy mikoédott, ha feltételeze az axidmarendszer w-konzisziencidjit, azaz hogy modellje neki 1.
Igy azt se latta be, hogy lenne axiémarendszer, ami nem bévithets konzisztens teljes axidmarendszerré
(az w-kozisztencia bovitéseknél elromolhat, sét, ,.konnyen elromlik”: ha egy axiomarendszer nem teljes,
téle fiiggetlen, -ben nem igaz formulaval val6é bévités elrontja).

Mindazonaltal tanulsagos felidézni Goédel kostrukciojat, annal is inkadbb, mert, mint azt Rosser
megmutatta, némi technikazassal erésithets gy, hogy ne kelljen feltenni az w-konzisztenciat. Jeldljiik
© Godel-szamat "¢ -vel. A dolog motorja a kévetkez§ allitas:

Fixpont tétel. Ha I' - @, akkor tetszdleges x egyvaltozos formulédnak van fizpontja, azaz olyan ¢
zart formula, hogy T'F ¢ < x(T¢™). n

Adott I' axiémarendszer esetén legyen Bizr(z,y) C w? az a rel4cié, amelyik azt mondja, hogy ,,x
egy I'-bol valo levezetés Godel-szama, y egy formulaé, és x épp y-t igazolja”. Ez a relacié rekuziv, igy
I' F Q esetén egy alkalmas B(z,y) formula reprezentélja. Most a Az B(x,y) formula olyasmit mond
(azonositva formulakat és Godel-szamaikat), hogy ,,y nem vezethetd le T-bol”; pontosan ezt mondja
pl. N felett, de altalaban erdsebbet; azaz tagadasa, a 3z B(z,y) formula kevesebbet mond annal,
hogy ,,y levezethets I'-bo6l”, mert egy akarmilyen I-modellben hiaba talalunk z-et Ggy, hogy B(z,y)
fennall, ha az az = egy nem-sztenderd elem (nem valamelyik n kifejezés értéke), akkor ez nem jelent
semmit.

Legyen akkor v Pz B(x,vy)-nak fixpontja, azaz T' v « Pz B(z,"v7). Ez a « lesz hat a bizonyos,
onmaga bizonyithatatlansagat alité formula! — de megint hangstulyozzuk, hogy +-ba csak akkor
lathatunk bele ilyen tartalmat, ha Ot felett nézzitk. Most ha feltessziik, hogy I' F v, akkor van egy
konkrét bizonyitasa, s annak b Godel-szaméaval B(b,"v™) T tetsz6leges modelljében igaz lesz, azaz
I'F 3z B(x,"y"), azaz T' - -, ami ellentmondés. Tlletve I' w-konzisztencidja mellett ha feltessziik,
hogy I' b =, akkor T' + 3z B(x,™v"), az w-konzisztencia miatt akkor 91 = 3z B(x,"™™), és akkor
viszont tényleg van y-nak egy bizonyitésa, igy mégiscsak I' - . Tehat ekkor sem 7, sem —y nem
kévetkezménye I'-nak: I' nem teljes.

Tehat T' ¥ v, azaz N = P B(z, "), igy (w-konzisztencial, és a fixpont-tulajdonsag miatt) N = .
Tehat v ,igaz, de nem bizonyithatd”, amit kevésbé szenzaciohajhisz modon (s kissé precizebben) ugy
mondhatunk, hogy igaz 91-ben, de nem igaz altaldban a I'-modellekben.



22 Allamvizsga 01, 12. tétel: Halmazelmélet...

Godel tétele tette a Hilbert inditotta formalista program nyakéra a kést: Hilbert tgy gondolta,
hogy egyszer s mindekorra rogzitjik a matematika teljes axiémarendszerét, ill. egy helyes és teljes
finit bizonyitasfogalmat, és bizonytalansagnak a tovabbiakban helye nem lesz. Goédel tételével ramu-
tatott arra, hogy ilyen axiémarendszert (ami pl. valami halmazelmélet-féleség lett volna, ami még
er6sebb axiémarendszer, mint a Peano) kar remélni. Mindig lesz olyan allitas, ami kibujik az axi-
omatikus moédszer ldncai alol, s van valami a matematikiban, ami lényegesen nem formalizalhato.
Tovabb mélyitette a vélsagot masodik nem-teljességi tétele, ami megmutatta, hogy egy Peano-féle
erGs axiémarendszer, ami elég erés ahhoz hogy megfogalmazza sajat konzisztencidjat, belatni mér
nem képes azt. Tehat ha a formélis modszereknél maradunk, azt sem remélhetjik, hogy valaha is
megnyugodhatunk afelsl, hogy amit csinalunk, nem ellentmondéasos.

Kimondjuk a méasodik nem-teljességi tételt is. A fenti B-vel legyen Bhor(z) a Jy B(y, z),
bizonyithaté I'-ban” formula; ill. legyen Conr a =Bhor("0 = 17), ,T" nem ellentmondésos” formula.

Godel I1. nem-teljességi tétele. Ha ' - @, tovabba ha ¢ zart formula,
e T Bhor(T¢™) — Bhor(TBhor(Te™)7)
e (Bhor("¢™) A Bhép("p — ¢7)) — Bhop(Ty7)
— akkor I' ¥ Conr. [ ]

Az arimetikai axiémarendszerek koziil pl. a Peano kielégiti a tétel feltételeit.

Ami a nem-aritmetikai axiomarendszereket illeti, pl. ZF(C)-re is all a tétel konkluzidja; ezt belatni,
vagy altalaban aritmetikai kontextusban kimondott eredményeket méas tipusti elméletekre atvinni az
un. interpretdcid modszerével lehet: azaz annak megmutatasival, hogy valami formula-definidlta
részhalmazon formulaval definiélt relaciok, miveletek modelljei az interpretalando elméletnek (Th 91,
PA, Q...).

Az aritmetika halmazelméletbe interpretalasa hosszadalmas, de kézenfekvs, hogyan torténik. Ez-
zel szemben a Z-be (mint gytribe) valo interpretacié szellemes és rovid: ott az aritmetika miiveletei
adottak, csak a nemnegativ szamokat kéne valahogy kijeldlni egy formulaval. Ez pedig Lagrange
azon tételere hivatkozva lehetséges, mely szerint minden nemnegativ szdm el6all négy négyzetszam
osszegeként. Igy tehat Z elmélete sem rekurziv.

Befejezésiil kozlink még egy frappans meglatast:

amikor olyan témakdrt latunk az dllamvizsga-tételben, hogy ,, Teljességi és nem-teljességi tételek”,
azt sugallja, hogy ezek a tételek valahogy ellentpontozzadk egymast, bemérik az eslérendd logika
erejét, felsd, ill. als6 becslést adnak ra. Aztan meg amikor szemiigyrevessziik tételeink, akkor meginog
ebben a hitiink, mert mintha elbeszélnének egymas mellett: az egyik teljes levezetési rendszerekrdl, a
masik teljes azidmarendszerekrdl beszél, és nem latunk a két teljesség-fogalom kozott kapcsolatot. A
kévetkez6 minidraménak talan sikeriil egymaést ellenpontozé viszonyba helyezni a két tételt, témakort.

Narrdtor: Az els6rendd szemantika kovetkezményfogalma...
Teljesség:  ...RE!
Nem-teljesség:  ...de nem rekurziv...
Egyiitt: — igy végiil is RE \ coRE.



