A matematika alapjai, 1. 6ra

1. Igaz vagy hamis?

a)0e0 b) 0 = {0} )0 € {0} d){0}c0 e0C {0} f {0} C0
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Megoldds: A részletes megoldas helyett az dtgondolandé és alkalmazand6 fogalmakat, definicidkat nézziik at. A és B
mindig halmazok. A logikai jelekkel felirt formuldkban azért haszndltam b&ven zar6jeleket, hogy pontosan kdvethetd
legyen, mi az implikacié feltétele és mi a kovetkezménye (azaz hogy mi a ,,nyilacska” bal és jobb oldaldn szerepl6d
formula).

* Két halmaz definicié szerint akkor egyenld, ha ugyanazok az elemeik. Azaz (A =B) < ((x€A) < (x€

B)).
* Az iires halmaz egy halmaz (tehit nem ,,maga a semmi”), aminek nincsen eleme (azaz benne nincs semmi).

* (ACB) <= ((x€A) = (x € B)); azaz A akkor részhalmaza B-nek, ha A minden eleme B-ben is benne van.

Es a végére még egy kis vice, én Kordndi tandr urtdl kaptam:

al:lmr én mostlullnk
valamll a halmaznl:mlﬂ

2. a) A Végtelen Szalloddban végtelen sok szoba van, minden természetes szim pontosan egy szoba szdma. Egy 4j
vendég szobdt szeretne foglalni, azonban a szilloda tele van. Mit tehet a tulajdonos, ha szeretne a szdlloddjdban szobét
adni az 4j vendégnek, de persze a régieket sem akarja elkiildeni?

b) Egy végtelen busz érkezik, tele Gij vendéggel (sorszdmozottak). Tud-e mindegyiknek szobdt adni a tulaj?

¢) Ujabb végtelen busz érkezett, de ezittal nem is egy, hanem végtelen sok darab, melyek a természetes szamokkal
vannak sorszdmozva, és mind tele van szobdra 4hitoz6 vendéggel. ..

Megoldds: a) Megkér minden bentlakét, hogy pontban reggel 8:00-kor k61tdzzon at az eggyel nagyobb szdmii szobéba.
gy minden régi vendégnek lesz szobdja, és az elsé folszabadul az Gj vendég szdmdra. b) Megkér minden bentlakdt,
hogy pontban reggel 8:00-kor ko1t6zz6n 4t a kétszeres szdmu szobdba, a busz k-adik iilésén utazé utas pedig koltozzon
a 2k + 1-es szamu szobdba. ¢) A precizség kedvéért tisztazzuk, hogy van-e nullds sorszdmu szoba; mondjuk legyen. A
szélloda i. szoba]anak lakOJa koltozzon a 2!. szobdba. Jelolje p; az i-edik primszamot (p; = 2, p, = 3 stb). Az i. busz
j. utasa ko6ltozzon a p? +2 ! _es sorszdmii szobdba (a buszokat és azok iiléseit is 0-t6l kezdve szamozzuk). A szamelmélet
alaptétele szerint minden vendég (régi vagy 1j) privat szobat kap. S6t, egy csomé szoba iiresen marad!

Mds megoldds:

d) Visszavezetjiik a problémat az el6z6 esetre annak belatasaval, hogy az 6sszes utas befér egyetlen végtelen buszba.
Vegyiik a nemnegativ siknegyed egy olyan bejardsat, melynél minden pont véges sok 1épés utdn sorra keriil (pl. az
dbran lathaté médon). Az x. busz y. szamu iilésén utazé utas sorszdma legyen annak a lépésnek a szama, amelynél a
bejéards éppen rélép az (x,y) pontra. Az igy kiosztott sorszamok alapjan mindenkinek lesz egy joldefinidlt sorszdma,
arra az iilésre iilve az 6sszes utas befér egy végtelen buszba.



3. Uhanga torzsfonok az esti szavazas eredményét dsszegzi. Aki a szomszéd torzs megtamaddsét szorgalmazta, piros
bogyét dobott az edénybe, aki nem, az zoldet. Uhanga ugyan nem tud szamolni, mégis meg tudta allapitani, melyik
tdbor nyert. Hogyan?

Megoldds: Parba 4llitja a bogydkat. Amelyik tdbor bogy6i hamarabb elfogynak, az vesztett.

4. Hogyan definidlhatndnk, hogy két halmaz ugyanakkora (feltéve, hogy ilyen-olyan okbdl nem tudjuk meghatarozni
az elemszamukat)?

Megoldds: Ha pérba lehet dllitani az elemeiket (azaz van koztiik bijektiv leképezés), akkor joggal mondhatjuk, hogy
ugyanannyian vannak. Ld a definiciét a feladatsoron.

5. Mibél van tobb: a) paros vagy paratlan szdmbol? b) természetes szambodl vagy négyzetszambadl?

Megoldds: a) k — k+ 1 bijekci6 a paros és paratlan szamok kozt, mig b) k — k> szintén bijekci6 a természetes szamok
és a négyzetszamok kozott, tehdt a kérdéses szdmhalmazokban ,,ugyanannyi” elem van.

Definicio: Legyen A és B két halmaz, f pedig egy A — B fiiggvény (azaz A minden eleméhez hozzarendeli B-
nek pontosan egy elemét). Azt mondjuk, hogy f injektiv, ha Vx,y € A,x # y esetén f(x) # f(v); sziirjektiv, ha
Vb € BJa € A: f(a) = b; és bijektiv, ha sziirjektiv és injektiv egyszerre.

6. Mutass. ..

a) N — Qinjekciot. b) Q — Ninjekciot. ¢) Q — N sziigjekciét.  d) N — Q sziirjekciot.

e) N — Q bijekciot.

f) Intuitive melyik mit mond N és Q ,,méretének” viszonyardl?

Megoldds: a) x+— x: N — Q injekcid. b) Minden raciondlis szamot reprezentaljunk p/q alakban, ahol Inko(p,q) =1,
p,q €7Z,q>0. A p/q szdmhoz rendeljiikk hozzd a 2737 szamot, ha p nemnegativ, és a 5lPI74 szamot, ha p negativ. Ez
nyilvéan injekcié. ¢) f(x) :=x, hax € N, f(x) = 0 egyébként. d) Vegyiik most az {(x,y) CZ x Z:y > 0} racsrész egy
tetszGleges bejardsat. Ha a bejdras n-edik 1épésénél az (x,y) racspontban jarunk, akkor az n € N szdmhoz rendeljiik
hozzéd az x/y € Q szamot. Ez nyilvan sziirjekci6. (Vajon egy adott raciondlis szamnak hany Gsképe van ennél a megfe-
leltetésnél?) e) Vegyiik ugyanazt a bejardst, mint az el§z8 részfeladatban, csak ugorjuk 4t azokat az (x,y) racspontokat,
ahol Inko(x,y) > 1. A bejdrds szerinti sorszdmozds (amit az elbb is csindltunk) ekkor bijekci lesz. Megjegyzés: per-
sze ez a bijekcid (vagy az inverze) j6 leképezés minden részfeladatra; a kordbbi megoldasok egyszer(ibb voltuk miatt
lettek bemutatva.

f) Altalaban, ha van A — B injekci6, az azt jelenti, hogy B legalabb akkora, mint A (hiszen A minden eleméhez tartozik
egy-egy kiilonbozé elem B-bdl); ha pedig van A — B sziirjekcid, akkor A legaldbb akkora, mint B (hiszen az A-beliek
képei lefedik egész B-t). Ha mindkettd fenndll, akkor azt sejtenénk, hogy a két halmaz ,,ugyanakkora”, azaz kéne
legyen koztiik bijekcié. De vajon tényleg van-e? (Spoiler: igen.)



