A matematika alapjai, 2. éra

1. Mutass bijekciot

a) Résa (—1;1) kozott;

b) az N halmaz 6sszes részhalmazabdl 4116 halmaz (jele: &?(N)) és a végtelen hosszi 0—1 sorozatok kozott;
¢) a[0;1] és a [0;1) intervallumok kozott.

2. a) Mutass injekciot Z(N) és R kozt. (Tipp: haszndljuk a végtelen hosszi 0—1 sorozatokat.)
b) Mutass injekciot R és &7(N) kozt.

3. Igazoljuk az aldbbi allitdsokat az f: A — B és g: B — C leképezésekre:

a) Ha f és g injekci6, akkor go f is az.

b) Ha g o f injekcid, akkor f is az, de g nem feltétleniil az. De ha rdadésul f sziirjektiv, akkor g is injekcio.
¢) Ha f és g sziirjektivek, akkor go f is az.

d) Ha g o f sziirjektiv, akkor g is az, de f nem feltétleniil. De ha rdaddsul g injektiv, akkor f is sziirjektiv.

Jelolés: Legyen f tetszGleges fiiggvény, X C Dy, Y tetszSleges halmaz. Ekkor f[X]| = {f(x): x € X} (ez az X-beli
elemek képeinek halmaza), és f~![Y] = {x € Dy: f(x) €Y} (ez az Y-ba képz8d5 elemek halmaza). Vegyiik észre: f~!
altaldban nem Ry — D fiiggvény (miért?), de halmazfiiggvényként nyugodtan értelmezhetjiik.

4. Legyen f: R = R, x — x°.

a) Micsoda f[(—1: 1)L, f~'[{4,5,6}]. f'[(=L D], f~'[(=3:-2)]?
b) Van-e olyan A C R, melyre f[A] = {3,4,5}? Es olyan, melyre f[A] = (3;5)? Es f'[A] = {3,4,5}?

5**. Ekvivalenciatétel (Bernstein). Mutassuk meg, hogy ha az A és B halmazokra van f: A — B injekci6 és van
g: B — A injekcid, akkor van A — B bijekcid is.

Definicié: A és B halmazok ekvivalensek (jelolésben A ~ B), ha létezik f: A — B bijekci6 (jelolésben A ~ ¢ B).

6. Mutassuk meg az ekvivalenciatétel segitségével (minél ,,lustdbban”), hogy...
a) [0;1] ~[0;1); b) N~ Q; c) Z(N)~R.

7. Adjunk sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy egy f: A — B fliggvény esetén mikor teljesiil minden X,Y C A-ra,
hogy f[XNY] = fIX]N fIY].

8. Legyen f: A — B. a) Mikor igaz f~![f[X]] = X minden X C A-ra? b) Mikor igaz f[f~'[Y]] =Y minden Y C B-re?

Kitekintés: kombinatorikus jellegii halmazos, halmazmiiveletes feladatok

9. Mutasssuk meg, hogy ha A1,A»,...,A,,... tetsz8leges halmazsorozat, akkor l1éteznek olyan B; C A; paronként disz-
junkt halmazok, melyekre UA; = UB,;.

10. Legyen X egy alaphalmaz, és Aj,A»,...,A, C X. a) Mutassuk meg, hogy az A;,A»,...,A, halmazokbdl a komp-
lementalds, a N és az U miiveletekkel legfeljebb 22" kiilonb6z6 halmaz 4llithat6 els. b) Adjunk sziikséges és elegend
feltételt arra, hogy ennyi halmaz el6allithaté legyen.

11. a) Fejezziik ki a N operécidt a \ operdcidval. (Azaz: adjunk olyan formuldt, mely csak az A, B jeleket, zarGjeleket
és a \ jelet tartalmazza, és tetszSleges A, B halmaz esetén elvégezve a formula dltal el6irt miiveleteket az A N B halmazt
kapjuk eredményiil.)

Definidljuk a szimmetrikus differenciét a kovetkez&képpen: AAB = (A\ B) U (B\ A). Fejezziik ki az U, N és \ opera-
cidkat a b) A és N c) A és U; d) A és )\ segitségével.

e) Igazoljuk, hogy az U operdcié nem fejezhets ki csak a N és a \ felhaszndldsdval.

f) Igazoljuk, hogy a \ operacié nem fejezhet§ ki csak a N és az U operdciokkal.

12. Mutassuk meg, hogy a A szimmetrikus differencia kommutativ és asszociativ miivelet, tovabbd a N rd vonatkozéan
disztributiv (azaz AN (BAC) = (ANB)A(ANC)), 1étezik ra nézve neutrélis elem, és az AAX = B egyenlet X -re mindig
megoldhaté. Mi kéze mindennek a kettes szdmhoz?

13. a) Mutass n > 2 db. n— 1 elemi halmazt, melyek koziil barmely n — 1-nek van kozos eleme, de az 6sszesnek nincs.

b*) Mutasd meg, hogy tetszdleges, az el6z6 részfeladat kovetelményeit kielégitd n darab halmaz unidja n elemti.
¢) Mutass 3 halmazt, melyek koziil barmely kettének végtelen sok k6zos eleme van, de a haromnak a metszete iires.



