A matematika alapjai, 2. éra

1. Mutass bijekciot

a) Résa (—1;1) kozott;

b) az N halmaz 6sszes részhalmazabdl 4116 halmaz (jele: &?(N)) és a végtelen hosszi 0—1 sorozatok kozott;

¢) a[0;1] és a [0;1) intervallumok kozott.

Megoldds: a) x +— tan(x-m/2) bijekcié (—1;1) és R kozt. b) Az ag,ay,as, ..., a,... 0-1 sorozathoz rendeljiik hozza
az {k € N: a; = 1} halmazt. Ez nyilvan bijekcié. ¢) f(x) := x/2, ha x = 1/2" alaki valamely n > O-ra, egyébként
f(x) := x. Ez bijekci6 a zart intervallumrdl a félig nyiltra. (Képzelhet$ ugy is, hogy az 1, 1/2, 1/4, 1/8 stb. szamok
egy végtelen szdlloda szobaszdmai, és mindenki eggyel odébb koltozik, hogy az 1-es szamu folszabaduljon. A tobbi
szdmot nem piszk4ljuk.)

2. a) Mutass injekciot Z(N) és R kozt. (Tipp: haszndljuk a végtelen hosszi 0—1 sorozatokat.)

b) Mutass injekciét R és Z2(N) kozt.

Megoldds: a) Vegyiik a latott megfeleltetést a 0—1 sorozatokkal: az N egy X részhalmazdhoz rendeljiikk hozza azt
az a(X) sorozatot, melyre a(X), egy, ha n € X, egyébként nulla; ezzel természetesen megfeleltethetjiik a (végtelen
hosszi) 0-1 sorozatokat N részhalmazainak. Minden X C N részhalmazhoz rendeljiikk hozza a 0,a(X)1a(X)2a(X)3...
tizedestort alaku valés szamot. Ez injekcié &2 (N)-bdl R-be. b) Mivel van injekcié R és [0, 1) kozott, elegendd minden
0 <r < 1 valés r szamhoz injektiven az N egy-egy részhalmazét hozzarendelni. Vegyiik az r szdm kettes szdmrend-
szerbeli felirdsat, és a , kettedesvesszd” utdni 0-1 sorozathoz rendeljitk hozza N megfelel6 részhalmazat. Ez injekcio
[0,1)-b6l N-be. (Miért nem bijekci6?)

Mads megoldds: Vegyiik minden valdés szdmnak a tizedestort alakjat (amennyiben kettS is van neki, akkor a rovidebbet,
Id. 1,19999999.-. = 1,2). Ezt kdédoljuk el a kdvetkez6képpen: a pozitiv elgjel kédja O, a negativé 1. Az egyes
szamjegyek koédja egy 10 karakterbdl allé sorozat, melyben helyeket 0-t6l kezdve szamoljuk, és melyben pontosan 1
darab 1-es van, mégpedig a szamjegy értékének megfeleld helyen, a tobbi helyen pedig nulla all. Végiil a tizedesvesszd
kédja legyen 10 db 1-es. Egy valds szam tizedestort alakjan végig haladva balrdl jobbra, a fenti kédoldssal minden
karaktert atirhatunk csak O-t és 1-et tartalmazo blokkokra, igy a valés szdmhoz hozzrendelhetiink egy 0-1 sorozatot.
Ez nyilvan injektiv leképezés (hiszen minden igy megkapott 0—1 sorozat csak egy valds szambél szarmazhat: konnyd
kitaldlni, hogy melyikbdl).

3. Igazoljuk az alabbi allitdsokat az f: A — B és g: B — C leképezésekre:

a) Ha f és g injekcid, akkor go f is az.

b) Ha g o f injekcid, akkor f is az, de g nem feltétleniil az. De ha rdadasul f sziirjektiv, akkor g is injekcid.

¢) Ha f és g sziirjektivek, akkor go f is az.

d) Ha g o f sziirjektiv, akkor g is az, de f nem feltétleniil. De ha rdadasul g injektiv, akkor f is sziirjektiv.

Megoldds: a) Legyen a; # a, € A. Mivel f injekcid, f(a;) # f(az). Mivel g injekcid, g(f(a1)) # g(f(az)), tehdt go f
injekcid. b) Legyen a; # ax € A. Mivel g(f(a1)) # g(f(az)) (hiszen go f injekcid), f(a1) # f(az), tehét f is injekcid.
Az f értékkészletén persze g is injektiv kell legyen (kiilonben g o f nem lenne injektiv), de azon kiviil nem feltétleniil
(tehat ha f sziirjektiv, akkor g tényleg injektiv). Konkrét példa: A =R, B=C =R, f(x) =x, g(x) =x%. Itt go f
injektiv, de g nem az.

Jelolés: Legyen f tetszGleges fiiggvény, X C Dy, Y tetszSleges halmaz. Ekkor f[X]| = {f(x): x € X} (ez az X-beli
elemek képeinek halmaza), és f~![Y] = {x € Dy: f(x) € Y} (ez az Y-ba képz8d5 elemek halmaza). Vegyiik észre: f~!
altalaban nem Ry — Dy fliggvény (miért?), de halmazfiiggvényként nyugodtan értelmezhetjiik.

4. Legyen f: R = R, x — x°.
a) Micsoda f[(—1; 1)L, f~'[{4,5,6}]. £ '[(=L. D], f~'[(=3:-2)]?
b) Van-e olyan A C R, melyre f[A] = {3,4,5}? Es olyan, melyre f[A] = (3;5)? Es f'[A] = {3,4,5}?

Megoldds: a) [0;1), {£2,4+/5,+v6}, (—1;1),0. b) Van, pl. A= {—+/3,+2,1/5}. Van, pl. A = (—/5,—+/3). Nincs,
mert ha x € f~1[A], akkor —x € f~![A] is kellene (hiszen x és —x ugyanolyan j6 Ssei x>-nek).

5**. Ekvivalenciatétel (Bernstein). Mutassuk meg, hogy ha az A és B halmazokra van f: A — B injekci6 és van
g: B — A injekcid, akkor van A — B bijekcid is.

Otlet: Elsé otlet: Keressiink olyan A = A; UA; és B = B UB, folosztast (azaz Aj NA; =0, A UA; = A, B-re
hasonléan), melyre f[A|] = B; és g[By] = A,. Ha taldlunk ilyet, akkor F(x) = f(x), ha x € Aj, F(x) = g !(x), ha



X € A, bijekci6 A és B kozt, és pont ilyet keresiink. Ehhez elegend6 olyan A; C A halmazt taldlni, melyre

A\ (g[BO\fTA1D)]) = Ar.

Ehhez az A részhalmazain értelmezett,
h(X)=A\(g[B\ f[X]])

képlettel definidlt h: P (A) — P(A) fiiggvény egy fixpontjét keressiik (azaz olyan X C A halmazt, melyre h2(X) = X).
Masodik otlet: Léssuk be, hogy 7 monoton, azaz X C X’ = h(X) C h(X’).

Harmadik otlet: Legyen X = N{Y C A: h(Y) C Y} (hivjuk jonak a A(Y) C Y tulajdonsdgi részhalmazait az A hal-
maznak), és mutassuk meg, hogy #(X) =X a h(X) C X, majd X C h(X) lépésekkel.

Megoldds: Egy X C A-ralegyen
h(X) = A\ (¢[B\ f1X]]).

Ekkor X C X' = f[X] C f[X'] = B\ f[X] 2 B\ /x| = g[B\ FIX]] 2 glB\ /X']] = A\ (g[B\ £IX])) 2.4\ (g[B\ £X']),
azaz h(X) C h(X’) (tehat & monoton). Nevezziik ¥ C A-t jénak, ha 2(Y) C Y. Mivel minden X C A-ra h(X) C A,
ez igaz X = A-ra is, azaz A j6; tehat van j6 halmaz. Legyen X = N{Y C A: h(Y) C (Y)} (vagyis X az Osszes jo
halmaz metszete). Ekkor minden j6 Y-ra X C Y, tehdt 4 monotonitdsa miatt 2(X) C h(Y), és mivel Y j6, h(Y) C Y;
osszesitve: minden jo Y halmazra #(X) C Y. Emiatt 2(X) a j6 halmazok metszetében, vagyis X-ben is bennfoglaltatik,
azaz h(X) C X. Ebbdl h monotonitdsa miatt 2(h(X)) C h(X) adédik, tehdt h(X) is j6; ebbSl X C h(X) (hiszen X a
definicidja szerint része minden j6 halmaznak). A kettSt Osszevetve h(X) = X adédik. Ekkor F(x) = f(x), hax € X,
F(x) = g7 '(x), hax € A\ X bijekci6 A és B kozt (azaz X = A’-vel kapunk megfelels felosztast).

Definicié: A és B halmazok ekvivalensek (jelolésben A ~ B), ha létezik f: A — B bijekci6 (jelolésben A ~ ¢ B).

6. Mutassuk meg az ekvivalenciatétel segitségével (minél ,,Justdbban”), hogy...

a) [0;1] ~[0;1); b) N~ Q; c) Z(N)~R.

Megoldds: a) Az identitds injekci6 [0;1)-bdl [0; 1]-be, mig f(x) = x/2 injekcid [0; 1]-bdl [0; 1)-be, igy az ekvivalencia-
tétel szerint ekkor van koztiik bijekcié. b) f(x) = x egy N — Q injekcié. Legyen p/q, p,q € Z, (p,q) = 1, ¢ > 0 egy
raciondlis szdm egyértelmd tortfelirdsa. Ha p > 0, rendeljiik hozz4 a 27 - 39 természetes szamot, mig ha p < 0, rendeljiik
hozza az 5P - 79 természetes szdmot. Ez injekcié QQ-bdl N-be, igy az ekvivalenciatétel miatt van koztiik bijekci6 is.
¢) Lattunk mar mindkét irdnyu injekciét a két halmaz kozt, ami az ekvivalenciatétellel egyiitt bizonyitja az allitast.

7. Adjunk sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy egy f: A — B fliggvény esetén mikor teljesiil minden X,Y C A-ra,
hogy fIXNY] = fIX]NfIY].

8. Legyen f: A — B. a) Mikor igaz f~![f[X]] = X minden X C A-ra? b) Mikor igaz f[f~'[Y]] =Y minden Y C B-re?
Megoldds: a) <= f injektiv. (=): ha f nem volna injektiv, az ezt bizonyité x # y és b = f(x) = f(y) elemekkel az
X = {x} halmazra f~'(f[X]) = £~ '({b}) 2 {x,y}, ami emiatt nem X. (<=): f~!(f[X]) D X nyilvdn mindig teljesiil.
Indirekte tegyiik fol, hogy 3y € £~ 1(f[X]): y ¢ X. Ekkor f(y) € f[X] miatt 3x € X: f(x) = f(y), ami x # y miatt
ellentmondis. b) <= f sziirjektiv. Nyilvan f(f~'[Y]) C Y. Ha f sziirjektiv, akkor Vy € Y3a € A: f(a) =y, és persze
ekkora € f71Y], ésigy f(f~'[Y]) =Y. Mdsrészt, ha f(f~![Y]) =Y minden Y C B-re, akkor Y = B vélasztdssal 1dtjuk,
hogy B minden eleme el6all képként.

Kitekintés: kombinatorikus jellegii halmazos, halmazmiiveletes feladatok

9. Mutasssuk meg, hogy ha A;,A»,...,A,,... tetszOleges halmazsorozat, akkor 1éteznek olyan B; C A; paronként disz-
junkt halmazok, melyekre UA; = UB;.

10. Legyen X egy alaphalmaz, és Aj,A,,...,A, C X. a) Mutassuk meg, hogy az A;,Aj,...,A, halmazokbdl a komp-
lementdlds, a N és az U miiveletekkel legfeljebb 22" kiilonbozd halmaz allithat6 els. b) Adjunk sziikséges és elegendd
feltételt arra, hogy ennyi halmaz el6éllithaté legyen.

11. a) Fejezziik ki a N operdcidt a \ operdcidval. (Azaz: adjunk olyan formuldt, mely csak az A, B jeleket, zarGjeleket
és a \ jelet tartalmazza, és tetszGleges A, B halmaz esetén elvégezve a formula dltal elGirt miiveleteket az A N B halmazt
kapjuk eredményiil.)

Definidljuk a szimmetrikus differenciat a kovetkez&képpen: AAB = (A\ B) U (B\ A). Fejezziik ki az U, N és \ opera-
cidkat a b) A és N c) A és U; d) A és )\ segitségével.

e) Igazoljuk, hogy az U operaci6 nem fejezhetd ki csak a N és a \ felhaszndldsdval.

f) Igazoljuk, hogy a \ operacié nem fejezhetd ki csak a N és az U operdciokkal.



12. Mutassuk meg, hogy a A szimmetrikus differencia kommutativ és asszociativ miivelet, tovabbd a N rd vonatkozdan
disztributiv (azaz AN (BAC) = (ANB)A(ANC)), 1étezik rd nézve neutrdlis elem, és az AAX = B egyenlet X-re mindig
megoldhat6. Mi kéze mindennek a kettes szdmhoz?

13. a) Mutass n > 2 db. n— 1 elem( halmazt, melyek ko6ziil birmely n — 1-nek van kozos eleme, de az 6sszesnek nincs.

b*) Mutasd meg, hogy tetszbleges, az el6z6 részfeladat kovetelményeit kielégité n darab halmaz uniéja n elemd.
¢) Mutass 3 halmazt, melyek koziil barmely kettének végtelen sok k6zos eleme van, de a haromnak a metszete iires.



