A matematika alapjai, 3. éra

1. a) Mutassuk meg, hogy nincs bijekcié N és & (N) kozott (utébbi az N halmaz 6sszes részhalmazabél 4ll6 halmaz).
b) Létezik vajon N — R bijekcié?

Megoldds: a) Tegyiik fol, hogy van egy f bijekcid, és legyen f(n) = A, (ez az n-hez rendelt részhalmaz). Legyen
H={neN:n¢A,}. Kétségkivil HC N. Mivel f bijekcid, kell legyen olyan m € N, melyre H = f(m) = Ap,.
Viszont ekkor m € H pontosan akkor teljesiil H definicidja szerint, ha m ¢ A,,. Ez problémds (ellentmondés), mivel
H =A,,. Tehdt nem létezhet bijekci6. (Amugy ezt nevezik Cantor-féle atlés médszernek: ha elképzeliink egy tablazatot,
ahol az oszlopok a 0,1,2,... szdmokkal, a sorok az Ag,A;,A>,... halmazokkal vannak indexelve, és egy sor-oszlop
keresztez&dés aszerint 1 vagy 0, hogy az adott szdm (oszlopindex) benne van-e vagy sem az adott halmazban (sorindex),
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lenne megfelel$ f bijekcid, akkor a kordbban ldtottak alapjan volna N — Z2(N) bijekcid is.

Definicié: A és B halmazok ekvivalensek (jelolésben A ~ B), ha 1étezik f: A — B bijekcio (jelolésben A ~ ¢ B).

2. Mutassuk meg, hogy a ~ ekvivalenciareldcié! (azaz A ~ A (reflexiv); ha A ~ B, akkor B ~ A (szimmetrikus); ha
A ~ B és B~ C, akkor A ~ C (tranzitiv)).

Megoldds: A ~ A az identitasfiggvénnyel. Ha A ~ B, akkor B ~ ;1 A (azaz: az A ~ B-tigazol6 f: A — B bijekcié
inverze B — A bijekcid). Ha A ~¢ B é€s B ~¢ C, akkor A ~4r C. Ez utébbit részletesebben kiirva: tegyiik fel, hogy
A~Bés B~C,azazdf: A — Bbijekcié és dg: B — C bijekcid. Ebbol kéne levezetni egy h: A — C bijekcio 1étezését
(azaz A ~ C-t). Azt allitjuk, hogy go f j6 lesz. Valdban, a 2. feladatsor 3. feladata szerint g o f injektiv és sziirjektiv is
lesz; ennek preciz levezetését ott lehet felidézni. Az 6rdn ezt kdzvetleniil is meggondoltuk, picit masképp.

,,Definicié”! (szamossagok és dsszehasonlitasuk):

P

* Az el6z6 feladat alapjdn a halmazok Osszessége egymadssal ekvivalens halmazok osztilyaira bomlik. Az egy
osztdlyban levd halmazok kozos tulajdonsdgat szdmossdgnak hivjuk; egy A halmaz szamosségat |A|-val jeloljiik.
Ha tehdt A ~ B, akkor azt mondhatjuk, hogy A és B szamossdga ugyanaz, {rdsban |A| = |B|.

» Két szamossag, a és b egyenld, ha valamely |A| = a és |B| = b halmazokra A ~ B. (Lattuk, hogy ez j6ldefinialt:
nem fiigg a mintahalmazok vélasztasatol.)

* Ha a és b szamossagok, akkor a < b definicié szerint akkor, ha valamely |A| = a és
A — B injekcio;

B| = b halmazok esetén van

* Ha a és b szamossagok, akkor a < b definici6 szerint akkor, ha a < b, de a # b.

A kovetkezd8kben megmutatjuk, hogy a szdmossdgokon definidlt < joldefiniélt részbenrendezés, azaz: kompatibilis az
=-gel (nem fiigg a mintahalmazok valasztasatdl); reflexiv (a < a); tranzitiv (a < b < ¢ = a < ¢); és antiszimmetrikus
(a<bésb<aeseténa =0>).

3. Mutassuk meg, hogy

a)ha A, A’, B, B halmazok, |A| < |B|, |A| = |A’| és |B| = |B/|, akkor |A’| < |B
b) tetszbleges két a, b szamossagra a < b joldefinidlt, azaz teljesiilése vagy nem teljesiilése nem fiigg a mintahalmazok
valasztasatol;

¢) ha a és b szamossagokra a < b és b < a, akkor a = b.

d) ha a szdmossag, akkor a < a;

e) ha a, b és c szamossagokraa < b és b < ¢, akkora < c.
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4. Kovetkezik vajon az eddigiekbdl, hogy. ..

a) ha az a, b, c szdmossdgokra a < b < ¢, akkor a < ¢?

b) |A| < |B| és |B| < |A| nem teljesiilhet egyszerre?

¢) tetszSleges A, B halmazokra |A| < |B|, |A| = |B|, |A| > |B| koziil pontosan az egyik teljesiil (azaz a , kiterjesztett <”
is trichotom?)

Definicié: Az R szamossagat kontinuumnak nevezziik, amit c-vel jeloliink. Az N szamossagat megszdmldlhato végte-
lennek nevezziik és X-lal jeloljiik (ejtsd: alef null).

Ez igy nem teljesen korrekt, Id. pl. Komjath Péter ‘Halmazelmélet’ jegyzetét.



5. Mit mondhatunk X és ¢ viszonyarol?

6. Mutassuk meg kozvetleniil, hogy nincs bijekcio N €s a valds szdmok kozt, masképp szélva, hogy tetszdleges valds
ap,ay,...,ay,... szamsorozathoz taldlhat6 olyan valds x valés szam, melyre Vi € N: x # a;. (Aprop6: miért ugyanaz a
kétféle megfogalmazas?)

Megoldds: Legyen a, tizedestort felirdsdban a tizedesvesszd utédni k-adik szamjegy a, ;. Legyen x az a 0,x1x2x3,...
tizedestort-alaki szdm, melyben x; = 1, ha aix # 1, és xx = 2, ha arx = 1. Ekkor tetszleges n-re az a, szdm és x
eltér egymadstdl a tizedesvessz6 utani n-edik jegyben, tehdt Vn > 1: x # a,. |R|-re nézve ez azt jelenti, hogy az nem
megszamlalhaté végtelen (ugyanis tetszGleges f: N — R leképezés esetén az a, = f(n) sorozatra alkalmazva a fenti
eljarast taldlunk bizonyitékot arra, hogy f nem sziirjektiv).

7. Mutassunk bijekcidt (vagy igazoljuk a 1étezését). . .

a) (ay;a2) x (by;by) és (c1;02) x (d1;dy) kozott?, ahol ay < aa, by < by, ¢1 < ¢z és dy < dy;
b) (—7/2;7/2) x (—7/2;7/2) és R? kozott;

¢) (0,1)és (0,1) x (0, 1) kozott.

d) Mit jelent ez R és R? szdmossagara nézve?

Megoldds: a) (x,y) — ((x—ar)- Z2=g- +c1,(y—b1)- % +d,) (el6szor eltoljuk az elsd téglalapot gy, hogy a bal
alsé sarka az origéba essen, aztdn folnagyitjuk mindkét koordindtairdnyban tgy, hogy akkora legyen, mint a céltéglalap,
aztan eltoljuk gy, hogy a bal alsé sarka a (c;,d;)-be essen).

b) (x,y) — (tan(x),tan(y)).

¢) Kétiranyu injekciét mutatunk, ami Bernstein-tétele szerint igazolja bijekcid 1étezését is. Legyen f: (0,1) — (0,1) x
(0,1) az x ~ (x, 3) leképezés, ami nyilvdn injekcié. A mdsik irdny érdekesebb. Legyen most (x,y) € (0,1) x (0, 1).
Vegyiik x-nek és y-nak a tizedestortalakjat (ha kettd is van nekik, akkor a rovidebbet), ezek x = 0,x1x0x3,..., y =
yiy2y3-... Legyen g((x,y)) = 0,x1y1x0y2x3y2 ... az x és y tiezedesjegyeinek osszefésiilésével kapott szim. Ekkor g
injekcid, hiszen ha (x,y) # (x',y’), akkor a tizedestortalakjuk is eltérs, és ezért az 9sszefésiilésiikkel kapott tizedestortek
is masok (nem csak rdnézésre, hanem ténylegesen is: az Osszefésiilés utdn nem lehet probléma avégtelen sok 9-re
végz6d6 szamokkal, mert az 0sszefésiilt szam csak akkor végzddhetne végtelen sok 9-re, ha a kiinduldsi x és y is
végtelen sok 9-re végzddne, de egyik sem teszi). Ezzel készen vagyunk.

d) Ennek és korabbi megfontolasok fényében |R = [(0,1)| = [(0,1) x (0,1)| = |R?||. Ebbél az is kovetkezik, hogy
IR| = |R"| minden n > 1-re, tehét a halmazelméleti szamossdgfogalom nem mond semmit egy alakzat (ponthalmaz)
dimenzi6jarol.

2Ez két nyilt téglalap.



