A matematika alapjai, 4. éra

1. Igaz vagy hamis?
a)xeycz=>x€z b)xeyCz=>xe€z cxCycz=x€cz; dxCyCz=>xez
eJxeyez=xCz PDxeyCz=xCz gxCycz=xCz hHxCyCz=xCz

Definici6: Ha A halmaz, (A) = {X: X C A} az A hatvdnyhalmaza (azaz &?(A) az A részhalmazainak a halmaza).

2. Legyen A egy véges, n elemi halmaz. Hany eleme van &7(A)-nak?

Megoldds: 2", hiszen A minden eleme vagy benne van egy részhalmazban, vagy nem; igy 2" kiilonb6z6 részhalmazt
lehet Osszedllitani (erre emlékezhetiink Véges matematika 1-bdl is).

3. Egy H halmazra legyen 2! (H) = #(H), és legyen Z*(H) = 2(Z*~ 1 (H)).

a) Micsoda Z2(0)? Es 2({0})? Es 273(0)?

b) Hany eleme van 2" (0)-nek?

Megoldas: a) Z(0) = {0}, 2(2(0)) = 2({0}) = {0,{0}}, (2 (2(0))) = {0,{0},{{0}},{0,{0}}} b) Ha n-
szer végezziik el a hatvanyhalmazképzést az iires halmazbdl indulva, az n-edik 1épésben megkapott halmaz elemszama
Ty, ahol Ty := 0, T,, := 271, Az els6 néhdny lépésben elédllitott halmazok elemszamai 2° = 1, 2! =2, 22 =4, 2% = 16,
216 — 65536, a hatodik 1épésnél pedig 26°33, ami nagyon sok (sokkal-sokkal tobb, mint ahdny atom van a becslések
szerint a lathaté univerzumban), az utdna kovetkezdkr6l nem is beszélve.

4*. Cantor-tétel. Mutassuk meg, hogy tetszSleges (esetleg végtelen) X halmazra |X| < | Z(X)].

Megoldds: Az f: X — P(X), f(x) = {x} leképezés injekcid, tehdt |X| < |22 (X)|. Indirekt médon tegyiik fol, hogy
van f: X — Z(X) bijekcid. Legyen H = {x € X: x ¢ f(x)}; persze H C X, més széval, H € &(X). Mivel f bijektiv,
1étezik h € X, melyre H = f(h). Ekkor h € H <= h ¢ f(h) = H, ami ellentmondds'.

Megjegyzés: Véges, mondjuk n elemii X halmazra persze |X| = n < 2" = |2 (X)| miatt az dllitas trivialis, de a fenti
bizonyitds kulcsfontossdgi mozzanata, hogy barmilyen X halmazra miikodik.

5. Hényféleképpen tudod bizonyitani eddig, hogy a valds szdmok halmaza nem megszdmldlhat6 (avagy ¢ > ¥g)?

Megoldds: Lattuk, hogy |Z(N)| = |R| (van kétirdnyd injekcid, tehdt alkalmazhaté az ekvivalenciatétel) és Cantor
tétele alapjan ismert |N| < |Z?(N)| igazolja az dllitast; tovabba konstrukcidval is lattuk, hogy a valés szamok nem
folsorolhaték (minden valds szdmsorozathoz (azaz N — R fiiggvényhez) adtunk olyan valds szdmot, ami nincs benne
(azaz a fiiggvényiink nem lehet sziirjektiv)).

6. Van-e a c-nél nagyobb szdmossdg? Tudsz konkrétan olyan halmazt mutatni, aminek nagyobb a szamossiga, mint
R-nek? Es anndl is nagyobbat? Vajon van olyan, hogy legnagyobb szdmossig?

Megoldds: Van, tudunk: Cantor tétele szerint |Z(R)| > |R| = ¢. Van nagyobb: ugyanigy a Cantor-tétel miatt
| 2"(R)| > | 22" 1(R)], tehdt végtelen sok kiilonbozs végtelen szdmossdgot taldltunk. Nincs legnagyobb szdmossag,
hiszen ha |A| = a egy szdmossag, akkor | Z?(A)| > a egy szigordan nagyobb szamossag.

,»Definicié:” Az Xy-nél nagyobb szamossagok koziil a legkisebbet X -nek nevezziik. Hasonldan, az X, szdmossag az
a legkisebb szamossag, ami nagyobb X,_;-nél%,

7. Mit tudunk X és ¢ viszonydrdl (=, <, >, <, >, ...)?

Megoldds: Mivel ¢ > X és ¥ alegkisebb X(-ndl nagyobb szamossag, ¥ < c¢. Hogy itt < vagy = van-e, azt ezen a
ponton nem tudjuk.

8. Mutasd meg, hogy csak megszamlalhat6 sok diszjunkt korlapot lehet elhelyezni a sikon.
9. Mutassuk meg, hogy nem lehet lefedni a sikot c-nél kevesebb egyenessel.

10. Hany véges részhalmaza van N-nek?

Megoldds: Az [n] := {0,1,2,...,n} halmaznak 2""! részhalmaza van. Soroljuk fol az n-edik 1épésben az [n] Osszes
részhalmazat (n = 0,1,2,...); ez minden 1épésnél véges sok elem folsorolasat igényli, tehat igy Osszesen megszam-

'Ez amiigy a Cantor-féle 4tlés médszer dltalanositdsa: ahogy kordbban az N és Z(N) kozti bijekcidt feltételezve jutottunk ellentmondaésra,
itt is elképzelhetjiik az analdg tablazatot, és annak 4tl6ja mentén megvaltoztatjuk az eleme—nem eleme jeldlSket.

2Egyiltalan nem nyilvanval6, hogy ez a definicié értelmes. Példaul annak sincs értelme, hogy ,,a 2-nél nagyobb valds szamok koziil a
legkisebb”. Beldthaté azonban, hogy a végtelen szdmossdgokra a fenti definicié értelmes (de ettl eltekintiink ebben a kurzusban).



l4lhat6 sok halmazt sorolunk fol. Madsrészt ezzel minden véges részhalmazt folsoroltunk, hiszen egy H C N véges
részhalmaznak van egy legnagyobb / € H eleme, és ekkor H C [h], tehdt H-t folsoroltuk a h-adik 1épésben. (Kiegészitd
kérdések: hanyszor soroltuk fol az egyes halmazokat? Ha nem pontosan egyszer, az baj? Ha igen, mit lehetne tenni, ha
pontosan egyszer szeretnénk?)

Mds megoldds: Minden véges részhalmazhoz rendeljiik hozz4 a megfelel 0-1 sorozatot. Egy nullat és egy tizedes-
vesszOt elétéve tekintsiik a sorozatot egy tizes szdmrendszerben folirt valés szdmnak. Ez véges hosszisigi (mivel
véges sok egyes van benne), tehat valdjaban racionalis. Ezzel kaptunk az N véges részhalmazainak halmazabdl egy
injekciot a megszamlalhaté Q halmazba, tehat megszamlalhaté sok véges részhalmaza van N-nek.

Mds megoldds: Legyenek p; < p, <... aprimszdmok. Egy 0 # H C N véges halmaz H = {ay,...,a;} alakd (k > 1),
ahola; <a, <--- < at. Rendeljik H-hoz a Hi-;l pi" € N szamot, valamint legyen az iires halmaz képe a 0. Ez injekcié
lesz N-be, hiszen a szdmelmélet alaptétele szerint a primtényezds felbontds egyértelmd, igy kiillonb6z6 részhalmazok-
hoz kiilonb6z6 szamokat rendeltiink. Tehdt az N véges részhamlazaibdl 4116 halmaz szdmossédga legfeljebb |N| = Xo.
Ennyi persze van is, hiszen pl. n+— {n} injekcié N-bdl a véges részhalmazok halmazédba. Tehat a valasz Xy.

Kiegészito feladatok.

11. a) Hany diszjunkt O betiit lehet leirni a sikra, ha ugyanakkorék? Es ha kiilonb6z6 méretiiek is lehetnek?
b*) Es T betiit?

12. Mutasd meg, hogy a sikon tobb mint kontinuum sok konvex részhalmaz van.



