A matematika alapjai, 5. éra

1. a) Tegyiik fel, hogy az A, B halamzokra |A| = 3,
melyekre |H'| = |A|-|B| és |[HT| = |A| + |B].
b) Legyen C az 6sszes kiilonboz6 A — B fiiggvény halmaza. Hany eleme van C-nek?

B| = 5. Készits a segitségiikkel olyan H* és H™ halmazokat,

Megoldds: Ha A és B diszjunktak, akkor H* = A U B persze 8 elemd. Ha nem diszjunktak, akkor vegyiik az A’ =
{(g,x): xe A} és a B' = {({J},x): x € B} halmazokat. Ekkor A’ és B’ diszjunktak (elemeik rendezett parok, és
a péarok elsS elemei eltérnek A’, illetve B'-beli parok esetén, tehdt nem ugyanazok), igy H" = A’ U B’ mindig jo.
H = A x B mindig j6 (nem kell, hogy A és B diszjunktak legyenek).

Definicié (rendezett par): az (x,y) rendezett par alatt az {{x},{x,y}} halmazt értjiik.

2. Mutasd meg, hogy (x,y) = (u,v) <= x=uésy=v.

Megoldds: Technikai okokbdl jeloljiik a rendezett parokat kerek zardjel helyett {.,.>-vel a megoldas erejéig. Ha x = u
ésy = v, akkor nyilvan (x,y) = (u,v). A megforditdshoz tegyiik f6l, hogy {x,y) = (u,v). Esetszétvilasztdssal folytatjuk:
ha x =y, akkor {x,y) = {{x}} egy egyelemii halmaz, igy a jobb oldali halmaz is egyelem(, ami csak gy lehet, ha
u=vés{u,vy={{u}}. Ekkor az {{x}} = {{u}} egyenlGségbdl indulva, az egyenldség definicidjat kétszer alkalmazva
kapjuk, hogy {x} = {u} és x = u, tehat valéban x = u és y = x = u = v. Ha x # y, akkor {(x,y) kételemid halmaz,
és emiatt (u,v) is az, tehdt u # v. Az egyenlGség definicidja szerint {x} = {u} és {x,y} = {u,v} vagy {x} = {u,v}
és {x,y} = {u} kovetkezik, de az utébbi nem allhat fent, mert nem egyeznek az elemszamok. Az el&bbi esetben az
egyenlGség definicidja szerint x = u kovetkezik, amib6l {x,y} = {u,v} = {x,v}, tehat szintén az egyenldség definicidja
szerint y = v (x = v nem lehet, mert x = u és u # v).

Definicio (fiiggvény): egy f fuiggvény olyan halmaz, melynek minden eleme rendezett par, és teljesiil rd, hogy tetszo-
leges x,y,z elemekre (x,y) € f és (x,z) € f teljesiilése esetén z =y is teljesiil. (Ha f-et a szokdsos médon gondoljuk
egy A — B leképezésnek, akkor a fenti halmaz az {(a, f(a)): a € A} alaki parok halmazat fogja meg, amibdl kiolvas-
haté a hozzarendelés: minden parndl annak els6 eleméhez rendeljitk a masodik elemét.) Vegyiik észre, hogy ebben a
definiciéban nincs explicit médon megadva, hogy f honnan hova képez. Akkor mondjuk, hogy f az A halmazt képezi
a B halmazba (azaz f egy A — B fuggvény), ha Dy := {x: Jy: (x,y) € f} =A,és Ry :={y: Ix: (x,y) € f} = B.

3. Van-e olyan f fiiggvény, melyre Dy = (J vagy Ry = &7
Megoldds: Van, pontosan egy darab, ugyanis akdr Dy = (f, akdr Ry = (¢, f-ben nem lehet egyetlen rendezett par sem

(hiszen akkor azok els6 elemei D ¢-ben lennének, masodik elemeik R¢-ben), tehét f = ¢J. Az iires halmaz ugyanakkor
kielégiti a fliggvény definicidjat (nincs benne egyetlen elem sem, ami megsértené azt), €s Dgy = Ry = (.

Jelolés: A := {f: B — A} jeloli az 6sszes B — A fiiggvény halmazit.

Definicié (miiveletek szamossagokkal (mas néven szamossagaritmetika), véges eset):
e Osszeadas: ha a és b szamossagok, a + b legyen |A U B, ahol |A| = a, |B|=bésAnB = (.
e Szorzas: ha a és b szamossagok, ab legyen |A x B|, ahol |A| = a, |B| = b.
e Hatvanyozas: ha a és b szamossagok, a” legyen |PA|, ahol |A| = a és |B| = b.

4. Vajon a fent definidlt szamossagmiiveletek joldefinidltak?

5. (A szamossagmiiveletek azonossagai.) Lassuk be, hogy tetsz8leges a, b, ¢ szamossagok esetén

a)a+0=a; b)a+b=b+a; ¢)(a+b)+c=a+(b+c);

d)1l-a=a e) ab = ba; f) (ab)c = a(bc);

g)a’=1; h)0°=0haa#0; ida =a j1e=1;

k) (a+b)c =ac+bc; 1) (ab)¢ = a‘bs; m) (a*)¢ = a*; n) a*+¢ = abac.

Megoldds: a) Legyen |A| = a. Mivel || = 0 és A és F diszjunktak, a +0 = |A U J| = |A| = a adddik.

b) -

¢) Megfelel6 A, B, C mintahalmazok esetén azt kell megmutatni, hogy az (A U B) U C és az A U (B u C) halmazok kozt
van bijekcié. Mivel az uni6 asszociativ, ezek a halmazok de facto ugyanazok.

d) Legyen |[A| = a, E = {1}, amikor is |E| = 1. Mivel E x A = {(1,a): a€ A}, E x A — A bijekci6 példdul az (1,a) — a
hozzéarendelés, igy 1-a = |[E x A| = |A| = a adddik.

e) -

f) Mostaz (A x B) xC = {((a;b);c): ac A,beB,ceC} ésazA x (BxC) = {(a;(b;c)): ae A,be B,c e C} halmazok



kozt kell bijekcidt adni. Ezek a halmazok nem azonosak, de az ((a;b);c) — (a; (b;c)) leképezés bijekcid koztiik.

g) Legyen A egy a szdmossdgd halmaz. a° = |{f: & — A}| = |{}| = 1 (idézziik f&l: egyetlen olyan fiiggvény van,
melyre Dy = &, mégpedig ).

h) 04 = |{f: A —> J}|, és ha A # &, akkor egy ilyen fiiggvényben minden x € A elemhez kell legyen olyan par,
melynek elsé eleme éppen x, a masodik pedig eleme az iires halmaznak. Ilyen parok persze nincsenek, tehat nincs
ilyen fiiggvény. (Az iires fiiggvény nem jo itt, mert annak értelmezési tartomdnya az iires halmaz, nem pedig A.) Az
A = (J esetet lefedi az el6z0 részfeladat.

i) Legyen |A| = a és B = {1} (ekkor persze |B| = 1). Ekkor egy f € BA fiiggvényt egyértelmlien meghatdrozza az,
hogy melyik a € A elem a képe az 1 € B elemnek; ezzel nyilvén bijekciot kapunk BA és A kozt (egy f €8 A fiiggvényhez
rendeljiik hozz az f(1) € A elemet), tehdt a' = |PA| = |A| = a. (Esha A = (?)

-

k) -

1) Legyenek A, B és C alkalmas mintahalmazok. Az allitast visszavezetve a definicidkra az igazolandd, hogy

Fax B) = |(4) x (B)|

Egy f: C — A x B fiiggvényhez rendeljiik azt az (fi, f>) € (“A) x (°B) fiiggvénypirt, melyre fi(c) az f(c) €A x B
rendezett par els6 eleme, f>(c) pedig az f(c) rendezett par masodik eleme (mds széval: az f-hez hozzérendeljiik a
koordinatafiiggvényeibdl 4ll6 part). Ez bijekcid.

m) -

n) -

6. Mennyia) Xo+1; b) Xg+Rg; ¢) Xo+¢; d)c+c; e) Xo-Ng; f) Xg-¢?

Megoldds: a) Legyen a két szamossdg diszjunkt mintahalmaza N és A = {a}. Ekkor az x — x + 1, ha x € N, illetve
x— 0, hax = abijekcié NUA és N kozt, igy Xo+1 = |N|+|A| = |NUA| = |N| = X adédik.

b) Legyen példaul A a péros, B a pdratlan természetes szamok halmaza. Lattuk (konny(), hogy |A| = |B| = K. Mivel
A és B diszjunktak, tovabba |A U B| = [N| = X, a valasz .

¢)Legyen A =NésB=(0;1) cR. Ekkor |A| = Xg, B=1¢,és (0;1) cAuBc Rmiattc=|(0;1)| <|JAUB| < |R| =,
ahonnan a Bernstein-féle ekvivalenciatételbdl adédik, hogy a vélasz c.

d) -

e) -

7. Mutassuk meg, hogy a) tetszGleges' A halmazra | Z(A)| = 214/; b) tetszSleges a szdmossagra a < 2°.

8. Legyenek a és b szamossagok.

a) Igaz-e, hogya+b=a< b=0?

b) Igaz-e, hogy a-b =a < b = 1?7 (Kossiik ki, hogy a # 0, mert dgy tdl konnyd.)

¢) Hogyan lehetne szokdsos tulajdonsdgokkal rendelkezd szamossagkivondst vagy szdmossagosztast definidlni?
Megoldds: a) = nem igaz, példaul a = b = X ellenpélda. A < persze igaz, lasd a korabbi feladatban.

b) = nem igaz, példdul a = b = X ellenpélda. A < persze igaz, 14sd a korabbi feladatban.

¢) Ertelmes kivondst nehéz volna. Hiszen ha lehetne, és valamely a és b szdmossdgokra a + b = a, akkor a-t kivonva
a+b—a=a—avolna, tehit b = 0 kdvetkezne. De az imént lattuk, hogy ez nem feltétleniil van igy. Ez a feladat arra
mutat rd, hogy noha a szdmossagokat gondolhatjuk valamilyen értelemben a természetes szamok (mint ,,mennyiségek’)
kiterjesztésének, a végtelen szdmossdgokndl néhdny j6l megszokott tulajdonsdg mér nem fog teljesiilni.

A szamossagmiiveletek (szamossagaritmetika) és a szamossagrendezés (in)kompatibilitasa.

9. Mutassuk meg, hogy ha az a, b, ¢, d szamossagokra a < b és ¢ < d, akkor

a)a+c<b+d,

b) ac < bc;

¢) a¢ < b? kivéve,haa=b=c =0, d > 0 (miért kivétel ez?).

Megoldds: a) Legyenek A, B,C, D megfelel6 mintahalmazok (A nC = Bn D = J is kell az 6sszeadds miatt). Mivel
a<bésc<d,létezik f: A— Bés g: C — D injekcid. Legyen h aza A UC — Bu D leképezés, melyre h(x) = f(x),
ha x € A, és h(x) = g(x), ha x € C. Mivel A és C diszjunktak, A-t jOl definidltuk (egy elemnek sem akarunk kétféle
képet adni); tovabba mivel f és g injekcidk és B és D diszjunktak (tehdt egy x € A és egy y € C elempar képe sem eshet
egybe), h is injekcio.

'Ha |A| = n, ez volt Véges matematika 1-bSl. De ez itt mar végtelen matematika :)



10. Mutassunk példét olyan a < b és ¢ < d szdmossdgokra, melyekre a) a+c = b +d; b) ac = bd.



