A matematika alapjai, 9. feladatsor

A Kkivalasztasi axioma (Axiom of Choice): ha {A;: i € I} nemiires halmazok rendszere, akkor 1étezik f: I — Uje/A;
kivalasztési fiiggvény, azaz olyan I-n értelmezett fiiggvény, melyre f(i) € A; minden i € I-re. Mashogyan: Ha A halmaz,
és Vx € A nemiires halmaz, akkor 3f: A — UA, melyre Vxe A: f(x) € x.

Elnevezés: Az el6z6 orai axiomarendszer ezzel kiegészitve a ZFC axiomarendszer nevet viseli.

1. Legyen f: R — R fiiggvény, x € R és yo = f(xo). Tegyiik 6], hogy minden x, — xo sorozat esetén f(x,) — Yo.
Mutassuk meg, hogy f folytonos xp-ban (azaz Ve > 030 > 0: [x—xp| < 8§ = |f(x) —yo| < €).

2. Mutassuk meg, hogy megszamladlhaté sok megszdmldlhaté halmaz uni6ja megszamléalhatd!

3. Idézd fol a szdmossagmiiveleteknél a végtelen sok szamossag 6sszegének, illetve szorzatdnak jéldefinidltsdganak bizo-
nyitasat (azaz hogy miért nem fiigg egyik sem a mintahalmazok valasztasatol). Mutass ré a kivalasztasi axidma szerepére
a levezetésekben.

4. A szamossdgszorzds gyenge monotonitdsa szerint ha {A;: i € I} nemiires halmazok, akkor |{f: f(i) e AiVie I}| =
[Lie/1Ail = [1,e; 1 = 1, tehat nemiires halmazok tetsz6leges halmazdhoz van kivalasztasi fiiggvény, tehdt igaz a kivélasz-
tasi axioma. Bizonyitja-e ez a kivdlasztdsi axidomat?

5. Mutassuk meg, hogy minden végtelen halmaznak van megszdmlalhato részhalmaza. (Azaz ha a végtelen szdmossag,
akkor a > ¥Xy.)

6. Mutassuk meg, hogy ha a végtelen szdmossdg, akkor a + ¥y = a.

7. Tegyiik fol, hogy egy valds f fiiggvényre f(x+y) = f(x) + f(y) teljesiil minden vals x,y szamra (ez a Cauchy-féle
fliggvényegyenlet). Mutassuk meg, hogy

a) £(0) = 0;

b) f(nx) = nf(x) minden pozitiv egész n-re;

¢) f(nx) = nf(x) minden egész n-re;

d) f(nx) = nf(x) minden raciondlis n-re;

e) ha f folytonos, akkor f(x) = cx valamilyen ¢ konstansra.

Tétel: minden vektortérnek van bazisa (feltéve a kivalasztasi axiomat).

Definicio: Tekintsiik az R halmazt egy Q feletti vektortérnek (a szokdsos miiveletekkel). Ennek a vektortérnek egy bazi-
sat Hamel-bdzisnak nevezzik.

8. Mutassuk meg, hogy a Cauchy-féle fiiggvényegyenletnek van nem cx alaki megoldasa.

9. Legyen H egy Hamel-bazis. Mit mondhatunk H szdmossagardl?
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10. Mutassuk meg, hogy az f(x) = x fiiggvény elddll két periodikus fiiggvény Gsszegeként.



