A matematika alapjai, 9. feladatsor

A Kkivalasztasi axioma (Axiom of Choice): ha {A;: i € I} nemiires halmazok rendszere, akkor 1étezik f: I — Uje/A;
kivalasztési fiiggvény, azaz olyan I-n értelmezett fiiggvény, melyre f(i) € A; minden i € I-re. Mashogyan: Ha A halmaz,
és Vx € A nemiires halmaz, akkor 3f: A — UA, melyre Vxe A: f(x) € x.

Elnevezés: Az el6z§ orai axidomarendszer ezzel kiegészitve a ZFC axiémarendszer nevet viseli.

1. Legyen f: R — R fiiggvény, x € R és yo = f(xo). Tegyiik 6], hogy minden x, — xo sorozat esetén f(x,) — Yo.
Mutassuk meg, hogy f folytonos xp-ban (azaz Ve > 030 > 0: [x—xp| < 8§ = |f(x) —yo| < €).

Megoldds: (Ez az atviteli elv egyik irdnya.) Indirekte tegyiik fol, hogy 3& > 0V > 03x: |x —xp| < 3, és | f(x) —yo| = €.
Ekkor minden n € N-re a 6 = 1/n-hez van olyan x, szdm, melyre |x, —xo| < 1/n, és |f(x,) —yo| = €. Ekkor tehit az x,
sorozat tart x-hez, de f(x,) nem tart yp-hoz, ellentmondas.

Ez a szokdsos levezetés, ami korrekt is a szokdsos szinten, de most dssunk kicsit mélyebbre. Az x, sorozat valéja-
ban egy g: N — R fiiggvény (ahol g(n) = x,, azaz g mondja meg, hogy a sorozatnak mi az n-edik eleme). Ha
az ellentmondésokat elkeriilendé ugye egy ZFC-halmazuniverzumban dolgozunk, és minden fogalmat halmazokra épi-
tiink, akkor ez a g fiiggvény egy halmaz. De mi garantdlja, hogy benne van a halmazuniverzumunkban? Rdadésul
g(n) = x, a bizonyitdsban olyan elem, ami 1/n-nél kozelebb van xp-hoz, de a fiiggvényértékek tilzottan eltérnek, azaz
xn=g(n)e{xeR: |x—xo| <1/n,|f(x) = f(x0)| = €} =: B,. A B, halmazok az indirekt feltevés miatt sosem iiresek. Te-
hat az a kijelentés, hogy 1étezik az ellentmond4st igazol6 sorozat (fiiggvény), azzal egyenértékd, hogy a B1,B>,...,B,...
halmazokhoz 1étezik kivélasztasi fiiggvény. Ez nem magétdl értet6dd, de a kivdlasztdsi axioma tudja garantdlni. Meg-
Jjegyzés: itt nem hasznaltuk a kivalasztasi axiéma teljes erejét, mert csak megszamlalhat6 sok nemiires halmazbdl kellett
egy-egy elemet vélasztanunk; tehét itt elég lenne a kivélasztasi axiomdnak az a gyengitett véltozata is, hogy ,.ha {A;: i€ N}
nemiires halmazok rendszere, akkor létezik f: N — U;enA; kivalasztasi fliggvény™ (itt tehat a tetsz6legesen nagy [ index-
halmaz helyett csak a megszdmlalhat6 N indexhalmazra koveteltiik meg az egy 1épésben vélasztds jogossdgit).
Megjegyzés: a kivalasztdsi axioma szerepe tehdt ott volt, amikor végtelen sok halmazbdl kellett egy-egy elemet valaszta-
ni, mert ezt a kivalasztst egy fliggvény irja le (ez egyenértékii); ennek a fiiggvénynek a 1étezésést (halmazuniverzumbeli
eléforduldsat) szavatolja az axiéma. Okolszabalynak nem rossz, hogy a ,,vegyiink egy-egy olyan elemet, melyre ez-az
teljesiil” tipusu szitudcidban, ha végtelen sok elemet kell vdlasztani, akkor gyanakodjunk, hogy a kivédlasztasi axioma kell.

2. Mutassuk meg, hogy megszamlalhat6 sok megszamlalhaté halmaz uniéja megszamlalhato!

3. Idézd fol a szamossagmiiveleteknél a végtelen sok szamossag 6sszegének, illetve szorzatanak joldefinidltsaganak bizo-
nyitdsat (azaz hogy miért nem fligg egyik sem a mintahalmazok véalasztdsat6l). Mutass rd a kivdlasztasi axidma szerepére
a levezetésekben.

4. A szamossdgszorzds gyenge monotonitdsa szerint ha {A;: i € I} nemiires halmazok, akkor |{f: f(i) e AVie I}| =
[ Lies 1Ail = 1 1,e;1 = 1, tehat nemiires halmazok tetszSleges halmazahoz van kivélasztdsi fiiggvény, tehat igaz a kivalasz-
tasi axioma. Bizonyitja-e ez a kivalasztdsi axidmat?

5. Mutassuk meg, hogy minden végtelen halmaznak van megszdmlalhaté részhalmaza. (Azaz ha a végtelen szdmossag,
akkor a > ¥g.)

6. Mutassuk meg, hogy ha a végtelen szamossag, akkor a + ¥y = a.

7. Tegyiik fol, hogy egy valds f fiiggvényre f(x+y) = f(x) + f(y) teljesiil minden valés x,y szdmra (ez a Cauchy-féle
fliggvényegyenlet). Mutassuk meg, hogy

a) f(0) =0;

b) f(nx) = nf(x) minden pozitiv egész n-re;

¢) f(nx) = nf(x) minden egész n-re;

d) f(nx) = nf(x) minden raciondlis n-re;

e) ha f folytonos, akkor f(x) = cx valamilyen ¢ konstansra.

Tétel: minden vektortérnek van bazisa (feltéve a kivalasztasi axiomat).

Definicio: Tekintsiik az R halmazt egy Q feletti vektortérnek (a szokdsos miiveletekkel). Ennek a vektortérnek egy bazi-
sat Hamel-bdzisnak nevezziik.

8. Mutassuk meg, hogy a Cauchy-féle fiiggvényegyenletnek van nem cx alakii megoldésa.

9. Legyen H egy Hamel-bazis. Mit mondhatunk H szdmossagardl?



10. Mutassuk meg, hogy az f(x) = x fiiggvény elddll két periodikus fiiggvény Gsszegeként.

Mese2: A kontinuumhipotézis szerint nincs szdmossdg |N| és |R| kozétt (azaz ¢ = X;.) A ZFC axiémarendszernek van olyan
modellje, melyben ez teljesiil, de olyan is, melyben nem; azaz a kontinuumhipotézis fiiggetlen a ZFC-tdl.




