A matematika alapjai, 10. feladatsor

Definiciék: Itéletvaltozé: igaz vagy hamis értéket folvevd viltozé. Formula: itéletvaltozokbdl és a —, v, A, —, < jelekbdl, valamint zardjelekbdl 4llo,
szintaktikailag helyes karaktersorozat. Kiértékelés: az itéletviltozok mindegyikébe az igaz vagy hamis érték helyettesitése. Igazsagtablazat: egy adott formula
igazsagértékét tartalmazza minden lehetséges kiértékelésre. Két formula logikailag ekvivalens, ha barmely kiértékelésnél ugyanaz az értékiik (jelolése: =). Egy
formula tautologia, ha minden kiértékelésnél igaz. Egy F formula teljes diszjunktiv normalformaja egy olyan G formula, melyre F =G és G = G| v G, v
.-+ v Gy, alakd, ahol Vi € {1,2,...,k}-re G;-ben minden (F-ben szerepld) itéletvdltozé eldfordul pontosan egyszer (esetleg negdlva), és a (negdlt) itéletvaltozok
kozott csak A kapesolat van. Formuldk egy .% halmaza kielégithetd, ha van olyan kiértékelés, melynél minden .% -beli formula igaz. Az .# formulhalmaznak egy
G formula (logikai) kvetkezménye, ha minden olyan kiértékelésre, melynél .7 osszes eleme igaz, G is igaz; jele # = G.

1. a) ,,A ruhatdron kiviil elhelyezett targyakért felel6sséget nem vallalunk!” Mit jelent ez a ruhatarban 6rzott targyakra
nézve?

b) Az utcan egy nagydarab, sotét alak Mdriczka elé ugrik: ,,Ha adsz egy ezrest, nem verlek meg!” Ertékeld logikai
szempontbdl a kijelentést és Moriczka lehetséges reakcioit!

¢) Az utcan egy masik nagydarab, sotét alak ugrik Moériczka elé: ,,Ha nem adsz egy ezrest, akkor megverlek!” Most
mik a kilatdsok?

2. Tekintsiik az aldbbi kijelentéseket: A: Gombde Artidr el tud utazni Afrikdba; B: Gombdc Arturt elbirja a repiil6gép;
C: indul haj6é Afrikdba. Tekintsiik az aldbbi mondatot: Gombéc Artdr akkor és csak akkor tud Afrikdba utazni, ha
elbirja a repiil6gép, vagy ha nem birja el a repiil6gép, de indul hajé Afrikdba. Az aldbbi formuldk koziil melyik
formalizélja a fenti mondatot?

a) (A B) v ((—B) AC) b) (A & B) v ((—B) —» C)
¢)A < (Bv((—B)AQ)) d)A— (Bv((—B)AC)

3. Legyenek A és B itéletvaltozok.

a) Idézziik fol A, A, AAB,Av B, A — B és A & B igazsigtablizatait!

b) frjunk folaz A A B, A — B és A « B formulédkkal ekvivalens, csak — és v jeleket tartalmaz6 formulakat!
¢) [rjunk fol az A A B, A v B és A < B formuldkkal ekvivalens, csak — és — jeleket tartalmazé formulakat!

4. Igazoljuk az aldbbi logikai ekvivalenciakat!
a)(AAB) > C=A— (B—C() b) ((-A) > (AAB)AC=(A-C)AA
¢)(A->C)A(B—->C)=(AAB)—>C d)—(A— (BAC))=(AA(—B))v(AA(=0))

5. Add meg az alabbi formulak teljes diszjunktiv normalformajat!
a) (A—> B) v (BA(—A)) b) (A < B) A (—A)
¢)(~(AvC))A(Bv(—A)) d)(AAB) < ((—C)vA)

6. Melyik tautolégia ezek koziil?
a)Av(B—(—A)) b)A— (B—A) ¢) (AvBvC)A(—B)) > (A—C)
d)A— (AAB) e)(AAN(A—>B))—>B f)(A—>B)—> ((C—>B)—>((AvC)—B))

7. Hany logikailag nem ekvivalens formula adhaté n itéletvaltozé hasznélatdval?

8. Helyesek-e az aldbbi kovetkeztetések?

a){AvBvC,(mA)A(—C)} =B b) {AVvB,B} |=—A

¢){A—->(BAC),(mC)vB,AvC}=BvC d){A—->B,C—>D,(—B)AD}EAAC

e) Ha piros ho esik, és nem fij a szél, akkor harangoznak. Tehat ha piros hé esik és nem harangoznak, akkor fdj a szél.
f) Ha fuj a sz€l, akkor siit a nap vagy hideg van. Nem fiij a sz€l vagy siit a nap. Tehat ha siit a nap, akkor nincs hideg.

9. A lovagok és 16kotdk szigetén mindenki vagy lovag, vagy 16kotd. A lovagok mindig igazat mondanak, a 16k6tSk
mindig hazudnak.

a) Két emberrel taldlkozunk, A-val és B-vel. A azt mondja: ,,Legaldbb az egyikiink 16kots.” Miféle A és B?

b) Harom lakossal taldlkozunk, A-val, B-vel és C-vel. A ezt mondja: ,,B és C egyforma tipusi.” Valaki megkérdi C-t61:
-Egyforma tipusi A és B?” Mit vélaszol C?

Oldjuk meg a feladatokat ,,j6zan paraszti ésszel”, illetve logikai formalizalas segitségével is!

10. Most a lovagok (mindig igazat igazmonddk), 16koték (mindig hazuddk) és normélisak (hol igazat, hol valétlant
allitdk) szigetén jarunk. Adott harom szigetlako, A, B és C, akikrdl tudjuk, hogy egyikiik lovag, masikuk 16k6t6, har-
madikuk pedig normadlis (de azt nem tudjuk, hogy ki milyen). A kovetkezdket allitjak:

A: Normédlis vagyok.

B: Ez igaz.



C: Nem vagyok normalis.
Miféle A, B és C? Hogyan lehetne a feladatot formadlisan (itéletvaltozokkal, formuldkkal, igazsagtabldzattal stb) meg-
oldani?

11. A lovagok, 16kot6k €s normalisok szigetén két ember, A és B, a kovetkezSket allitjak:

A: Blovag.

B: A nem lovag.

Mutassuk meg, hogy legaldbb az egyikiik igazat mond, habar nem lovag. Hogyan lehetne a feladatot formalisan
megoldani?

Definicidk:

Logikai axiomak (axiomasémak:) (o, B és y barmilyen formula lehet, az eredmény tautolégia):

Ha—(f—a)

2) (@ (B—7) = (@ B) = (7))

3) ((=B) = (—a)) = ((=B) = a) = B).

Modus Ponens (levagas) kovetkeztetési szabaly: o, — 8 = f3.

Egy .# formulahalmazbdl az F formula levezethetd, ha van olyan Fi,F,...,F, formulasorozat, melyben minden
1 <i<nreF;e.Z,vagy F; logikai axiéma (melyben a, 8,y helyébe tetszSleges formuldk vannak helyettesitve), vagy
F; valamely Fj, Fj formuldk kovetkezménye a Modus Ponens szerint, ahol j <i és k < i; tovabba F, = F. Jelolés:
F + F. Az % -beli formuldkat szokds feltevés-eknek hivni.

Tétel (az itéletkalkulus teljességi tétele): a fenti levezetésfogalomra teljesiil, hogy tetszSleges .# formulahalmazra és
¢ formuldra .7 | ¢ < % I ¢. (Informdlisan: ami levezethetd, az igaz; és ami igaz, az levezethetd; ahol az ,.igaz”
logikai kévetkezményt jelent.)

12. Mutassuk meg, hogy a logikai axiémak tautol6gidk (barmely formuldk legyenek is o, B és y helyébe irva).

Példa. Mutassuk meg, hogy tetszSleges F formuldra & — F — F.

Az 1. logikai axiéméba o0 = F-et és B = F — F-et helyettesitve legyen

Fi=F — (F > F)— F. A2 logikai axiomédba o = y = F-et és f = F — F-et helyettesitve legyen
F,=(F—>(F—>F)—>F))—> ((F—>(F—>F))— (F— F)). AModus Ponens kivetkeztetési szabélyt alkalmaza
az Fy és F, formuldkra legyen

F;=(F > (F > F))—> (F— F). Az 1. logikai axiémdba o = § = y = F-et irva

Fy =F — (F — F), majd F; és F;-re Modus Ponens-t alkalmazva

Fs=F—>F.

13. Mutassuk meg, hogy

a) {A - B,B— C,A} I C;

b) {B,(—a) = (=)} - o (azaz az indirekt kovetkeztetést le lehet vezetni);
¢) {oo = B} + (—B) — (—a) (azaz a kontrapozitiv okoskodas is levezethets).
d) {(~—F} + F.



