A matematika alapjai, 10. feladatsor

Definicidk: Itéletvaltozo: igaz vagy hamis értéket folvevs valtozé. Formula: itéletvaltozokbol és a —, v, A, —, < jelekbdl, valamint zardjelekbdl 4llo,
szintaktikailag helyes karaktersorozat. Kiértékelés: az itéletviltozok mindegyikébe az igaz vagy hamis érték helyettesitése. Igazsagtablazat: egy adott formula
igazsagértékét tartalmazza minden lehetséges kiértékelésre. Két formula logikailag ekvivalens, ha barmely kiértékelésnél ugyanaz az értékiik (jelolése: =). Egy
formula tautolégia, ha minden kiértékelésnél igaz. Egy F formula teljes diszjunktiv normalforméja egy olyan G formula, melyre F =G és G = G| v G v
.-+ v Gy, alakd, ahol Vi € {1,2,...,k}-re G;-ben minden (F-ben szerepld) itéletvdltozé eldfordul pontosan egyszer (esetleg negdlva), és a (negdlt) {téletvaltozok
kozott csak A kapesolat van. Formuldk egy .% halmaza kielégithetd, ha van olyan kiértékelés, melynél minden .7 -beli formula igaz. Az .# formulhalmaznak egy
G formula (logikai) kovetkezménye, ha minden olyan kiértékelésre, melynél .7 osszes eleme igaz, G is igaz; jele F = G.

1. a) ,,A ruhatdron kiviil elhelyezett tirgyakért felel6sséget nem vallalunk!”
nézve?

b) Az utcin egy nagydarab, sotét alak Mériczka elé ugrik: ,,Ha adsz egy ezrest, nem verlek meg!” Ertékeld logikai
szempontbol a kijelentést és Moriczka lehetséges reakcioit!

¢) Az utcdn egy mdésik nagydarab, s6tét alak ugrik Moériczka elé: ,,Ha nem adsz egy ezrest, akkor megverlek!” Most
mik a kilatasok?

Mit jelent ez a ruhatdrban 6rzott targyakra

Megoldds: a) Az égvilagon semmit. Felelosség tényleges vallalasardl nincs sz6, csak annak hidnyardl. b) Ha Moériczka
ad egy ilyen kétes alak szavéra, akkor ha ad neki ezrest, nem veri meg, tehdt bebiztosithatja magét. Persze lehet, hogy
akor sem veri meg, ha nem ad neki ezrest, de err6l nem nyilatkozott a sotét alak. ¢) Ha nem ad neki pénzt, azzal
bebiztositja magédnak a verést (feltéve, hogy szavahihetd az alak), ami keriilend6. De simdn lehet, hogy akkor is
megveri, ha ad neki ezrest, err6l nem sz6lt semmit. Osszevetve ez az alak verekedSsebb, mint az el6z8, mert azt
legalabb le lehet beszélni a verekedésrdl (€s lehet, hogy amigy esze dgdban sincs verekedni, csak beprobalkozik egy

kis fagyipénz reményében).

2. Tekintsiik az alabbi kijelentéseket: A: Gombdc Artidr el tud utazni Afrikdba; B: Gombdc Arturt elbirja a repiil6gép;
C: indul hajé Afrikdba. Tekintsiik az aldbbi mondatot: Gombdc Artir akkor és csak akkor tud Afrikdba utazni, ha
elbirja a repiil6gép, vagy ha nem birja el a repiil6gép, de indul hajé Afrikdba. Az aldbbi formuldk koziil melyik
formalizalja a fenti mondatot?

a) (Ao B)v ((—B) AC) b) (A - B) v ((—B) - C)
¢)A o (Bv ((—B)AC)) d)A— (Bv((—B) AC)

Megoldds: A c).

3. Legyenek A és B itéletvaltozok.

a) Idézziik fol A, —A,AAB,A v B, A — B és A & Bigazsagtablazatait!

b) irjunk f6l az A A B, A — B és A < B formuldkkal ekvivalens, csak — és v jeleket tartalmazé formulakat!
¢) irjunk f6l az A A B, A v B és A & B formuldkkal ekvivalens, csak — és — jeleket tartalmazé formuldkat!

Megoldds: a) Ett6l most tekintsiink el. Két dolgot azért idézziink fol: egyrészt A — B egy esetben hamis, az A = i,
B = h kiértékelésnél (megjegyzés: ha A hamis, akkor A — B igaz, B-t6l fiiggetleniil). Masrészt A < B (ekvivalencia)
két kiértékelésre igaz: A =i, B=1iés A =h, B = hesetén.

b) Példdul A A B= —((—A) v (—B)), A > B= (—A) v B konnyen ellendrizhetSk. ¢) Példdnak okaért A A B= —(A —
(=B)).

4. Igazoljuk az alabbi logikai ekvivalencidkat!
a)(AAB) > C=A— (B—C() b) ((mA) > (AAB)AC=(A-C)AA
¢)(A>C)A(B>C)=AAB)>C d)—~(A—> (BAC))=(AA(—B))v(AA(—0))
Megoldds: Logikai ekvivalencidt igazolhatunk dgy, hogy mindkét formula igazsagtdblazatat folirjuk. Ha minden ki-
értékelésre ugyanaz az érték (tehat a két formula oszlopa megegyezik), akkor €s csak akkor ekvivalensek. Illusztracid
céljabdl a)

A|B|C|AAB|(AAB)—>C | (B—C)|A—>(B—C)
i|i]i i i i i
i|il|h i h h h
i|h|i h i i i
i|lh|h h i i i
h|i]i h i i i
h|i]|h h i h i
h|h]|i h i i i
h|h|h h i 1 i




Lathatd, hogy a két kérdéses formula (5. és 7. oszlop) igazsdgértéke minden kiértékelésre megegyezik, azaz valéban
logikailag ekvivalensek.

5. Add meg az aldbbi formulék teljes diszjunktiv normalforméjat!
a)(A—B)v (BA(~4))  b) (A B)A(—A)
¢)(~(AvC))A(Bv(—A)) d)(AAB) < ((—C)vA)
Megoldds: TDNF folirasahoz is igazsagtablazatot hasznalhatunk. Illusztracié céljabdl d)

A|B|C|AAB|((=C)VA) | [(AAB) o ((—C)vA)
i1 i i i -
ili|h| i i i -
ilh|i| h i h

ilh|h| h i h

h|i|i]| h h i =
h|i|h| h i h

h|h|i]| h h i P
h|h|h| h i h

Tekintsiik azokat a sorokat, melyekben a kérdéses formula igaz értékd; ezek alapjan a TDNF (minden olyan sorra
(kiértékelésre), melyre igaz értéket ad, a véltozdkat a sornak (kiértékelésnek) megfelel6en (sziikség esetén negélva)
Osszeéseljiik, €s a soroknak megfelel6 tagokat 6sszevagyoljuk):

(AABAC)V(AABA(—C))v{((—wA) ABAC) v ((—A) A (=B) AC).

6. Melyik tautolégia ezek koziil?

a)Av(B—(—A)) b)A— (B—A) ¢) (AvBvC)A(—B)) > (A—C)

d)A— (AAB) e)(Ar(A—>B))—»B f)(A—>B)—>((C—>B)—>((AvC)—B))
Megoldds: 1tt annyi a teendd, hogy folirjuk a formula igazsagtablazatat, és ha minden kiértékelésre igaz (azaz minden
sorban igaz), akkor tautoldgia; ha pedig nem minden kiértékelésnél igaz, akkor nem az.

7. Hany logikailag nem ekvivalens formula adhaté n itéletvaltozé hasznélatdval?

8. Helyesek-e az aldbbi kovetkeztetések?

a){AvBvC,(-A)A(—C)} EB b) {Av B,B} |=—A

¢){A—->(BAC),(-C)vB,AvC}=BvC d){A—->B,C—>D,(—B)AD}EAAC

e) Ha piros ho esik, és nem fij a szél, akkor harangoznak. Tehat ha piros hé esik és nem harangoznak, akkor fdj a szél.
f) Ha fuj a sz€l, akkor siit a nap vagy hideg van. Nem fij a sz€l vagy siit a nap. Tehat ha siit a nap, akkor nincs hideg.

Megoldds: Illusztracié céljabdl c)

A|B|C|BAC|A—>(BAC) | (-C)vB|AvC |BvC
|11 i i i i i —
i|1]|h h h i i i
i|h|i h h h i i
i|h|h h h i i h
h|i]i i i i i i —
h|i|h h 1 i h i
h|h|i h i h i i
h|h|h h i i h h
T T T

Tekintsiik azokat a sorokat, melyekben minden feltevés igaz. (A feltevések oszlopait, illetve a kérdéses sorokat nyi-
lakkal megjeloltem.) Ezekre a kiértékelésekre a kérdéses formula (az utolsé oszlopban) mindig igaz, tehat helyes a
kovetkeztetés. (Ha a kérdéses sorok (azaz kiértékelések) valamelyikénél hamis lenne a formuldnk ertéke, akkor nem
lenne helyes a kovetkeztetés.) Latszik amugy, hogy ugyanezen feltételhalmazbdl B A C is kdvetkezik.

9. A lovagok és 16kotdk szigetén mindenki vagy lovag, vagy 16kots. A lovagok mindig igazat mondanak, a 16k6t6k
mindig hazudnak.
a) Két emberrel taldlkozunk, A-val és B-vel. A azt mondja: ,,Legaldbb az egyikiink 16kots.” Miféle A és B?
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b) Harom lakossal taldlkozunk, A-val, B-vel és C-vel. A ezt mondja: ,,B és C egyforma tipusi.” Valaki megkérdi C-t61:



,.Bgyforma tipusi A és B?” Mit vélaszol C?
Oldjuk meg a feladatokat ,,j6zan paraszti ésszel”, illetve logikai formalizalas segitségével is!

10. Most a lovagok (mindig igazat igazmonddk), 16kotdk (mindig hazuddk) és normadlisak (hol igazat, hol valétlant
allitok) szigetén jarunk. Adott harom szigetlaké, A, B és C, akikrdl tudjuk, hogy egyikiik lovag, masikuk 16kot6, har-
madikuk pedig normadlis (de azt nem tudjuk, hogy ki milyen). A kovetkezdket allitjak:

A: Normadlis vagyok.

B: Ez igaz.

C: Nem vagyok normalis.

Miféle A, B és C? Hogyan lehetne a feladatot formédlisan (itéletvaltozékkal, formulakkal, igazsdgtablazattal stb) meg-
oldani?

11. A lovagok, 16k6t6k és normalisok szigetén két ember, A és B, a kovetkezSket allitjak:

A: B lovag.

B: A nem lovag.

Mutassuk meg, hogy legaldbb az egyikiik igazat mond, habar nem lovag. Hogyan lehetne a feladatot formadlisan
megoldani?

Definiciok:

Logikai axiomak (axiémasémak:) (o, B és y barmilyen formula lehet, az eredmény tautoldgia):

Da—(B—a)

) (@—=(B—-7)—-(a—p)—(a—7)

3) (=B) = () — ((—B) — &) — ).

Modus Ponens (levagas) kovetkeztetési szabaly: o, o0 — 8 = f3.

Egy .# formulahalmazbdl az F formula levezethetd, ha van olyan Fi,F,...,F, formulasorozat, melyben minden
1 <i<nreF;e.7,vagy F, logikai axiéma (melyben a, 8,y helyébe tetszleges formuldk vannak helyettesitve), vagy
F; valamely Fj, F, formuldk kovetkezménye a Modus Ponens szerint, ahol j < i és k < i; tovabba F, = F. Jelolés:
F + F. Az % -beli formuldkat szokds feltevés-eknek hivni.

Tétel (az itéletkalkulus teljességi tétele): a fenti levezetésfogalomra teljesiil, hogy tetszleges % formulahalmazra és
¢ formuldra . = ¢ < % I ¢. (Informdlisan: ami levezethetd, az igaz; és ami igaz, az levezethetd; ahol az ,,igaz”
logikai kévetkezményt jelent.)

12. Mutassuk meg, hogy a logikai axiémdk tautol6gidk (barmely formuldk legyenek is a, B és y helyébe irva).

Példa. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges F formulara (5 — F — F.

Az 1. logikai axioméba o = F-et és B = F — F-et helyettesitve legyen

Fi=F — (F > F)—> F. A 2. logikai axiomdba a = y = F-et és B = F — F-et helyettesitve legyen
F,=(F—>(F—->F)—>F))— ((F—>(F—>F))— (F—F)). AModus Ponens kivetkeztetési szabalyt alkalmaza
az Fy és F, formuldkra legyen

F;=(F > (F>F))—> (F—F). Az 1. logikai axiémdba o = § = y = F-et irva

Fy = F — (F — F), majd F3 és Fy-re Modus Ponens-t alkalmazva

F5 =F—>F.

13. Mutassuk meg, hogy

a) {A— B,B— C,A} - C,

b) {B,(—a) — (—B)} - o (azaz az indirekt kovetkeztetést le lehet vezetni);
¢) {a — B} + (—P) = (—a) (azaz a kontrapozitiv okoskodds is levezethetd).
d) {——F}+F.

Megoldds: a) Ime a levezetés és helyességének indokldsa:

Fi = B (feltevés).

F, =B — (—a— B)(l.log.ax.)

B=—-0—- ﬁ (MP Fi, Fz—re)

Fy = = — —f (feltevés)

Fs=(—a— —fB)—> (—a—-p)— a)(3.log.ax.)

Fs = (—o — B) — o« (MP Fy, Fs-re)

F=o (MP F;3, F).



