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Eloszo

E jegyzet a matematika tanarszakosok ,,A Matematika Alapjai 1.” el6adésa
anyagat tartalmazza, gy, ahogy a masodik évezred utolsé tizegynéhdny évében
az ELTE-n leadtam. Az anyag tobbé-kevésbé Péter Rozsa és Urbdn Jénos
eléadasdnak ,.,jogutédja”, de bizonyos részeket felhaszniltam Hajnal Andréis
el6adasabdl is.

A halmazelméleti ismeretekbdl feltételezem a halmaz, a szdmossag fogalmat
és a megszamlalhaté halmazokra vonatkozé legismertebb allitasokat. Ezenkiviil
feltételezem, hogy az olvasé jaratos a matematika fogalomvildgaban, ismeri a
tipikus bizonyitdsi médszereket (indirekt, indukcid, stb) és rendelkezik némi
szamelméleti, algebrai, linedris algebrai jartassaggal.

A bizonyitdsok végét [ jeloli. A kiegészitd szovegrészeket, amelyek tehdt nem
részei az el6adédsnak, kisebb betilikkel szedtiik.



1 Bevezetés

Zénén szerint barmilyen gyorsan is futok,
soha nem fogom beérni a buszt.
(Farkas Katalin)

Miel6tt az érdemi munkahoz kezdenénk, osszefoglaljuk a halmazokra vonat-
kozé eddigi ismereteinket.

Ha z eleme az A halmaznak, azt £ € A-val, ha nem eleme, azt z ¢ A-val
jeloljik.

Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, jelben A C B, ha A minden eleme
B-ben is benne van. Itt természetesen az egyenléséget, tehat azt hogy A = B
sem zarjuk ki. Forgalomban vannak mas megallapodésok is, van aki ezt A C B-
vel jeloli. Van, akinél ez utébbi azt jelenti, hogy A valédi rész (tehdt A # B),
egyébként a mi jelolésiinket hasznélja. Mi egyszertien csak az A C B jelolést
hasznéljuk, és ha valami miatt valédi részrdl van szd, azt szavakban mondjuk
meg. Ha A és B halmazok, akkor A U B jeloli az egyesitésiket (unidjukat),
AN B a metszetiket (kozos résziiket). Tehat

AUB ={z:z € A vagy z € B}

és
ANB={z:z€ Aésx € B}.

Ha ANB = (), azaz A-nak és B-nek nincs k6zos eleme, akkor A és B diszjunktak.
Az A és B halmaz kilénbsége (tehéat azon elemek halmaza, amelyek A-ban benne
vannak, de B-ben nincsenek) A — B (szokésos ezt még A\ B-vel is jel6lni).

Bevezetiink egy fontos tj jelolést: ha f fliggvény, A részhalmaza f értelmezési
tartoméanyanak, akkor f[A] = {f(z) : z € A}. Azért nem szabad a szokésos
f(A) jelolést alkalmaznunk, mert el6fordulhat, hogy az A halmaz egyszersmind
eleme f értelmezési tartomanyanak és ekkor f(A) két, tobbnyire kiilonb6z6 dol-
got jelolne.

A Osszes részhalmazainak P(A) halmaza az A hatvdnyhalmaza.

Halmazokat kiilénb6z8 médokon tudunk megadni: megnevezéssel: () (az iires
halmaz), N (a természetes szdmok halmaza), Z (az egész szdmok halmaza),
Q (a raciondlis szdmok halmaza), R (a valés szdmok halmaza), C (a kom-
plex szdmok halmaza). Elemeinek felsoroldsival: {a}, {a,b,c}, esetleg szim-
bolikus felsorolassal: {0,1,4,9,...}. A leggyakoribb halmazmegadds, amikor
részhalmazként adunk meg egy halmazt: ha A egy méar ismert halmaz, T'(x)
valamilyen tulajdonség, akkor B = {z € A : T(z)} is halmaz. Itt T(z) jelent-
het barmilyen matematikailag értelmes tulajdonsagot.

Ismerjiik még a véges és végtelen halmaz fogalmat és tudjuk, hogy a termé-
szetes szamok éppen a véges halmazok elemszamai.

Egy végtelen halmaz megszdmldlhatéan végtelen, ha elemeit egyetlen sorozat-
ban fel lehet sorolni: A = {ag,ay,...}. Ekkor azt is mondjuk, hogy szadmossiga



No (alef-nulla'). Altaldban megszamlalhaténak neveziink egy halmazt, ha véges
vagy megszamldlhatdan végtelen.
A megszamldlhaté halmazokrdl a kovetkezd nevezetes tételeket ismerjiik:

1. A racionilis szdmok halmaza megszamlélhato.

2. Megszamlalhaté sok megszadmlilhaté halmaz egyesitése is megszamlilha-
t6.

3. A valds szdmok halmaza nem megszadmlalhaté.

Bizonyos esetekben sziikségiink lesz arra, hogy olyan Osszességekrdl beszél-
junk, amelyekr6l nem tudjuk, hogy halmazok (esetleg tudjuk, hogy nem halma-
zok). Ezeket osztdlyoknak nevezziik. fgy 570 lesz az 6sszes halmazok osztalyardl,
az egyelemi, a végtelen halmazok osztilyardl, stb. A legfontosabb tudnivald,
hogy olyan osztalyt, amely nem halmaz, nem tehetlink elemként halmazba (és
osztélyba sem).

Egy maésik ehhez hasonld fogalom az operdcid. Jéldefinidlt hozzirendelést
neveziink igy, amirdl azonban nem tudjuk, hogy fiiggvény lenne. Ennek okat ab-
ban ragadhatjuk meg, hogy értelmezési tartoméanya olyan osztaly, amely esetleg
nem halmaz (tehdt valédi osztély). Példak operdcidkra: F(z) = x tehét az egész
vildgon értelmezett identitds; F(A) = P(A), a hatvdnyhalmaz; G(z) = {0}, ez
az egész vilagon értelmezett konstans operacié.

A halmazelmélet két 6 célkitiizése: megalapozni a matematika valamennyi
4gat és tanulmédnyozni a végtelen halmazokat. Az elsd azt jelenti, hogy a mate-
matika egyéb fogalmait visszavezetjiik, ,,redukdljuk” a halmaz fogalmara, vala-
hogy gy ahogy az analitikus geometria redukalja a geometriat a valés algebra
fogalmaira. A méasodik pedig azt, hogy definiciék, dllitdsok minél szélesebb korét
szeretnénk atvinni a végtelen halmazokra, médszereket dolgozunk ki tetsz6leges
halmazok tulajdonsigainak vizsgélatara.

Torténetileg elGszor az ugynevezett naiv halmazelmélet alakult ki, ebben
tetszés szerint, korldtozds nélkiil lehetett képezni a halmazokat. Ez a felépités
azonban, mint hamar kideriilt, ellentmonddsokra vezetett. A leghiresebbet ezek
koziil az ellentmondésok koéziil, a Russell-paradoxont révidesen mi is megis-
merjiik.

Ezeknek az ellentmondasoknak az eredményeképpen a naiv halmazelmélet
Osszeomlott. A matematikusok ezutdn a menekiilés érdekes mdédjat véalasztot-
tdk. A halmazelmélet aziomatikus felépitésével megszoritasokat tettek arra,
hogy milyen mddszerekkel lehet halmazokat eléadllitani, a meglehetésen bony-
olult axiémarendszer elég gazdag ahhoz, hogy a matematika szokasos halmazait
megadja, de elég szegény ahhoz, hogy a fenti ellentmondédsokat mar ne lehessen
levezetni.

IX: alef, a héber 4bécé elsd bettije.



2 Az axiomak

Ha megegyeziink az ép észben, akkor
a hiilyeség példdul nem toleralhaté.
(Esterhdzy Péter: Ama nagyon szép)

Egy ilyen axiémarendszert, az ugynevezett Zermelo-Fraenkel axiémarend-
szert a kovetkezOkben ismertetiink.

0. Az egyenldség axiém4aja. Ha két halmaznak ugyanazok az elemei, akkor
egyenloek.

1. A létezés axiomaja. Létezik halmaz.

Ezt az axiémat dltaldban abban a formaban szoktdk kimondani, hogy létezik
olyan halmaz, aminek nincs eleme (tehdt egy konkrét halmaz, az iires halmaz
létezését mondjak ki). Persze, a 0. axiémabdl mar tudjuk, hogy csak egy tires
halmaz létezhet.

Valamilyen ilyen, igynevezett feltétlen egzisztenciaaxiémdara mindenképpen
sziikség van, hiszen a tobbi, tdgynevezett feltételes egzisztenciaaxidma, csak azt
mondja ki, hogy ha bizonyos halmazok léteznek, akkor mas halmazok is léteznek,
és valahogyan el kell kezdeni halmazok készitését.

2. A részhalmaz-axiéma. Ha A halmaz, T'(z) tulajdonsdg, akkor {z € A :
T(z)} is halmaz. Itt T'(z) barmilyen szabatosan megfogalmazott matematikai
tulajdonsagot jelenthet.

Ezt az axiémat nagyon sokszor hasznaljuk matematikai munkankban; példaul
egyenletek megoldésa ilyen halmazok leirdsét jelenti: adjuk meg az {z € R :
z? 4+ 2z — 3 = 0} halmaz elemeit, stb.

Most mér konnyen bebizonyithatjuk két halmaz metszetének 1étezését: ANB
nem més, mint az {z € A : ¢ € B} halmaz. Hasonléképpen a kiilonbség 1étezését
is kimondhatjuk: A— B ={x € A:z ¢ B}.

De az elsé axidéma gyengébb formdjabdl az erdsebbet is le tudjuk vezetni: ha
A halmaz, akkor {z € A : z # z} az iires halmaz.

3. A paraxiéma.

Adott x-hez és y-hoz van olyan halmaz, amely csak z-et és y-t tartalmazza.
Jele: {z,y}. A megfogalmazis ravasz: mivel nem kotottiik ki, hogy = és y legyen
kiilénb6z6, ez valdjdban két axiéma: az egyelemi halmaz axiéméja: minden z-
hez 1étezik a kizardlag z-bol 4ll6 {z} egyelemii halmaz és a kételemii halmazok
axiéméja: ha x # y akkor létezik a csak belliik 4ll6 {z,y} halmaz.

Eddigi axiémdéink segitségével mar végtelen sok halmazt tudunk késziteni:

0,10}, {{0}},{0,{0}},..

4. Az unié axiémdja. Ennek természetes formgja a kdvetkezd lenne: ha A és
B halmaz, akkor van olyan C' halmaz, aminek az elemei éppen az A és B elemei
egylitt. Jelben: C = AU B.



Ezt azonban &ltaldnositjuk: halmazok tetszbleges {A; : i € I'} halmazdhoz
(itt tehat I tetszOleges indexhalmazt jelent) elkészitjiik azok

U4

i€l

-vel vagy |J{A; : i € I}-vel jelolt uniéjét.

Itt val6jaban egy halmazbdl készitiink egy mésikat, ugyanis A = {4; : 3 € I}-
bél csindljuk B = |J{A4; : i € I}-t. Erdemes végiggondolni az A; jelolés nélkiil,
milyen kapcsolatban van A és B. B elemei azok, amelyek elemei A valamelyik
elemének, tehat A ,,unokdi”. Tehat

B={z:zx€cye A},

az igy elkészitett halmazt szokds egyszerlien B = [J A-val jelolni, és az unid
axidomaja valédi forméjaban éppen ennek 1étezését mondja ki.

Hogyan tudjuk beldtni, hogy létezik harom, négy stb. halmaz egyesitése?
A U B U C-t megkaphatjuk, ha megvan {A, B, C}, ezt meg igy kapjuk meg:

{A,B,C} = {A,B} U {C} = U{{A,B},{C}},

az {{A, B},{C}} halmazt pedig a pdraxiéma haromszori hasznalatéval kaphat-
juk meg.

Egy érdekes specidlis eset: |0 = 0, koriilbeliil dgy, ahogy az iires Gsszeget
nulldnak definidljuk. Ne tévessziik 6ssze |J{0}-zal, ami, b4r ugyanazt az ered-
ményt adja (az iires halmazt), mést jelent.

Nem sziikséges kiilon axidmat bevezetni sok halmaz hasonléan elkészitend6
metszetéhez: ha A = {A; : i € I'}, akkor

B=()A4

icl
1étezését igy lathatjuk be: véalasszunk egy ig € I elemet, ekkor
B={z € A, : z € A; minden i € I-re}.

S6t, osztalynyi sok halmaz metszetét is gond nélkiil definidlhatjuk. Csak akkor
vagyunk bajban, ha A = (), ,,sehdny” halmaz metszetét nem tudjuk definidlni
(ugyanis ahogy [J® = 0, () 0-nek a legnagyobb halmaznak kellene lennie, ilyen
pedig nincs). Ekkor persze a fenti okoskodds sem miikédik: nem tudunk ig € T
elemet valasztani.

5. A hatvanyhalmaz axiéma. Minden halmaznak létezik hatvianyhalmaza
(tehat Osszes részhalmazainak halmaza). Erre az axiémdra azért van sziikség,
mert még a végtelenségi axiéméval (lasd kovetkezd axiéma) sem tudjuk meg-
szamldlhaténél nagyobb halmaz létezését belatni.



6. Végtelen halmaz létezése. Létezik végtelen halmaz. Erre az axiéméra
pedig azért van sziikség, mert az eddigi axiémakkal nem tudjuk végtelen halmaz
létezését bebizonyitani.

Ez az axiéma persze feleslegessé teszi az 1. axiomat.

Némi gondot okoz, ha ezt az axidmat kizdrdlag formadlisan leirhaté tulaj-
donsdgokkal prébaljuk definidlni. Egy lehet6ség a kdvetkezd: 1étezik olyan A
halmaz, hogy § € A, és minden z € A elemhez {z} € A is teljesiil. Egy
maésik lehetség a természetes szamok halmazat megadni, ez azonban nem olyan
egyszer(, lasd 57. oldal.

Kés6bb meg fogunk még ismerni két tovabbi axiémat; a pétlis axidméjat és
a kivélasztasi axiémat.

3 A Descartes-szorzat

Az z és y 4ltal alkotott rendezett pért igy definidljuk: (z,y) = {{z},{z,y}}.
Tétel mondja ki, hogy ez megfelel a rendezett partél megkovetelt tulajdonsagnak:

1. Tétel. Ha (z,y) = {(z,t) akkor x = z ésy = t.

Bizonyitds. Esetszétvalasztdssal dolgozunk.
1. eset. 2=y

Ekkor a baloldal {{:1:}}, azaz egy egyelem{i halmaz, aminek egyetlen eleme
{z}. Tehét a jobboldalnak, {{z},{z,t} }-nek is egyetlen eleme van. Ez csak tgy
lehet, ha z = t. Tehat {{z}} = {{z}} s mivel a halmaz meghatérozza elemeit,
kapjuk hogy {z} = {2}, azaz © = 2. Tehdt x =y = z = t és készen vagyunk.
2. eset. z £y

Ekkor a baloldal kételemii: ugyanis egyik eleme egyelem{i halmaz ({z}), a
masik kételemd ({z,y}), s ezek semmilyen koriilmények kozott sem eshetnek
egybe. Ezért a jobboldal is mindenképpen kételemii, ami csak dgy lehet, hogy
egyik eleme {z}, a masik az ettdl kiilonboz6 {z,t}. De akkor z # ¢ is igaz. Per-
sze, a baloldali egyelemii elem azonos kell, hogy legyen a jobboldali egyelemiivel:
{z} = {z} és ugyanez igaz a kételemiiekre: {z,y} = {z,t}. De innen adddik,
hogy ¢ = z és y = t, s ezzel készen vagyunk. O

Ezutdn az A és B halmazok Descartes-szorzatat a kovetkezdképpen defini-
aljuk:
AxB={{z,y):z € A,y € B}.

2. Tétel. A x B halmaz.

Bizonyitas. Belitjuk, hogy A x B megkaphatd, az axiémak segitségével, A-bdl
és B-bdl. Ha (z,y) € A x B, akkor (z,y) = {{z,},{z,y}} alakd. z € A4,
y € B miatt {z}, {z,y} C AU B. Azaz, {z}, {z,y} € P(AU B). Folytatva,



{{z,},{z,y}} C P(AU B), azaz {{z,},{z,y}} € P(P(AU B)). Azt kaptuk,
hogy (z,y) mindig eleme P(P(AU B))-nek, és ezutén a részhalmaz-axiémaval
befejezhetjik a bizonyitast:

AxB={2€P(P(AUB)): vanz € A, vany € B,z = (z,y)}.

O

Logikus lenne ezek utdn a fliggvény fogalmat ugy definidlni, hogy az f : A —
B fiiggvényt azonositjuk gréafjaval, tehdt {(z, f(z)) € Ax B:z € A}-val, és a
kovetkez6t mondanank: fliggvény egy olyan f halmaz, ami valamilyen A és B
halmazokra részhalmaza A x B-nek, és rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy
minden z € A-hoz pontosan egy olyan y € B van, amire {(z,y) € f.

Az axiomatikus halmazelmélet hagyomdnyosan mésként definidlja a fligg-
vény fogalmat: az f halmazt fliggvénynek nevezziik, ha minden eleme rendezett
par és (z,y1), {(x,y2) € f esetén mindenképpen teljesiil y; = y». Ekkor mér a
kovetkezo allitas sem magétdl értetddo:

3. Tétel. Ha f fiiggvény, akkor értelmezési tartomadnya és értékkészlete is
halmaz.

Bizonyitds. Megint csak olyan A halmazt prébalunk keresni, amelyre igaz,
hogy {(z,y) € f esetén x € A, ekkor ugyanis a részhalmaz-axiéma segitségével
megkaphatjuk az z-ek ,,pontos” halmazit (mintegy kivigva a j6 z-eket).

Ha (z,y) = {{z},{z,y}} € [, akkor nyilvén {z} € Jf ésfgy z € UU f
tehdt az A = YU f vélasztds megfelels. Hasonléan jarunk el az értékkészlet
megaddsaban. O

Ehhez hasonléan definidljuk a kétvéaltozds reldcidkat: ha A halmaz, akkor
R kétvaltozos relacié rajta, ha R C A x A. Ilyen relacié az egyenléség; tehét
R = {{z,y) : ¢ =y € A}. Egy mésik példa, amire a Neumann-rendszdmok
definidlasanadl lesz sziikség, az epszilon relacié:

R={(z,y):x €y,z,y € A}.

A t6bb véltozos reldcidk definidlasdhoz eldszor is definidlni kell a t6bbténye-
z6s Descartes-szorzatot. Ezt igy csindljuk: az Ay, ..., A, halmazok (4 x A x
-++ x Ap-nel jel6lt) Descartes-szorzata legyen (-« - ((A; x Ag) X A3g) x -+ x Ay).
A zaréjelezésre azért van sziikség, mert a Descartes-szorzas nem asszociativ: a
legtobb esetben (A x B) x C # A x (B x C) mert a baloldal elemei olyan parok
amelyek elsd koordindtai A x B-bél valdk, mig a jobboldaliaké A-beli. Persze,
olyan eset is van, amikor (A x B) x C = A x (B x C) példaul, ha valamelyik
halmaz az iires halmaz.

Ezutdn konny( az n-véltozos relacidk definidldsa: a fenti értelemben vett
A" = A x A x ---x A halmaz részhalmazait nevezziik igy.

Feladatok. 1. Oldjuk meg az A x B = B x A egyenletet !



2. Léssuk be, hogy ha f fiiggvény, A részhalmaza a Dy értelmezési tartomdny-
nak, akkor az f|A megszorités is fiiggvény.

3. Legyen f, g fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy f N g is fiiggvény ! Mikor lesz
f U g is fiiggvény ?

4. Lassuk be, hogy ha fy és fi fliggvények, akkor f; o fo kompozicidjuk is az !

4 Szamossagok

Ha A és B halmazok, azt mondjuk, hogy A és B ekvivalensek, jelben A ~ B, ha
van kozottiik bijekcid, tehat kolcsondsen egyértelmi leképezés. Ha jelent&sége
van annak, hogy egy f fiiggvény ilyen bijekcd, akkor A ~¢ B-t irunk.

Konnyti 14tni, hogy ezzel valéban ekvivalencia-reldciét? definidltunk a hal-
mazokon: minden A-ra A ~iq A (ahol id az identikus A — A bijekcid), ha
A ~; B, akkor B ~;-1 A, és végiil, ha A ~; B, B ~, C, akkor A ~g.y C (ahol
go f az f és g kompozici6ja).

fgy az Osszes halmazok egymadssal ekvivalens halmazok osztalyaira bomlik.
Az egy osztalyban levd halmazok kozos tulajdonsagét szdmossdgnak nevezziik.
Ha tehdt A ~ B, akkor azt mondjuk, hogy A és B szdmossdga ugyanaz és azt
irjuk, hogy

4] = |B|

Az A halmaz szdmossigat tehat |A|-val jeloljik.

Bér a fenti definicié teljesen vildgos a matematikdval foglalkozdk szaméra,
éppen axiomatikus halmazelméleti szempontbdl megengedhetetlen. Ugyanis 1j
alapfogalmat, a szamossagot definidltuk, pedig éppen az a célunk, hogy egyetlen
alapfogalom, a halmaz maradjon, a tobbit mind vezessiik vissza erre gy, hogy
azonositsuk bizonyos halmazokkal.

Tehat a helyes definiciéhoz egy olyan F operaciét kell csindlnunk, amely az
Osszes halmazokon van értelmezve és amelyre igaz, hogy F(A) = F(B) akkor
és csak akkor teljesiil, ha A ~ B. Bérmilyen fenti tulajdonsigi operéciét
jogunk van ,,a szdmossag-operacid”’-nak nevezni. Lehetséges ilyen operaciot
megadni, de csak nagyon nehezen, targyaldsunk végén tudjuk megtenni (59.
oldal). Egyel6re hasznéljuk mégis a szdmossagot, mint 1j alapfogalmat.

Azt azonban jegyezziik meg, hogy mindenképpen jogos |A| = |B|-t irni, mert
ezt akdrmikor visszafordithatjuk arra az allitasra, hogy ,,van A és B kozott
bijekci6”.

?Nem teljesen korrekt széhasznélat. Ugyanis reldciékat csak halmazokon szokds definialni,
itt pedig az Osszes halmazokon tessziik ezt, ezek pedig, mint litni fogjuk, nem alkotnak
halmazt.



5 Szamossagok osszehasonlitasa

Definicié. Ha a és b szamossigok, akkor a < b a kdvetkezd esetben 4ll fenn. Ha
|A| = a és |B| = b akkor van A — B injekcié. a < b természetesen azt jelenti,
hogy a < b de a # b, azaz van A-bdl B-be injekcid, de nincs kézottiik bijekcid.

Ennek a definiciénak van egy lényeges hidnyossidga. Szamossagokat hason-
litunk Gssze, mégis, halmazok tulajdonsagait vizsgaljuk. Elvileg elképzelhetd,
hogy adott a és b szdmossagokhoz, az a < b kérdésre kiilénb6z6 valaszt kapunk,
ha egyszer az A, B, mésszor az A', B' halmazokat haszndljuk (és persze |A| =
|A'| = a, |B] = |B'| =b). Be kell tehdt ldtnunk, hogy bér az Gsszehasonlitaskor
halmazokat hasznalunk, a végeredmény nem fiigg azok megvalasztasatol, csak
a-tol és b-t6l. Azaz, az aldbbi tételre van sziikségiink:

4. Tétel. Ha A, B, A', B' halmazok, van A — B injekcié, A ~ A', B ~ B’,
akkor van A" — B’ injekcid is.

Bizonyitds. Legyen A’ ~;y A, B ~, B’ (tehdt f : A’ - Aésg: B - B’
bijekcidk) és h : A — B injekcié. Ekkor goho f : A’ — B’ injekcié (mivel
hirom injekcié kompozicidja). O

Ezutan a szadmossagosszehasonlitds tulajdonsagait vizsgaljuk meg.

El6szor is, a < a, mivel az identitis alkalmas A — A injekcid.

A tranzitivitdshoz tegyiik fel, hogy a < b < ¢. Legyen tehdt adva az f :
A — B és g: B — C injekcié. Ekkor nyilvan ezek kompozicidja, go f : A — C
megfelel6 injekcid.

Kovetkezd célunk annak megmutatasa, hogy ha a és b szdmossagok, tovabba
a <bésb < a, akkor a = b. Ez mér tdvolrdl sem trividlis. Kikiiszébolve a
szamossagokra vonatkozd definicidkat, a kovetkezot kell beldtni.

5. Tétel. (Az ekvivalencia tétel) Ha A és B halmazok, van A-bdl B-be, illetve
B-bél A-ba egy-egy injekcié, akkor van A és B kozott bijekcio.

Bizonyitds. Ismételten haszndlni fogjuk az f[X] = {f(z) : z € X} jelolésmdbdot.
Legyen tehdt adva f : A — B, g : B = A injekcid, célunk ezekbdl ,,6sszerakni”
az F': A — B bijekciét.

Az Gtlet a kovetkez6. Megprébaljuk A-t felbontani két diszjunkt részre, mint
A = A"U A", hasonléan B-t is, mint B = B' U B” olymédon, hogy B' = f[A]
és A" = g[B"] és ekkor F-et igy hatdrozzuk meg:

[ f(=), haz € A’
F(z) = { g 1(z), haze A"

Valéban, két bijekciébdl akkor tudunk egyet Osszerakni, ha az értelmezési tar-
toményok és az értékkészletek is diszjunktak.

Bar latszolag négy halmazt kell taldlnunk, a kiilonboz6 feltételek miatt egy
meghatarozza a tobbit:



B' = f[A]
B"=B-B' =B - f[A]
A" =g[B"] = g[B - f[A"]]
és végiil
A'=A-A"=A-g[B- flA1]].
Ha sikeriil taldlnunk olyan A’-t amire ez igaz, akkor készen vagyunk, mert
megfelelden definidlva A”, B', B"-t, készen vagyunk.
A feladatunk tehat a kovetkezd: haa G : P(A) — P(A) fiiggvényt a G(X) =
A — g[B — f[X]] képlettel definidljuk, taldlnunk kell egy X C A halmazt, amire
G(X)=X.
Ehhez el6szor is belatjuk G ,,monotonitas”-at.
Allitas. Ha X C Y, akkor G(X) C G(Y).

Bizonyitas. Csak ki kell szdmolni.

X CcvY
fIX] € f[Y]
B—f[X] 2 B-f[Y]
g[B—fIX]] 2 g¢[B-flY]]
GX)= A—g[B—f[X]] - A—g[B—f[Y]] =G(Y)

Azaz, két olyan operaciét alkalmaztunk, amely megforditja, tovabbi két olyant,
amely megérzi a C kapcsolatot, ami ezért Gsszességében megmarad. O

Ezutdn dgy oldjuk meg a G(X) = X ,egyenlet”-et, hogy képletet adunk

X-re. Legyen
x= () v
G(Y)CY
Miel6tt tovabbmennénk, be kell latnunk, hogy ez a metszet 1étezik, azaz van
legalabb egy ilyen Y halmaz. De Y = A egy megfeleld valasztés.
A metszet definicidja miatt, X C Y minden olyan Y-ra, amire G(Y') C Y.

Fent bebizonyitott dllitdsunk szerint ekkor G(X) C G(Y) is 4ll, azaz, folytatva
az egyenlGtlenségek lancat

G(X) CG(Y) C Y.

Tehat G(X) minden ilyen Y-nak része, ezért metszetiiknek, X-nek is, G(X) C
X.

Ezzel belattuk a kivant allitds felét; G(X) C X-et. A madsik feléhez ezt fel
fogjuk haszndlni.
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Valéban, a G(X) C X egyenlétlenségre alkalmazva az Allitast, azt kapjuk,
hogy G(G(X)) C G(X), tehdt a G(X) halmaz rendelkezik azzal a tulajdonsdggal
amit az Y-oktdél megkdveteliink. Ott van valahol tehdt az X-et definidlé met-
szetben, ezért X C G(X). O

Feladat. Lassuk be az aldbbi ,,tranzitivit{lsi” szabalyokat: Ha a < b < ¢,
akkor a < ¢. Ha a < b < ¢, akkor a < ¢. Altaldban, ha a; < a2 < --- < a,
egyenlétlenségek sorozata, és legalabb egy helyen < &ll, akkor a; < a,, teljesiil.

6 Cantor tétele. A Russell-paradoxon

Ez az igazi nagy jaték: a jaték a végte-
lennel. Ijgy latszott, hogy ennél maga-
sabbra mar nem highat az emberi szel-
lem. Es ekkor megingott az egész épilet.
(Péter Rézsa: Jdték a végtelennel)

6. Tétel. (Cantor) Minden A halmazra |A| < |P(A)|.

Bizonyitas. Mivel a szamossagok kozotti < kapcsolatot dgy definidltuk, hogy
< teljesiil, de = nem, a bizonyitas két 1épésbdl fog allni.
Elsé 1épés. |A| < |P(4)|.

Ehhez egy A — P(A) injekcidt kell megadni, ilyen példdul az f(z) = {z}-szel
definidlt f : A — P(A) fiiggvény.
Maisodik 1épés. |A| # |P(A)|.

Indirekten, tegyiik fel, hogy F : A — P(A) bijekcié. A kovetkez6 mdédon
definidljuk A-nak B részhalmazit: B = {®# € A : ¢ F(x)}. Mivel F-rol
feltételeztiik, hogy sziirjektiv, van olyan b € A elem, hogy F(b) = B. Ekkor
viszont (B definicidja miatt) b € B akkor és csak akkor teljesiil, ha b ¢ F(b) ami
viszont (F'(b) = B miatt) pedig pontosan akkor, ha b ¢ B, s ez mindenképpen
ellentmondés. O

Jegyezziik meg, hogy az €el6z6 tétel kovetkezményeképpen mar végtelen sok
végtelen szamossiagot ismeriink:

IN| < |P(N)| < [P(P(N))] < ---

Még érdekesebb eredményt kapunk, ha a tételt az Osszes halmazok V' hal-
mazara alkalmazzuk: ekkor ugyanis egyrészt |V| < |P(V)| mésrészt nyilvin
P(V) CV, ami ellentmondés. Ezzel tehdt bebizonyitottuk az aldbbi tételt:

7. Tétel. Nem létezik az dsszes halmazok halmaza.

Alkalmazva Cantor tételének bizonyitdsét erre az esetre, egyszerd bizonyitédst
nyerhetiink.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az Gsszes halmazok egy V' halmazt alkotnak.
Készitsiik el a kovetkezd részhalmazt. A = {x € V : z ¢ z}. Ekkor A e-
leme A-nak pontosan akkor, ha red teljesiil a feltétel, azaz, ha A ¢ A, de ez
mindenképpen ellentmonddés. O

Ez a tétel végzetes csapést mért a naiv halmazelméletre, Abban ugyanis V
mindenképpen halmaz, igy ezzel kikiiszobolhetetlen ellentmondast vezetiink le.
Ezt nevezik Russell-paradoxonnak, felfedezéje, Bertrand Russell utan.

Napléjaban Russell érzékletesen irja le, hogyan prébélta megoldani ezt a
latszolag egyszerli problémét, amibe véletleniil botlott.

Minden reggel letltem egy iires papirlap elé. Egész nap, a rovid
ebédidé kivételével, ezt az lires papirt bAmultam. Gyakran el6fordult,
hogy estéig egyetlen szét sem irtam r4.>

Felvethet6 a kérdés, hogy mi a mélyenfekvé oka ennek az ellentmonddsnak.
Egy lehetséges magyarazat az, hogy amikor V-t halmaznak fogadjuk el, feltesz-
sziik, hogy az Gsszes halmaz egyszer s mindenkorra meg van adva. Ezutdn —
atlézassal — 4j halmazt készitlink, nem meglepd tehat, hogy az igy elkészitett
halmaz nincs benne az Osszes halmazok listdjaban, V-ben. Az axiomatikus
felépitésben nincs olyan stddium, amikor valamennyi halmaz meg lenne kon-
strudlva, a halmazok vilaga ,,nyitott”, barmikor bévithetd, csak bizonyos sza-
bélyok vannak rogzitve, amelyek szerint mindig lehet 1j halmazokat csindlni.

Feladat. Adjunk egyszerii bizonyitast a |P(A)| > |A| + 1 egyenlStlenségre !
Egyenértékii-e ez Cantor tételével ? Javithat6-e a képletben szerepld 1-es 2-re ?

7 Miveletek szamossagokkal

A szdmossdgokkal végzett miiveleteket Ggy prébéljuk definidlni, hogy

1. a véges szamossagokra, azaz a természetes szdmokra a szokasos eredményt
adjak,

2. a definicié lehetbleg egyszert, természetes legyen, végiil

3. lehet6leg minél t&bb azonossigot, szabalyt elégitsenek ki.

Osszeadds

Ha a és b szamossagok, a + b 6sszegiiket a kovetkezOképpen definidljuk: le-
gyenek A és B diszjunkt halmazok, |A| = a, |B| = b, ekkor a + b az AU B
halmaz szadmossaga.

Ebben a forméban ez a definicié még nem tokéletes. A baj az, hogy a + b
kiszdmitasdhoz A, B ,mintahalmazok”-at vettiink, igy, legaldbbis elméletben,

3B. Russell: 6né1etrajz, Eurépa Koényvkiadé, 1970, 257. old.

12



elképzelhetd, hogy a kiszdmitott Gsszeg attdl is fiigg, pontosan melyik A, il-
letve B halmazt vettiik. Be kell tehat bizonyitanunk, ha ugyanahhoz az a,
b szédmossigokhoz més halmazokat vesziink, mondjuk A’-t és B’-t, akkor is
ugyanazt az eredményt kapjuk. Azaz az aldbbi allitasra van sziikségiink.

8. Tétel. Hao A~ A', B~ B’, tovdibbd ANB=A'"NB' =0, akkor AUB ~
A'"UB'.

Bizonyitds. Ha f: A — A’ és g : B — B’ bijekcid, akkor az aldbbi F' fiiggvény
bijekci6 lesz AU B és A' U B’ k6zott.

. hazeAd
F(“’"):{ chgg b s € B.

Jegyezziik meg, hogy az axiomatikus halmazelméleti fliggvénydefiniciot figyelem-
bevéve F' = f U g frhatd. O

Az éppen definidlt szdmossdgosszeadas nyilvanvaléan kielégiti az egyik kri-
tériumot, amit megkoveteltiink: természetes szamokra a szokdsos Osszeget adja.

Prébéljuk meg felirni az dsszeadds azonossagait.

9. Tétel.
(a)a+b=b+a.
(b) (a+b) +c=a+ (b+c).

Bizonyitas.

(a) Mivel halmazokra teljesiil az AU B = B U A azonossig.

(a) Az (AU B)UC = AU (B U C) halmazegyenl6ség alapjin. O
Szorzas

Ha a és b szdmossagok, ab szorzatukat a kovetkezOképpen definidljuk: legye-
nek A és B halmazok, |A| = a, |B| = b, ekkor ab az A x B halmaz szdmossaga.
Itt ismét igazolni kell, hogy az eredmény csak a-tdl és b-t6l fiigg.

10. Tétel. Ha A ~ A’ és B~ B', akkor Ax B~ A' x B'.
Bizonyitas. Ha f : A & A’ és g : B — B’ bijekcid, akkor az aldbbi F fiiggvény
bijekci6 lesz A x B és A' x B' kozott.

F((z,y)) = (f(z),9())

Vizsgdljuk meg a szorzds azonossagait.
11. Tétel.
(a) ab = ba.
(b) (ab)c = a(be).
(¢) (a+b)e=ac+ be.
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Bizonyitas.
(a) Azt kell belatni, hogy adott A és B halmaz esetén

Ax B~ BxA.

Egy megfelel bijekcié adhaté meg a kovetkezéképpen: rendeljiik hozzé (x, y)-
hoz (y, x)-et.
(b) Be kell 1atni, hogy

(AxB)xC~Ax(BxC).

Egy bijekcié a két oldal k6zott a kovetkezOképpen adhatd meg: rendeljiik hozza

<<$7 y>7 Z>'hez <$7 <y7 Z>>_t
(c¢) Azonnal adédik az

(AUB)xC=(AxC)U(BxC()
azonossagbol. O

Végtelen sok szamossag Osszeadasa
Végtelen sok szdmossag Osszegét (helyesebben szdmossigok tetszéleges hal-
mazara azok Osszegét) a kézenfekvé médon definidljuk: ha {a; : ¢ € I'} szdmos-
sagok tetszOleges halmaza, akkor
> @

i€l

-vel vagy > {a; : i € I}-vel jelolt Gsszegiiket a kdvetkezOképpen szamitjuk ki:
legyen {A; : i € I} paronként k6zos elem nélkiili halmazok rendszere, amelyre
|Ai| = a;. Ekkor |[J{4; : i € I}| a kivant szdmosség.

Itt a szokdsos problémaval kell szembenézniink, nevezetesen, be kell 1atni,
hogy az eredmény nem fligg az {A4; : i € I} halmazok vélasztdsitdl, csak a
{a; : i € I'} halmaztdl. Ehhez a kdvetkezd éllitdsra van sziikségilink.

12. Tétel. Tegyiik fel, hogy {4; : i € I} pdronként kéz0s elem nélkiili halmazok
rendszere és {A} : i € I} ugyancsak. Tegyiik fel tovdbbd, hogy minden i € I-re

A; ~ A teljesiil. Ekkor
4~ A4
iel il
Bizonyitds. Legyen f; : A; — A} bijekcié. Ekkor
F:{J{Aizie} » | J{4}:ie T}
bijekcid, ahol az F' fiiggvényt a kovetkezOképpen definidljuk. Legyen F(x) =

fi(x), ahol i € I az egyetlen index, amire z € A; (csak egy ilyen ¢ van, mert a
halmazok pdronként diszjunktak). O
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Végtelen sok szamossag szorzasa

Logikus, hogy végtelen sok szadmossag szorzatanak definidlasdhoz elészor a
Descartes-szorzatot kell altalanositani: ki kell taldlni, mi legyen végtelen sok
halmaz szorzata. Mivel A x B gy is megfogalmazhaté, hogy minden lehetséges
médon egymdstdl fliggetleniil kivédlasztunk A-bdl és B-bdl is egy elemet, ezt
probéaljuk altaldnositani.

Ha adott halmazoknak egy tetsz6leges {A; : ¢ € I} rendszere, a halmazok
Descartes-szorzatan a kovetkez6 halmazt értjiik:

HA" = {f: f(i) € A; minden i € I-re}.

el

Kicsit masként jeldlve a Descartes-szorzatot: [[{4; : ¢ € I}. Tehdt a halmaz
elemei azok az I-n értelmezett fiiggvények, amelyekre igaz, hogy minden ¢ € I-re
az i-n felvett érték az A; halmaz valamelyik eleme.

Megint csak, el6szor be kell ltni, hogy igy halmazt kapunk. A szokdsos
médon ehhez elég egy halmazba ,,zarni” az Osszes szerepld fiiggvényeket, azaz
egy olyan C halmazt taldlni, hogy f € [[{A:: i € I} esetén f € C teljesiiljon.
Ismét csak elég olyan A és B halmazokat taldlni, hogy minden ilyen f-re f C
A x B igaz legyen, de itt nyilvdn vehet6 A = I, B = |J{4; : i € I}. A
Descartes-szorzat tehat része a

P(I x| J{Ai:ie I})

halmaznak, igy maga is halmaz.

Definicidink egy furcsasigot eredményeznek. Prébéljuk meg meghatarozni
Ag x Aj-et adott Ag és A; halmazok esetén! Ez (l4tszdlag) nem probléma, a
rendezett parok halmaza, azaz

AO X Al = {(.Z’,y) T € A(),y (S Al}

Ugyanakkor ez specidlis esete az iménti definiciénak is, ami szerint Ay x A; azon
f fiiggvények halmaza, amelyek értelmezési tartomdnya {0,1} és f(0) € Ao,
f(1) € A; teljesil. Ez a két halmaz persze nem azonos, bar konny(i taldlni
egy bijekcidt kozottiik: rendeljiik hozza (z,y)-hoz azt a {0,1}-en értelmezett
fiiggvényt, amelyre f(0) =z, f(1) =y.

Szamossagok tetszOleges halmazanak szorzatat ezekutan igy definidljuk; le-
gyen {a; : i € I} szdmossagok halmaza. Ekkor

[Te - T4

i€l i€l

ahol A4; olyan halmaz, hogy |4;| = a;.

15



A végtelen Gsszeadds és szorzas azonossigai koziil csak egyet, a disztribu-
tivitds még csak nem is legaltaldnosabb formajat mondjuk ki és bizonyitjuk.

13. Tétel. Tegyiik fel, hogy {a; : i € I} és {b; : j € J} szdmossdgok halmazai.

Ekkor
(Z “i) (Z bj) =33 aib;.

iel jeJ iel jeJ

Bizonyitds. Legyenek {A; : ¢ € I'} diszjunkt halmazok |A4;| = a; szdmossiggal
és {B; : j € J} diszjunkt halmazok |B;| = b; szdmossdggal. Elég belatni, hogy

(zeLJIA,) X (LEJJBJ') = zeLJI LEJJ(Az x Bj)

és hogy a jobboldali felbontas diszjunkt. Valéban, a baloldal elemei olyan (x,y)
alaku rendezett parok, ahol z valamelyik A;, y pedig valamelyik B; halmaz
eleme, és minden (z,y) par csak egy A; x B; eleme lehet, hiszen minden z csak
egy A;-ben, minden y csak egy Bj-ben lehet. O

Hatvanyozas
A hatvanyozdast egészen egyszeriien Uigy definidlhatjuk, mint ismételt szorzast,
tehat a® = [] a, ahol b-szer vessziik tényez8ként a-t. Azaz, ha |I| = b, akkor

a’ =] a
iel
ahol minden a; egyenl6 a-val. Tovabb visszafejtve a definiciét,
b
a = |H Ai |7
iel

ahol |A;| = a; = a és itt célszerlien minden A; halmazt ugyanannak az A

s sz

a® egyenld a
{f:I— A}

halmaz szdmossagéaval.
Ez motivélja a kdvetkez6 definict: ha A és B halmazok, legyen

BA={f:B— A}

és, ha a = |A|, b = |B|, akkor a® = |PA|. Annak oka, hogy a halmaz-

hatvanyozasban a kitevot balra irjuk az, hogy ez segit minket nem &sszekeverni,

hogy az A-bdl B-be vagy a B-bél A-ba képezd fliggvényekrdl van sz6.
Ezekutan kiszdmitjuk a nevezetes hatvanyokat.

14. Tétel. a® =1,0°=0 (a #0),al =a, 1 = 1.
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Bizonyitas. a° kiszdmitasahoz le kell irni U-t. Azaz, az § — A fiiggvényeket
kell szAmbavenni, és ilyen pontosan egy van: az iires fiiggvény. Tehat 4 = {#}
és ezért a® = 1.

0° kiszémitasdhoz az “() halmazt kell tanulmanyozni. Ha A nem az iires
halmaz, nincs olyan fliggvény, amely A-bdl az iires halmazba képezne. fgy
tehdt 40 = 0 és ezért 0° = 0. Ha viszont A = @, akkor, mint 14ttuk pontosan
egy 0 — 0 fliggvény van, igy 0° = 1.

A tovabbiakhoz egy 1 elemili mintahalmazra van sziikségiink, legyen ez {0}.
a' kiszdmitdsshoz a {944 halmazt kell meghatarozni. Ebben a {0}-n értelmezett,
A-ba képezé fliggvények vannak, s ezek valdban annyian vannak, mint ahdny
eleme A-nak, mert az f : {0} — A fliggvényt meghatdrozza, hogy f(0) melyik
eleme A-nak.

Végiil 4{0}-t kell lefrni. Ez egyszerii: a kivint halmazban egyetlen fiiggvény
van, az, amelyik A minden elemén 0-t vesz fel. O

Kovetkeznek a hatvanyozas azonossagai.

15. Tétel.

(a) (ab)® = a®b°.
() (@) = at®).
(c) a’*¢ = abac.

Bizonyitas.
(a) Azt kell beldtni, hogy

“(Ax B) ~ %A x°B.

A Dbaloldal egy eleme olyan F fiiggvény, amely z € C-re A x B-beli elemet
vesz fel, tehét értékei F(z) = (f(z),g(z)) alakiak, ahol f(z) € A, g(z) € B,
tehat f € A, g € “B. Ezért célszerti F-hez ezt az (f,g) part hozzarendelni.
(Vigyédzat | Axiomatikus halmazelméleti definicidink szerint £ NEM AZONOS
(f,g)-vel, hiszen F (z,(x,y)) alakd rendezett parokbdl &ll (ahol z € C, z €
A, y € B) mig (f,g) egyetlen rendezett par. Ezt azért emeljiik ki, mert az
axiomatikus halmazelméleten kiviil jogos és szokdsos az F = (f,g) azonositas,
itt azonban ragaszkodunk azon elviinkhéz, hogy két halmaz csak akkor azonos,
ha ugyanazok az elemeik.)

(b) Azt kell belatni, hogy

C(BA) ~ BXCA‘

Az €l6z6 okoskoddshoz hasonléan gy fogunk érvelni, hogy a két halmaz tulaj-
donképpen ugyanaz, amellett persze, hogy teljesen mas. Legyen f a baloldal
egy eleme ! Ekkor f egy C-bdl B A-ba képezé fiiggvény. Tehdt z € C-re f(2)
egy valamilyen B — A fiiggvény. Ezt dgy tudjuk megadni, hogy ha megadjuk
minden y € B-re az f(z)(y) € A értéket. Azaz, minden (y,z) € B x C pérhoz ki
kell jelolni egy A-beli értéket. Ez valéban egy £*C A-beli fiiggvény megadésat
jelenti. A formalis bijekcié a két oldal kozétt tehat a kovetkezd lesz: f € ©(BA)-
hoz rendeljiik hozzd g € BXC A-t, ahol g({y, 2)) = f(2)(y).
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(c) Azt kell beldtni, hogy
BUCA ~ BA x CA,

ahol BN C = (. A baloldal elemei F : (BUC) — A alaki fiiggvények, mig
a jobboldalé (f,g) alaki parok, ahol f : B — A, g : C — A alakd fiiggvény.
Ezutdn konny(i a bijekciét megadni: adott F : (B U C) — A-hez rendeljiik
hozzé (f,g)-t, ahol f = F|A, g = F|B. Igy valéban minden part megkapunk a
BN C = 0 kikotés miatt: adott f: B — A, g: C — A fliggvényekhez vegyiik a
kovetkezd F : (BUC) — A fiiggvényt:

_J f(), zeB
F(z) —{ ta) aeC.

Ezt a fliggvény axiématikus halmazelméleti definicidja miatt igy is irhatjuk:
F=fug. (]

A miiveletek monotonitasa.

A végtelen szdmossigokon értelmezett miiveletek nem monotonok a szokdsos
értelemben, ugyanis példdul 0 < 1 mégis 0+ Ng = 1+ Ny = Ny. Hasonléan 1 < 2
de 1Ng = 2Ng = Ng. fgy tehat a szigori monotonitdsi szabdly nem remélhetd
(ha minden tagot nemcsokkentiink és legaldbb egyet szigordan noveliink, akkor
az Osszeg is szigordan nd) de a gyenge valtozat még igaz marad (amikor csak
<-t kapunk).

16. Tétel. Tegyiik fel, hogy adva van szdmossdgok két halmaza (azonos index-
halmazzal): {a; :i € I'} és {b; : i € I}, tovdbbd a; < b; teljesiil minden i € I-re.
Ekkor Y {a;:i €I} <Y {bj:i€I}és[[{a;:i€l} <[[{b;i:i€l}.

Bizonyitds. Legyenek {4; : i € I}, illetve {B; : i € I} megfeleld szdmossigu
halmazrendszerek, azaz |A;| = a; és |B;| = b;, tovabba az elsd egyenl6tlenség
bizonyitasdhoz azt is kikotjiik, hogy a rendszerek diszjunkt halmazokbdl dllnak.
Mivel a; < b; egyszeriien feltehetjiik, hogy A; C B;. De ekkor | J{A4;:i € I} C
U{Bi:i€el},igy > {a;:i €I} <> {b;:ie€ I}-trogton belattuk. A mésodik
egyenlétlenséghez azt elég belatni, hogy

14 <]] 5.
iel i€l

ami a Descartes-szorzat definicidjabdl azonnal adédik: a baloldal elemei azok
az I-n értelmezett fliggvények, amelyeknél f(i) € A; teljesiil minden ¢ € I-re,
mig a jobboldalé azok, amelyeknél f(i) € B; teljesiil minden i € I-re, s az elsd
feltételbél nyilvan kovetkezik a mésodik. O

Hasonlé tétel igaz a hatvanyozas gyenge monotonitasara.

17. Tétel. Ha ap < a1 és by < by akkor a® < a®' kivéve, ha 0 = ap = a; =
bo < by, ekkor ugyanis 1 = 0° > 0% = 0.
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Bizonyitds. Legyen |Ao| = ao, |A1| = a1, |Bo| = bo, |Bi1| = b1, és még, mivel
ap < aq, bg < by azt is feltessziik, hogy Ag C Ay és By C By. Mivel ago < a'l’l—t
kell bel4tni, a legegyszertibb persze az lenne, hogy bebizonyitsuk BoAd, C BiA;-t,
ez azonban altalaban nem igaz: a baloldal elemei By-bdl képezé fiiggvények, a
jobboldalé B;-bdl képezidk. fgy mindenképpen egy F : Bo Ag — B1 A injekciét
kell megadni. Ha f : By — Ao, akkor F(f) legyen f olyan kiterjesztése B;-re,
ami még mindig A;-be képez. Kissé precizebben: legyen t € A;, definidljuk
F(f)-et a kovetkezdképpen:

_ f(il?), z € By
F(f)(x)_{ t, =z €Bi—By.

Vildgos, hogy ez injekcid, hisz F(f)-bol visszanyerhetjiik f-t (megszoritva By-
ra) és a konstrukcié csak akkor nem miikédik, ha A; = @ (ekkor nem tudunk
t € Aj-et kivdlasztani). Ekkor persze Ag = 0 is teljesiil. A baj csak akkor van,
ha By # B (hiszen csak ekkor kell kiterjeszteni), és ha még By # 0, akkor
ismét nincs baj, hiszen mindkét oldal (BoAdq és B14;) az iires halmaz, tehat van
az els6nek injekcidja a masodikba. fgy azt is megkaptuk, mikor nem 4ll fenn az
egyenlGtlenség. O

18. Tétel. Minden A halmazra |P(A)| = 24l

Bizonyitds. A szokdsos médon, mindkét oldalhoz keresiink egy ,,mintahalmaz”-
t, és belatjuk, hogy ezek ekvivalensek. A baloldal mintahalmaza persze P(A). A
jobboldalhoz el6szor egy 2 szdmossagu halmazt keresiink, ez {0,1} lesz. Ezutdn
a jobboldal mintahalmaza

40,1} ={f: A—{0,1}}

azaz az A-bdl {0,1}-be képezd fliggvények halmaza lesz. A két oldal kozotti
bijekciot igy adjuk meg: ha B C A, akkor a neki megfeleld fiiggvény legyen a
x B karakterisztikus fliggvény, tehit az, aminek definicidja

(z) = 1, haz € B
XBW) =10, haze A—B.

19. Tétel. Minden a szamossagra 2° > a.

Bizonyitas. Legyen |A| = a. Ekkor Cantor tételét és az eldzd tételt fel-
hasznalva 2¢ = 2/4l = |P(4)| > |A| = a. O

8 A kivalasztasi axioma

A szorzas monotonitdsdnak egyik specidlis esete a kdvetkezo:
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ha {a; : i € I} szdmossdgok halmaza és a; > 1 minden i € I-re, akkor
H a; > 1.
i€l

Erdemes ezt a halmazok nyelvén is megfogalmazni:
ha {A; : i € I} nemiires halmazok rendszere, akkor

II4:#0.
iel
Ezt még tovabb atfogalmazva kimondjuk, mint kdvetkez6 axiéménkat:

7. A kivalasztasi axioma.

Ha {A; : i € I} nemiires halmazok rendszere, akkor van olyan
I-n értelmezett f fiiggvény, hogy f(i) € A; minden i € I-re.

A kivélasztési axémét, Cohen 1963-as eredménye szerint nem lehet levezetni
a tobbibdl. Hogyan ? Nem ezt csindltuk éppen az el6bb, amikor levezettiink egy
tételt, aminek egy specidlis esete a kivalasztasi axioma lett ? Ez az ellentmondés
csak Ugy oldhaté fel, ha rdmutatunk, hogy a bizonyitasban hasznaltuk ezt az
axiomat. Ez valéban igy van, sOt, szdmos ismert és egyszerli bizonyitasban
hasznaltuk azt — anélkiil, hogy tudtunk volna réla. ElOszor nézziink meg
néhany példat erre.

20. Tétel. Megszamldlhato sok megszdmlalhaté halmaz egyesitése is megszam-
lalhato.

Bizonyitds. Legyenek halmazaink Ag, A;, ..., soroljuk fel mindegyiket:
Ao = {aoo; ao1; - - -},
Al = {alo, ail,- - .},

Ezutan unidjuk a szokdsos médon felsorolhaté:
X =4 UA U--- = {ag,a01,a10,011,--.},

és készen vagyunk.

Hohd ! Hol hasznéltuk itt a kivalasztasi axiémat ? E kérdés megvalaszols-
sahoz ismételjiik el az el6z6 bizonyitast, de egy kicsit részletesebben.

Adva van tehdt megszdmlalhat6 halmazok egy A megszdmlalhaté halmaza.
Vegyiik A elemeinek egy felsoroldsat: A = {Ag, A1,...}. (Itt még nem hasznal-
tuk a kivalasztdsi axiémat, egy nemiires halmaznak vettiik egy elemét.) Min-
den A; halmazra létezik felsoroldsainak nemiires B; halmaza. Valasszuk ki
minden A; halmazhoz elemeinek egy felsoroldsit ! Azaz vegyiink egy olyan g
fiiggvényt, amely az i = 0,1,. .. értékekre g(i) € B;-t elégiti ki. (Itt haszndltuk
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a kivalasztéasi axiémat. Egyszerre valasztottuk ki végtelen sok nemiires halmaz-
nak egy-egy elemét.) Ezutdn g segitségével készitsiik el a kbvetkez6 métrixot:

aoo ap1 Qo2
aip a1 a2
a0 @21 a2z

végiil a szokasos cikcakkal jarjuk be ezt a matrixot. O

lencidja.
21. Tétel. Legyen f valds fiiggvény, a valds szdm, f(a) = b. A kovetkez6 két
allitas ekvivalens:

(a) ha =z, — a, akkor f(z,) — b,

(b) minden € > 0-hoz van 6 > 0, hogy |x — a| < d-bdl kévetkezik, hogy
|f(z) =0 <e.

Bizonyitds. Csak az (a) — (b) irdnyt bizonyitjuk, mert szdmunkra itt ez az
érdekes.

Tegyiik fel, hogy (b) nem igaz, ekkor volna valamilyen & > 0, amihez semmi-
lyen & > 0 nem j6. Tehdt & = 1,1, 3, .. .-ot vélasztva taldlunk |z, — a| < t-et,
amire |f(a:n) - b| > ¢ és mivel ekkor z, — a, de f(z,) /4 b, ezért (a) nem
teljesiil.

Fogalmazzuk 4t ezt az okoskodast Ggy, hogy vilagosabb legyen a kivalasztasi
axiéma szerepe! Tegyiik fel, hogy g olyan fliggvény, amely R nemiires részhalma-
zainak halmazan van értelmezve és g(X) € X minden ilyen X halmazra (tehét
a kivélasztdsi axiémét ezeknek az X halmazoknak a csaladjira alkalmazzuk).
Ezutdn az {z, : n = 1,...} sorozatot a kdvetkezéképpen definidljuk: legyen
zn = 9(X,), ahol

Xn:{rcER:|x—a|<%,|f(w)—b|25}.

O

Az eredeti bizonyitasban, mindkét esetben, végtelen sokszor tettliink meg
egy ,,valasszunk a nemiires ... halmazbdl egy elemet” tipusd lépést. Az ilyen
1épéseknek megvan a jogosultsdguk (szabad elemet vélasztani nemiires halmaz-
bédl), de egy bizonyitds nem tartalmazhat végtelen sok 1épést, legaldbbis, mint
a logika részben latni fogjuk, a matematika axiomatikus felépitésében. Ehelyett
egyszer valasztunk (egy kivalasztasi fliggvényt) s erre vezetjiik vissza a tovdbbi
lépéseket. Hangsilyozom, hogy itt bizonyitdsi 1épésrél van szd, a faktoridlis
fiuggvény f(0) =1, f(n+1) = f(n)(n + 1) definiciéja egy (vagy két) 1épésnek
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szdmit. (Ez ugyan rekurzié, de a két el6bbi képlet egyértelmiien megadja az
f figgvényt. Ha taldlomra dontém el, hogy f(n + 1) hogyan keletkezik f(n)-
bdl, akkor csak ,,végtelen sok lépés utdn fog megsziiletni a fiiggvény”, addig
nincs értelme f-r6l, mint létezérol beszélni.) Tehét egy lépésben kredlunk egy
fliggvényt, ami minden esetleges szitudciéban megmondja, mit kell csindlni. A
fenti tételnél, a g fliggvénybdl egyértelmiien meghatiroztuk az z,, sorozatot,
abban a pillanatban, amikor g-t 1étezének fogadjuk el, az x,, sorozat is létezik.

Mint latni fogjuk, a kivalasztdsi axiémdanak szamos érdekes kdvetkezménye
van a matematika kiilonb6z6 dgaiban. Ezek egy része természetes, intuicionknak
megfelel, pozitiv allitds. Ilyenekre példa: a szadmossagosszehasonlitds tricho-
témidja, az 2 = z azonossig minden végtelen x szdmossédgra, illetve az a
tétel, hogy minden vektortérnek van bézisa. Nagy szdmban vannak az olyan
kovetkezmények is, amelyek nehezen hihetd, bizarr, ellenpélda-szerii allitasokat
fogalmaznak meg. Ilyenek: a jélrendezési tétel, a Cauchy-féle fiiggvényegyenlet
nem cz alakd megolddsdnak létezése, az f(x) = x fiiggvény felbonhatésdga két
periodikus fiiggvény Gsszegére. Megemlitiink két tovabbit: a Banach-Tarski
paradoxon szerint a térbeli egységgdmb véges sok részre darabolhatd, s ezekbdl
atfedés- és hézagmentesen két egységgdmb rakhatd dssze. A maésik példa Lacz-
kovich Miklds tétele (1989): az egység teriiletli négyzet felbonthaté véges sok
darabra ugy, hogy ezekbdl (ismét csak dtfedés és hézag nélkiil) egység teriiletii
korlap rakhaté Ossze. (Ezt nevezik a kor modern négyszigesitésének.)

A kovetkez6kben a kivélasztasi axiéma, speciélis eseteivel foglalkozunk. Je-
16lje C,, a kivalasztasi axiémat n-elemd halmazokra, azaz azt az allitast, hogy
minden {A4; : i € I'} rendszernek van kivalasztési fliggvénye, ha |A;| = n teljesiil
minden i € I-re.

22. Tétel. C>-bdl kivetkezik Cy.

Bizonyitds. Legyen {A; : ¢ € I} halmazrendszer, amire |4;| = 4 teljesiil
(¢ € I). Mivel Ca-t feltessziik, van f fuggvény, ami az A = J{A; : i € I}
halmaz minden 2-elemii halmazanak kivalasztja egy elemét. Célunk megadni
egy eljardst, ami f segitségével minden A;-b6l egyértelmiien kivélaszt egy g(i)
elemet. Mivel |4;| = 4, (;) = 6 kételem részhalmazabdl vélasztunk ki egy-egy
elemet. A; minden elemét legfeljebb 3-szor valaszthatja f ki, és csak egy elemet
valaszthat pontosan 3-szor. Ez indokolja a kovetkez6 eset bevezetését.

Els6 eset. Van z € A;, amit f A; hdrom részhalmazabdl vélasztja ki.
Ekkor legyen g(i) = x.

Maiésodik eset. Nem teljesiil az els§ eset, de van olyan y € A;, amit f A;
semelyik részhalmazabdl sem valaszt ki.

Ilyen y csak egy lehet, hiszen, ha y,y’ is ilyen, akkor f nem vélasztana az
{y,y'} halmazbdl elemet. Ekkor legyen g(i) = y.

Harmadik eset. A; minden eleme egyszer vagy kétszer van kivalasztva.
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Ez csak dgy lehet, ha mind az egyszer, mind a kétszer valasztott elemek
szdma 2. Ha most a kétszer vilsztott elemek halmaza B;, akkor |B;| = 2,
legyen tehat (i) = f(B;). O

Térjlink vissza eredeti kérdéslinkhoz és keressiik meg, hogy a monotonitasi
tétel (16. Tétel) bizonyitdsdban hol hasznéltuk fel a kivilasztdsi axiémat! A
minket érdekld llitds igy fogalmazhaté: ha {A; : i € I} és {B; : i € I} halmazok
rendszerei és minden i-re A;-nek van injekcidja B;-be, akkor [[{A4; : ¢ € I}-nek
van injekcidja [[{B; : i € I}-be. A bizonyités sordn rogzitettiink egy g; injekcidt
A;-b6l B;-be (itt hasznaltuk fel a kivalasztasi axiémat, hiszen egyszerre végtelen
sok dolgot valasztottunk ki), és ebbél konstrualtuk az

F:[[{Aiziel} > [[{Bi:ie I}

fiiggvényt: legyen F(f)(i) = g;(f(i)). (A bizonyit4s egy nem lényeges tovabbi
1épést is tartalmaz: minden A; halmazt dtcseréltiink az azonos nagysigu g;[A;]
halmazra.)

23. Tétel. Ha a végtelen szamossag, akkor a > N.

Bizonyitds. Legyen |A| = a. YNy szdmossigi mintahalmazunk kézenfekvd
mddon a természetes szdmok N halmaza, igy egy f:IN — A injekciét kell pro-
dukalnunk.

Mivel A végtelen, van eleme, valasszunk ki egyet, mondjuk zg-t. Mivel A
végtelen, van legaldbb két eleme, igy A — {z¢}-nak is van eleme, vélasszunk ki
egyet, mondjuk z1-et. Mivel A végtelen, legalabb hdrom eleme van, A—{zo, 21 }-
nek is van eleme, valasszunk ki egyet, mondjuk zo-t. Ezt folytatva, kapjuk az
Zo,T1,... € A elemeket, s ekkor f(i) = z; injekcié (1 =0,1,...).

Ebben a bizonyitasban végtelen sok 1épésben valasztottunk egy-egy elemet,
igy érdemes atfogalmazni a kivalasztdsi axiéma segitségével. Legyen g kiva-
lasztési fliggvény A nemiires részhalmazain, azaz g(X) € X minden X C A-
ra, amire X # . Definidljuk f-et a kovetkezOképpen: f(0) = g(A4), f(1) =
g(A—{F(0)}), f(2) = g(4 — {£(0), f(1)}), stb. Mivel A végtelen, f minden

természetes szamra definidlva lesz. O
24. Tétel. Ha a végtelen szamossdg, akkor a + Xy = a.

Bizonyitds. Legyen |A| = a. Az el6z6 tétel szerint van f:N — A injekcid,
igy, ha f[N] ennek értékkészlete, B = A — f[N] annak komplementere, b = |B|,
akkor a = b + Ng. Ekkor

a+No=(b+R)+No=b+Ng+Ng) =b+R =a.

Itt a mésodik egyenlGség az Osszeadds asszociativitdasdbdl kdvetkezik, a harmadik
pedig a régrol ismert Ny + Ng = Ny egyenléséget hasznélja fel. O

Persze, a monotonitas miatt azonnal kapjuk, hogy ha a végtelen, n véges
szamossag, akkor a + n = a, hiszen

a<a+n<a+Ny=a.
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Erdemes megjegyezni, hogy a kézenfekvének 14tsz6 a+ 1 = a egyenléséget (ahol
a végtelen szdmossdg) nem tudjuk olyan nagyon egyszeriien bizonyitani.

9 Példak szamossagokra

Ebben a fejezetben ismételten fogjuk hasznélni a ¢ jel6lést a kontinuum szamos-
sagra, tehat a valés szdmok halmazdnak szdmossagara.

25. Tétel. Minden valés intervallum szdmossdga kontinuum (kivéve az egy-
ponti intervallumokat és az 0-t).

Bizonyitds. Ne felejtsiik, a kontinuum szadmossag definicié szerint az R, vagy
ha tetszik a (—o00,00) halmaz szdmossdga. A tangens fiiggvény bijekciét ad
meg a (—7%, %) intervallum és R kozott. Nagyitdssal/kicsinyitéssel, illetve el-
tolassal bijekciét adhatunk meg béarmelyik (a,b) nyilt intevallum és (=%, %)
kozott. Ha pedig I egy nem el6bbi tipust intervallum (tehét zart, félig zart, vagy
egyiranyban végtelen) akkor az ekvivalencia-tételt hasznaljuk: legyen (a,b) C I
elég rovid nyilt részintervallum, ekkor a fentiek szerint R-nek van injekciéja
(a,b) C I-be, I C R miatt van mésik irdnyd injekcié is, tehdt van I ~ R
bijekcid is. O
26. Tétel. 2% = .

Bizonyitas. El0szor megfelel6 halmazokat kell taldlni a két oldalhoz, ame-
lyek kozotti bijekceid 16tezését igazolni fogjuk. A baloldal mintahalmaza N{0,1}
lesz, a jobboldalhoz barmelyik nemtrividlis intervallumot valaszthatjuk, legyen
ez [0,1). 0,1} elemeire, tehét a természetes szamokbdl {0,1}-be képezd
fiiggvényekre gondoljunk, mint végtelen 0-1 sorozatokra. Kézenfekvd 6tlet lenne
a 0 és 1 kozotti valds szdmokhoz kettes szamrendszerbeli kifejtésiiknek a ket-
tedesvessz0 utdni részét, mint végtelen 0-1-sorozatot rendelni. FEz azonban
nem lesz bijekcid, csak injekcié. Ugyanis olyan sorozatokat nem kapunk meg
eredményiil, amelyek valahonnan kezdve végig egyesekb6l dllnak. (Hasonléan
ahhoz, hogy egy valdés szadm tizedes kifejtése nem tartalmazhat valahonnan
kezdve végig 9-est.) Ha a mésik irdnyban is taldlunk injekciét, akkor készen
lesziink az ekvivalencia tétel alkalmazdsaval. Egy ilyen injekcié példaul a ko-
vetkezO: a végtelen 0-1 sorozatot olvassuk le, mint egy valds szam tizes szdm-
rendszerbeli felirdsa. Mivel persze egy 0-1 sorozat nem allhat valahonnan kezdve
csupa 9-esbdl, igy valéban injekciét kapunk. O

27. Tétel. 2 = c.

Bizonyitas. Az el6z6 tétel és a hatvanyozas azonossagai alapjan:

¢ = (2%) = PRotRo — g — ¢
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Tehat a siknak ugyanannyi pontja van, mint az egyenesnek. Ezt elGszor
Cantor bizonyitotta, kézvetleniil, meglehetésen bonyolult bijekciét adva R és
R? kozott. A fenti elegéns (4m tobbet hasznéld) bizonyitas is t6le ered.

28. Tétel. n=2,3,...-rac” =c.

Bizonyitds. Az eléz6 tétel alapjan indukciéval: az n = 2 eset mar megvan,
n-r6l n + 1-re pedig igy okoskodunk:

O

Azaz, az n-dimenzids térnek, R™-nek ugyanannyi pontja van, mint az egye-
nesnek (vagy egy barmilyen r6vid szakasznak). Ennek jelent&sége abban rejlett,
hogy a bizonyitas idején a sziiletében 1év4 topoldgia nem tudta megkiilonboztetni
a kiilonbo6z6 euklideszi tereket, nem volt még kidolgozva a dimenzié matematikai
fogalma. A tétel azt mutatja, hogy a szdmossdg alkalmatlan e terek lefrdsara.

A fenti tételt alkalmazhatjuk véges dimenziés ,fazisterek”-re is. Erre egy
példat adunk.

29. Tétel. A sikbeli, egyenlfszdri haromszogek szama c.

Bizonyitas. Megint csak az ekvivalencia-tétel miatt elég belatni, hogy a kivant
szamossag legfeljebb c és legalabb ¢. Elészor azt bizonyitjuk, hogy az egyenlGsza-
rd haromszogek szama legfeljebb kontinuum. Minden egyenl6szari hiromszog
megadhatd, ha megadjuk csiicspontjainak 0sszesen 6 koordinatajat, igy Osszesen
8 = clehetdség van. Méasrészt konnyen megadhatunk kontinuum sok kiilénb6z6
egyenl8szari hdromszoget: legyenek a cstcsok (—1,0), (1,0) és (0, z) valamilyen
z > O-ra. O

30. Tétel ¢t =c.
Bizonyitds. ¢t = (2“0)&0 = 2RoRo — 9Ro — O
31. Tétel. A folytonos R — R fiiggvények szama c.

Bizonyitds. Ha f : R — R folytonos fliggvény, akkor rendeljiik hozzd f|Q
megszoritasat. Ekkor kiilonbozé fiiggvényekhez kiilonboz6 fiiggvényeket ren-
deltiink: valéban, ha f # g folytonos fiiggvények, akkor van olyan valds x szam,
hogy f(xz) # g(z), a folytonossdg miatt ha y z-hez elég kozeli szdm, akkor
f(y) f(x)-hez, g(y) g(x)-hez lesz egyre kozelebb, igy ha alkalmas, x-hez kozeli
raciondlis y szdmot vélasztunk, akkor f(y) # g(y). Tehat a vizsgédlt halmazt
(valés, folytonos fliggvények) beinjektaltuk a Q — R fliggvények halmazdba,
aminek szdmossdga |QR/| = ¢ = c.

Be kell még latni, hogy a folytonos fliggvények szama legalabb ¢, de kénnyt
megadni ¢ kiilonb6z6 fiiggvényt: példdul a konstans fliggvények szdma annyi
ahdny konstans értéket megadhatunk, azaz c. O
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32. Tétel. Az R — R fiiggvények szama 2°.

Bizonyitds. Persze tudjuk, hogy 2°¢ > ¢ és az is vildgos, hogy a valés fliggvények
szama c®. Azt kell tehat beldtni, hogy 2¢ = ¢¢. Az egyik irdnyud egyenléStlenség,
2¢ < ¢¢ a hatvanyozas monotonitdsabdl azonnal kovetkezik, igy ¢ < 2°-t kell
beldtni. Ezt igy lehet:

€ S (20)6 — 9cc — 2c7

mivel ¢ = ¢. O

_ Jegyezziik meg, hogy 2° > ¢, tehat kontinuumnal t6bb valds fliggvény van.
Igy az utolsé két tétel kovetkezménye, hogy van olyan valds fliggvény, amely nem
folytonos. Kétségkiviil sikeriilt ennek legbonyolultabb bizonyitdsat megtalalni.

Definidljuk a ci,co,... szdmossigokat a kovetkezOképpen. ¢; = c¢. In-
dukcidval ¢, 1 = 2. Ezzel egy n6vé ¢ = ¢1 < ¢a < - - - sorozatot definidltunk.

33. Tétel. n=1,2,...-re ¢ = c,.

Bizonyitas. n-re indukciéval. n = 1l-re, tehdt c-re az allitdst lattuk. Tegyiik
fel, hogy tudjuk 2 = cp-t. A 2, = cny1 egyenlBség ,fele” tehdt 2,1 > cpit
a szorzés monotonitdsabdl vildgos, tehdt csak ¢, < cpi1-t kell beldtni. Ez
pedig igy megy:

2 _ cn\2 _ 9cn2 CnCn _ 9Cn __
Chpp = (2)" =22 <20 = 2% =y,

Definidljuk a d szdmossagot a kévetkezdképpen:

d=c1+cy+c3+---.

Eloszor is azt allitjuk, hogy d minden eddigi c,-nél nagyobb: d > cp41 > cp.-
Ezutéan a fenti allitast d-re is kiterjesztjiik.
34. Tétel. d* = d.

Bizonyitds. Ismét d> > d vildgos, tehat csak d?> < d-t kell bizonyitani. Fel-
hasznélva a 13. Tételt,

& = (ic,) (ic,) = iici%’ < i(% - 1) < icf = icz =d
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 im1 Py

s sz

29n =d, 11, ekkor d =d; < dy < --- és d>2 = d,, minden n-re, e =dy +dp + -,
ez az e minden d,-nél nagyobb és e? = e, stb.

Az eddigiek szerint két médszeriink van nagyobb szamossagok 1étrehozasara:
ha mar van valamennyi szamossidgunk és ezek kozott van legnagyobb, mond-
juk a, akkor vessziik 2%-t, ha pedig szadmossidgunk A halmaza olyan, hogy
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minden bennelevd szdmossighoz van benne nagyobb, akkor vessziik az A-beli
szamossagok 6sszegét. Lathatd, hogy e két mddszer hasznalataval nagy béségben
allithatunk el6 szamossagokat. Késébb ki fog deriilni, hogy igy minden végtelen
szamossagot el tudunk &allitani. Egyel6re csak annyit latunk be, hogy nagyon
sokat.

35. Tétel. Ha A szamossagok valamilyen halmaza, akkor van olyan b szdmossdg,
hogy b > a teljesiil minden a € A-ra.

b:Z2“.

a€A

Bizonyitds. Legyen

Ha a € A tetszéleges szamossag, akkor a < 2% < b, az Gsszeadds gyenge mono-
tonitdsa miatt. O

Jegyezziik meg, hogy a tételbeli b specidlisan nem lehet benne A-ban, tehét
beldttuk, hogy szdmossdgok barmilyen A halmazihoz van olyan b szadmossag,
hogy b ¢ A, azaz az Osszes szdmossdgok nem alkotnak halmazt. Ez is egy
Russell-paradoxon-szert allitas. Késobb lesz még egy: belatjuk, hogy az Gsszes
rendszamok sem alkotnak halmazt.

Feladat. Tegyiik fel, hogy ag,a1,... természetes szdmok. Mennyi lehet az
apay - - - szorzat értéke ?

10 Rendezett halmazok

Egy (A, <) péart rendezett halmaznak neveziink, ha < rendezi A-t, azaz ren-
delkezik a rendezés harom tulajdonsigaval:

1. (irreflexivitds) z < z sohasem teljestil;
2. (tranzitivitds) ha z <y és y < z, akkor = < z;
3. (trichotémia) ha z, y € A, akkor z < y, x =y vagy y < .

Konnyt beldtni, hogy barmely z, y esetén a 3. pontban felsorolt eseteknek
csak az egyike teljesiilhet, igy a trichotéomidt régton igy is fogalmazhattuk volna.

Az axiomatikus halmazelméletben rendezett halmaznak nevezziik az (A, R)
rendezett part, ahol R C A x A és

1. {z,z) ¢ R ha z € A;
2. ha (z,y) € R és (y,2) € R, akkor (z,2) € R;
3. haz, y € A, akkor (z,y) € R, z =y vagy (y,z) € R.
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(Az elképzelés tehéat az, hogy <-et azonositjuk az R = {(z,y) : = < y}
halmazzal. Ez megfelel annak, hogy az f : A — B fiiggvényt azonositottuk az
{{z, f(z)) : ® € A} C A x B halmazzal.)

A szigori axiomatikus elvek szerint éppen hasznilhatndnk a <C A x A
definiciét, de mindenképpen szabdlytalan, ha két rendezett halmaz, (A, <) és
(B, <) rendezését azonos jellel (<) jeloljik. Ezt gy oldjuk meg, hogy index-
eket hasznalunk: (A4, <4) és (B, <p). De még ezt a szabdlyt is megsértjik az
attekinthetGség kedvéért; ha nem okoz zavart, mégiscsak az (A, <) és (B, <)
jeloléseket hasznaljuk, hasonléan ahhoz, ahogy példaul algebraban a gytirik
nullelemét mindig ugyanazzal a jellel (0) jeloljiik.

Ha példat adunk rendezett halmazra, akkor legaldbbis elvben az alaphalma-
zon kiviil a rendezést is meg kell adni. A legtobb esetben azonban ,,vildgos” mire
gondolunk, azaz van egy jol ismert rendezés. Ilyen példék a természetes szamok
(N, <), az egész szamok (Z,<), a raciondlis szdmok (Q, <), a valds szdmok
(R, <) halmaza. De rendezett halmaz, barmily furcsa is, az iires halmaz az
iires rendezéssel: (@, 0). Minden véges halmaz is rendezhet6, ha ugyanis |A| =
n, akkor A elemeinek van A = {a,...,a,} felsoroldsa és megfeleld rendezést
kapunk, ha az indexek szerint rendeziink, tehdt a; < aj, hai < j.

Ha adott két rendezett halmaz, (A, <4) és (B,<g) akkor az f : A - B
fiiggvény neve rendezéstartd vagy monoton fiiggvény, ha x <4 y esetén f(z) <p
f(y) is mindig teljesiil. Jegyezziik meg, hogy monoton fliggvény mindenképpen
injektiv: valéban, ha x # y az A halmaz elemei, akkor példdul x < y esetén
fz) < f(y)-

Azt is hasznos megjegyezniink, hogy f(z) < f(y), f(z) = f(y), f(z) > f(y)-
bdl z < y, x =y, x > y kovetkezik.

Amennyiben az (4, <) és (B, <) rendezett halmazok kozotti rendezéstartd
f fiiggvény bijekcid is, akkor hasonlésdgnak illetve izomorfizmusnak nevezzik.
Ilyenkor azt mondjuk, hogy (A, <) és (B, <) hasonldak vagy izomorfak. Jelben:
(4,<) = (B, <).

Az izomorfnak lenni is ekvivalencia-reldcid, az egymaéssal izomorf rendezett
halmazok k6zos tulajdonsdgat rendtipusnak nevezziik és (A, <) ~ (B, <) esetén
azt rjuk, hogy

tp({4, <)) = tp({B,<)).

Itt megint 1) alapfogalmat vezettiink be, mert nem mondtuk meg, mi a
rendtipus, csak azt, hogyan viselkedik. Hasonlé bajban vagyunk, mint a szé-
mossag definicigjaval. Ezuttal egy olyan F operdciéra lenne sziikségiink, ami
értelmezve van minden rendezett halmazon, és F((4,<)) = F((B,<)) pon-
tosan akkor teljesiil, ha (A, <) ~ (B, <) teljesiil. Minden ilyen tulajdonsdgi
F operaciét jogunk van rendtipusnak nevezni, és csak akkor mondhatjuk, hogy
axiomatikus halmazelméleti értelemben szabatosan definidltuk a rendtipust, ha
ilyen operaciét meg tudunk adni. Ezt az 59. oldalon tudjuk megtenni.
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11 Jodlrendezett halmazok

Egy (A, <) rendezett halmazt jélrendezett halmaznak neveziink, ha minden
nemiires részhalmazdnak van legkisebb eleme.

Lassunk példdkat jolrendezett halmazokral!

Minden véges rendezett halmaz jdlrendezett. Valéban, ha a halmaz A =
{a1,...,a,} arendezés pedig a1 < --- < a, és B nemiires részhalmaza A-nak,
akkor, ha a1 € B, akkor a; lesz a legkisebb elem B-ben. Ha a; nincs B-ben, de
as benne van, akkor ay lesz a legkisebb elem, stb.

A természetes szamok (N, <) rendezett halmaza is jélrendezett, azaz ha adva
van akdrhany (véges vagy végtelen sok) de legalabb egy természetes szam, akkor
van kozottiik legkisebb.

Az egész szamok (Z, <) rendezett halmaza viszont nem jélrendezett: példdul
{-1,-3,---} olyan részhalmaz, aminek nincs legkisebb eleme.

Hasonlé okbdl nem lesz jolrendezett a raciondlis vagy valds szamok halmaza
sem.
Joélrendezett halmaz minden részhalmaza is jélrendezett: legyen (A, <) jol-
rendezett és legyen B C A. Ha C' C B nemiires, akkor (mivel A-nak nemiires
részhalmaza) van legkisebb eleme, igy (B, <) valéban jélrendezett. Itt fontos
(lett volna) kikotni, hogy B-n ugyanazt a rendezést vettiik, mint A-n, precizeb-
ben: B-n azt a <p rendezést vettiik, amiben z <p y pontosan akkor, ha z < y,
azaz <p a < rendezés megszoritdsa B-re. Még precizebben, <p=< N(B x B).

Az {ires halmaz, pontosabban a rendezett iires halmaz, ((), 0) is jélrendezett,
hiszen (-nek nincs nemiires részhalmaza, igy a megkivant tulajdonsdg iiresen
teljesiil. Egyébként ez az allitas az el6z6 bekezdésbelibdl is kovetkezik.

36. Tétel. Tegyiik fel, hogy (A,<) ~ (B,<) és (4,<) jolrendezett halmaz.
Ekkor (B, <) is jolrendezett.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f : (4,<) — (B,<) izomorfizmus. Legyen
C C B nemiires részhalmaz. Vélasszuk ki a nemiires f~![C] halmaz legkisebb
elemét, legyen ez a. Ekkor nyilvdnvaléan f(a) a C' halmaz legkisebb eleme. O

E tétel szerint jogosult a kovetkezd definicié. A jélrendezett halmazok
rendtipusait rendszdmoknak nevezziik

37. Tétel. Tegyiik fel, hogy (A, <) jolrendezett halmaz és f : (4, <) = (4, <)
rendezéstarté fiiggvény. Ekkor f(x) > x teljesiil minden x € A-ra.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy éallitdsunk nem igaz, és legyen a € A olyan
elem, amire f(a) < a. Definidljuk az ai,as,... elemeket a kovetkezOképpen.
a = a, az = f(a1), az = f(az), stb. Ekkor, a feltevés szerint az < ay. Erre
alkalmazva f-et, mivel rendezéstartd, azt kapjuk, hogy a3 = f(as2) < f(a1) =
as. Tovébb alkalmazva f-et az as < as egyenlStlenségre adédik ay = f(az) <
fla2) = as, azaz az a1 > a2 > agz > - - - végtelen csokkend sorozatot kapjuk, ami
ellentmondés: jélrendezett halmazban nem lehet végtelen csokkend sorozat. [

29



38. Tétel. Tegyiik fel, hogy (A, <) ~ (B, <) izomorf jélrendezett halmazok.
Ekkor csak egy izomorfizmus van kézottiik.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f és g is izomorfizmus (4, <) és (B, <) kozott.
Ekkor g1 o f izomorfizmus lesz (A, <)-bél (4, <)-be, igy az elézd tételt alkal-
mazva azt kapjuk, hogy (g7! o f)(z) > = teljesiil minden z € A-ra. Alkal-
mazva erre az egyenlStlenségre g-t, az addédik, hogy f(z) > g(z) minden z-re.
Megcserélve f-t és g-t, ugyanigy azt kapjuk, hogy g(x) > f(z) teljesiil minden
z-re, tehdt f(x) = g(x) minden z-re, ami bizonyitandé volt. O

39. Tétel. Egy (A, <) rendezett halmaz akkor és csak akkor jolrendezett, ha
nincs benne xo > 1 > -+ - végtelen csékkend sorozat.

Bizonyitas. Az egyik irdny nyilvdnvalé: ha van zg > z; > --- végtelen
csOkkené sorozat, akkor B = {zg,z1,...} olyan nemiires részhalmaz, aminek
nincs legkisebb eleme.

A megforditashoz tegyiik fel, hogy (A4, <) nem j6lrendezett, azaz van olyan B
nemiires részhalmaza, aminek nincs legkisebb eleme. B nemdiires, igy kivehetjiik
egy xo elemét. A feltevés szerint semmi, igy z¢ sem lehet B legkisebb eleme,
vehetilink tehat egy ndla kisebb 1 < zy elemet. Ez sem lehet legkisebb, van
tehat z2 < x; elem is B-ben, stb. Végsé soron egy xo > x1 > --- végtelen
csokkend sorozatot taldlhatunk B-ben és ez elég. O

Ez a bizonyitas, legaldbbis a masodik része végtelen sok 1épésben valaszt egy-
egy elemet, de a kivalasztasi axioma hasznélataval véges bizonyitassd alakithatd.

Legyen ugyanis g kivélasztdsi fliggény B nemiires részhalmazain, azaz g(X) €
X, ha X C B és X # (). Ezutédn legyen x¢ = ¢g(B), majd indukciéval

Tnt1 = g({z € Bz < z,}).

Ekkor ismét xg, x1, . .. végtelen csokkend sorozat B-ben.

12 Kezdoszeletek

Az (A, <) rendezett halmaz B részhalmazat kezddszeletnek vagy roviden sze-
letnek nevezziik, ha lefelé zart, azaz 2 € B, y < z-bdl kdvetkezik, hogy y € B.
Rogton adhatunk példdkat: A-nak mindig szelete az iires részhalmaz és maga
A.

A természetes szamok esetében a szeletek a {0,1,...,n} alakd halmazok és
a két kotelezd: @) és maga N.

A valés szdmok R halmazénak szeletei, a két szokdsoson (f) és R) kiviil a
(—o00,x) és a (—oo, z] alakd intervallumok.

A raciondlis szdmok Q halmazanak szeleteit késébb irjuk le.

Egy (A, <) rendezett halmaz valamelyik B részhalmazat elem dltal megha-
tdrozott (kezdd)szeletnek nevezziik, ha

B={zeA:z<a}
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alaki valamilyen a € A elemre és B = Ala-val jeloljiik. Mivel Al|a az a elemet
nem tartalmazza, maga az A halmaz nem lehet elem &ltali kezddszelet, de az
iires részhalmaz lehet, éspedig pontosan akkor, ha A-nak van legkisebb eleme.
Mint azt az elnevezés szuggeralja, minden elem altali szelet egyben kezdGszelet
is; valéban, azt kell leellenérizni, hogy y < = € Ala esetén y € Ala is teljesiil,
azaz y < r < a-bdl y < a-t kell levezetniink, ami persze éppen a rendezés
tranzitivitdsa.

A (Q, <) rendezett halmaz szeletei a trividlisakon (§) és maga Q) kiviil nem-
csak az elem altali kezdGszeletek, hanem az {z € Q : z < a} alakd halmazok,
ahol a irraciondlis szam, (ezek nem elem &altali kezdGszeletek, miért?) és az

{reQ:z<a}

alakuak is, ahol a € Q tetszoleges elem. Ugyanez igaz a valds szamok halmazara.
Beléatjuk, hogy jolrendezett halmazokra a kétféle szeletfogalom egybe is esik
annyira, amennyire egybe eshet.

40. Tétel. Jdlrendezett halmaz minden valédi szelete elem dltal meghatdrozott.

Bizonyitds. Legyen (A, <) jélrendezett halmaz, és legyen adva B # A kezd6-
szelete! Legyen a halmazunk nemiires A — B részhalmazanak legkisebb eleme,
azaz a = min(A — B). Beldtjuk, hogy

B = Ala.

Tegyiik fel el6szor, hogy = € B, megprébaljuk beldtni, hogy = € Ala. Ha ez nem
teljesililne, akkor > a lenne igaz, de ekkor, mivel B kezdGszelet és a < x € B,
a € B is teljesiilne, ami viszont biztosan nem igaz.

Tegyiik most fel, hogy = € A|a és prébaljuk meg bebizonyitani, hogy = € B.
Ha nem, azaz x € A — B, akkor, mivel x < a, az a elem biztosan nem lehet
A — B legkisebb eleme, ami ismét ellentmondas. (]

41. Tétel. Ha (A, <) jélrendezett, akkor nem lehet izomorf sajat valédi kezdd-
szeletéhez, azaz a € A esetén nem lehet (A, <) ~ (A|a, <).

Bizonyitds. Ha f : (A,<) — (Ala, <) izomorfizmus lenne, akkor f olyan
rendezéstarté A — A leképezés lenne, amire f(a) < a, ami ellentmond a
37. Tételnek. O

Erdemes észrevenni, hogy nem jdlrendezett halmazokra ez nem feltétlentil
teljesiil: példaul, ha A a (0, 1) valds intervallum, akkor hasonlé barmelyik elem
altali kezddszeletéhez: ha 0 < a < 1 akkor az f(z) = ax figgvény f : (0,1) —
(0, a) izomorfizmus lesz.

Feladat. Igaz-e, hogy kezd&szeletek tetsz6leges halmazanak unidja is kezd6szelet
? Igaz-e, hogy elem &ltali kezdGszeletek tetszOleges halmazanak unidja is elem
altali kezddszelet ?
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13 Rendszamok osszehasonlitasa

Legyenek «, 8 rendszadmok, akkor mondjuk, hogy a < (3, ha a kdvetkezd igaz:
ha az (A, <) halmaz rendszédma «, a (B, <) halmaz rendszdma S, akkor (4, <)
izomorf (B, <) valamelyik elem &ltal alkotott szeletéhez: (A, <) ~ (Blb, <).

A mir megszokott médon le kell ellendrizni, hogy két rendszdm Gsszehason-
litdsdnak eredménye nem fligg attdl, milyen halmazokkal reprezentaljuk Gket.
Azaz, a kovetkez6 allitast kell bebizonyitani:

42. Tétel. Tegyiik fel, hogy (A, <) izomorf (B, <) egy elem &ltal meghatdrozott
kezd@szeletéhez, (A', <) ~ (A,<), (B',<) =~ (B,<). Akkor (A',<) is izomorf
(B', <) egy elem &ltal meghatdrozott kezddszeletéhez.

Bizonyitds. Legyen f izomorfizmus (A4, <) és (B|b, <) kozdtt, tovdbba g :
(4", <) = (A, <) illetve h : (B,<) = (B', <) is izomorfizmus. Legyen ¢ = h(b).
Ekkor egymasutan alkalmazva a g, f, h fliggvényeket, izomorfizmust kapunk
(A', <) és (B'|c, <) koOzott. O

Ezek utan vizsgaljuk meg a rendszadm-Gsszehasonlitas tulajdonsagait.

43. Tétel.

(a) A rendszam-dsszehasonlitds irreflexiv, azaz o < a sohasem teljestil.

(b) A rendszdm-Gsszehasonlitds tranzitiv, azaz ha o < § és § < vy, akkor a < .
(¢) A rendszdm-dsszehasonlitds trichotém, azaz ha o és 8 rendszamok, akkor

a< B, vagy a=f, vagy B < a.

Bizonyitas.

(a) Valéban, ha a < a teljesiilne, az azt jelentené, hogy (egy a rendszamii)
(4, <) jolrendezett halmaz hasonld lenne sajat maga valédi kezddszeletéhez,
ami a 41. Tétel szerint lehetetlen.

(b) Tegyiik fel, hogy a@ < 8 < 7. Legyenek (4, <), (B,<), {C,<) rendre a,
B, illetve v rendszamu jdlrendezett halmazok. Ekkor vannak b € B és c € C
elemek, valamint f : (4, <) = (B|b,<) és g : (B, <) — (C|c, <) izomorfizmusok.
Ezek g o f kompozicidja izomorfizmus lesz (A, <) és (C|g(b), <) kozott, tehat
valéban a < 1.

(¢) Ez a bizonyitds sokkal nehezebb lesz, mint a mdsik kett6. A halmazok
nyelvére leforditva, a kovetkezd 4llitast kell igazolnunk. Ha adott két jélrendezett
halmaz, akkor vagy izomorfak, vagy valamelyik izomorf a masik elem &ltali
kezdészeletével. Legyen tehdt (A, <) és (B, <) jolrendezett! Definidljuk a ko-
vetkez0 részhalmazokat:

A" ={z € A:vanolyan y € B hogy A|lr ~ By}
és hasonléan

B' = {y € B : van olyan r € A hogy Bly ~ Al|z}.

32



(Itt és a tovabbiakban egyszertien A|z-et frunk (A|z, <) helyett, stb).
Rogton észrevehetjiik, hogy ha = € A', akkor az ezt tanusité y a B' részhal-
mazba esik, igy

A" = {x € A:van olyan y € B' hogy Alz ~ Bly}
és
B' ={y € B :van olyan z € A’ hogy Bly ~ A|z}
is igaz (de természetesen ezt nem hasznélhattuk volna definiciénak).

1. Allitas. Ha z € A’ akkor pontosan egy olyany € B' van, hogy Alx ~ Bly.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az 4llitdssal ellentétben valamelyik z € A'-hdz y;
és yo is megfelel. Feltehetjiik, hogy y1 < y2. Ekkor tehat Bly; ~ Alz ~ Blya,
azaz Blys olyan j6lrendezett halmaz, ami hasonlé sajat valédi kezdészeletéhez
(nevezetesen B|y;-hez) ami lehetetlen. O

Természetesen hasonlé okoskoddssal kaphatjuk, hogy minden y € B'-hoz
pontosan egy x € A’ van, amire A|lz ~ Bly. fgy definidlhatjuk az z-hez y-t
rendeld F' : A’ — B’ bijekci6t.

2. Allitas. F : A' — B' izomorfizmus.

Bizonyitas. Tehat be kell 1atni, hogy rendezéstarté. Ha nem, akkor, mivel
bijekcid, kell, hogy legyen x; < x2, amire y» = F'(z2) < y1 = F(x1), tehat ahol
a rendezés megfordul. Definiciéink szerint van f : A|z; — Blys izomorfizmus és
hasonléképpen létezik g : Bly: — Alz; izomorfizmus. Ezek kompozicidja, g o f
pedig A|zs és A|g(y2) kozott, tehdt egy jolrendezett halmaz és annak valddi
szelete kozott lesz izomorfizmus, ami lehetetlen. O

3. Allitas. A’ kezdészelet A-ban (és hasonléan B' kezdészelet B-ben).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ' < ¢ € A'. Ekkor van megfelel y € B’ és
f : Alz = Bly izomorfimus. f megszoritisa A|z'-re izomorfizmus lesz A|z’ és
B|f(z') k6zott, azaz ' € A'. O

A Tétel bizonyitdsanak befejezéséhez négy esetet vizsgdlunk meg aszerint,
hogy A’ illetve B’ valédi részhalmaz-e vagy sem.

Elsd eset. A’ = A, B'=B
Ekkor F' izomorfizmus lesz (4,<) és (B, <) kozott, tehat o = 3, készen
vagyunk.

Maisodik eset. A'=A de B'# B
Ekkor B' valédi, tehdt elem &ltali kezddszelet, B’ = B|b, F izomorfizmus
lesz (A, <) és (B|b, <) kozott, azaz a < S.

Harmadik eset. A’ # A, B =B
Az el6z6 esethez hasonléan kapjuk, hogy 5 < a.

Negyedik eset. A'# A, B' # B
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Ekkor A" = A|z és B' = Bly alkalmas = € A illetve y € B elemekkel. Az F
izomorfizmus mutatja, hogy A|lz ~ Bly, tehdt z € A’ az A’ halmaz definicidja
miatt, de z € Alx lehetetlen. Ez az eset tehdt nem fordulhat eld. (|

Miel6tt tovabb 1épnénk, mondjunk ki egy Gjabb axidémat.

8. A pétlds axiémdja. Ha A halmaz, F pedig operacié, akkor {F(z) : € A}
is halmaz.

Enek az axiéméanak taldn dgy fogalmazhatnank meg a ,,filoz6fid”-jat, hogy
a halmazok a kis, az osztalyok a nagy objektumok. Mivel a sziirjektiv kép
képzése csak csokkentheti a méretet, ha halmaz sziirjektiv képét vessziik, az is
csak ,,halmaznyi nagysagi” tehat maga is halmaz.

Valdjadban, anélkiil, hogy tudtuk volna, ezt az axiémat is hasznaltuk korabban:
acy,ca,...szamossagok képzése utan d-t csak ugy tudtuk definidlni, hogy vettiik
a {c1, ca2,...} halmazt, ahhoz pedig kellett ez az axiéma.

Definidljuk az a-ndl kisebb rendszdmok halmazit: & = {8 : f < a}.
Egyel6ére még az sem vildgos, hogy ez halmaz (ugyanis ez nem részhalmazdefi-
nicié, mivel nem tudjuk, hogy a rendszdmok RSZ osztalya halmaz. S6t, éppen
azt fogjuk bebizonyitani, hogy nem).

44. Tétel. Ha a rendszdm, akkor & halmaz, (&, <) jolrendezett és rendszdma,
éppen a.
Jegyezziik meg, hogy a (&, <)-beli < a rendszamok kozotti rendezést jeldli.

Bizonyitds. Legyen (A, <) a rendszdmi j6lrendezett halmaz. Definidljuk a
kévetkez6 F operaciét. z € A-ra F(z) az (A|z,<) halmaz rendszdma. A
rendszam-Osszehasonlitds definicidja alapjan {F(z) : z € A} éppen &. A potlas
axiémaja miatt {F(z) : € A} halmaz, ezzel megkaptuk az elsé dllitast. Ha z <
y, akkor A|z valédi kezdészelete A|y-nak, igy F(z) < F(y), azaz F izomorfizmus
(A, <) és (@, <) kozott, tehat (&, <) is jolrendezett és rendszama a. O

45. Tétel. (A rendszdmtulajdonsdgok minimalitdsdnak elve) Ha létezik vala-
milyen tulajdonségi rendszam, akkor van legkisebb is.

Bizonyitds. Legyen tehat T'(a) valamilyen tulajdonsdg. Valasszunk ki egy «
rendszdmot, amire T'(a) teljesiil. Vizsgdljuk A = {8 < a : T(B)}-t, azon a-nél
kisebb rendszamok halmazat amelyek rendelkeznek a T tulajdonsiggal. Ha ez
az ires halmaz, készen vagyunk: « a legkisebb 7' tulajdonsagd rendszam. Ha
nem, akkor ez a jOlrendezett & nemiires része, van tehat legkisebb eleme, és
ekkor az lesz a legkisebb T' tulajdonsagi rendszam. O

46. Tétel. Az Osszes rendszédmok nem alkotnak halmazt.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az Osszes rendszdmok RSZ osztdlya halmaz.
Ekkor RSZ a rendszdmok ko6zotti rendezéssel a 45. Tétel szerint jélrendezett
halmaz, van tehdt rendszama, hivjuk a-nak. a € RSZ, és tudjuk, hogy az
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& = RSZ|a halmaz rendszdma is a. De ez nem lehet, mert egy jélrendezett hal-
maznak és valédi szeletének nem lehet ugyanaz a rendszdma (azaz nem lehetnek
izomorfak). O

Végiil egy allitas, amire a késébbiekben sziikségiink lesz.

47. Tétel. Legyen (A, <) a rendszami jolrendezett halmaz, és B C A. Ekkor a
(B, <) (tehdt az 6roklott rendezéssel elltott) jolrendezett halmaz B rendszaméra
B<a.

Bizonyitas. Ha ez nem igaz, akkor a rendszam-6sszehasonlitas trichotémidja
miatt csak @ < (8 lehet. Ekkor van f : (4,<) — (Bl|b,<) izomorfizmus B
valamelyik b eleme &ltal alkotott kezdGszeletére. De B C A miatt f a teljes B
jélrendezett halmazt is leképezi, mégpedig B|b részhalmazira, ami lehetetlen,
mert ekkor f(b) < b lenne. O

14 Példak rendszamokra

Vegyiink egy a rendszadmi (A, <) jélrendezett halmazt, és tegyiink hozza egy
4j, mondjuk z-nek nevezett, elemet a végére. Konnyen lathatd, hogy az igy
keletkezett B = AU{z} halmaz az adott rendezéssel, azzal tehat, hogy z nagyobb
A minden eleménél, szintén jélrendezés. Az is vildgos, hogy a (B, <) halmaz
rendszdma csak (A, <) rendszdmdtdl fiigg (hiszen, ha f : (4,<) = (4, <)
izomorfizmus, és z' nagyobb A’ minden eleménél, akkor f tovabb terjeszthetd
az f(z) = 2' vélasztéssal). Nevezzik az igy készitett rendszdmot a + 1-nek.

48. Tétel. Ha o rendszam, akkor a < a+1 és a+1 a legkisebb a-nél nagyobb
rendszdm.

Bizonyitds. Valdban, ha (4, <) rendszdma a és B = A U {z}, ahol z na-
gyobb minden A-beli elemnél, akkor (A, <) izomorf lesz (s6t azonos) (B|z, <)-
bel. Ezért o < o + 1.

Tegyiik most fel, hogy a < 8, (A, <) rendszdma a, (B, <)-é pedig 8. Mivel
a < B, van z € B, hogy a B|z halmaz izomorf (A, <)-bel. Ha B-ben nincs
z-nél nagyobb elem, mésszéval B az A-val izomorf B|z-b0l és az azt kdvetd z
elembdl 4ll, akkor = a+ 1. Ha pedig van z-nél nagyobb elem, van ezek kozott
legkisebb (hisz (B, <) jélrendezett), legyen ez y. Ekkor Bly elem altali szelet
éppen a (B|z) U {z} halmaz, azaz a + 1 < S. O

Az a + 1 alaki rendszdmokat rdkdvetkezd rendszamoknak nevezziik. Azokat
a 0-tdl kiilonbozo rendszdmokat, amelyek nem rakévetkezd rendszamok, limesz
rendszdmoknak nevezziikk. Ezek szerint a nemiires jolrendezett (A, <) halmaz
rendszama akkor rakévetkezd, ha van legnagyobb eleme, és akkor limesz, ha
nincs legnagyobb eleme, tehdt minden = € A elemhez van olyan y € A, amire
rx<y.

49. Tétel. Ha a limesz rendszdm és 3 < a, akkor B+ 1 < « is teljesiil.
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Bizonyitas. Az el6z0 tétel szerint 8 + 1 a legkisebb £-nal nagyobb rendszam,
igy 8+ 1 < a, de egyenléség nem allhat, mert « limesz. O

A kovetkez6kben néhdny konkrét példat vizsgalunk meg rendszdmokra.

Els6 példank az iires halmaz rendszdma: 0. Nincs ennél kisebb rendszam,
azaz 0 = (.

Ha n természetes szdm, barmely két n-elemli rendezett halmaz (amelyek
persze mindenképp j6lrendezettek) izomorf, azaz csak egy n nagysagu rendszam
van. Ezt azonosnak tekintjlik az n természetes szammal és igy is jeldljiik: n.
Mivel egy n-elemi rendezett halmaz valddi szeletei sorra 0,1, ...,n —1 elemtiek,
ezért i = {0,1,...,n —1}.

A kovetkezd nevezetes rendszam a természetes szamok halmazanak, pon-
tosabban (N, <)-nek a rendszdma. Ezt w-val jeloljik, limesz rendszdm. Megint
rogton lathatjuk, hogy az w-nal kisebb rendszamok éppen 0,1, .. ., a természetes
szamok.

A kovetkezd rendszém, a 48. Tétel értelmében, w+ 1. Ezt gy kell elképzel-
niink, hogy a természetes szaimok N halmaza végére egy pontot tesziink.

A kovetkezd rendszam ennek a rékovetkezéje, amelyben az w-s részt két pont
koveti. Jeloljik ezt w + 2-vel. Ennek rakovetkezdje w + 3, ahol 3 pont van a
végén. Ezutdn sorra jon w+4,w + 5,.. ..

Ezt a sorozatot az a rendszam zarja le, amelyben N két példanyat helyezziik
egymas utdn, ezt w+w-val jeloljiik, de a kés6bbiek miatt célszeri a szorzasjelolést
is bevezetni, és itt furcsa médon jobbrdl szorzunk: w2. Ha végignézziik a pontok
altal alkotott szeleteket, akkor kozvetleniil adédik, hogy nem ugortunk;

w2=1{0,1,2,...,w,w+Lw+2,...}.

Ez a mésodik limesz rendszam. Jegyezziik meg azt is, hogy ha két jélrendezett
halmazt egymésutédn helyeziink akkor (a definiciébél kozvetleniil ellenérizhetGen)
jolrendezett halmazt kapunk, ennek egyik példdja w + w.

w2 rakovetkezbje w2 + 1, annak pedig w2 + 2, és altaldban, ha n pontot
helyeziink w2 végére (n = 1,2,3,...), akkor az w2 + n rdkovetkezd rendszdmot
kapjuk.

Ha mar harom példany 6sszedll N-bol, akkor w3-at kapunk. Ez is limesz
rendszadm. Utana sorra jonnek w3 + 1,w3 + 2,.... Altalsban kapjuk az wa + b
alakl rendszdmokat és konnyl ezeket ,,dekddolni”: wa + b azt jelenti, hogy
egymasutan rakunk a példany w-t, majd a végére b pontot. Ezek rendezése a
kovetkezOképpen irhatd le: wa+ b < wa' + b’ éppen akkor, ha a < a' vagy pedig
a=a deb<?. walimesz rendszdm, ha a = 1,2, ..., wa + b pedig rdkdvetkezd,
ha b > 0 éspedig az wa + (b — 1) rendszdm rakiévetkezdje.

Eddigi rendszamaink halmaza végtelen sok egymaéasutdni csoportra bomlik,
melyek mindegyike w rendtipusi. Természetesen ezzel megkapjuk a kovetkezd
rendszdmot, amelynek neve ,,omega-szor omega” lesz, és w?-nek roviditjiik. A
kvetkezd rendszam w? + 1, majd w? + 2 kdvetkezik, w? + 3,... és igy tovabb.
Tovabb haladva az w? + w limesz rendszdm kovetkezik, ez tehdt tgy néz ki,
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hogy w?-hez jobbrdl végtelen sok pontot, precizebben egy w-st tesziink. Ennek
rakovetkezbje w? +w+1, ami hdrom egyméasutani csoportbdl all, amelyek rendre
w?, w, 1 rendszdmiak. Ez altaldban igaz a sorra kovetkezd rendszadmokra jé
ideig, w? + wa + b a kdvetkezéképpen bomlik fel: elészdr egy w?-es csoport jon,
ezt a darab w koveti, a végére b pont keriil.

Ezeket w?2 zdrja le, azaz az a rendszdm, ami w? két példanyabdl 4ll. Erre

s

igaz, hogy megel6z6i az eddig felsoroltak:
w22 ={wa+b:a=0,1,...,b=0,1,.. Ju{w’+wat+b:a=0,1,...,b=0,1,...}.

A kévetkezd rendszdmok: w?2 + 1,w?2 +2,..., w22 + w,w?2 +w+ 1,w?2 +
WH2,...,024+w2,w2+w2+1,...,0w22+wa+b,...,w?3, azaz immér harom
példany w2-bél.

Téavolabb tekintve latjuk immdar az &sszes w?a + wb + ¢ alakd rendszédmot,
ezeket {gy hasonlitjuk dssze: w?a+wb+ c kisebb, mint w?a’ +wb' +c', haa < a/,
vagya=a',deb< b, vagya=d,b=0b,dec<c.

Ezek halmazéit az a rendszam zérja le, amely végtelen sok w?-esbél 4ll, ezt
w? - w-val, vagy révidebben w3-bel jeldljiik.

Ezutdn jonnek sorra az w3a + w?b + we + d alakd rendszdmok, ez tehdt
azt jelenti, hogy egymdsutédn helyeziink a darab w3-6t, utdnuk b darab w?-
et, majd ¢ darab w-t, végil d pontot. Az Osszehasonlitis a fentihez hasonlé:
wa+w?b+we+d < wia +w?b +wc +d' akkor teljesiil, ha a < a', vagy a = a’
ésb< b, vagya=da,b=bésc<cd,vagya=d,b=0b,c=déd<d.

Egy nagy lélegzetvétellel vehetjiik az 6sszes w™ay, +w™ tan_1 +---+was +ag
alakid rendszamokat, ahol n, valamint a,,...,ap mind természetes szdmok. Itt
wm-et dgy kapjuk, hogy w el6z8 hatvanyét, w™ 1-et végtelen sok (helyesebben:
w sok) példanyban egymésutan rakjuk. Ezutdn a képlet kiolvasésa az eléz6hoz
hasonld, azaz el8szdr a, darab w™-et vesziink, utdna tesziink a,_; darab w”~!
-et, sth, a végére a; darab w-s utdn ay darab pont keriil. az Gsszehasonlitas
pedig a fentiekkel 6sszhangban:

Wan + W tan_1 4 -+ wag + ag < Wby + W™ g + -+ - 4+ wby + by

ha n < m, vagy n = m és valamilyen i-re a; < b;, de a kordbbi egyiitthatdkra
egyenl6ség all: ap = by, ...,a;41 = bi1. (It feltételeztiik, hogy a féegyiitthatdk,
an és by, nulldtdl killonbozdk.)

Jegyezziik meg, hogy barmilyen sok rendszamot is produkaltunk, még mindig
csak megszamlalhaté sokat. Ezek halmazdnak rendszdmat (azaz a kovetkezd
rendszamot) w*-val jelolhetjiik, majd folytathatjuk: w® + 1, stb.

E rendszdmokkal egy érdekes tételt bizonyithatunk. Induljunk ki egy természetes
szadmbdl, példaképpen vessziik 28-at. Felirjuk kettes szdmrendszerben, 28 = 2% +
23 + 22, Ezutén a jegyek sorozatdt (11100) véltozatlanul hagyva megnéveljiik a
szdmrendszer alapjat: 3* + 3% + 32, majd levonunk egyet: 3* + 3% + 2.3 + 2(= 116).
Ugyanilyen lépésekkel folyatjuk: 4*+4%+2.4+1(= 329), 5*+5%+2.5, 6* +6> +6 45,
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T+ TP+ 7+4,8 +8%+8+3,9"+9°+9+2, 10" +10% +10 + 1, 11* +11% + 11,
124 + 123 4+ 11, 13* + 133 + 10(= 30768).

50. Tétel. (A hidra tétel, Goodstein, 1944) Bdrmilyen természetes szambdl indulunk
ki, a fenti eljardssal el6bb-utébb nulldhoz jutunk.

Bizonyitas. (Vazlat) Az eljdrds egyszerlien az, hogy minden 1épéshez hozzarendeliink
egy rendszamot.

2422422 5 W4’

3432 42.342 — W'+ +w2+2

444342441 — W'+ +w2+1
5 +5°+2.5 — w'twd+w?
6°+6°+6+5 — w4+ +w+5s

Azaz, az ,,omegds alapi” szdmrendszerben olvassuk le az ugyanazon jegyekkel felirt
szdmot. Arra vigyazni kell, hogy rendszdmokndl az egyiitthatét jobbrdl irjuk: 2-3 bél
w?2 lesz.

A jobboldalon rendszdmok szigorian csokkend sorozatit kapjuk. Valéban, dtala-
kitasunk érzéketlen az egyik tipusi lépésre, a szamrendszer alapjanak novelésére, a
misik esetében viszont mindig csokkent. (Ugy is fogalmazhatnank, hogy egyszerre
csindltuk meg az Osszes novelést.)

Mivel rendszamok szigorian csokkend sorozata el6bb-utébb elakad, eljirdsunknak
valamikor be kell fejez6dnie, de ez csak gy lehet, ha nulldhoz jutunk. o

Egy kicsit csaltam, legyengitettem Goodstein igazi tételét. Annak erdsebb forma-
jaban a kitevGket is 4t kell irni, tehat az els6 1épés

928 = 9% 4 221 4 92

lesz. Ezt igy alakitjuk tovdbb:
3
3% 43% 4+ 38

ebbdl levonunk (a 3-as szdmrendszerben) 1-et:
3% 4351 1237 42.3" 42

ezutan .
4Y 4ttt 49424924 41

és igy tovabb. Ebben a véltozatban a szdmok mér robbandsszertien nének, nagysaguk
hozzivetSlegesen 8 - 1012, 3.10%8, 2. 10184 2. 10%53%% de ugyanigy, mint az elgbb,
a sorozat 0-ban végz8dik. A bizonyitds is hasonld, csak nagyobb rendszdmokat kell
haszndlnunk. Az 3ltaldnositott tétel érdekessége, hogy, amint Kirby és Paris bebi-
zonyitotta, azt mar nem lehet a Peano-axiémarendszer segitségével bebizonyitani.
(Ez tehdt olyan szdmelméleti 4llitds, amelyet nem lehet szdmelméleti eszkozokkel
eldonteni.)
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15 A transzfinit indukcid és rekurzid tétele

51. Tétel. (A transzfinit indukcié tétele) Tegyiik fel, hogy T'(x) olyan rend-
szamtulajdonséag, amire igaz, hogy

Ha minden ¢ < « rendszdmra igaz T (z)
akkor T'(a) is igaz.

Ekkor T'(a) minden o rendszdmra igaz.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekten, hogy van olyan a rendszam, amire T'(«)
hamis. Ekkor, a 45. Tétel értelmében lenne ilyen legkisebb a rendszam is, de
ez a rendszam ellentmondana a keretben leirt tulajdonsagnak. (]

Jegyezziik meg, hogy tételiink két irdnyban is eltér a teljes indukcid tételétol.
Elészor is, nem kotjiik ki kiilon a kezddesetet, T(0) teljesiilését. Valéban, 0 = 0
miatt, minden 0-nédl kisebb 8 rendszdmra T'(8) mindenképpen teljesiil, igy a
feltevés szerint T'(0) is. Mésrészt nem elégedtiink meg a T(z) — T(z + 1)
tulajdonsaggal. Ez nem elég, ugyanis, ha az ,,x véges” vagy ,,x < w” tulaj-
donsigot veszem T'(x)-nek, akkor T'(0) és T'(x) — T'(z + 1) teljesiilni fog, de
persze T'(w) nem, igy nem lesz igaz T'(x) minden z-re.

52. Tétel. (A transzfinit rekurzié tétele) Tegyiik fel, hogy G olyan operdcid,
amely minden fiiggvényen értelmezett. Akkor egyértelmiien létezik olyan, min-
den rendszamon értelmezett F operacid, amelyre

all fenn minden o rendszamra.

Jegyezziik meg, hogy az 4llitas értelmes, hiszen & halmaz, {gy ha F operacid,
akkor a pétlas axiéméja miatt F|& értékkészlete halmaz, ezért Fla fiiggvény.

Bizonyitds. Eldszor belatjuk az egyértelmiiséget. Tegyiik fel, hogy Fy és Fa
is kielégiti a megkovetelt dllitast. Mivel F; # F» van a rendszamtulajdonsigok
minimalitdsdnak elve miatt olyan a rendszdm, hogy Fi(a) # Fa(a) de minden
B < a rendszdmra fenndll Fq(8) = Fo2(B). Azaz Fi|@ = Fa|a. Ekkor viszont

Fi(a) = G(Fla) = G(Fla) = Fa(a)

ami ellentmondas.
Nevzziink egy valamilyen o rendszémra az & halmazon értelmezett f fligg-
vényt jo figguénynek ha f(8) = G(f|5) teljesiil minden 8 < « rendszam esetén.

1. Allitas. Minden o rendszdmra legfeljebb egy jo fiiggvény van é-on.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy fi1 és fo mindkett6 jé fliggvény a-ra. Mivel
fi # fo,a{B € a: fi(B) # f2(B)} halmaz nemiires. Mivel & jélrendezett,
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van benne legkisebb elem, mondjuk §. Ekkor, mivel fi és f» jo fiiggvények,
f1(B) = G(f1|18) = G(f2|B) = f2(B), ellentmondas. O

Mostantdl, ha egy « rendszamra létezik j6 fiiggvény, akkor azt (mivel pon-
tosan egyetlen van) f,-val jeloljiik.

2. Allitds. Ha f, j6 a-ra és 8 < a akkor fz = f4|f jé B-ra.

Bizonyitds. Le kell ellenérizniink, hogy fg(y) = G(fs|7) teljesiil-e minden
v < B-ra. Ez onnan kovetkezik, hogy f. jO. O

3. Allitds. Minden a rendszimra létezik jé fiiggvény.

Bizonyitds. Legyen T'(a) az a tulajdonsig, hogy létezik j6 fliggvény a-n.
A transzfinit indukcié tételével be fogjuk l4tni, hogy T'(a) teljesiil minden «
rendszamra.

T(0) igaz, mivel az iires fiiggvény nyilvdnvaléan jé O-ra. (Md&st nem is
vélaszthattunk volna, mert az iires fiiggvény az egyetlen, 0 = (-on értelmezett
fiiggvény.)

Legyen a rdkovetkezd rendszam, a = 8 + 1 és tegyiik fel, hogy T'(8) igaz.
Ekkor, fo (ha létezik) ki kell, hogy terjessze fs-t. Ertelmezési tartoménya, &
eggyel tobb elemet tartalmaz, mint fg-é, nevezetesen f-t. Tehat definidlnunk
kell fo(B)-t és csak fo(B) = G(fs) lehet és ez megfeleld.

Tegyiik végiil fel, hogy « limesz rendszédm és T'(3) teljesiil minden § < a-
ra. Ha v < a és nekiink meg kell hatdrozni fo(y)-t akkor a 2. Allitds sz-
erint ez egyenl$ fg(7y)-val minden v < 8 < a-ra és ilyen § rendszdmok van-
nak, mivel « limesz. Ugyanezen Allitds szerint azt is tudjuk, hogy ezek az
értékek egyértelmien meghatdrozottak. Legyen tehat fo(y) = fa(v), ahol
v < B < « tetszbleges. (Azaz ezek kozOs, S-t6l nem fliggh értékét vessziik.)
Azt kell megmutatnunk, hogy fo(y) = G(fal|¥) teljesiil minden v < a-ra.
Legyen v < 8 < a. Elég beldtnunk azt, hogy fo|¥ = fs|¥ mert akkor a fenti
egyenl8séget tovabb irhatjuk: G(fa|7) = G(fs|7) = fa(y) = falvy). Ha most
0 < 7y, akkor konstrukciénk szerint f,(8) = fg(d) (ugyanis vélaszthattuk volna
fa(9) definiciéjdnal ezt a B-t, mint § és a kozotti rendszdmot) és éppen erre volt

sziikségilink. O
Hasonl6 okoskodéssal 1dthatjuk, hogy ha F(a) = fz(a)-val definidljuk (bér-
melyik 8 > «a) akkor ez kielégiti, amit F-t8l megkoveteltiink. O

16 A jélrendezési tétel

Ernst Zermelo bizonyitotta be (1904-ben) a kovetkezd fontos és meglepd tételt.

53. Tétel. (A jblrendezési tétel) Ha igaz a kivdlasztdsi axiéma, akkor minden
halmaz jélrendezhetd.

Bizonyitds. Legyen tehdt A valamilyen halmaz, célunk ennek j6lrendezése.
Ahelyett, hogy megadnank egy < rendezést rajta, ami jélrendezés, egy olyan
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halmazt fogunk taldlni, amely mér biztosan jélrendezett, és van A-val bijekcidja.
Ez persze elég, a bijekcié mentén ,,adthizhatjuk” a jélrendezést.

Az A halmaz nem tartalmazhat mindent (hiszen a vildg nem halmaz), legyen
tehdt ¢ olyan elem, amire ¢t ¢ A.

Mivel feltessziik a kivalasztdsi axiomét, van g kivalasztdsi fiiggvény az A
nemiires részhalmazaibdl 4116 halmazcsalddon:

g:P(A)—-{0}—- A

és g(X) € X minden szébajové X-re. (Vigyazni kell, hajlamosak vagyunk
P(A) — 0-t irni g értelmezési tartoményaként. Ez viszont nem az, amire gondo-
lunk, hiszen ha barmilyen halmazbdl levonjuk az iires halmazt, csak az eredeti
halmazt kapjuk B — () = B minden B-re. Mi viszont azt akarjuk, hogy A Osszes
részhalmazai koziil hagyjuk el az iires halmazt és ez tényleg P(A) — {0}.)

Elkészitjiik a g* fliggvényt a kovetkezSképpen. Ertelmezési tartoménya
P(A) és

N _ [ ¢9(X) ha X nemiires
9 (X)‘{ t haX=0.

Jegyezziik meg, hogy g* : P(A) - AU {t} fiiggvény.

Azt allitjuk, hogy a transzfinit rekurzié tétele miatt van olyan F operacié
ami az Osszes rendszamon értelmezve van és

Fla)=g"(A—{F(B): B < a})

teljesiil minden a rendszdmra. Ehhez sziikségiink van a megfelel6 G operacié
definici¢jara. Konnyen lathaté, hogy az Osszes fiiggvényen definidlt G(f) =
g*(A—Ran(f)) megfeleld (itt, mint szokasos, Ran(f) az f fliggvény értékkészletét

jeloli). Jegyezziik meg, hogy F(a) € A U {t} mindig teljesiil.

1. Allitas. Ha o < f3 rendszamok, F(a) = t akkor F(8) = t.

Bizonyitas. Ha F(a) = t akkor {F(y) : v € @} O A igy a még ennél is nagyobb
{F () : v € B} le kell hogy fedje A-t.

2. Allitas. Ha o < 8 rendszamok, F(a) # t, F(B) # t, akkor F(a) # F(B).
Bizonyitds. Mivel F(a) #t, F(8) = g(A—{F(y) : v < }) tehat A — {F(v):

v < B}-nak egy eleme. De F(a)-t is levontuk, igy F(8) ettdl csak kiilonbozé
lehet.

3. Allitds. Van olyan o rendszdm, amire F(a) = t.

Bizonyitds. Ha nincs ilyen rendszam, akkor F a rendszdmokat A-ba képezi. F
értékkészlete, B = {z € A: z = F(a)} arészhalmazaxiéma értelmében halmaz.
A 2. Allitas szerint F injektiv, igy a potlas axiomaja értelmében a rendszamok,
azaz RSZ = {F !(z) : € B} halmazt alkotndnak, ami tudjuk, hogy nem igaz.
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A bizonyitas befejezéséhez legyen a a legkisebb rendszadm, amire F(a) =
t. Ekkor A = {F(y) : v < a} igy F (helyesebben annak F|& megszoritisa)
bijekciét ad & és A kozott és elértiik célunkat.

O

Adunk egy misik, szintén Zermelo-t6l szdirmaz6 bizonyitéast.

Misik bizonyitis. Legyen ismét adva az A halmaz és rajta a g kivalasztési fiiggvény,
tehdt ha X C A nemiires részhalmaz, akkor g(X) € X. Legyen

F = {(B, <): B C A, < jblrendezi B-t, ha x € B, akkor z = g(A — B|x)}

El8szor is azt llitjuk, hogy F halmaz. Valéban, F' elemei (B, R) alakiak, ahol B C A,
RCBxBCAXA,igy F részhalmaza P(A) x P(A x A)-nak.

Mésodszorra azt latjuk be, hogy ha (B1,<1),(B2,<2) € F, akkor By = By és
a rendezések is megegyeznek, vagy Bi C Bs, valamilyen x € Bs-re By = Bs|x és
a < rendezés a <, rendezés megszoritdsa Bi-re, vagy ugyanez forditva all (tehat
By C B, stb). Ehhez el6szor is azt jegyezziik meg, hogy a rendszdm-6sszehasonlitds
trichotémidjardl sz6lé tétel miatt van izomorfizmus vagy (Bi, <1} és (B2, <2) kozott,
vagy (Bi1,<1) és (B2,<2) egy elem §ltali szelete vagy (B2, <2) és (Bi1,<1) egy elem
altali szelete kozott. Szimmetria okokbdl feltehetjiik, hogy az elsé két eset valamelyike
4ll fenn és f egy izomorfizmus (Bi,<1) és (B2, <2) egy szelete kozott. Belatjuk (és
ez elég) hogy minden z-re f(z) = z. Valéban, ha ez nem igaz, van legkisebb z, amire
f(z) # z. Mivel izomorfizmusrél van sz6, f identikus Bi|z-en, és ezeket az elemeket
Bs-ben f(x) koveti, tehdt By|z = Ba|f(z). A feltételek miatt

& = g(A— Bilz) = g(A— Bifa) = (@),

ami ellentmondés.
Legyen

E= (J B

(B,<)EF

Ha = # y elemek E-ben, akkor van persze Bi, By, hogy x € Bi, y € By. Afentiek
szerint egyik tartalmazza a mésikat, igy xz,y € B2 (vagy forditva). Ezek szerint van
olyan B, amiben z és y Ossze vannak hasonlitva. De az Osszehasonlitds eredménye,
hidba veszlink kiilonb6z6 B-ket, csak egyféle lehet: ha x,y € B és x,y € Bs, akkor
(mondjuk) B; kezd8szelete Ba-nek, és azt is ldttuk, hogy a Bi-beli rendezés a Ba-beli
megszoritasa.

igy definidlhatjuk a < reldciét E-n: ha z,y € E, legyen & < y, ha ez fennéll minden
olyan (B,<) € F-re, amelyre z,y € B. Ez valéban rendezés lesz, mert kénnyen
ldthatéan tranzitiv.

Legyen most x € E. Vélasszunk egy (B, <) € F-et, amire x € B. A fent elmondot-
tak értelmében minden més (B', <') € F-re, amelyre x € B, a B'|z kezd8szelet azonos
a B|x kezdsszelettel, és rajta a rendezés is ugyanaz, ezért az E-beli E|x kezdszelettel
is azonos (nemcsak izomorf, de azonos is). Ezt azért hasznos tudni, mert a (B, <) € F
halmazok jélrendezettek, igy ott z-b6l nem indulhat végtelen csdkkend lanc, de akkor
(E, <)-ben sem, azaz a 38. Tétel értelmében (F, <) jélrendezett. Az is adédik ebbél,
hogy minden = € E-re

¢ =g(A - (Blz)) = g(A- (Elz)),
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tehdt (E, <) € F.

Azt allitjuk, hogy E = A és ezzel a tétel bizonyitdsit befejeztiik. Tegyiik fel,
hogy nem, tehét, hogy az A — E halmaz nemiires. Legyen t = g(A — E). Legyen
E' = EU{t} és vegyiik E'-nek azt a <' rendezését, amely megegyezik E rendezésével,
aminek a végére tessziik t-t. Ekkor (E',<') € F, azaz E' C E (emlékezziink FE
definicigjara) ami persze ellentmondés. o

Amikor Zermelo bebizonyitotta a jélrendezési tételt, heves tdmadédsok ke-
reszttlizébe keriilt. Ennek oka az, hogy példaul a valdés szdmok halmazinak
jolrendezhetGsége olyan &llitas, amely erdsen ellentmond tapasztalatainknak, a
bizonyitas nem ad semmilyen médszert ilyen jolrendezés elkészitésére. Kizarolag
a létezést igazolja, rdadasul indirekt médon (lasd a 3. Allitds bizonyitasét).
Mivel Zermelo bizonyitasa nyilvanvaléan jé volt, az abban felhasznélt kivalasztasi
axiémét kifogasoltak. Erre valaszul mutatta meg Zermelo, hogy, anélkiil, hogy
tudatositottak volna, mar kordbban is haszndltak ismert és egyszerii bizonyi-
tdsokban. Cohen munkdjibdl ma méar tudjuk, hogy a kivélasztisi axiéma fel-
haszndldsa nélkil azt sem tudjuk megmutatni, hogy a valés szamok halmaza
nem megszamlalhaté sok megszdmlalhaté halmaz unidja (de azzal a bizonyitdssal
nincs gond, hogy R nem megszdmldlhatd).

Jegyezziik meg, hogy a jolrendezési tétel megforditasa jéval kénnyebb.
54. Tétel. Ha minden halmaz jélrendezhet, akkor igaz a kivdlasztasi axioma.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy {A; : ¢ € I} nemiires halmazok tetszileges
rendszere. Legyen A = [J{A4; : i € I} az egyesitésiik. Feltevésiink szerint van
< jolrendezés A-n. Ezutdn konnyen megadhatunk egy olyan fliggvényt amely
minden halmazbdl kivélaszt egy elemet: legyen f(i) az A halmaz (nemiires) A;
részhalmazanak < szerinti legkisebb eleme. O

A jolrendezési tétel fontos kovetkezménye a szadmossagosszehasonlitds tri-
chotémija.
55. Tétel. Ha a és b szamossagok, akkor a < b, a = b vagy b < a.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy A szdmossiga a, B-é pedig b. A jblrendezési
tétel szerint mindkettdt jolrendezhetjiik, mondjuk (A, <) és (B,<) egy-egy
jolrendezésiik. A rendszdmosszehasonlités trichotémidja miatt ezek izomorfak,
vagy valamelyik a mdasik egy elem &altali kezdOszeletével izomorf. Mindkét eset-
ben (valamelyik irdny) injekciét kapunk A és B kozott. O

17 Minden vektortérnek van bazisa
56. Tétel. Minden vektortérnek van bdzisa.

Bizonyitas. Legyen V vektortér (tetszéleges test folott). A jélrendezési tétel sz-
erint van bijekcid, valamelyik o rendszamra, V' és & kozott. Az egyszerliség és az
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4ttekinthet8ség kedvéért haszndljuk az index-jelolést: V = {vg : B < a}. Definidljuk
B C V-t a kovetkez6képpen. vg € B pontosan akkor, ha vg nem &ll el§ {v, : v < S}
véges sok elemének linedris kombindciéjaként. Beldtjuk, hogy B a V vektortérnek
bazisa.

Ahhoz, hogy B linedrisan fiiggetlen, tegyik fel indirekten, hogy vg,,...,vs, € B,
és

)\11151 + -+ )\nvﬂn =0.

Az 4ltaldnossig megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy B1 < --- < B és A, # 0. Ekkor,

VBn = (_;_711) vg, + (_;_i) vg, + -+ (_)\;\nl) UBpn_1s

korébbi elemek linedris kombindcidja, igy nem vélasztottuk be B-be, ami ellentmondas.

Annak megmutatisihoz, hogy B generdtorrendszer, tegyiik fel, hogy vannak olyan
vektorok, melyeket B nem generdl. Ezeknek a vektoroknak a halmaza legyen {vg :
B € D}. Ekkor D nemiires részhalmaza a jélrendezett &-nak. Legyen 8 a legkisebb
elem D-ben. Mivel vg-t nem generdlja B, specidlisan vg ¢ B, ugyhogy (B definiciéja
miatt) vannak rendszdmok 81 < B2 < -+ < Bn < B hogy vg = Mvg, + -+ + Anvg, .
B minimalis vélasztdsa miatt, a vg,,...,vs, elemeket B mindet generdlja, igy ezek
linedris kombindacidjat, vg-t is, ami ismét ellentmondas.

E Tétel legfontosabb és legérdekesebb alkalmazéisait igy kapjuk, hogy egy olyan
vektortérre alkalmazzuk, amelyrdl nem vildgos, hogy van bazisa. Ez pedig R, a valds
szdmok, mint Q, a raciondlis szdmok teste feletti vektortér. Ennek a vektortérnek
a bdzisait Hamel-bdzisnak nevezziik. A kivilasztdsi axiéma nékil nem is lehet bi-
zonyitani Hamel bézis 1étezését.

Els6 ilyen alkalmazdsunk a Cauchy-féle fiiggvényegyenlet.

A Cauchy-féle fiiggvényegyenlet.

| fGcty)=£(x)+H(y)|

Itt a fliggvényegyenlet szé azt jelenti, hogy egyenletiink megolddsa nem valés vagy
mds szdm, hanem fiiggvény, masszéval az f(z + y) = f(z) + f(y) tulajdonsigi valés
fiiggvényeket keressiik. Ezeket nevezziik Cauchy-fiiggvényeknek. Konnyid ilyeneket
megadni, példdul az f(x) = 0 azonosan nulla fliggvény, az f(x) = x identikus fiiggvény,
altaldban minden f(x) = cr alaki fliggvény nyilvdnvaléan ilyen. A nagy kérdés az,
van-e mésfajta is.

Miel6tt ezt a kérdést megvilaszolndnk, felsoroljuk a Cauchy-fliggvények néhiny
tulajdonsagat.

57. Tétel. Legyen f Cauchy-fiiggvény. Ekkor
(a) f(nz)=nf(z), han=12,..,
(

b) f(0)=0,
(c) f(nz)=nf(x), han=-1,-2,...,
(d) f(rz) =rf(x), har raciondlis szdm,
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(e) f(z) = cx alaki, ha folytonos.

Bizonyitas.
(a) n-re indukciéval, a képletet haszndalva.
(b) Mivel £(0) + f(z) = f(x).
(c) Az el6z8 tulajdonsigot hasznélva, f(z) + f(—z) = f(0) = 0-bdl.
(d) Legyen r = & ahol p egész, q pozitiv egész. Felszorozva, a kivdnt egyenldséget

qf(z—’m) = pf(z) alakba hozhatjuk. Az eléz8ek ((a) illetve (c)) szerint mindkét
oldal f(pz)-szel egyenld.

(e) Legyen c = f(1)! (d) szerint f(z) = cx teljesiil minden raciondlis z-re. Ha pedig
z irraciondlis, akkor raciondlis szdmokkal konvergalhatunk hozza: z = limr,,
f(z) =lim f(r,) = limer, = cz. O

Ezutdn mély tételiink, az 55. Tétel kivetkezményeként megmutatjuk, hogy (ha igaz
a kivélasztasi axiéma, akkor) létezik a Cauchy-féle fiiggvényegyenletnek nem f(x) = cx
alaki megoldésa.

58. Tétel. A Cauchy-féle fiiggvényegyenletnek van nem f(x) = cx alakdi megolddsa.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy B = {b; : i« € I} Hamel-bdzis. Ekkor R minden el-
eme egyértelmten felirhaté B véges sok elemének raciondlis egyiitthatds linedris kom-
binacigjaként. A tovabbiak megértéséhez hasznosabb, ha azt mondjuk, hogy minden
z valés szam egyértelmien allithaté el

T = Z Aibi
i€

alakban, ahol minden A; raciondlis szdm, és koziiliik csak véges sok nem 0. Az eltérés
a kétféle koncepcié k6zott az, hogy itt a nulla tagokat is kiirjuk. Ez hasznosabb,
ha példdul nyomon akarjuk kdvetni, hogyan alakulnak a koordindtdk két valds szam
Osszeaddsakor. Valéban, ha még
y= Z Aibi
i€

akkor (z +y) (egyértelmil) felirdsa

zHy=D_ (\+ )b

i€

lesz.

Viélasszunk ki egy b;, € B elemet ! Definidljuk az f(x) fiiggvényt a kdvetkez6kép-
pen. Ha z € R, emeljiik ki fenti felirdsdbdl a A, bs, tagot, s annak \;, egyiitthatéja
legyen f(z) értéke. Az Gsszeadédsra vonatkozé fenti megjegyzésb6l azonnal kovetkezik,
hogy f(z +y) = f(z) + f(y) mindig teljesiilni fog. Be kell ldtnunk, hogy fiiggvényiink
nem irhaté f(z) = cx alakban. Ezt gy igazoljuk, hogy kiilonb6z6 = értékek behe-
lyettesitésével megprébaljuk eldonteni, mi lehet a ¢ értéke. Helyettesitsiink be elészor
x = bi,-t. Ekkor f(b;,) = 1, tehdt c értéke csak & lehet (ami nem nulla). Vélasszunk
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most egy mdsik b;; € B bdziselemet. Ennek felirdsat is ismerjik: b;, egyiitthatéja
1, minden mds egylitthaté 0. Ezért f(b;;) = 0 és igy c értéke csak 0 lehetne, s ezzel
ellentmondasra jutottunk. O

Kovetkezd alkalmazdsképpen beldtjuk azt a meglepd tényt, hogy az identitdsfiigg-
vény két periodikus fliggvény Osszege (persze, ilyenkor a periédusok nem Gsszemérhe-
t6ek).

” .z

59. Tétel. Az F(x) = x fiiggvény elbdll két periodikus fiiggvény dsszegeként.

"

Bizonyitas. Az el6z6 tételhez hasonléan jarunk el. Vilasszunk ki két elemet B-bol,
bio-t és bi;-et. Adott z € R-re legyen f(x) értéke z felirdsdban a Ai,b;, tag, g(z)-et
pedig igy definidljuk: g(z) = = — f(z) (tehét a tGbbi tag Osszege).

Azt fogjuk beldtni, hogy f(z) periodikus b;, periédussal, g(z) pedig periodikus b;,
periédussal (nem tévedés, a szerepek felcserélédnek). Ehhez elészor vizsgdljuk meg,
hogy hogyan fiigg Gssze = és x + b;; bazisbeli felirisa. Egyetlen tagban kiilonb6znek,
ez éppen a b;, -es tag, itt ugyanis az egylitthaté 1-gyel nagyobb x + b;, esetében. Tehét
az Osszes tObbi tag, igy az f(z)-nek vilasztott b;,-s tag is véltozatlan marad, és éppen
ezt akartuk beldtni. Hasonl6képpen ladthat6, hogy ha egy tetszbleges z-et x + b;,-
ra noveliink, egyetlen tag valtozik, a b;,-s, a tobbi tag, amelyek Gsszege éppen g(z),
ugyanaz marad.

60. Tétel. Az F(z) = z? fiiggvény nem 4ll el két periodikus fiiggvény Gsszegeként.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy F(x) = f(x) + g(x) ahol f(z) a szerint, g(x) pedig 8
szerint periodikus. Feltehetjik, hogy a > 0, 8 > 0. Azt éllitjuk, hogy ekkor

Fz+a+B8)—F(z+a)—F(x+8)+F(z)=0

azonosan teljesiil. A szerepl6 F értékeket felbontva f + g-re, majd csoportositva
l4thatd, hogy elég a fenti azonossdgot kiilon f-re és g-re beldtni. Azokra pedig igaz,
hiszen (a tagokat megfelelGen csoportositva)

[fl@e+a+p)—fl@+p)] + [-flz+a)+ f(2)] =0
és hasonléan
[9(z+a+B)—g(@z+a)] + [—-glz+B) +g(z)] =0.
Ez viszont F(z) = 2>-re nem teljesiil, hiszen
(x+a+8)° —(@+a) —(x+ ) +2° =208,
ami nem az azonosan 0 fiiggvény. O

Beléthaté, hogy az x” fiiggvény el84ll hirom periodikus fiiggvény Gsszegeként. Az
x3 fiiggvény nem, de el3ll négy Osszegeként, stb.

Feladatok. 1. Lassuk be, hogy ha egy Cauchy-fliggvény monoton, akkor cz alaki!
2. Elbéll-e az F(z) = z fiiggvény két folytonos periodikus fiiggvény Gsszegeként?

3. Bizonyitsuk be, hogy egy fliggvény, amelynek pontosan egy szakaddsi pontja van
(amely tehdt egy pont kivételével mindeniitt folytonos) nem allhat elé két periodikus
fiiggvény Gsszegeként.
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18 A Zorn-lemma

Az algebréban akivilsztdsi axidma helyett tobbnyire annak egy (els6 pillantdsra bony-
olultan megfogalmazott) ekvivalensét haszndljdk.

Egy (P, <) rendezett part részben rendezett halmaznak neveziink, ha < olyan
relacié P-n, amely a trichotémia kivételével a rendezés tulajdonsigait kielégiti. Azaz:
z < z sosem teljesiilhet, és £ < y,y < z esetén x < z mindig igaz. Részben ren-
dezett halmazra példa a pozitiv természetes szimok halmaza, ha a < b-t akkor frunk,
ha a valddi osztéja b-nek. vagy vehetjik a komplex szdmsik pontjait és ¢ < y-t ugy
definidljuk, hogy x balra &ll y-tél (tehdt ugyanazon a ,,vizszintes” egyenesen). De
érdekes médon barmilyen P halmaz részben rendezett halmazza tehetd, ha semelyik
két elemét nem hasonlitjuk Gssze, azaz z < y sosem teljesiil (teljesen rendezetlen hal-
maz). Haszndlni fogjuk az x < y jelolést is, ez természetesen azt jelenti, hogy = < y
vagy = =y teljestl.

Egy (P, <) részben rendezett halmaz esetén az L C P részhalmazt [dncnak nevez-
zlik, ha L barmely két eleme Gsszehasonlithaté, azaz z,y € L esetén x =y vagy ¢ < y
vagy y < z teljesiil. Fenti els6 példdnkban 2 hatvényai ldncot alkotnak. A mésodikban
a vizszintes egyenesek (és azok részhalmazai) a ldncok, a harmadikban pedig csak az
egyponti halmazok (és az iires halmaz).

Ha (P, <) részben rendezett halmaz és L benne lanc, akkor azt mondjuk, hogy a
z € P elem felsé korldt L szamara, ha = < z teljesil minden x € L-re.

Ha (P, <) részben rendezett halmaz, akkor x € P eleme mazimdlis, ha nincs
nila nagyobb elem, azaz olyan y € P, amelyre z < y teljesiil. Vigydzat ! Nem
azt koveteltiik meg, hogy y < z teljesiiljon minden y € P elemre. Ez utébbi tulaj-
donsagu elemet, a megkiilonboztetés kedvéért, legnagyobb elemnek nevezziikk. Kénnyen
1éthaté,hogy legnagyobb elem mindig maximdlis. Fenti harmadik példdnkban minden
elem maximilis, de nincs legnagyobb elem. Az elsé két példdban egyik tulajdonsigi
elem sincs. Ha az els6 példdban az Osszes természetes szdmot vettiik volna, akkor 0
maximalis, de nem legnagyobb lenne. Lathatjuk, hogy legnagyobb elem (ha van) csak
egy lehet, mig maximilis elem lehet tSbb is, akkor viszont nincs legnagyobb elem.

61. Tétel. (Zorn-lemma) Tegyiik fel, hogy a (P, <) részben rendezett halmazban
minden ldncnak van fels§ korldtja. Akkor (P, <)-ben van maximélis elem.

Bizonyitas. A jolrendezési tétel szerint P-nek van jolrendezése. Az 56. Tétel bi-
zonyitisdhoz hasonléan ezt igy fogalmazzuk: P = {p. : @ < ¢} alakban irhaté egy
alkalmas ¢ rendszdamra.

A stratégidnk az, hogy csindlunk egy L C P lincot, aminek meglesz az a tulaj-
donsdga, hogy ha egy p elem a lanc fels6 korldtja, akkor p maximélis P-ben.

Egymads utdn minden a < @-re eldontjik, hogy p. € L legyen-e vagy sem. Ez
tulajdonképpen transzfinit rekurziés eljards: minden a < @-re csindlunk valamit és
amikor egy adott a < ¢-vel foglalkozunk, mar tudjuk és felhasznaljuk a kordbbi lépések
eredményét.

El6szor is, legyen po € L. Tegyiik fel, hogy a transzfinit rekurzié soran elérkeztiink
az a-adik 1épésig, azaz el kell donteniink betegyiik-e po-t L-be, de minden 8 < a-ra
tudjuk, hogy pg € L teljestil-e.

Legyen eljardsunk a kovetkezl: tegylik po-t L-be pontosan akkor, ha p, nagyobb
az Osszes L-be vélasztott pg-ndl (8 < a-ra).
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Ily médon minden a < ¢-re eldontdttiik, hogy po € L igaz-e, masszéval definidltuk
az L C P részhalmazt. El6szor belatjuk, hogy L valéban lanc. Valéban, ha 8 < a és
P3,Pa € L, akkor p,-t szabdlyunk szerint csak Ugy valaszthattuk L-be, ha pg < pa,
azaz L birmely két eleme koziil az egyik nagyobb a mésikndl, L tehdt ldnc.

Ezért alkalmazhatjuk a tétel feltételét, van L elemeinek felsé korldtja. Ez persze
Po alaky, valamilyen o < ¢ rendszdmra. Azt kell beldtnunk, hogy p, maximadlis elem.
Tételezziik fel, indirekten, hogy nem az, valamelyik v < ¢ indexre p, > po. Gondoljuk
4t, hogy mit csindltunk, amikor p,-hoz értiink. Pontosan akkor vélasztottuk p,-t L-be,
ha nagyobb minden olyan pg-nél, ahol 8 < v és pg € L. p,-ra viszont ez a kovetelmny
teljesiil, ugyanis a fenti pg-ra pg < po (mivel p, felsé korlit L elemeire), tovadbbd
Pa < py feltevéseink szerint, azaz pg < p,. Ezért p, bevilasztottuk L-be. Ezzel
viszont megkaptuk a kivant ellentmonddst, hiszen egyrészt p, < p, mdésrészt py < pa
(mivel p, felsé korldt L elemeire). O

A Zorn-lemmit elsGsorban az algebrdban alkalmazzdk. Segitségével sokszor elke-
riilhet6 a transzfinit rekurzié hasznilata. Példaul konnyen bizonyithaté az 56. Tétel.
Legyen ugyanis V egy valamilyen test feletti vektortér. Alljon a P részben rendezett
halmaz V azon (véges vagy végtelen) A részhalmazaibél, amelyeknek minden véges
része linedrisan figgetlen, roviden tehdt: A linedrisan figgetlen. A részben rendezést
a kovetkez6képpen adjuk meg: ha A, B € P, A # B, akkor legyen A < B ha A C
B. El6szor belatjuk, hogy teljesiil a Zorn-lemma feltétele. Valéban, legyen L C P
(nemiires) lanc. Taldlunk egy olyan B € P elemet, amelyre A < B teljesiil minden A €
L esetén. Legyen B az Osszes L-beli elem (amelyek tehdt V részhalmazai) egyesitése.
Ekkor persze B C V is teljesiil és nyilvdnvaléan A C B minden A € L-re. Ezért,
ha beldtjuk, hogy B € P, akkor A < B minden A € L-re teljesiilni fog; B fels6
korlat L-re. Be kell tehdt ldtnunk, hogy B linedrisan fiiggetlen. Tegyiik fel, hogy
nem az, ekkor vannak vi,...,v, € B elemek és A1,..., A, nemnulla testbeli elemek,
hogy Aivi + -+ + Avp = 0 teljesiil. Mivel B-t az L-beli halmazok egyesitéseként
kaptuk, vannak A;,..., A, € L halmazok, hogy v; € Ai,...,v, € A,. Mivel L lénc,
az Ai,..., A, halmazok egymdst tartalmazzdk, azaz A; C --- C A, teljesiil, esetleg
nem ebben a sorrendben. De ekkor v1,...,v, benne lesz valamelyik A;-ben és ekkor
A; sem lehet linedrisan fiiggetlen, ami ellentmonds.

Teljesiil tehdt a Zorn-lemma feltétele a (P, <) részben rendezett halmazra, ezért
van benne maximadlis elem, legyen ilyen, mondjuk B. Azt allitjuk, hogy B bazisa
V-nek. Valéban, ha ez nem igaz, akkor B nem generdtorrendszer, igy van olyan
v € V vektor ami nem §ll el§ B-beli elemek linedris kombindciéjaként. Azt allitjuk,
hogy a B U {v} halmaz P-nek olyan eleme, amely szigordan nagyobb B-nél (és ezzel
meglesz az ellentmondds). Az biztos, hogy v nem eleme B-nek, ezért BU{v} szigorjan
bdvebb halmaz B-nél, igy csak azt kell bebizonyitanunk, hogy a B U {v} halmaz P-
ben van, azaz linedrisan figgetlen. Ez pedig egy linedris algebrabdl ismert okoskodés
miatt igaz: ha lenne A\jv1 + -+ - Apvn + Av = 0 alakd kombingcié, akkor nyilvdn A\ # 0
(hiszen B linedrisan fiiggetlen) igy dtosztdssal v-t ki tudndnk fejezni a B-beli vy, ..., v,

vektorokkal:
v = <_1) v + P + < n) .
“ U ! A "
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19 Xy

Eddig szdmos péld4t lattunk rendszdmokra (w, w?, w'®, stb), de ezek mind
megszadmlilhaté halmazok rendszdmai voltak. Ertelemszeriien vetddik fel a kér-
dés, hogy lehet-e nagyobb szdmossagu rendszadmokat késziteni. MielGtt ezt meg-
valaszolnank, el6szor is jegyezziik meg, hogy értelmes dolog rendszadm szdmos-
sagardl beszélni: adott rendszamu jélrendezett halmazok szdmossaga ugyanaz,
hiszen nemcsak hogy van kozottiik bijekcid, de speciélis (nevezetesen rende-
zéstartd) bijekcid is. A konkrétsag kedvéért definidlhatndnk az o rendszdm
szdmossagat, mint kedvenc o rendszamud mintahalmazunk, & szdmossdgat. Je-
gyezziik meg, hogy nagyobb rendszam szdmossaga is nagyobb, vagy egyenld,
hiszen a < 3 esetén & C f3 igy |a| < |B|

Ezutan az idézett kérdés igy szdl: létezik-e megszadmlalhaténdl nagyobb
rendszam ?

Az ,jigen” vélaszt kétféleképpen igazoljuk. Adunk egy rovid bizonyitdst a
jolrendezési tétel (tehdt a kivdlasztdsi axidma) segitségével, majd adunk egy
hosszabbat, elkeriilve annak hasznalatat.

Ha igaz a jolrendezési tétel, azaz minden halmaz elldthaté jélrendezéssel,
akkor a rendszdmok szdmossigai, azaz a j6lrendezett halmazok szadmossigai
azonosak a halmazok szdmossigaival. fgy abban a pillanatban belattuk nem
megszamlilhaté rendszam létezését, amikor mutatunk egy nem megszamlalhatéd
halmazt, ilyenre példa R.

Most egy olyan bizonyitast adunk, amely nem hasznilja a kivalasztasi axio-
maét.

62. Tétel. Van nem megszamldlhatd rendszam.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ez nem igaz, minden rendszam megszdmlalhato.
Legyen a rendszdm, (A4, <) pedig a rendszadmdi j6lrendezett halmaz. A feltevés
szerint |A| < Vg, igy van f: A — N injekcié (N a természetes szamok halmaza).
f bijekcié A és N valamelyik (esetleg valédi) B részhalmaza kozott. A szokott
médon f-et izomorfizmussd szervezhetjiik ha B-n a < rendezést megfeleléen
definidljuk: legyen z < y esetén f(z) < f(y). De ekkor a (B, <) jélrendezett
halmaz rendszama is a.

Kaptuk tehat, hogy minden « rendszdmhoz van a rendszédmi (B, <) jélren-
dezett halmaz, ahol B részhalmaza N-nek.

Legyen

U ={(B,<):BCN, (B,<) jélrendezett }.

Lassuk be, hogy U halmaz! A szokdsos médon, ehhez elég taldlni egy U; hal-
mazt, ami tartalmazza U minden elemét, hiszen ekkor a részhalmaz axidémat
alkalmazva kapjuk, hogy U is halmaz. U elemei rendezett parok, az els6 elem
mindig egy B C N részhalmaz, a mésik (visszaemlékezve a rendezés axiomatikus

s sz

részhalmaza, igy az U; = P(N) x P(N x N) vélasztis megfeleld.
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Ezutdn vegyiik azt az F operdciét, amely minden (B,<) € U elemhez
hozzérendeli annak rendszamat. Indirekt feltevésiink szerint igy megkapjuk
valamennyi rendszamot. Mésrészt, a pétlas axiémaja miatt,

{F(B,<)): (B,<) €U},
ami pedig az Osszes rendszamokkal egyenld, halmaz, ami ellentmondés. O

A rendszamtulajdonsagok minimalitdsdnak elve miatt igaz, hogy van legki-
sebb nem megszamlalhaté rendszam, ezt nevezziik el wq-nek, szdmossigat pedig
N;-nek. Tehat tudjuk, hogy Ng < N, minden a < w; rendszam megszamlalhaté
(véges, vagy végtelen) s6t még pontosabban: ha a < w akkor a véges, és ha
w < a < wp, akkor a szadmossiga Ng. Persze, ha a > w;, akkor szdmossiga
legaldbb N;.

63. Tétel. Ha a szamossag és a < Ny akkor a véges, vagy a = Ng, vagy a = N;.

Bizonyitas. Vegyiink egy N; szdmossdgi halmazt, mondjuk wi-ot. Ha a < ¥
akkor van a szdmossigti A C wy részhalmaz, de a 47.Tétel miatt tudjuk, hogy
A rendszdma egy valamilyen a < w; rendszam lesz, ezek szdmossigait pedig az
imént felsoroltuk: lehet véges, Ny vagy N;. O

Az eddigiekben tehat két kiilonb6z6 médon definidltunk egy-egy megszam-
ldlhaténdl nagyobb szdmossagot: c-t és Ni-et. A fenti tétel érdekessége az, hogy
megmutatja, hogy Ny az Ny-t szorosan kdvetd szadmossag, mig a kontinuumrdl
nem tudjuk ugyanezt. Mindenesetre N; < ¢, de hogy itt egyenloség all-e, nem
tudjuk eldonteni.

A kovetkezd tétel a kontinuum szdmossig egy masik tulajdonsdgat viszi 4t
N;-re.
64. Tétel. N2 = N,.
Bizonyitds. Megint persze N2 > N, trividlis, {gy N2 < N;-t kell bel4tni. Ehhez,
mivel N; szdmossigi mintahalmazunk wy, elég egy w; X Wy — Wi injekciét
taldlni. Ehelyett azt csindljuk — és ez elég — hogy jélrendezziik B = Wy X wi-t
és bebizonyitjuk, hogy rendszama, legfeljebb w; .

Készitsiik el a kovetkezé felbontast:

B=wixwi= ) B,

Y<wi

ahol B, = {(z,y):max(z,y) = v}. Tehdt v < wi-re By-ban vannak a (v, z)
alakd parok, ahol z < «y és az (x,~) alakd parok, ahol z < 7. Ez nyilvdnvaléan
az alaphalmaz diszjunkt halmazokra valé felbontdsa (tehat particiéja).

B-t a kivetkezSképpen rendezziik jol: minden B, -t tetszdlegesen? jélrende-
zlink, egymds kozt pedig névoéleg rendezziik Oket:

BO<BI<"'<B'y<"‘-

4Péld4ul a lexikografikus rendezés szerint: két par koziil azt tekintjiik kisebbnek amelyik
els6 koordindtdja kisebb, ha pedig egyenléek, a masodik koordindtdkat hasonlitjuk Ossze.
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Errél a jélrendezett halmazrdl kell bebizonyitani, hogy rendszama legfeljebb w; .
Ehelyett azt az ekvivalens &llitast bizonyitjuk be, hogy a rendszaménal kisebb
rendszadmok megszamlalhatéak, azaz az elem altal alkotott szeletek megszam-
lalhatdak.

Vegyiik tehdt B-nek egy elemét ! Ez tehat (z,y) € B alakd és z, y is
megszamlalhaté rendszdm. (z,y) € B,, ahol v = max(z,y). Az (z,y) altal
meghatdrozott kezddszelet 4ll egyrészt a B,-t megeléz B¢-kbdl, mésrészt ma-
ganak B,-nak egy részébdl (B, bels6 rendezésének (x,y)-t megel6z6 részébdl).
Ezt a halmazt csak noveljiik, ha a teljes B,-t beletesziik. Igy elég annyit bel4tni,

hogy
U B
€<y
megszamlalhaté.
Ez a halmaz egyszer(ibb, mint amilyennek latszik. Az elemei azok az (z,y)
péarok, amelyekre max(z, y) legfeljebb v, azaz = és y is legfeljebb v, azaz

{z:z <y} x{y:y<~}

form4lisan még vgy is felirhatjuk, hogy (¥ U {7}) x (U {7}). Ez valéban
megszamldlhaté: a feltevés szerint 4 megszamlalhatd, ehhez hozzadtunk egy
pontot (v-t) és az igy keletkezett, megszdmlalhaté halmaz Descartes-négyzetét
képeztiik, ami NoNg = Ng miatt szintén megszamlalhatd. O

20 Az alefek

Hogyan kozoljem mésokkal ezt a végtelen Alefet,
melyet csak alig fog fel félénk emlékezetem ?
(Jorge Luis Borges: Az Alef®)

Az el6zbekben elkészitettiik a legkisebb Ng-nédl nagyob szdmossdgot, és Ni-
nek neveztiik. Okoskoddsunkat elismételhetjiik Ni-re. Indirekt dton belatjuk,
hogy van rendszadm, aminek a szdmossiga nagyobb, mint N, hiszen kiilonben
minden rendszam reprezentalhaté lenne olyan halmazon, amely része wi-nak, de
akkor a rendszdmok halmazt alkotnanak. Van tehat N;i-nél nagyobb szdmossagu
rendszam, van legkisebb ilyen, s ezt elnevezhetjiik wa-nek. A szdmossdgat pedig
No-nek hivjuk. Ekkor tehat tudjuk, hogy az o rendszam szadmossaga

véges, ha a < w;

No, ha w < a < ws;

N1, ha wy < a < ws;

No, ha a = ws.

5Benyhe Janos forditdsa. Jorge Luis Borges védlogatott miivei. A haldl és az irdnytd.
Elbeszélések. Eurépa Konyvkiadé, Budapest, 1999
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Ezutéan azt is be tudjuk 1atni, hogy ha a szdmosség és a < Ny, akkor a véges,
vagy a = Ng, vagy a = N1, vagy a = Ng. Tehat sikeriilt a kozvetleniil kovetkezd
szamossagot megcsinalni.

Innen tovabbléphetiink és elkészithetjiik ws-at, aminek a szdmossagat Nsz-
nak nevezziik, és igy tovabb, definidljuk N4, N5 .. .-t, és a hozzajuk tartozé wy,
ws, .. -t. RoOgton felvetddik a kérdés, van-e végtelen szamossag No, Ny, No, ...
utan.

Ehhez el6szor is belatjuk, hogy van olyan « rendszdm, amelyre a > w,
teljesiil n = 1,2,...-re. Ha ugyanis ilyen rendszdm ne létezne, akkor (tagadva

oz

az el6z6 allitdst) minden o rendszdmra a < w, teljesiilne valamelyik n-re. Azaz
RSZ =wiUws---

lenne, igy a rendszamok halmazt alkotnanak, ami nem igaz.

Nevezzik tehdt w,-nak a legkisebb rendszdmot, ami minden w,nél (n =
1,2,...) nagyobb, vagy egyenld. Ennek szdmossdga ezek mindegyikénél nagy-
obb, hisz W, C W11 C W, miatt N, < |wy,|. Nevezzik a szdmossigat N,-nak.
Ekkor viszont tudjuk, hogy ha az a végtelen szamossagra a < N, akkor a csak
a felsorolt szamossiagok valamelyike lehet: Ng,Nq,...,N,. Valéban a csak vala-
milyen a < w,, rendszam szadmossiga lehet és ha a < w,,, akkor a < w, teljesiil
valamelyik n-re, az ilyen rendszamok szdmossigait pedig ismerjiik.

Az eddigi 1épések mutatjik, hogyan konstruéljuk meg, transzfinit indukciéval,
minden « rendszdmra az N, szdmossiagot és az w, rendszamot.

No-t mar ismerjiik, és legyen wy = w. Ha a rdkévetkezd rendszam, tehét
o = f 4+ 1 alaky, és Ng-t, wg-t ismerjiik, akkor legyen w, a legkisebb, Ng-
nal nagyobb szdmossdgu rendszam (ilyen van, a 60. Tételben szerepl6hoz ha-
sonl6 okoskodés szerint). Legyen tovdbba N, = |w,|, tehdt a megkonstrudlt
rendszam szadmossaga. Marad az az eset, amikor a limesz rendszdm. Ekkor az
indukcids hipotézis szerint feltehetjiik, hogy Ng-t és wg-t mar ismerjiik minden
B < « rendszdmra. Az el6z6 bekezdésbelihez hasonld okoskodéassal beldtjuk,
hogy van legkisebb olyan rendszam, amely minden wg-nél nagyobb (ha 8 < a),
legyen ez w,, szdmossiaga N,. Ismét az el6z0ekhez hasonléan lathatjuk be,
hogy ha « valamilyen rendszam és a < N, végtelen szamossag, akkor a csak az
Ro,...,Ng,... (8 < a) szdmossdgok valamelyike lehet.

Fontos, itt nem bizonyitandd tétel azt mondja ki, hogy ha feltessziik a
kivalasztdsi axiémét, akkor minden végtelen szamossdg N, alaki, tehat ez a
,,Sorozat” pontosan a végtelen szdmossagokat sorolja fel.

65. Tétel. N2 = X,.

Bizonyitas. a-ra vonatkozé transzfinit indukciéval. A 63. Tételben tulajdonképpen
a B+ 1 esetet lattuk be, most azt az okoskoddst ismételjiik meg az dltaldnos esetre.
82 > R, nyilvénvalé a szorzds monotonitdsabél, igy R2 < R,-t kell belatni. Ehhez,
mivel R, szdmossgi mintahalmazunk we, elég egy Wa X Wa — Wa injekciét taldlni.
Ehhez jélrendezziik B = wq X Wa-t és bebizonyitjuk, hogy rendszdma legfeljebb wq.
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Készitsiik el a kovetkezd felbontést:

B=w.xwa= |J B,

T<Wa

ahol By, = {(z,y):max(z,y) = 7}. Tehdt v < wq-re By-ban vannak a (7, z) alaki
parok, ahol z < v és az (z,v) alaki pérok, ahol x < . Ez az alaphalmaz diszjunkt
halmazokra valé felbontésa.

B-t a kovetkez6képpen rendezziik j6l: minden B,-t tetszGlegesen jélrendeziink,
egymds kozt pedig névileg rendezziik Gket:

BO<Bl<"'<B7<"'

Errél a jélrendezett halmazrél kell bebizonyitani, hogy rendszdma legfeljebb w,. Ehe-
lyett azt az ekvivalens allitast bizonyitjuk be, hogy a rendszamanal kisebb rendszamok
kisebbek wq-ndl, azaz az elem altal alkotott szeletek szdmossagai N,-ndal kisebbek.

Vegyiik tehdt B-nek egy elemét ! Ez tehdt (x,y) € B alaki ahol z és y wq-nél
kisebb rendszém. (z,y) € B,, ahol v = max(z,y). Az (z,y) &ltal meghatrozott
kezdGszelet 4ll egyrészt a B,-t megel6z6 Be-kbdl, mdésrészt magénak B,-nak egy
részéb8l (B, belsé rendezésének (z,y)-t megeléz8 részébbl). Ezt a halmazt csak
noveljiik, ha a teljes B,-t beletesziik. fgy elég annyit beldtni, hogy

s

<y

szdmossiga kisebb, mint N, .

E halmaz elemei azok az (x,y) parok, amelyekre max(z,y) legfeljebb v, azaz z és

y is legfeljebb v, azaz
{z:e <y} x{y:y<q}
formélisan még ugy is felithatjuk, hogy (? U {’y}) X (? U {’y})

Ha v véges, akkor ez a halmaz véges, tehat R,-ndl kisebb szdmossigi. Ha -~y
végtelen, akkor |§| = Ng valamilyen 0 < 8 < a-ra. Ekkor ﬁ U {’y}) szdmossiga
Ng + 1, de ez a 24. Tétel utdni megjegyzés miatt Ng-val egyenls. A Descartes-szorzat
szamossdgdra azt kapjuk, hogy: |(§U {’y}) X (7U {'y}) | = Nj = N (itt hasznaltuk fel
az indukcibt) és ez valéban kisebb R, -nil. O

Tételiinknek nagyon fontos kdvetkezménye azt mondja ki, hogy végtelen
szamossagokra az Gsszeadas és a szorzas olyan egyszerli, amilyen egyszerii csak
lehet.

66. Tétel. Ha a és b végtelen szdmossagok, akkor a + b = ab = max(a, b).

Bizonyitas. Minden végtelen szdmossig N, alakban frhaté, igy a = N,, b = Ng
alkalmas «, 8 rendszamokra. Tegyiik fel, hogy példaul 8 < a. Ekkor b < a,
azaz a = max(a, b). A kivint Oszeg, illetve szorzat:

azNaSNa+NB < 2N, <N, =N, =a,

azNaSNﬂNaSNaNazNazaa
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a miiveletek szokdsos monotonitdsat, illetve N2 = N,-et hasznélva. O

Persze, most mar tetszdleges két szadmossag Osszegét és szorzatat tudjuk,
hiszen, ha a végtelen, n véges, akkor a 24. Tétel utan kiszdmoltuk, hogy a +
n = a, a szorzatra pedig azt mondhatjuk, hogy n = 0-ra an értéke nyilvan 0,
egyébként pedig a fentihez hasonléan a < an < a? = a.

21 A kontinuumbhipotézis

Nem tudjuk és Godel és Cohen eredményei alapjan tudjuk, hogy nem is tud-
hatjuk, hogy igaz-e a kontinuumhipotézis, azaz ¢ = R;. De feltehetjiik, mint dj
axiémaét és segitségével tételeket bizonyithatunk be. Egy ilyen tétel a kovetkezd.

67. Tétel. (Sierpinski) Ha igaz a kontinuumhipotézis, akkor a sik felbon-
thato két részre ugy, hogy az egyiknek minden fiiggbleges, a mdsiknak minden
vizszintes egyenessel valé metszete megszamlalhato.

Bizonyitds. A ¢ = N; feltevés szerint van bijekcié a megszadmlalhaté rendszdmok
@; halmaza és a valés szdmok R halmaza kozott. A fliggvényjelolés helyett in-
dexjelolést haszndlunk, tehat azt irjuk, hogy R = {r, : @ < wy1}. Ezekutdn az
R? = AUB felbontést a kdvetkezéképpen definidljuk: ha (z,y) € R2, frjuk z-et
x = rq, y-t y = rg alakban. Ha o < § akkor (z,y)-t A-ba, egyébként B-be
tessziik.

Vegyiink ezekutdn egy vizszintes egyenest. Ez persze L = {{z,c) : z € R}
alakban frhaté. Ha most ¢ = rg valamilyen 8 < w; megszadmlalhaté rendszdmra,
akkor A N L elemei azok az {(x,c) parok lesznek, ahol x = r, valamilyen
a < [ rendszamra, és ilyen rendszdm csak megszamlilhaté sok van, ezért
ANL megszamlalhaté. Hasonléképpen kaphatjuk, hogy ha L fiiggbleges egyenes,
akkor B N L megszamlalhaté. O

Erdekes médon az utébbi tétel megfordithatd.

68. Tétel. Ha a sik felbonthato két részre gy, hogy az egyiknek minden fiiggéleges,
a mdsiknak minden vizszintes egyenessel val6 metszete megszamlalhato, akkor igaz a
kontinuumhipotézis.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy R> = A U B, ahol A-nak minden vizszintes, B-nek
minden fiiggéleges egyenessel val6 metszete megszdmldlhat; de a kontinuumhipotézis
nem teljesiil. Ekkor — mivel Xo nem lehet — a kontinuum értéke legaldbb X2. Legyen
{L; : i € I} R, vizszintes és {M; : j € J} X; fliggbleges egyenes. Minden i € I-re és
j € J-re az L; és M; egyenes egy pontban metszi egymadst, nevezziik ezt p;;-nek.
Vizsgdljunk el6szor egyetlen L; egyenest ! L;-nek az N; kiilonboz6 fiiggbleges
egyenessel N1 p;; metszéspontja van, a felbontdsra tett kik6tés szerint nem lehet mind
A-beli. Van tehdt olyan j € J, amelyre p;; € B. Rendeljlink hozz4 az ¢ € I értékhez
egy ilyen j € J-t. Ezzel definidltunk egy f : I — J fiiggvényt. Emlékezziink: |I| = R,,
|J] = R;. Ha minden j € J érték teljes inverz képe megszadmldlhat6 lenne, akkor I,
azaz az Osszes érték teljes inverz képének halmaza legfeljebb RoR; = N; szdmosségu,
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ami ellentmondés. Van tehdt olyan j € J érték, amelyet f t6bb mint No-szor vesz
fel. Ez azt jelenti, hogy van N; olyan 4, amelyre p;; € B, azaz az M; (figg6leges)
egyenesen B-nek t6bb, mint Ry pontja lenne, ami ellentmondés. O

22 Konig Gyula tétele

A jélrendezési tétel szerint a kontinuum szdmossig értéke R, valamilyen « rendszdmra,
de nem deriilt ki, melyik a-ra. Persze, Cantor tétele miatt, « = 0 nem lehet. Mint
lattuk, az a = 1 kérdés, azaz a kontinuumprobléma, eldonthetetlen. Axiémarendsze-
riinkben ezt az allitdst nem tudjuk sem bizonyitani, sem céfolni. Hasonl6 a helyzet az
a = 2 kérdéssel, tehdt a ¢ = Ny kérdés is eldonthetetlen axiémarendszeriinkben. Van
azonban olyan tétel, amely informéciét ad arra, hogy ¢ = R, milyen a-ra teljesiilhet.

69. Tétel. (Kénig Gyula tétele) ¢ # N,
Bizonyitas. Egy dllitasra van szlikségiink.
Allitds. Ro + Ry + Ry +--- = R,

Bizonyitas. A monotonitds miatt
N0+N1 +N2+ SNw+Nw+Nu}+:NONw ZNOO

a 65. Tétel miatt. Belattunk tehdt annyit, hogy a baloldal kisebb vagy egyenlé a
jobboldalnél.

A miésik irdnyhoz gondoljuk &t a kovetkezOket. Az Wo + Wi + Ny + --- Gsszeg
legaldbb akkora, mint barmelyik tagja (az Osszeadds monotonitisa miatt) de mivel
minden tagndl nagyobb a kovetkezd, ez az Gsszeg minden tagjandl szigordian nagyobb
lesz. A legkisebb szdmossdg, amely nagyobb, mint Ro,Ni,... éppen R, tehdt azt
kaptuk, hogy No + 81 +RNa+--- > N,,. Az ekvivalencia tétel miatt, a két egyenlStlenség
(a mar megszokott médon) adja az egyenl8séget. o

Visszatérve a tétel bizonyitdsihoz, azt fogjuk beldtni, hogy R¥0 # R,. Ez elég,
hiszen ¢ = c-t beldttuk (30. Tétel), igy ¢ nem lehet egyenld R, -val.

Tegyiik fel teh4t, hogy 8RN0 £ R, és legyen A R, szdmossigi halmaz ! Vegyiik a
C = NA halmazt, tehit az N-bdl (a természetes szdmok halmazébél) A-ba képezd
Osszes fiiggvények halmazat. Ennek szamossiga |A|N = RR0 | azaz, indirekt fel-
tevésiink szerint, ismét R,,. Az Allitds szerint C felbonthaté, mint C = CoUCUC1U- - -,
ahol C,, szamossaga éppen R,,.

Belatjuk, hogy van olyan g € C elem, amelyik semelyik C,-ben sincs benne. Ez
természetesen ellentmondés lesz. A g : N — A fliggvényt a kovetkez6képpen adjuk
meg. Tetszéleges n € N természetes szdmra vegyik az A, = {f(n) : n € Cp}
halmazt. Mivel |C,| = Ry, és A, tulajdonképpen egy Cyr-en definidlt leképezés képe,
A, szdmossdga legfeljebb R,, (szirjektiv fiiggvény csak csokkentheti a szdmossdgot).
Ezért A, nem lehet azonos az egész A halmazzal (hiszen A szdmossdga N, mig A,-é
legfeljebb R,). Van tehdt A-beli elem, ami nincs benne A,-ben, legyen g(n) egy ilyen
elem. Azt §llitjuk, hogy az igy definidlt g : N — A fiiggvény benne van C-ben, de
nincs benne Co UC1 Uy U -- --ben. Az els6 allitds vildgos, a a mésodik pedig onnan
adédik, hogy barmelyik konkrét Cp-et is vesszik, g € C, lehetetlen, hiszen g(n)-et
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dgy vélasztottuk meg, hogy ez ne teljesiilhessen (a g fiiggvény n helyen felvett értéke
nem olyan érték, amelyet Cp-beli fiiggvény az n helyen felvesz). o

Erdemes észrevenni, hogy bizonyitasunk nagyon hasonlit egy mdsik bizonyitdshoz;
a valés szdmok halmaza nem megszdmlalhaté voltdt ugyanigy igazoltuk (végtelen sok
lépéssel, atlézdssal, minden lépésben egy-egy feltételt kielégitve). ValGjdban a két
allitds koz0s altaldnositdsa konnyen megfogalmazhaté és hasonléan bizonyithaté: a
kontinuum értéke nem lehet olyan szamossag, amely el6all megszamlalhaté sok kisebb
szdmossag Osszegeként.

A tétel mésik érdekessége, hogy bebizonyitja ugyan ¢ # R,-t, de nem ad dtmutatist
arra nézve, hogy c kisebb vagy nagyobb-e, mint R,. Okkal: az axiémarendszer ezt
nem tudja eldonteni. Mint Solovay (nem sokkal Cohen felfedezése utdn) megmutatta,
csakis a fenti tulajdonsigu végtelen szdmossagokrdl, tehdt No, Ny, N, 2,. .. lehet meg-
mutatni, hogy nem lehet a kontinuum értéke, minden més végtelen szamossag, tehat
Ny, Ny, .., Nw+1, Nw+2, ... lehet ¢ értéke.

23 Néhany halmaz definicigja

Ebben a fejezetben dttekintjiik, hogyan illeszthetjiik be axiomatikus targyaldsmédunk-
ba a matematika legfontosabb halmazait, azaz hogyan definidlhatjuk N-et, Z-t, Q-t,
R-et, C-t az ires halmazbdl az axiémék segitségével.

Komplex szadmok. C legyen egyszertien R x R (ellitva a megfelel§ miveletekkel).

Egész szamok. Hagyomdényosan az egész szdmok halmazit Ugy definidljuk, hogy
végiggondoljuk, mit jelent egy félgylri kiterjesztése gyirivé, azaz Osszeadédssal és
szorzassal (és megfelel6 azonossdgokkal) rendelkez§ halmazt olyan bévitése, melyben
kivonni is korldtlanul tudunk.

Ehhez az A = N x N (azaz a természetes szimokbdl 4ll6 rendezett parokbdl 4ll6)
halmazon vezessiik be a kovetkez6 ekvivalencia-relaciét:

(a’ b) ~ <c7 d):

ha a — b = ¢ — d. Ezt azonban nem kdéthetjiik ki feltételnek, hiszen éppen, hogy nincs
definidlva példdul 1 — 2 = 2 — 3, ezért igy irjuk 4t a fenti azonossdgot: a +d = b+ c.
El6szor be kell bizonyitani, hogy ez valéban ekvivalencia-reldcié. Ezutdn az egész
szdmokat, mint az ekvivalencia-osztélyokat definidljuk, megjegyezve, hogy az (x, 0) par
ekvivalencia-osztélya lesz ,,tulajdonképpen” az z természetes szdm (z = 0,1,...-re).
Végiil definidljuk az algebrailag érdekes miiveleteket: ha (a,b) osztdlyat [(a, b)]-vel
jeloljiik, akkor
[(a,0)] + [(c; )] = [(a + c,b+ d)],

stb. Szdmos dolgot kell ellenérizni, legelGszor, hogy a miivelet eredménye nem fiigg
attdl hogy az osztélyt melyik elemével reprezentdltuk (ismerds!), egészen addig, hogy
T # y esetén az [(x, 0)] osztdly nem esik egybe az [(y, 0)] osztéllyal. (Az miért lenne
baj?)

Racionalis szamok. A raciondlis szimokat ehhez hasonléan lehet definidlni: dltaldnos

”w_ "

eljarast adva arra, hogyan lehet gyirit testbe dgyazni.
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Egy ~ ekvivalencia-relaciét definidlunk a

Z x (Z —{0})
halmazon, tehdt azon (a,b) pdrok halmazin, ahol a egész, b pedig 0-tél kiilonbdzé
egész. Persze, azt szeretnénk, ha akkor lenne (a,b) ~ (c,d), ha
a_c
b d’
de mivel egyel6re nem hasznédlhatjuk az osztas fogalmét, ezt

ad = be

alakban irjuk &t.

Ezutén a miiveleteket a kézenfekvsé mddon definidljuk: az (a, b)-t tartalmazé és a
{c,d)-t tartalmazé osztdlyok Osszege legyen az (ad + bc,bd) pért tartalmazé osztdly,
stb.

Valés szamok.
R (egyik) jolismert definiciéja Dedekind szeleteket haszndl:

R = {(A, B) : (A, B) Dedekind szelet },

ahol az (A, B) par Dedekind szelet, ha
1. A, BCQ;
2. A, B # 0
3. A lefelé zéart, azaz v < y € A esetén x € A;
4. ANB=0, AUB=Q;
5. A-nak nincs legnagyobb eleme.

A titkos gondolat persze az, hogy az z € R val6s szdmot (A, B)-vel azonositjuk,
ahol A a ndla kisebb racionélis szdmok halmaza, B = Q — A. Azt persze konnyt (de
elengedhetetlen) beldtni, hogy R halmaz: hiszen részhalmaza P(Q) x P(Q)-nak.

Természetes szamok. N legyen w. De ezt hogyan adjuk meg ?

Legyen 0 = 0. 1 = {0}, azaz 1 = {0}. Tovébbs 2 = {0,1}, azaz 2 = {0,{0}},
3=1{0,1,2} = {(0, {0}, {(0, {0}}}, stb. Ezekutdn legyen N ezen halmazok halmaza.
De hogy adjuk meg ezt a halmazt axiomatikusan?

A kovetkezd a triikkje: nevezziink induktivnak egy A halmazt, ha a kdvetkez6 két
tulajdonsag teljesiil ra:

1. e A
2. haz € A, akkor (:c u {:c}) € A
Lathat6, hogy N induktiv, és N C A minden induktiv A halmazra. Teh4t:

N:ﬂA,

A induktiv
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és valéban ez N definiciéja. Itt persze osztalynyi sok halmaz metszetét kell képezni, de,
mint l4ttuk, ezzel nincs gond. (Igaz, csak akkor, ha tudjuk, hogy van ilyen, tehdt in-
duktiv halmaz. Rovid gondolkodds utan érezziik, hogy ha valami, akkor a végtelen hal-
maz axiémdja az ami segithet, és valéban ezen axiémét hagyomdnyosan gy mondjik
ki, hogy létezik induktiv halmaz.)

Egy végs6 kellemetlenség: az egyértelmi definicié kedvéért valamennyi 1épésben
a mér addig definidlt objektumokat be kell illeszteni az jabbak kozé. Igy példaul a
komplex szamok C halmaza R x R-ként van definidlva, de ebben szerepelnek a mér
megkonstrudlt valés szdmok is, ezeket be kell illeszteniink, azaz helyesen

C=(®RxR)-(Rx{0})UR.

24 Neumann-rendszamok

Legsilyosabb addssigunk a rendszdm és a szamossig definiciéja.
Neumann Janostdl szdrmazik az a szép Gtlet, hogy minden rendszdmot azonosit-
sunk a néla kisebb rendszamok halmazaval, azaz legyen

a=a

minden o rendszdmra. Ezt szdmos konkrét példdra meg is tettiik (igy definidltuk a
természetes szdmokat: 0,1,2, ..., vagy példaul w-t).
Latszélag a fenti definici6 a transzfinit rekurzié tételével gondtalanul kivitelezhetd:

Fla) ={F(B) : B <o},

valdjdban ezt nem haszndlhatjuk a rendszamok definicidjara, mert a transzfinit rekurzid
tételének bizonyitdsdhoz mér felhaszniltuk a rendszdm, rendszdmok halmaza, stb. fo-
galmat. gy hibss kor keletkezik.

A helyes eljirés az, hogy a rendszdm fogalma nélkiil definidljuk a Neumann &ltal
elkészitett halmazokat. Ez a definicié a kovetkezd: egy X halmazt nevezziink Neumann-
rendszdmnak, ha

1. X tranzitiv, azaz x € y € X esetén z € X;
2. (X, E) j6lrendezett, ahol z,y € X esetén z, y az E reldciéban &ll, ha z € y.

A Neumann-rendszamok éppen azel6z6 értelemben definidlt halmazok. Ahhoz,
hogy beldssuk, a Neumann-rendszdmok valéban haszndlhaték rendszdmdefiniciénak,
a kovetkez$ nehéz tételt® kell bebizonyitani: ha az (A, <) halmaz jélrendezett, akkor
létezik pontosan egy olyan X Neumann-rendszdm, hogy (4, <) ~ (X, E).

Ezutén egy jolrendezett halmaz rendszdmét a kovetkez6képpen definidljuk: (A, <)
rendszdma legyen az az X (egyetlen) Neumann-rendszdm, amelyre teljesil (A, <) ~
(X, E).

8Bizonyitasat 1asd az Irodalomjegyzékben megadott Hajnal-Hamburger-féle tankényvben.
E konyv egyébként, a mienkétdl eltérden, a fent emlitett korrekt médon vezeti be a rendszam
fogalmat.
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A Neumann-féle rendszdmdefinicié lehet6vé teszi, hogy (végre) definidljuk a szé-
mossdgot. Ehhez a jélrendezési tételt haszniljuk fel. Annak értelmében minden A
halmazhoz van legkisebb a rendszdm, hogy A-nak van « rendszdmu jélrendezése.
Rendeljiik hozzd A-hoz, mint szdmossigot, ezt az a rendszdmot. Ez rendelkezik a
szdmossigtél megkovetelt tulajdonsiggal: ha A ~ B, akkor azonosak jélrendezéseik
rendszdmai, igy a legkisebb is, és megforditva, ha van azonos rendszdmra torténd
jélrendezésiik, akkor A ~ B. Tehdt a definicié a kovetkezo:

Al = X,

ahol X az egyetlen Neumann-rendszdm, amelyre A ~ X, de A 4AY, haY € X.

Jegyezziik meg, hogy a szdmossag fenti definicidja olyan, hogy minden A hal-
mazra annak |A| szdmossiga maga is |A| szdmossdgd halmaz. Ezt nem koveteltiik
meg, amikor leszégeztiik, hogy milyen tulajdonsdggal kell rendelkezni a szdmossag-
operaciénak, ez tobblet. Segitségével viszont rendbetehetjiik a rendtipus definicidjét
is: ha (A, <) rendezett halmaz, legyen (A, <) rendtipusa az osszes (X, <) rendezett
halmazok halmaza, ahol az X Neumann-rendszdm A szdmossiga, és (X, <) ~ (4, <).
Ez halmaz, mert része {X } x P(X X X)-nek, és val6ban (A, <) és (B, <) esetén akkor
és csak akkor azonos, ha a megfelel§ X azonos (tehdt |A| = |B|) és (4, <) ~ (B, <).

Egy utolsé simitds: mivel a rendszdmokat mar kordbban definidltuk, jélrendezett
halmazok rendtipusidt nem a fenti médon adjuk meg, hanem természetesen a hozzi-
rendelt (Neumann-)rendszdmmal.

59



25 A gorog betiik
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