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Motivacio |. (altalanos)

e mintazatképzédés szabalyozasa

& mikroskalaja racsok, mintazatok konstrukcidja

¢, pontforrasok” hatasanak modellezése

e Liesegang-jelenség: egyszerl, a mechanizmusa ismert, de:

& Leir a modell minden megfigyelt instabiltast?
& Miért nem reprodukalhaté mindig a jelenség?

¢ Lehet forditott mintazatokat is reprodukalni?
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Motivacio Il. (a vizsgalt eset)

e Egy- és kétdimenzids esetek sszehasonlitésa.

& Dinamika egy dimenziéban:

> Kezdeti concentracié |.

> Kezdeti concentracié |l.

> kvalitativ kép ugyanaz



Kozéppontosan szimmetrikus Liesegang-gyiiriik szimulacié egy mozgé grid médszerrel

o Megfigyelések 2 dimenzids kdzéppontosan szimmetrikus elrendezés esetén:

> "Szokasos' Liesegang-mintazat

H-J. Krug and H. Brandtstddter, J. Phys. Chem. A 103(39),
I. Lagzi, A. Volford and A. Biki, Chem. Phys. Lett. 396
(2004)
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> Nem alakul ki mintazat bizonyos R belsé sugar esetén.

M. Ripszém et. al, Chem. Phys. Lett. 414 (2005),
R. Sultan and S. Panjarian, Physica D 157 (2001)

e Hogy magyarazhato6 és szimulalhaté ez a dinamika?
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Nehézségek a (numerikus) szimulaciéban

® pontszer( forrasok

® nagy koncentraciékiilonbség a mintazatok hataran

& nagy szamitasidé

& nagy hiba lehetésége a mintazatok hataran.
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A szimulacié vazlata

e Sziikségesek:

& a mechanizmus j6 modellje
> reakcio-diffazids egyenlet megfelels peremfeltételekkel

> a mintazatképzédést megadé egyenlet

& a fentieknek megfelel6 numerikus médszer
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A mechanizmus modellje

e Az egyes lépések:

& Egy egyszeri elsérendi rekcio:
A4+ B —C

& A C' anyagfajta fazisszeparacidja:
- kis sdrdségii allapot (gyakorlatban: nem latuk csapadékot)

- nagy striségd allapot (gyakorlatban: csapadékot észleliink)

C' — Chigh + Ciow

T. Antal, M. Droz, J. Magnin, Z. Racz, Phys. Rew.

(1999)

Lett.

83(15)



Kozéppontosan szimmetrikus Liesegang-gyiiriik szimulacié egy mozgé grid médszerrel

A megfelel6 egyenletek 2 dimenzidban

e A modelljihez tartozé PDE rendszer
owa(t,x,y) = D, Aa(t,xz,y) — ke a(t, z, y)b(t, =, y)
0:b(t,x,y) = Dy Ab(t,x,y) — ke a(t, z,y)b(t, x,y)
Owc(t,x,y) = =X A(ec(t,z,y) — c3(t, x,y)+ oAc(t,z,y))
+ kc Cl,(t, X, y)b(ta x, y)7
ahol a, b, ill. caz A, B, ill. C koncentraciéjat jeldli
(2)-(3) és (4) utolsé tagja felel meg (1)-nek

(4) els6 fele a Cahn - Hilliard - egyenlet a ¢ koncentraciéra vonatkozélag

a szimulaciéban dimenzidmentes alakot valasztottunk; a konstansok:

D,=Dy=1, ke=1, A=e=0=v=1
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Az egyenletek 2 dimenziéban (folytatas)

o Megjegyzések:

& Hasonlé egyenletek igazak 1 és 3 dimenzidban is.
¢ A kapott (4) negyedrendi nemlinearis PDE, semmi remény analitikus megoldasra.
O citt egy ,atskalazott” koncentracio; -1 és 1 kozt valtozik:

> -1: kis stirtiségi allapot

> 1: nagy sir(iségi allapot.
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11

A kozéppontosan szimmetrikus elrendezés

e Koordinatatranszformacié:

a(t,z,y) =a(t,r)  b(t,z,y) ="b(t,r)

aholt € (0,T) ésr € (1o, Ro).
e A megfelels egyenletek:

D,
0ra = — [Ora + r0rral — k. ab
r

c(t,z,y) = c(t,r),

D
T
1 1 3, 1
Oc=|————=+-c| Oct+ |-1+ —| Onc
T T T T

2
+ 87“7“63 _ _8T7“TC _ arrrrc + kc a

/'fa

b,
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Kezdeti és peremfeltételek a (5)-(8)

egyenletekhez

o Kezdeti feltételek:

a(0,7) =0, b(0,r) =1 and ¢(0,r) = —1 forr € (rg, Ro).

12
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13
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Initial and boundary conditions for (5)-(8) (continued)

o Peremfeltételek:

o - A kisérletekben A folyamatosan aramlik be:
- Ennek megfeleléen a rogzitett a hataron ésitt a >> b.

& - A kisérletekben A-bdl csapadék képzédik, B a gélben marad.
- Ennek megfelelsen a semelyik anyagfajta nem aramlik ki a ,,nagy’ gyiiribal.

a(t,rg) = 100, O,a(t, Ry) =0 fort e (0,T)
87»1)(75, ’f’()) = &,b(t, Ro) =0 fort e (O, T)
Orc(t,rg) = Orc(t, Ry) =0 fort e (0,7T),
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Initial and boundary conditions for (5)-(8) (continued)

e - A kisérletekben a C' csapadék ,,nem ér el” a kiilsé hatarig, a belsé hataron pedig még
nem képzédik.

- Ennek megfeleléen ¢ dsszes helykoordinata szerinti derivaltja itt nulla
Ord(t, r9) = 0.d(t, Ry) =0 fort € (0,T),

ahol d = O,..c egy ,mesterésges” valtozd.

o Kezdeti feltétel d-re: d(0,7) =0 for r € (rg, Rp)-
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A (2)-(4)-ben adott rendszer dinamikaja

e |1 A (2)-(3) megoldasainak dinamikaja
& nagy A- koncentracié = B eltiinik
& ha B nincs jelen, akkor A eloszlasat a diffazié hatarozza meg.
¢ a exponencialis csokkenése (a kozépponttdl mérve)

¢ ab exponencialis csokkenése (a kdzépponttsl mérve)

16
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A (2)-(4)-ben adott rendszer dinamikaja - folytatas

e (' mennyiségének valtozasa

o gy is vehetjiik:
A dinamikat a Cahn-Hilliard hatarozza meg, ahol forrastagként a (2)-(3)-bsl adéds
mennyiséget kell venni.

& c-re vonatkozé szabad energia:
L 5 o, 1 2
E(c(t, ) = —(c” —1 —|V
(e(t. ) = [ 36 =17 +3IVe

& & legfontosabb tulajdonsaga:
t — E(c(t))

monoton csokkend, ha a k, - ab forrastag nincs jelen.
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A fenti allitas bizonyitasanal fontos a -hoz tartozé peremfeltételek.
& Egyensalyi allapotok: ¢ =1, ¢ = —1.

> 1 dimenziéban ismert egyensulyi allapot: nagy és kis siirliségii allapotok vannak
jelen, a kozottiik levd atmenet a

€T
tanh —

V2

tipusa fliggvénnyel adhaté meg.

& Az 1 dimenziés CH egyenlet megoldhatésaga, dinamikaja az £ fliggvény hasznalatan
alapul.

C. M. Elliott and S. Zheng, Arch. Rat. Mech. Anal. 96, 339
(1986) .
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A (2)-(4)-ben adott rendszer dinamikaja - folytatas

e A c valtozasa - folytatas:

&

&

Kezdeti allapot: ¢(0,7) = —1 = &(c(0)) = 0.

Ahogy telik az id6, C' eloszlasa a forrastag miatt valtozik, de £(c)-nek csdkkennie
kell.

Egy 2 vagy 3 gylribél allé csapadékrendszernek van egy minimalis energidja . Ha
olyan kevés C' anyagfajta képzédik (egy kis bels6 gyiirtiben), hogy az nem éri el ezt
az energiaszintet, akkor nem lesz mintazatképz&deés.
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EGY hatékony szimulacioés eljaras: VD diszkretizacié mozgd
racson

o F& cél: a szokasos ,vonalak mddszerét” fejleszteni:
& A térbeli diszkretizaciéhoz hasznalt racsot |épésrél |épésre valtoztatni:

> finom racsot a csapadékzonakhoz kozeli részen
> durva racsot egyébként.

& A pontosségot noveljiik: a varhatéan nagy derivaltat pontosabban lehet igy kdzeliteni.
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Mozgd racs technika: koordinatatranszformacio |.

o Kezdeti allapot és fontosabb tulajdonsagok:

o
J:(0,T) x (0,1) — (ro, Ro),

¢ Kezdetben egyenletes: J(0, 1) = ro + r(Ro — 70).
¢ c derivaltja (valtozasa) nagy —— s(irl racsot vesziink

o Milyen legyen J7
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e J tulajdonsagai:

& Legyen monoton:

r < ro= J(t,r) < J(t,re) forallt e (0,T).

& A szomszédos racspontok tavolsaganak aranya maradjon korlatos:

J(t, ?“1) — J(t, 7“2)
T(tr) — T(trg) 0™

Jlow <

egyenletesen minden ¢ és egymast kdvets rq, o, 3, valamint
J(t,r1), J(t,ra), J(t, r3) racspontokra.

& A racspontok szama adott.

22
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EGyenletek ak koordinatatranszformaciéhoz

e Egyszerii konstrukcio:

& w monitorfiiggvény c valtozasara:

Ry
w(t,r) = |Bye(t, )] +/ 18,¢| dr
0

& Minden t-re legyen ezzel szorozva egyenletes a racstavolsag:
Ar;w; 1s constant,

ahol Ar; az t-edik és 1 + 1-edik racspontok tavolsaga, w; az itt felvett érték.

& Ez nem j6, a szomszédok tavolsaga tul gyorsan valtozik, ezt simitani kell.
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& Egy PDE-t irunk fel a J = O,.J figgvényre:

$t0r [0 T - w] + 0.[S(T) - w] = 0,

ahol

S=7—o0(c+ 1)0,,.

> o - térbeli simitashoz

> sy - id6beli simitashoz

¢ Mindez részletesebben:

A. van Dam, P. A. Zegeling, J. of Comput. Phys.

216 (2006)

24
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Numerical results - precipitate distributions

e (Csapadékeloszlas t = 6000 -nél.
o Az dbrak ro = 10, rg = 1, 19 = 0.1 és rg = 0.01 -hoz tartoznak.

e x tengely : a bels6 gy(rii szélétsl vett tavolsag.
y tengely: a csapadék (atskalazott) koncentracioja.

e Racspontok szama: 401.

25
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Szimulaciés eredmények - a csapadék eloszlasa
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Szimulaciés eredmények - a mesterséges d = 0,,.c valtozé

e Max. id6: t = 6000.

o Az dbrak 19 = 10, r9g = 1, r9g = 0.1 és g = 0.01 -hoz tartoznak.

e x tengely : a bels6 gyrii szélétsl vett tavolsag.
y tengely: d értékei.

e Racspontok szama: 401.
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Szimulaciés eredmények - a mesterséges d = 0,,.c valtozé
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Szimulaciés eredmények - A és B eloszlasa a szimulacié végén

e t = 6000 idslépés utan.

e Fent: A koncentracidja.
Lent: B koncentracidja.

e Az abrakhoz tartozé belsé sugarak: rg = 10,79 = 1,79 = 0.1 és 9o = 0.01.
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7

Szimulaciés eredmények - A és B eloszlasa a szimulacié végén
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Szimulaciés eredmények - racstranszformacio

e 6000 idélépés alatt.
e \izszintes metszet ¢ magassagban: a racs t-ben.
e Az abrakhoz tartozé belsé sugarak: rg = 10,79 = 1,79 = 0.1 és 7y = 0.01.

e Atmeneti allapotok 4j zénak képzédésekor.

31
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A visszaoldddas jelensége

e Egy Gjabb lehetséges reakcidlépés - komplexképzédés
A+ C — C)

valamilyen kg reakcié sebességi egyiitthatéval.
o A megfelels PDE rendszer:
Oia = Dy, Aa — k. ab — kg a(c+ 1)
0b = Dy Ab — k. ab
Oc=—-XA(ec—~c+ oAc)
+ ke ab+ kg a(c+ 1),

alkalmas kezdeti és peremfeltételekkel.

33
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Szimulaciés paraméterek - visszaolddédas

e Sebességi egyiitthatok:

ke=1, ky=0,k;=5-10" k,= 10"

e 6000 idslépésen keresztiil.
e 7o = 100 minden esetben.

e \izszintes metszet t-nél: a csapadék eloszlasa t-ben.

34
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Szimulaciés eredmények - visszaoldddas

R0=100, RSHIFT=800, Tend=10000, N=401, TAU=0.1, G=0 R0=100, RSHIFT=800, Tend=10000, N=401, TAU=0.1, G=0.0005

R0=100, RSHIFT=800, Tend=10000, N=401, TAU=0.1, G=0.0001

35
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egy mozg6 grid modszerre

immetrikus Liesegang-gyiiriik szimulacié

Kozéppontosan szi

Racstranszformacioé a visszaoldddas szimulacidja esetén
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Pontossag és hatékonysag osszehasonlitdsa a mozgd racs
mddszerre és az egyenletes felosztasu allandé racson kapott

eredményekre

N médszer | CPU id6 | eltérés | vastagsag | pozicié
400 | Adaptive | 3m 21s | 0.0109 16 572
600 | Adaptive | 4m 50s | 0.0036 24 562
800 | Adaptive | 6m 32s | 0.0017 22 565
1200 | Uniform 2m 24s XXX XXX XXX
1800 | Uniform 3m 55s | 0.0098 112 598
2400 | Uniform 5m 52s | 0.0057 118 586
3000 | Uniform 7m 44s | 0.0038 20 578
6000 | Uniform 17m Os | 0.0011 21 568

e Probléma:

melyik eredmény melyiknek felel meg?



o XXX - rossz kozelités.



