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Hibabecslések DG mddszerekre

Outline

e Motivatié nemfolytonos fiiggvényekkel valé kozelitésre.
o DG - médszerek levezetése.
e DG - médszerek hibaanalizise.

o Egy () megkozelités, a modszer és a konvergencia 1 dimenzidban.,
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Motivacio

e Nagyon koriilményes (de gyakran sziikséges) a hp-finomitas végeselem médszerek
esetében.

& Nem tudjuk a kozelits polinomok fokszamat a tartomanyokon akarhogy el&irni.

o A bazisfiiggvényeken elemhatarokon definialjuk, osszetett ebbél a tomegmatrix
kiszamitasa (tobb id&, mint a kapott lin. rendszert megoldani).
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A vizsgalt modellfeladat

JAu(x) = —f(x) =€
(u(z) =0 =z € 99,
azaz f
Vu(x) = ¢Y(x) x €
V. (x) = f(z) z€Q
Lu(az:) =0 x € I0f.
Itt f € Lo(€2) adott, ahol 2 C R"™ korlatos poliéder, amelynek egy particiéjat tekintjiik:

/\

Q:UKJ s F:U8KJ,F0:F\8Q

valamint v;a Kj—rc’il kifelé mutatd normalis.
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Eszkozok |: Fuggvényterek a kozelitéshez

e Résztartomanyonként
Hy, = {u € Ly(Q) : u|x, € P},

ahol P*i 2 legfeljebb kj-edrendii polinomok vektortere. Ezzel valami olyan
apq : Hp X Hyp, bilineéris format akarunk felirni, hogy az eredeti feladat megoldasat jol
lehessen kozeliteni azon wy, € Hp, elemmel, amelyre minden v, € Hj, esetén

apc(un, vn) = (f, vn).
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Eszkozok Il: Ugrasok, atlagok elemhatarokon

e Atlag egy elemhatar-darabon:

Huniti;n, = 5(}32 un + Jlim Up).

e Ugras egy elemhatar-darabon:
> wp € Hpy, esetén:

[[uh]]|K.ka = lim upv g, + lim upvg,,
J Kj_> J

k—)

> wy, € [Hp]? esetén:

[[’U,h]HijKk = lim uy, - vig. + lim uy - VK-
Kj—> J

k,—)
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Eszkozok Ill: A Gauss-tétel egy kiterjesztése

o Tetszéleges u € C'(Q), v € [CH(Q)]? esetén

(Vu,v)q = Z —(u, V'U)Kj+z(uju’ v)or; = —(u, V-v)ot+ (v u, v)aq.

J
Ha pedig w € Hj,, v € [H})?, akkor valamilyen F : Hj, — Hh\uj oK ; €S
F:[Hy]? — [Hh]f’Jj oK, linearis fliggvényekre
(Vu,v)o = (u, Vi - v)a + > (1;F(w), v)ok;,
J

és ugyanilyen elven minden v € [H}]? és minden w € Hj, esetén

(V-9 w)g = —(¢, Viw)g + Z(Vj - F(u), v)ok;,
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ahol a V, és V- operatorokat a résztartomanyok uniéjan értelmezziik.
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Az eredeti feladat gyenge(variacios) alakja Hj, x [Hy]?-ban

o Keresiink olyan (up, n) € Hj, x [Hy]? figgvényeket, hogy minden
(v, wy) € Hy x [Hy]? esetén

(Vun, vh)o = —(un, Vi - vn)a + 22,0 F (un), vn)ok; = (¢n, vn)e
(V- Yn, wn) = —(¥n, Viwn)a + 22,V - F(un), wn)okx, = —(f, wr)a
(1)
e Ehelyett olyat szeretnénk, ami csak uj-t tartalmazza ismeretlenként. Ehhez egy elemi
azonossag:

Minden (g, r) € (HJ C(K;) x Hj[C(I_(j)]S) flggvényparra

S (aryo i rieox; = (Ll e e + Hath Dy )
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Az eredeti feladat gyenge(variaciés) alakja IlI.

e Terv: (1) elsé egyenletében a 1) fiiggvényt u-val kifejezziik, ezt a masodikba beirjuk.

e A (2) formulat (1) elsé egyenletébe beirva, majd a Gauss-tételt elemenként, végiil ajra
az (2) formulat alkalmazva

(Yn, vn)a = —(un, Vi - vn)a + ([F(un)]; {va e + ({F (wn) 3, [val)rg
= (Vhun, vn)a — > (un, vy - vn)ox; + (IF (un)], {on e + ({F (un) 3}, [val)r,

J

= (Vhun, vn)o = (Jun], {on)r — (Hunlt, [valrg
+ ([F (ur)]s Honir + ({F (un) 31 [val)rg
= (Vrun, vn)o = (lun = F(un)l, {onip)r — Hun — F(un) it [vn])rg-
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Ezt beirva a

—(f, wn) = —(¥n, Vhwn)a + Z(Vj - F(un), wn)ok,

J

= — (Y1, Vhwn)a + ({FE(un) 1}, [wal)r + ([FE(un)], {wn}})r,

formulaba (legyen Vpwy = wvy), kapjuk, hogy

(f, wrn) = (Vpup, Viywn)o
+ ([un — F(un)], {Vewnt)r + ({un — F(un)}}, [Vewn])r,
+ ({E(un) 1}, [wn])r + ([E(un)], {wn}})r,-
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Egy eszkoz DG bilinearis formak felirasdhoz

e Atviteli operator: 7

: [Lo(1)]" — Hyp, ahol r(up) € Hy, az az elem, amelyre

Yw € Hy, : /Q'r'(uh)’w = — /uh{{w}}

11
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DG bilinearis formak levezetése

e Konkrét modszerek - F(up,) és F(Vuyp) megvalasztasa. Példak:
> F(up) = {{urnltt, Flun) = {Vrup}}t - Bassi & Rebay..

Ekkor (... szamolas ...)

apc(un, vn) = (Viun, Vivn)a + (r([us]), r([ve]))a
— ({Vrurth, [val)r — ({Vront}, [un])r.

> F(un) = Hunl}, F(un) = {Viur}t — ch '[un] - IP (interior penalty) DG
modszer.
Ekkor (... szamolas ...)

apc(un, vn) = (Vhun, Vevr)a — ({Veuntt, [vel)r — ({Vron}}, [un])r
+ Z hy_jl([[uh]L [[Uh]])’)/j°



Hibabecslések DG mddszerekre 13

DG bilinearis formak tulajdonsagai

e A hibaanalizishez: apg : (H + Hp) X H + H, — R.

e Mit tudjon egy ilyen apc bilinearis forma?
> Teljesiiljon a Galjorkin-ortogonalitas: Ha wp a DG-kozelités, akkor minden vy, € Hy,
esetén
CLD(;(’U, — Up, Uh) = 0.
Megjegyzés: Ha teljesiil, hogy minden uw € H'(Q) esetén F(u) = u, emellett
minden u € H?(2) esetén F(u) = Vu (azaz a moédszer konzisztens), akkor a
fenti feltétel teljesiil.

> apc legyen stabil, azaz valamilyen ¢y > 0O esetén minden up, € Hjp + H esetén

apc(up, up) > CO||Uh||12)G'

> apg legyen korlatos, azaz valamilyen ¢ > 0O esetén minden uy, vy, € Hy, + H
esetén

apc(un, vr) < collun|lpel|lvnllpe,
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ahol minden esetben || - ||pg egy "alkalmasan definialt” norma:
> ||UDG||2 = ||th||%2(9) + Zj h;j1||[[u]]||2L2(fyj) + Zj h%(j|u|22(Kj),

> Jlupall® = 11 Vnull] 0 + 55 Nl g0

14
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A megoldasok létezése és konvergenciaja

e Ha az apg bilineéris formara a Galjorkin-ortogonalitas, a stabilitas és a korlatossag
feltétele teljesiil, akkor az

tup, € Hy, : Y v, € Hy, : apg(uh,vh) = (f, Uh).

feladatnak létezik egyértelm megoldasa, és az kvazi-optimalisan konvergal a || - ||pc
normaban az igazihoz:

lu — unllpe < inf [[u — vs|lpe.
UhEH

Vigyazat, ez nem H (£2)-beli konvergencial

e Nem fontos F konzisztenciaja, ekkor is legalabb u, — uw, Vyup — Vu igaz
L2(€2)-ban (A. Ern & D. De Pietro, Math. Comp. 2010).
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e Hogy kapunk wuj-bdl legalabb folytonos megoldast?
Rekonstrukciés operatorral: @y, : Hy, — WH(Q), amelyre minden -
résztartomanyonként legf. k-adrendd - w esetén tetszéleges p, ¢ > 1 esetén

v — Qrullzy@) < Coh7_5+1||vhu||Lp(Q)
IVQrullL,0) < CollVaullL,o

(A. Buffa & C. Ortner, IMA J. Num. Anal. 2009) - ezzel az u — up, hibat nem tudjuk

becsiilni, mert az nem H,-beli.
Lehet-e valahogy mégis Hé(Q)—beli konvergenciat kapni?



