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A tervezett témak

A 2022. 6szi félév alatt 13 hét alatt 26 analizis eléadas lenne, de elmarad az
oktéber 31-i el6adds (mindenszentek elStti hosszi hétvége) és az egyik eléadés
helyett ZH lesz (valdsziniileg december 7-én). Tehat Osszesen 24 el6adas lesz,
eggyel kevesebb, mint tavaly. Ha a tavalyi sebességgel (csigalasstusdggal) sikeriil
haladni, a kovetkezok varhatok.

1-3. el6adas, szept. 12—-19: Pontsorozatok konvergencidja RP-ben. Nor-
mak. Holder- és Minkowski-egyenl6tlenség. Normak ekvivalencidja véges dimenzi-
6ban. Topoldgiai alapfogalmak (bels6 pont, hatéarpont, kiilsé pont, torlédasi pont,
izolalt pont, nyilt halmaz, zart halmaz, kompakt halmaz) euklideszi és metrikus
terekben.

4-5. elbadas, szept. 21-26: Tobbvaltozos, illetve metrikus téren értelme-
zett figgvények és leképezések hatarértéke és folytonossdga. Alsd és felsd hatar-
értékek, atviteli elvek, hataratmenetek. Kompakt halmazon értelmezett folytonos
figgvények tulajdonsagai.

6—7. eldadas, szept. 28. — okt. 3: Parcidlis derivaltak. Szélséérték-
keresés kompakt halmazon értelmezett fiiggvényekre. Tobbvaltozds fiiggvények
differencidlhatéséga. Erintésik, gradiens, irdnymenti és derivdltak. Lagrange-féle
kozépértéktétel. A differencialhatosag sziikséges és elégséges feltételei.

8-9. elbadas, okt. 5-10: Vektorértéki fiiggvények folytonissaga és diffe-
rencialasa. Jacobi-matrix. A Lagrange-féle becslés leképezésekre. Differencialasi
szabalyok, lancszabaly, inverz leképezés derivaltja.

10-12. eldadas, okt. 12-19: Lokalis injektivitas, lokdlis sziirjektivitas
elégséges feltételei. Inverzfiiggvénytétel. Implicitfiiggvény-tétel. Szintvonalak
és szintfeliiletek simasaga. Feltételes szélsoértékfeladat, Lagrange multiplikator
modszer.

13-15. el6adas, okt. 24 — nov. 2: Magasabb rendii derivaltak, n-szer dif-
ferencialhato leképezések. A Young-tétel. A Taylor-formula. A mésodik derivalt
alkalmazasai: lokalis széls6értékek és konvexitas sziikséges, ill. elégséges feltételei.

16-19. el6adas, nov. 7 — nov. 16: Jordan-mérték és tobbvaltozos in-
tegralszamitas. A Jordan-féle bels6 és kiils6 mérték. A hatar kiils6 mértéke.
Jordan-mérheto halmazok. A mérhetéség pontos feltétele. A konvex poliéderek
és a normaltartomanyok mérhetosége. A parallelepipedonok térfogata. A Jordan-
mérték egybevigosag-invarianciaja. A tobbszoros integral. Definicio, alaptulaj-
donsagok, az integralhatosiag ekvivalens feltételei. Folytonos és korlatos fiiggvé-
nyek integralhatosaga. Egy halmaz mérhetéségének és karakterisztikus fiiggvénye
integralhatosdganak ekvivalenciaja. Folytonos fliggvénnyel valé kompozicié integ-
ralhatésiaga. A lebontasi tétel. A Cavalieri-elv. Normaltartoméanyok térfogata. A
gomb térfogata. Mérték- és integraltranszformacié. Polarkoordinatas helyettesi-
tés.



20-21. eldadas, nov. 21-23: Paraméteres integralok. Paraméteres integra-
lok folytonossaga, differencidlasa és integralasa. Improprius paraméteres integra-
lok. Egyenletes konvergencia. Improprius paraméteres integralok folytonossaga,
differencialasa és integralasa. Elégséges feltétel az improprius paraméteres integral
egyenletes konvergencidjara. Gamma- és Béta-fliggvény.

22-24. eldadas, nov. 28 — dec. 5: Valos vonalintegralok és integraltételek.
Gorbék ivhossza. A vonalintegral és kiszamitasa. A Newton-Leibniz-formula. A
primitiv fiiggvény létezésének feltételei. Vonalintegral homotop gorbéken. Gauss-
féle 6sszekapcesolddasi szam.

Valészintileg teljesen a kovetkezo6 félévre cstszik at: Green-tétel. Diver-
gencia és rotacio; integraltételek két és harom dimenzioban. Maxwell-egyenletek.



I. rész

Topoldgiai alapfogalmak R”-ben

Kérdés (hol volt a torpe?)

Aki még nem tette, olvassa el Az irigy torpe és a bolcsesség kove c. mesét:

https://www.komal.hu/cikkek/egyeb/torpe/torpe.h.
shtml

Erésebb idegzetiiek meg is hallgathatjik:

https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/IrigyTorpe.mp3)

A kérdés: Hol volt a torpe pontosan 10, illetve 11 érakor?

Kérdés (hegymaszés feladat)

Két hegymdszé az y = h(x) grafikont hegyet akarja megméaszni, ahol h :
[0,1] — [0, 1] folytonos fiiggvény, és h(0) = h(1) = 0. Az egyik hegymdaszo
a (0,0), a méasik az (1,0) pontbdl indul. A két hegymészé ugy szeretne
talalkozni, hogy maszas kozben minden pillanatban azonos magassdgban
vannak. Sikeriilhet-e ez nekik?

Avagy, 1éteznek-e biztosan olyan f,g : [0,1] — [0, 1] folytonos figgvények,
amelyekre f(0) =0, g(0) =1, f(1) = g(1), és minden ¢ € [0, 1] pillanatban
h(f(8)) = h(g(t))?



https://www.komal.hu/cikkek/egyeb/torpe/torpe.h.shtml
https://www.komal.hu/cikkek/egyeb/torpe/torpe.h.shtml
https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/IrigyTorpe.mp3

1. Pontsorozatok konvergenciaja R’-ben

Euklideszi tavolsag RP-ben. Nyilt és zart gombok. Konvergens pontsorozat. Ek-
vivalens atfogalmazasok. Véges sok elem hozzaadésa, elhagydsa, a sorozat dtren-
dezése, az elemek véges sokszori ismétlése nem véltoztatja meg a konvergenciat.
Konvergens sorozat részsorozata is ugyanoda tart. a, — b akkor és csak akkor,
ha minden ¢ = 1,2,...,p esetén a,,; — b;. Linearitds. Cauchy-tulajdonsig. Az
(RP, ].|) tér teljes. Korlatos sorozatok. Bolzano-Weierstrass tétel. [LTS2, 9-12. o.]

1 Mese. p-dimenzios euklideszi tér

Pontok: Rp:]Rx...XR:{(xl,...,xp):xl,...,xpe]R};

p

R folotti vektortér

Euklideszi norma: |x| = \/x} + ... + 22
— |x| > 0, egyenldség csak x = 0P esetén
= |ex| = |e| - ||

— |z +y| < |x| + |y|; indukciéval akdrhany tagra

o FEuklideszi tdvolsag: d(z,y) = |y — z| = \/(yl —x1)2+ .+ (yp — )2

Skaldris szorzat: (x,y) = x1y1 + ... + TpYp.

1.1 Definicié (nyilt és zart gobmbok)

Ha (H,d) metrikus tér, akkor az a € H korili, r > 0 sugara nyilt és zdrt
gbémb:

B(a,r) = {x € H:d(z,a) < 7“}, illetve B(a,r) = {x € H:d(z,a) < T}.
Az euklideszi térben

B(a,r):{xERp:|x—a| <7“}, E(a,r):{xERp:|x—a| ST}.




1.2 Definicié (pontsorozat limesze)

Legyen ay,as, ... € RP ésb € RP. Az (a,) pontsorozat limesze (limeszpontja)
b, avagy az (a,) pontsorozat b-hez tart, avagy a,, — b, avagy lim a,, = b, ha

Zoten o) <
ve >0 elé Ona _n—l?e . — 8] <
& Hagy a, € B(b,¢)

véges sok n kivételével

A pontsorozat konvergens, ha van limesze, illetve divergens, ha nincs.

1.3 Tétel

Legyen
a1 a21 Qp,1 by
a12 22 Qp 2 by
a; = , QA = . ) y,  Ap = 5 ) b=
Q1p Q2p Qnp by

Ezek ekvivalensek:
(a) a, — b

(b) |a, —b| =0

(c) mindegyik 1 <i < p-re a,; — b;.

1.4 Tétel

o A limeszpont egyértelmi.

o Véges sok elem hozzaadasa, elhagyasa, a sorozat atrendezése, az ele-
mek véges sokszori ismétlése nem valtoztatja meg a konvergenciat.

o Konvergens sorozat minden részsorozata is ugyanoda tart.

e Haa, —» Aésb, — B, és c,d € R, akkor (ca, + db,) — cA+ dB.

\




1.5 Definicié (Cauchy-tulajdonsag)

Legyen (a,) pontsorozat valamely (H,d) metrikus térben. Az (a,) sorozat
Cauchy-tulajdonsdgi, ha

Ve > 0 dng Vm,n > ng d(am, a,) < €.

Minden konvergens pontsorozat Cauchy-tulajdonsagu.

Biz. (=): legyen b = lima,; Ve > 0-ra d(ap, an) < d(am,b) + d(a,,b) < 5+ 5
VSK.

1.7 Tétel (Cauchy-kritérium)

RP-ben barmely pontsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha Cauchy-
tulajdonsagu.

Biz. («): (a,) Cauchy = (a,) koordinatanként Cauchy = (a,) koordinatanként
konv = (a,) konv

1.8 Definicié (teljes metrikus tér)

Egy metrikus tér teljes, ha a térben minden Cauchy-sorozat konvergens.
Pl. Az RP euklideszi tér teljes.

1.9 Definicié (korlatos halmaz)

Legyen H C RP. A H halmaz korldtos, ha (ezek ekvivalensek):

. az {|x| X € K} szamhalmaz korlatos, avagy Ir € R H C B(0,r);

e minden 1 <17 < p-re az {xl xe K } szémsorozat korlatos.




1.10 Definicié (korlatos pontsorozat)

Legyen (a,) pontsorozat RP-ben. Az (a,) sorozat korldtos, ha (ezek ekviva-
lensek):

o az {al, ag, . . . } halmaz korlatos;
 az |a,| szdmsorozat korldtos, avagy 3K € R Vn |a,| < K

« minden 1 < i < p-re az (a,;) szamsorozat korlatos

1.11 Tétel (Bolzano—Weierstrass tétel)

RP-ben minden korladtos sorozatbdl kivalaszthatd konvergens részsorozat.

Biz. Az egydimenziés Bolzano-Weierstrass tételt alkalmazzuk p-szer.



2. Normak ekvivalenciaja véges dimenzio-
ban

Norma, metrika, A ||.|l; (¢ > 1) és ||.||cc normék. Hoélder- és Minkowski egyen-
16tlenség. Véges dimenziéban minden norma ekvivalens. A konvergencia fogalma

nem fligg attol, hogy melyik normét hasznéaljuk. Ellenpélda végtelen dimenzidban.
[KG1]

Az ||.|| : R? — R fiiggvény egy norma, ha
o Barmely x € RP esetén ||z| > 0;
o ||z|| = 0 akkor és csak akkor, ha = = 0P;

» Bérmely x € R? vektor és ¢ € R esetén ||cz|| = || - ||z]];

o Béarmely z,y € R? esetén ||z + y|| < ||z| + |ly]|-

2.2 Definicié (L,-norma)

0 < qg< o0 ésx e RP esetén legyen
1/q
lelly = (2l + -+ Jpl?) ™,

tovabba legyen

|2l = max (Jaal, .. ., |z,]).

-

.

Vegyiik észre, hogy ||z||2 = |z| és ||2]|occ = limy—eo |24

2.3 Megjegyzés

Leggyakrabban az Ly, Lo és az L, norméakat szoktuk hasznalni.

2.4 Megjegyzés

0 < g <1 esetén nem igaz a haromszog-egyenlotlenség; pl. 2-dimenziéban

@], =27 >2= @0, +[©.1)]

q




2.5 Tétel (Holder-egyenl6tlenség)

£ 1 1 7" 7
Ha 1l < gq,r < o0 és s tr= 1, akkor tetszdleges ai,...,a, és by,...,b,
szamokra,

1/q r - 1/r
lallg-18ll = (laal?+- . A+lapl?) - (1bal"+- - +1B,") " > |asba|+- . .+|apby|-

Biz. Specialis esetek:
o Ha a vagy b a nullvektor, akkor mindkét oldal 0, és kész.
e Ha g=1ésr = o0, akkor

B.O. = (Jay| + ... +|ay|) - max |b;] > J.O.

e Ha ¢ = 0o és r = 1, akkor ugyanigy.

Altaldnos eset: a,b #£0és 1< q,r < o0.

Az egyenlGtlenség homogén; az a és a b vektort is végigoszthatjuk egy-egy
szammal, és ekvivalens allitast kapunk. Tehat feltételezhetjik, hogy [lall, = 1 és
10|, = 1. Irjuk fel a stlyozott szdmtani-mértanit az |a;|9 és |b;|” szdmokra 1/q és

1/r sulyokkal:
1/q 1/r 1 1
ibil = (]ai|? bi|" < —la;|? + = [bi]";
jaibil = (Jas|”) " (Ibal") Jlail” + b

0sszegezve

> labi] < = Z Jail* + ~ Zlb "=- + —=1=lally- ol

2.6 Tétel (Minkowski-egyenl6tlenség)

Ha 1< g <o0ésa,beRP akkor

la+ bl < llally + bl

Biz. Harom specialis eset:
« Ha g = oo, akkor

|a+b||0o = max |a;+b;] < max (|a¢|+|bi|) < max |a;|+max |b;| = ||al|co+]0]] oo

o Ha q =1, akkor is trivi:

lla + Bl = >

a;

i <37 (Jaal + [bil) = llalls + [1B]1

10



« Ha |la+ |, =0, akkor is trivi, mert
la+bllq = 0 < [lallq + [bll4-

Az altalanos esetben 1 < ¢ < 00 és a+ b # 0. Legyen r = q%l a q konjugalt

kitevoparja, amelyre % + % =1

la+0]lg" =3 lai + bl = 3" (Jai + bil - |ai + bi] )
<Sail - Jar+ bl b e b S
< <Z |ai‘Q)1/q (Z ’ai + bi|q)1/T n (Z |bi|q>1/q (Z |ai 4 bi|q)1/r

= (llallg + [1Bllg) - lla+Bll4* .

Végiil leosztunk.

2.7 Kovetkezmény

|.|[; norma minden 1 < ¢ < oo esetén.

2.8 Definicio

Az ||.|| és ||.]]! normédk ekvivalensek, ha léteznek olyan ¢y, co > 0 szamok,
hogy barmely x € RP vektorra

allzl <zl < el

2.9 Példa

Az ||, [|-]l1, |]-]|cc norméak ekvivalensek, mert

1
— 7] S [|[Z||oo S |21 S VP [T
\/ﬁIIIHI [z]ls < /P 2]

.

2.10 Tétel (a normak ekvivalenciaja)

RP-ben barmely ||.|| norma ekvivalens az |.| normaval, azaz 1éteznek olyan
c1,co > 0 szamok, hogy barmely x € R? vektorra

alz] < flz] < el

11



Biz. A fels6 becslés: legyenek a koordinata-egységvektorok ey, ..., e,. Ekkor

2]l = llzrer + . zpep|| < flzren]| + .+ flzpepll = ] - fleall + -+ |2 - flep]l <
<ol -llesll + - + ol - legll = (lleall + - + lleyl) - I,

Tehat példaul c; = [ler|| + ... + ||e,|| megfeleld.

" Az alsé becsléshez tegyiik fel indirekt, hogy nincs ilyen ¢;. Ezek szerint
minden pozitiv egészre ¢; = % nem j6, vagyis van olyan z,, vektor, amelyre ||z, || <
%|xn| Az x, nem lehet a nullvektor, és igy a skalazhatosag miatt feltehetjiik, hogy
|z,| = 1.

Az Bolzano-Weierstrass tétel miatt a korldtos (x,) sorozatnak van egy konver-
gens (x,,) részsorozata. Ennek limeszpontja legyen y. A részsorozat koordina-

tanként y-hez tart; az abszolutérték definicidja miatt

p p 2 p
b= S = 5 () = | S22 o = i 11

A részsorozatban |z, — y| — 0. A mar bizonyitott felsé becslés szerint 0 <
| zn, — yl| < calzn, — yl; a rendér-elv miatt ||z, — y|| — 0. Ezek utan

1
0 <yl < lomcll +lly = 2l < -+ caly = 2n | =0,

ellentmondés. 1

2.11 Kovetkezmény

Véges dimenzidoban a pontsorozatok konvergencidja nem fiigg attél, hogy
melyik normat hasznaljuk. Barmelyik normat is hasznaljuk, ugyanazok a
sorozatok lesznek konvergensek.

12



2.12 Megjegyzés

Végtelen dimenzidéban a kiilonb6zo normak nem feltétleniil ekvivalensek.

e Legyen C[0, 1] a [0, 1] intervallumon folytonos fiiggvények vektortere.
Ezen a téren két lehetséges norma || f|l1 = [y | f] és ||f]leo = max|f|.
Vizsgaljuk az f,(z) = L—nz z<l/n fiiggvényeket. Ezekre

0 r>1/n
| falli = 0 és ||fullo = 1. Az L; norma szerint az (f,) sorozat a
konstans 0 fiiggvényhez tart, az L., norma szerint nem tart oda, és
nem is Cauchy-sorozat.

« Ugyanezen a téren |[f]l2 = Ji 2l f(2)lde és [|flls = i (1 — 2)|f (@)]de
két olyan norma, amelyeknek az ardanya sem alulrél, sem feliilr6l nem
korlatos.
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3. Nyilt és zart halmazok

Halmaz bels6é pontja, kiilsé pontja, hatarpontja. Halmaz belseje, kiilseje, hatéra,
nyilt halmaz, zart halmaz, torlédasi pont, izoldlt pont, derivalt halmaz, halmaz
lezartja. [LTS2, 13-19. o.]

3.1 Definicio

Halmaz bels6 pontja, kiils6 pontja, hatarpontja.
Halmaz belseje, kiilseje, hatara.

Nyilt halmaz, zart halmaz, halmaz lezartja.

Torlodési pont, izolalt pont, derivalt halmaz.

3.2 Példa

~
| _

Az egész tér egyszerre nyilt és zart is.

Az iires halmaz egyszerre nyilt és zart is.

A nyilt gobmbok nyilt halmazok.

A zart gobmbok zart halmazok.

Az (ay,b1) x ... x (ap, by) nyilt téglak nyilt halmazok.

Az [a1,b1] X ... X [ap, by] zart téglak zart halmazok.

3.3 Tétel

| g

-

Egy halmaz akkor és csak akkor zart, ha az elemeibdl képzett konver-
gens sorozatok limeszei is elemei.

Barmely halmaz akkor és csak akkor nyilt, ha a komplementuma zart.
Nyilt halmazok tetszoleges rendszerének unidja nyilt.

Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.

Zart halmazok tetszoleges rendszerének metszete zart.

Véges sok zart halmaz unidja zart.

\




3.4 Példa

« A B(0,1/n) nyilt gombok metszete nem nyilt.

o A B(0,1—1/n) zart gombok uniéja nem zart.

3.5 Definicio

Legyen G C RP? nyilt. Egy S C G halmaz siri G-ben, ha

YVae G VYr>0 SnBa,r)#0.

3.6 Példa

QP és RP \ QP stirti.

f
.

A bels6/kiils6 pont, nyilt halmaz stb. fogalmak nem fiiggnek attél, hogy
melyik normat hasznaljuk.

15



4. Kompakt halmazok

Cantor-metszettétel. Kompakt halmazok. Raciondlis gdbmbok, Lindel6f-lemma,

Borel tétele. Nemiires kompakt és vele diszjunkt nemiires zart halmaz tavolsidga
pozitiv. [LTS2, 18, 21-24. o/]

4.1 Tétel (Cantor metszettétel)

Ha K; D K, D ... korlitos, zart, nemiires halmazok, akkor N K,, # (.

. J

4.2 Példa

A A, = {x:x; > n} zart félterek zartak és nemiiresek, A; D Ay D ..., de
a metszetik tires.

A B, = B(1/n,1/n) gbmbok korlatosak és nemiiresek, By D By D ..., de a
metszetik ures.

,
.

4.3 Definicié (kompaktsag)

Egy K C RP halmaz kompakt, ha minden nyilt fedésébol kivalaszthato véges
fedés.

4.4 Definici6é (racionalis gomb)

B(a,r) raciondlis gomb, ha a € QP és r € Q.

,
.

4.5 Tétel

Minden nyilt halmaz el64all racionalis gombok unidjaként.

\

4.6 Lemma (Lindelof)

Nyilt halmazok tetszdleges G; (i € I) rendszerébdl kivdlaszthatd egy meg-
szamlalhaté részrendszer, amelynek unidja ugyanaz, vagyis létezik olyan
megszamlalhaté J C I indexhalmaz, hogy

Uae=Ua:

icJ icl

\

,
\

4.7 Tétel (Borel)

K C RP akkor és csak akkor kompakt, ha korlatos és zart.

16



Biz (alternativ bizonyitas, Lindel6f-lemma nélkiil).

" Indirekt, tegyiik fel, hogy létezik egy K C RP korlatos zart halmaz, ami nem

kompakt; ekkor tehat van egy ‘UI G; D K nyilt fedése, amibdl nem vélaszthato
1€

ki véges fedés. Altaldban, nevezzink egy halmazt rossmnak, ha a G; halmazaink

kozul semelyik véges sok sem fedi le. Az indirekt feltevésiink szerint K rossz

halmaz.

Rekurzivan konstrualunk egy tengelyparhuzamos zart kockakbol 4ll6, csokken6
Dy D D1 D ... sorozatot azzal a tulajdonsaggal, hogy minden n indexre a D,, N K
halmaz rossz.

A feltétel szerint K korlatos; a Dy-t valaszthatjuk gy, hogy tartalmazza K-t,
ekkor persze Dy N K = K tényleg rossz halmaz.

Ha D,  mar megvan, akkor mindegyik tengelyre merdlegesen felezziik el, igy
D,-et 2P darab, feleakkora zart kockara bontottuk fel, legyenek ezek Cf1, ..., Cop.
(A felez6 meréleges sikok pontjai tobb kis kockahoz tartoznak.) Legyen D, ., az
egyik olyan kis kocka, amelyre D, 1 N K rossz. Ha nincs ilyen, akkor azt azt
jelenyi, hogy mindegyik C; N K lefedhetd véges sok G; halmazzal, de akkor ez a
2P darab véges fedés egyiittesen a D,, N K halmazt is lefedi; ez azonban elentmond
annak, hogy D, N K egy rossz halmaz. Ezzel tehat definialtuk a Dy D Dy D ...
kockasorozatot.

Most alkalmazzuk a Cantor-metszettételt a D,, N K halmazokra. Mindegyik
D, NK korlatos halmaz (mér a K is korlatos volt), zart (két zart halmaz metszete),
nem tres (mert rossz halmaz), és csokkend sorozatot alkotnak, mert D,, D D, 1.
A Cantor-tétel szerint van egy c¢ kozos pontjuk. A kockdkat minden lépésben
feleztiik, tehat csak egy kozos pont van:

o0

N (D, N K) = {c}.

n=1

A c eleme K-nak, ezért lefedi legaldabb egy G; halmaz. Ez a G; halmaz nyilt,
ezért van egy kicsi, r > 0 sugartu kérnyezete, ami része G;-nek: B(c,r) C G;.

Végiil, valasszunk egy olyan nagy n-et, hogy a D, kocka atméréje kisebb le-
gyen, mint . A D, kockanak eleme a ¢ pont, ezért a D,, minden pontja a c-t6l
r-nél kisebb tévolsdgban van. Ezért D,, C B(c,r), igy

(D,NK)C D, C B(e,r) CG,.

Ez viszont ellentmondds, mert noha a D,,N K halmaz rossz, mégis sikertilt egyetlen
G; halmazzal lefedni. 4
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4.8 Definicié

Ha A, B C RP nemiires halmazok, akkor ezek tavolsaga

dist(A, B) = inf {|a —b| : a € A,b € B}.

4.9 Tétel

Legyen K C RP kompakt és Z C R zart, egyik sem fires.
(a) Léteznek olyan a € K és b € Z pontok, amelyekre |a — b| = dist(K, Z).
(b) Ha K és Z diszjunkt, akkor dist(K,Z) > 0.
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5. Osszefiiggé halmazok

Hegymaészos feladat; hibas bizonyitas és ellenpélda. Ivszer(i dsszefiiggéség és dssze-
fligg6ség. Minden ivszeriien Osszefiiggd halmaz Osszefligg6. Példa Osszefiiggd, de
nem fvszertien Osszefliggé halmazra. RP Osszefiiggd. RP-ben az iires halmazon és
az egész téren kivill nincs mds halmaz, amely egyszerre nyilt és zart is. [LTS2,
19-21. o.]

Hol volt az irigy torpe pontosan 10, illetve 11 érakor?

Megoldas. A 10, illetve 11 6rat valasztjuk 0-nak. Minden egyes n-re, a —2%
és —2% idopontok kozott a torpe végiglatogatja a nagy dobozt és az elsé n kis do-
bozt. Emiatt a torpe nem tud egyetlen ponthoz konvergalni, hanem egy kiterjedt
ponthalmazhoz fog torlodni, szétkenddik a térben. A helyét nem egy konkrét pont
irja le, hanem egy striségfiigguény, amely minden ponthoz megmondja, hogy a
torpefelhd abban a pontban mennyire stir.

5.1 Kérdés (hegymaszés feladat)

Két hegymdsz6 az y = h(x) grafikont hegyet akarja megméaszni, ahol h :
[0,1] — [0, 1] folytonos fiiggvény, és h(0) = h(1) = 0. Az egyik hegymdaszo
a (0,0), a méasik az (1,0) pontbdl indul. A két hegymészé ugy szeretne
talalkozni, hogy maszas kézben minden pillanatban azonos magassdgban
vannak. Sikeriilhet-e ez nekik?

(Avagy: léteznek-e biztosan olyan a,b : [0,1] — [0, 1] folytonos fiiggvények,
amelyekre a(0) = 0, b(0) = 1, a(1) = b(1), és minden ¢ € [0, 1] pillanatban
h(a(t)) = h(b(t))?

Hibas bizonyitas arra, hogy talalkozhatnak:

A hegyet a két végén kiegészithetjiik egy-egy egyenes rampaval, ezutan feltételez-
hetjiik, hogy 0 < x < 1 esetén h(z) > 0.
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A két hegymadsz6 mozgasat az [0, 1] x [0, 1] egységnégyzetben abrazoljuk: ami-
kor az egyik az (a, h(a)), a mésik pedig a (b, h(b)) pontban van, ennek az allapot-
nak megfeleltetjik az (a,b) pontot. Szinezziik ki a négyzetet a kovetkez6képen:
legyen az (a, b) pont képe zold, ha h(a) = h(b) (ezek a megengedett pontok); piros,
ha h(a) > h(b) (amikor az els6 hegymaszé magasabban van, mnt a masodik), és
kék, ha h(a) < h(b).

A mozgéas kezdépontja a (0,1) pont, és az a = b &tléra szeretnének eljutni;
ezek a pontok mind zoldek. A célunk osszekotni a (0,1) pontot és az atlét egy
folytonos (a(t),b(t)) gorbével, aminek minden pontja zold.

b

0 a(t) b(t) 1 0 1

Nyilvdnvalo, hogy akarhogy kotjik Ossze a négyzet baloldalat a felsé oldallal
egy folytonos gorbével, az atmegy zold ponton. Tehat, csak a piros és kék hal-
mazban nem lehet 6sszekotni a két oldalt. akkor viszont a bal és a felsoé oldalt
elvalasztja egymastol a zold halmaz, tehat a zold halmazban 6ssze lehet kotni a
(0, 1) sarkot az atloval.

Masképpen: A baloldalhoz csatlakozik egy kék sikidom, ennek a hatara zold,
és ezen a hatargorbén végig lehet sétalni a bal-fels6 saroktol az atléig. Ezzel az
allitast bebzonyitottuk, kész vagyunk. S

20



Olyan h(x) hegy, amelyen nem tudnak taldlkozni:

Legyen h(z) az dbran lathaté folytonos fiiggvény, amely végtelen sok egyenes
szakaszbol all.

0 a®) bt) 1

Balrél indul Lady Callia, jobbrol Lord Stettin, becenevén Kutyuska. Vala-
hanyszor Callia eléri a 0,5 magassagot, Stettinnek at kell sétalnia a piros szakasz
masik végére, hogy Callia tovabb tudjon haladni. Mire Callia eléri a sarga pontot,
Kutyuskanak végtelen sokszor kell oda-vissza keresztiilloholnia a piros szakaszon,
akkor viszont nem tud egy pontba konvergalni.

Az el6bbi megfeleltetésben az egységnégyzetben a bal-fels6 sarokbdl elindul
egy cikcakkos torottonal, de ez nem konvergdl egyetlen pontba.

A baloldalhoz csatlakozé kék halmaz hatara nem folytonos gorbe.
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5.2 Definicié (folytonos gorbe)

Ay :[a,b] — RP avagy t — (71 (1), 72(t), . . ., 7p(t) fiiggvény folytonos gorbe,
ha mindegyik ; fliggvény folytonos.
Specidlisan, minden toréttvonal folytonos gorbe.

| J
5.3 Definici6 (ivszerii 6sszefiiggtség)

A H C RP halmaz ivszertien 0sszefiiggd, ha barmelyik két pontja sszekot-
het6 a halmazban folytonos gorbével, tehat barmely a,b € H pontokhoz van
olyan v : [0, 1] — H folytonos gorbe, amelyre v(0) = a és v(1) = b.

g

5.4 Definici6 (Osszefiigglség)

A H C RP halmaz 6sszefiiggd, ha

e H nem bonthato fel két diszjunkt, nemiires, relativ nyilt halmaz uni-
bjara, vagyis

o Ha A, B C R? nyilt halmazok, H C AUB é HN AN B = (), akkor
H C Avagy H C B.

5.5 Megjegyzés

Béarmely G C RP nyilt halmaz akkor és csak akkor Osszefiiggd, ha nem
bonthato fel két diszjunkt, nemiires nyilt halmaz unidjara, avagy

5.6 Tétel

Ha egy halmaz ivszertien Osszefiiggo, akkor osszefiiggd.

.

5.7 Példa

Van olyan halmaz, ami 6sszefliggd, de nem ivszertien 6sszefliggd.

.

.

5.8 Kovetkezmény

R? ¢sszefiiggo.
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5.9 Kovetkezmény

A teljes téren és az tires halmazon kiviil nincs RP-nek olyan részhalmaza,
ami egyszerre nyilt és zart.

5.10 Tétel

~
\

o Ha egy nyilt halmaz 6sszefiiggd, akkor barmely két pontja 6sszekothetod
torottvonallal.

o Ha egy nyilt halmaz halmaz 6sszefiiggd, akkor ivszertien 6sszefiiggd.

o Minden nyilt halmaz {vszeriien 6sszefliggé komponensekre bonthaté.

-
-

5.11 Definicio

Tartomany: nem iires, nyilt, osszefiiggé halmaz

.




I1. rész

Tobbvaltozos fliggvények
differencialszamitasa

6. Tobbvaltozés fiiggvények folytonossaga

és hatarértéke

Tobbvaltozés fiiggvények hatarértéke

RP — R figgvények véges és végtelen hatarértéke valamilyen halmazra szoritkozva.
A hatérérték egyértelmii. Atviteli elv. Példak. [LTS2, 28-31. o.]

6.1 Definicié (p-valtozos fiiggvény)

f: H — R egy p-valtozoés fliggvény, ha H C RP.
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6.2 Definicié (p-valtozés fiiggvény hatarértéke)

Legyen f : H — R p-valtozos figgvény, A C H, a € A, b € R. Az f
fiiggvény hatarértéke az a pontban az A halmazra szoritkozva b, ha

Ve>0 36>0 VoeB(a,0)NA |f(z)-b <e

avagy, a b barmely V' kornyezetéhez létezik az a-nak olyan U pontozott
kornyezete, hogy f(UNA) C V.

Jele:

Tr—a
T€EA

lim f(z) = b, lirjglf =b

Ha A az értelmezési tartoméany, akkor nem tessziikk hozza, hogy az A hal-
mazra szoritkozva.

6.3 Definici6é (p-valtozés fiiggvény végtelen hatarértéke)

Legyen f: H — R p-véaltozés figgvény, AC H,a € A', b e R.
Az f fiiggvény hatarértéke az a pontban az A halmazra szoritkozva oo, ha

VKER 36>0 VreB(a,d)NA f(z)>K

avagy, a 0o barmely V' kornyezetéhez létezik az a-nak olyan U pontozott
kérnyezete, hogy f(UNA) C V.

Jele: glcl_I% f(z) = oo, lirfllf = 00.
z€ ’

Az f fiiggvény hatarértéke az a pontban az A halmazra szoritkozva —oo, ha
VKER 36>0 VreBa,dNA f(z)<K

avagy, a oo barmely V' kornyezetéhez létezik az a-nak olyan U pontozott
kornyezete, hogy f(UNA) C V.

Jele: 9161%1 f(z) = —o0, lair;r‘lf = —00.
z€ ’

__TY
f(xvy)_ w2+y2
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Also és felso hatarérték

Fiiggvény limesz szuperiora és limesz inferiora. lim /ixnf f =limsup f = a akkor és
a, a,A

csak akkor, ha 1i11141f = «. limsup f = max{lim f(z, : z, € A,xn # a,x, — a}.
a, a,A

Atviteli elvek. Hatdratmenet lim sup-ra és lim inf-re. [KG2]

6.5 Definicio

Legyen A C RP, a az A halmaz torlédasi pontja, és f olyan p-valtozos,
valés értékii fiiggvény, ami valamilyen r > 0 esetén értelmes a B(a,ry) N A
halmazon.

Az f fuggvény felsd hatdrértéke avagy limesz szuperiora az a pontban, az A
halmazra szoritkozva

liglj;lp f(z) = laigll f(z) = Tl_i}gl_i_ Supf<B(a, T)ﬂA) = igg SUpf(B(@L,T)ﬂA).

a€A

Megjegyzés. A B (a,7) N A biztosan nem iires, mert a torlodasi pont. Na-
gyobb r-hez bévebb B(a,r) N A és f(B (a,r) N A) halmazt kapunk, ezért
az r — f (B(a, r) N A) fliggvény (nem szig.) monoton névekvd. Az értéke
(a szuprémum) +oo is lehet, de ett6l még tudunk hatarértéket venni. A
monotonitas miatt a hatarérték egyenl6 az infimummal.

Az f fuggvény also hatdrértéke avagy limesz inferiora az a pontban, az A
halmagzra szoritkozva

liminf f(z) = lim f(x) = lim inff(B(a, )N A) — supinff(B(a, )N A).
gzrzzfcll a,A r—0+ r>0

\ J

la. Ha limsup f > a, akkor Vr > 0 3z € B(a,r) f(z) > o
a,A

1b. Ha limsup f < f3, akkor 3r > 0 Vz € B(a,r) f(z) < B.

a,A

2a. Ha lim%nff > a, akkor 3Ir > 0 Vz € B(a,r) f(z) > a.
2b. Ha lim}lnff < B, akkor Vr > 0 3z € B(a,r) f(z) < B.

J

Biz. 1la: irﬁf sup f(B(a)ﬁA) > «, tehat barmely r > 0 esetén sup f(B(a)ﬂA) >
a.

1b: iI}f sup f(B(a)ﬂA) < 3, tehat van olyan r > 0, amire sup f(B(a)ﬂA) < p.
2a,2b ugyanugy.
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6.7 Tétel

hm mf f <lim Sup f, és
hm jlnf f= hm sup f = a akkor és csak akkor, ha hrE f=a.

Az a = +o0 eseteket ugy is lehet irni hogy

. lirigl f = 400 akkor és csak akkor, ha lim jlnf f = +o0;

. hm f = —oo akkor és csak akkor, ha limsup f = —oc.
a,A

Biz. Az els6 éllitas trivi az 6.5. definiciébdl: 1nff( (a, r)ﬂA) < sup f(B(a, )N

A), majd r — 0+ hataratmenet.

1. eset: @ = —o0. A 6.6. lemma matt ha limsup f = —oo, akkor minden K
a,A

szdmhoz van olyan 7 > 0, hogy = € B(a,r) N A esetén f(z) < K. Ez pedig éppen
annak definicidja, hogy liI}ll f=—o0.
Megforditva, ha hr,fll f = —o0, akkor minden K szamhoz van olyan r > 0, hogy
z € B(a,r)N A esetén f(z) < K. Ekkor viszont limsup f < sup f(B(a,r)NA) <
a,A

K. Ez minden K szamra igaz, tehat limsup f = —oc.
a,A
2. eset: a = +00. ugyanugy, mint az 1. esetben.
3. eset: « véges.

Ha lim glnf f =limsup f = «, akkor a 6.6. lemma matt minden 0 < ¢ < a-hoz
a, a,A

van olyan 1 és 7y, hogy barmely = € B(a, )N A esetén f(z) > a—e > 0, illetve
barmely z € B(a,r5) N A esetén f(x) > a —e > 0. Vegyik a két sugar koziil
a kisebbet: legyen § = min(ry, ;). Ekkor tehdt barmely z € B(a,d) N A esetén
a+e> f(x) > a—e>0; ez viszont éppen annak a definicidja, hogy laiI}}f = a.

Megforditva, ha lirg f = a, akkor barmely ¢ > 0-hoz van olyan § > 0, hogy
z € B(a,0) N Aesetén a + ¢ > f(z) > a —e > 0; ekkor viszont

a—5<1nff( (a, 5)) <hm1nff<hmsupf<supf( (a, 5)) <a-+e.

Tehat
Ve >0 a—sﬁlim%nffﬁlimsupfﬁoz—%a
a, a,A
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6.8 Tétel

Legyen
L= {limf(xn) Xy, € A, 2 # a, T, — a} C [—00, +00].

Ekkor limsup f(x) = max L és liminf f(z) = min L.
z—a &=
acA acA

Biz. Elég a limsup-ra.
El6szor azt igazoljuk, hogy limsup f € L.

a,A
1. eset: limsup f = b véges. Minden pozitiv egész n-hez vegyiink egy olyan z,,

pontot, amelyre z,, € B(a, DNnAésb—1< fz,) <b+ 2. Iyen létezik, mert a
6.6. Lemma 1b miatt minden elég kézeli pontban f(z,) < b+ %, és a 6.6. Lemma
la miatt az elég kozeliek kozott van olyan pont, amelyre f(z,) > b— % is igaz. A
rendér-elv miatt f(z,) — b, igy b € L.

2. eset: limsup f = +o0o. Minden pozitiv egész n-hez vegyiink egy olyan z,

a,A
pontot, amelyre z,, € B(a, =) N A és f(x,) > n.
3. eset: limsup f = —oo. Minden pozitiv egész n-hez vegyiink egy olyan x,,
a,A

pontot, amelyre z,, € B(a, LNAés f(z,) < —n.
Masodszor, az kell, hogy L-nek nincs limsup f-nél nagyobb eleme. Tegyiik

a,
fel indirekt, hogy mégis van egy 8 € L, amire § > limsup f. A [-hoz van egy
a,A

x, € A sorozat, amely a-hoz tart, z,, # a és f(z,) — 5. Vegyiink még egy c
szamot, amire limsup f < ¢ < . A lemma 1b szerint van olyan r > 0, hogy

a,A
x € Bla,r)N A esetén f(z) < c. Mivel x,, — a, véges sok kivétellel minden z,,
ilyen. Tehat véges sok kivétellel f(x,) < ¢, de ez ellentmond annak, hogy f(x,) a
c-nél nagyobb [-hoz tart.

6.9 Kovetkezmény (atviteli elv)

lirgl f = a akkor és csak akkor, ha barmely =, € A\ {a} sorozatra, ha

x, — a, akkor f(x,) — a.

6.10 Tétel

Muveletek...
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6.11 Tétel (hataratmenet)

Ha valamilyen r > O-re z € B(a,r)NA esetén f(x) < g(z), akkor limfi‘nff <

liminf g, és limsup f < limsup g.
a,4 a,A a,A

Biz. Az 6.5. definiciébdl trividlis.

6.12 Kovetkezmény (rend6r- és honvéd/csGsz-elvek)

(a) Ha a B(a,7) N A halmazon f < g < h és lim f = limh = c, akkor
l;’rjglg =c. |
(b) Ha a B(a,r) N A halmazon f < g és hI}xlf = 00, akkor lirzllg = 00.

(c) Ha a B(a,r) N A halmazon f < g és lirglg = —o0, akkor hI}llf = —00.
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7. Tobbvaltozos fiiggvények folytonossaga

Tébbvaltozés fiiggvények folytonosséga. Atviteli elv. Folytonos fiiggvény folyto-
nossaga részhalmazokon. Szekciofiiggvények. Példa olyan fliggvényre, amelynek
minden szkciéfiiggvénye folytonos, de a fliggvény nem folytonos. Miiveletek. Az
elemi fliggvények folytonossiga. Weierstrass-tétel. Heine-tétel. [LTS2, 32-36. o.]
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8. Parcialis derivaltak

Parcialis differencidlhatosag. Példa parcidlisan differencidlhaté, de nem folytonos
fliggvényre. Lokalis széls6értékek. SzélsGértékkeresés a parcidlis derivaltak null-
helyeinek mekeresésével. Adott korbe irt maximélis teriiletdi haromszog. [LTS2,

39-43. o.]
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9. Tobbvaltozoés fiiggvények differencialasa

Linedris fuggvény; atirds vektorok skalaris szorzatdval és matrixszorzassal. Tobb-
valtozos fliggvény differencidlhatésdga. A differencialhatésaghdl kovetkezik a foly-
tonossag. Erintésik. Egyértelmfiiség. Derivaltvektor, gradiens. Ha mindegyik par-
cialis 1étezik egy kornyezetben és folytonos az egy pontban, akkor a fiiggvény dif-
ferencidlhat6. Ha mindegyik parcidlis létezik egy kornyezetben és folytonos az egy
pontban, akkor a fiiggvény differencialhaté. Minden polinomfiiggvény és minden
raciondlis tort fiiggvény, tovabba (ha elhagyjuk az ért. tartomdnyok végpontait)
minden elemi figgvény differencidlhaté. [LTS2, 45-53. o.]
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10. Iranymenti derivaltak. Lagrange-kozép-
értéktétel

Iranymenti derivalt. Az iranymenti derivalt kiszamitasa. Lagrange-kozépértéktétel.
Becslés a fliggvény megvaltozasara. Ha egy tartomanyod a derivalt 0, akkor a fligg-
vény konstans. [LTS2, 53-56. o.]

33



11. Vektorértéki fiiggvények differenciala-

Sa

Vektorértékl fliggvények. Hatarérték, folytonossag, atviteli elvek. A hatarérték
létezése és a folytonossag ekvivalens a koordindtafiiggvények hatarértékével, ill.
folytonosaagaval. RP — RY linearis leképezések. Matrix alak. Lineéris leképezés
norméja. Differencidlhatosiag. A diff.hatésag ekvivalens azzal, hogy mindegyik ko-
ordinatafiiggvény differencialhaté. Ha differencidlhaté, akkor folytonos. A derivalt
egyértelmiisége. Jacobi-matrix. Ha mindegyik parcidlis létezik egy koérnyezetben
és folytonos az egy pontban, akkor a fiiggvény differencialhaté. Folytonos differen-
cidlhatdsdg. Blokkmadtrixok. [LTS2, 81-89. o.]

Linearis leképezések

11.1 Definicié (Linearis R? — RY leképezések)

A € Hom(RP,RY); A(c-x)=c-A(z); Alx+y) = A(z)+ Ay)

S J

11.2 Tétel

T
gl(l‘) a1y Qa1 a3 ... alp Ty
Oy (x ay1 Qo9 @ .a
A(z) = 2(_) |7 T T | = A
ly(z) g Qg2 Qg3 ... Ggp -
gxp

11.3 Definicié (Linearis leképezés vagy métrix normaja)

||A]| = sup {)Ax‘ x| = 1} = max{‘Ax‘ x| = 1}

11.4 Trivialitas

Tetsz. = vektorra |Ax| < ||A|| - |z|.
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11.5 Tétel

A maétrixnorma tényleg norma:
e A 20, A =0 & A=0
o lle- Al = fe] - |All
* [[A+ Bl < [|A]l + [|1B]]-

-

Biz. Az elsd harom trividlis.

Héaromszog-egyenlotlenség: Barmely x € RP egységvektorra
(A + B)zx| < |Az|+ |Bz| < ||Al| +||B]|

Tehat
|4+ Bl = sup {[(4+ B)a|: |s =1} < 4] + |1B].

A Hom(RP, RY) tér a matrixnormaval egy normalt linedris tér.
(Igazabdl barmelyik norméat hasznalhatnank, csak ezzel konnyti lesz szdmolni.)

Definicié (Frobenius-norma)

11 ... Qip T
Az A= | . i | matrix Frobenius-normdja ||Allr = | 3 X |azl?.

Qg1 ... Qgp
(Ugyanaz, mint az euklideszi norma, tehat jelolhetnénk || A||o-vel is.)

@11 ... Qip
Béarmely A= | : .. i | métrixra max;;|a;| < || 4| < ||All#.

Qg1 ... Qgp

Biz. (1) Tegyiik fel, hogy a;; a maximélis abszolit értékii eleme A-nak. Ha
e; =(0,...,0,1,0,...,0)" € RP, akkor |Ae;| az A matrix i-edik oszlopa, ezért
——— ———

i—1 p—i
|ajzi| < || Aejl| < [[A]l-

(2) Legyen x € RP egy olyan egységvektor, amelyre |Az| = ||A]|. A Cauchy-



Schwarzbol

111 + a1 + ...+ A1pTp
(211 + Q929 + ... + Q2pTp

2

IAI* = || Az||* = <

q
=2
j=1

p
Z @il
j=1

Aq1T1 + Ag2T2 + ... + QgpTy

p qg p
lazil* - > !$i|2) = (ZZWF) e = Al - 1.
1 j=1

j=14i=1

P

5

A maétrixnorma kiszamitasa kicsit kellemetlen (még visszatériink ra). Gyakor-
latban, pl. ha valaki ilyen jellegli szamitasokat programozni szeretne, a Frobenius-
norma egy konnyebben implementalhat6 alternativa.

Differencialhatésag

11.6 Definicié (differencidlhatésag)

HCRrP f:H—R%acintH.
Az f fuggvény differencidlhaté az a pontban, ha van olyan A € Hom(RP, R?)
linearis leképezés, amelyre

(a) lim f(x) — fa) — A(x — a)

T—ra |.CE — a|

(b) Valamilyen vektorértékii e(z) fiiggvénnyel
f(@) = f(@) + Alw — @) + c(@)|o —al, L e(@) =0,
(c) Valamilyen vektorértékii e(z) fiiggvénnyel

f(x) = f(a) + A(x — a) + e(z)|z — a|], ¢ folytonos a-ban és c(a) =0,

Soronként irva,

L@\ (fia) + bz —a) +e(@) |z —a
fa(x) _ fala) + lo(z — a) + ea(x) - |x — a|
fu@)) \fula) + y(x — a) + e4(x) - |1 — af

f differencialhato
& az ¢ vektorfiiggvény folytonos a-ban és e(a) = 0,

36



< mindegyik ¢; fiiggvény folytonos a-ban és €;(a) =0
< mindegyik f; differencidlhato, és a derivaltja az ¢; linedris fiiggvény.

A szamértéki fiiggvényeknél lattuk, hogy az ¢;(x) linearis fiiggvény egyértel-
mi, és az egyiitthatdi (ha tetszik, koordinatai) az f; fiiggvény parcidlis derivaltjai
az a pontban:

g](flﬁ) = lej(a) - T+ Dij(Cl) N S Dpfj(a) *Tp.

Ezek utdan az A € Hom(RP, RY) linedris leképezés egyértelmii, és a matrixa

lel(a) Dgfl(a) Ce Dpfl(a) grad fl(a)
Difs(a) Dafs(a) ... D,fa(a) _ grad fo(a)
Dify(@) Dafy(a) ... Dyfy(@)  \gradfya)
lel(a) Dgfl(a) . Dpfl(a) grad fl(a)
Difs(a) Dafs(a) ... Dpfala) _ grad fa(a)
Dify@) Dafy(@) .. Dypfya))  \grad fy(a)
Neve: az f leképezés a pontbeli Jacobi-matrixa; jele J f(a).

11.8 Definicidé

A most mar egyértelmii A(z) leképezést hivjuk az f leképezés a-beli deri-
valtjanak, és jelolhetjik igy: f'(a) = A € Hom(RP,RY).

2 Mese. A definicioba beirva ezt a jeldlést,

f@) = fla) + f'(a)(z —a) +e(x) - [x —al.

Ezek utan a p-vdltozos f' derivalt leképezés hova is képez? Hdat a p-q dimenzids
Hom(R?, RY) wvektortérbe...

Ha valaki szereti a vektor magicet, a Jacobi-mdatrizot ilyen vicces szorzat ala-
kokban is irhatja:

grad fi(a) S S
rad fa(a 9 9
B :f() — grad - f (a) = f (D1 Dy ... Dy)(a)
gradfq(a) fq fq
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Ha az f fuggvény differencialhaté az a pontban, akkor f folytonos a-ban.

11.10 Tétel

Ha az f fiiggvény differencidlhat6é az a pontban, akkor f mindegyik f; ko-
ordinatafiiggvényének mindegyik valtozd szerinti parcidlis derivaltja létezik
és véges az a pontban.

11.11 Tétel

p
.

Ha az a pont egy kornyezetében az f mindegyik f; koordinatafiiggvénye
parcidlisan differencialhaté, és mindegyik D;f; parcidlis derivalt folytonos
az a pontban, akkor f differencialhato a-ban.

11.12 Definici6é

-
| \

Ha az a pont egy kornyezetében az f minden pontban differencidlhato, és
mindegyik D, f; parcidlis derivélt folytonos az a pontban, akkor azt mond-
juk, hogy f folytonosan differencialhato az a pontban.

Avagy, a g x p-es matrix értékli derivaltfiiggvény akkor és csak akkor folyt. a-ban, ha

minden koordinatafiiggvénye, vagyis az osszes D; f;(x) folyt. a-ban.

,
.




11.13 Példa

Legyen f(x,y) = (e” cosy, €” siny), pontosabban
T e’ cosy
/() -y
Yy e sin y

D, fi(x,y) = e” cosy; Dy fi(z,y) = —e”siny;

A parcialis derivaltak:

D, fo(x,y) = e"siny; D, fa(x,y) = e cosy.

A Jacobi-matrix az (‘Z) pontban
a e*cosb —esinbd
Jf(b) N <ea sinb e%cosb ) '
A fuggvény derivaltja az (Z) pontban az
f ay (=) e“c9sb~x — e%sinb-y
b Y etsinb-x + ecosb-y

linearis leképezés.

. J

3 Mese. Ez a differencialhatiésagfogalom kozos dltalanositdsa a kordbbi derivdlt-
fogalmaknak:

[ — R — RY
Ha f: R — R? gorbe:
Ha f: R — R fiigguény: HO
R f'(a) egy szdm (meredekség) f)y=1| -: (érintd)vektor;
— L L p
vagy R — R linedris fiigguény F1(1)
q

vagy 1 x 1-es mdtriz q-dim. (oszlop)vektor

ha tetszik, R — R? lin. fu

Ha f: RP = R figgvény: Ha f : R? — RY leképezés:
f'(a) egy RP — R linedris figg- | f'(a) egy RP — RY linedris fo
vény Difi(a) ... D,fi(a)
p
RV = vagy (le(a) ce Dpf<a)>; Va49Y : .
p-dim. (gradiens)vektor Dif,(a) ... D,f,(a)

vagy p-dim. sorvektor q X p-es mdtriz

39



4 Mese. Blokkmatrizok, parcidlis derivaltak

fi
f fr
J@(xay):J o (x17-"7xp Y1, 7yq>:
Js
Dxlfl szfl Dylfl qufl
Dufe o Duy | Dut oo Dyl (Daf | Do)
Dmgl Dxpgl Dy1gl qugl szg ‘ Dyg}
Dy, gs D.,9gs Dy, g5 Dy, 9s
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12. Differencialasi szabalyok

Differencidldsi szabélyok: konstansszoros, 6sszeg. Léncszabaly (RP — R? és R? —
R" fggvény kompozicidja).

12.1 Trivialitas

e Legyen H CRP, f: H — R% a €intH. Ha f: H — R? differen-
cidlhaté az a pontban és ¢ € R, akkor ¢ - f is differencialhaté a-ban,

(c- f)(a) =c- f'(a).

o« Ha f,g: H — R differencidlhaté az a pontban, akkor f + g is diffe-
rencialhato a-ban, és

(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a).

(Trivi az e fuggvények folytonossdgabdl.)

12.2 Tétel (lancszabaly)

R? R?

[

Legyen a p-valtozos, R%-ba képezd g figgvény differencidlhaté az a € RP
pontban és g(a) = b € R?. Tovabba legyen a ¢-véltozds, R"-be képezd f
fiiggvény differencialhatéd a b pontban. Ekkor a p-valtozos, R"-be képezo
f o g fuggvény is differencidlhaté az a pontban, és

(f o g9)'(a) = f'(b) o g'(a) = f'(9(a)) o ¢ (a).

Avagy Jacobi-matrixokkal

J(fog)la) = Lf/@@@ = Jf(g(a)) - Jg(a).

Biz. Legyen
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A=g(a), g(x)=g(a)+ Alx —a) + a(z)|lx —al,
B=f'(b), fly)=f(b)+By—>b)+5yly—0l,

(a(x) g-dim. vektorértékd fiiggvény, folyt. a-ban, a(a) = 0, B(y) r-dim.
vektorértéki fiiggvény, folyt. b-ben, 5(b) = 0,.)

RP RY R"
2 4]
h ey “f(b)
:r:. g __r* i \\_L,—/)’

Az f értelmes valamilyen B(b, 1) gdmbben.
A g differencialhaté, ezért folytonos is a-ban, igy egy elég kis B(a, r5) gdmbben
g értelmes és g(z) € B(b,11). Az ro-t valasszuk olyan kicsinek, hogy x € B(a,rs)

esetén |a(z)| < 1 legyen (ez jél fog jonni még).
Tehét a B(a,rs) gombben f o g értelmes (ez is kell a differencialhat6saghoz).

A B(a,ry) gobmbben

‘g(x) —g(a)‘ = ‘A(x —a)+ ax)r — a]’ < ‘A(x — a)’ + ‘oz(:c)’ e —a] <

<Al -z —al + 1-]z—al = (Al +1)|z - al.
Mostantél y = g(x). A B(a,r;) gémbben
[F(g(x)) = fg(a) = BA(z —a)| =
= [Fw) = 1) = Bly—b) + By —b— A(z — a))| <
< |f(y) = f(b) = Bly—b)| + |Blg(x) — g(a) — Az —a))| <
&

<[BW)|-ly=0| + IBIl-|g(x) — g(a) — Az — a)| <
<[8w)|- (141 + )|z —a| + IBIl - |a(z)| - = - al =
=(W@@»WOMﬂ+0 +HBW%ﬂ@D-u—aL
Tehat
< [Bg@)| - (1Al +1) + |IB] - |a(@)].

|V@@»—f@wD—BA®—a)

|z —al
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z)) — a)) — BA(x —a
Rendor-elv miatt glclg}z ‘f(g( ) f(é(—)iq ( ) =0; (fog)(x) = f(g(x))

differencialhaté a-ban, és
(fog)(a)=BA= f(b)og(a)

12.3 Kovetkezmény (6sszetett fiiggvény differencidlasi szabalya;

lancszabaly)

Ha ¢, ..., gq p-valtozos, szamértéki figgvények, differencidlhatok az a € RP
pontban, b; = g;(a), tovabba a ¢-valtozds, szamértéki f fuggvény differenci-
alhaté a (by,. .., b,) pontban, akkor az F'(x) = f(gl (2),... ,gq(a:)) fliggvény
is differencialhaté az a pontban, és a parcialis derivaltjait igy irhatjuk fel:

D;F(a) =" D;f(b) - Digj(a) avagy o = .Z ar . %

J=1

Biz. Az el6z0 tétel specialis esete r = 1-re. Jacobi-matrixokkal

Digi(a) ... Dpgi(a)
grad F(a) = (Dif(b) ... Dyf(b)) : :
Digg(a) ... Dpgy(a)

Ebbél kell leolvasni az i-edik elemet, ami a grad f(b) vektor és a Jg(a) Jacobi-
matrix ¢-edik oszlopanak szorzata.

12.4 Példa

Legyen ¢(t) és h(t) két egyvaltozds, szamértéki fiiggvény; mindkettd diffe-
rencidlhaté a t = a helyen, g(a) = b, h(a) = ¢, tovabba legyen f(z,y) = z-y.
A lancszabély szerint az f(g(t), h(t)) = g(t) - h(t) is differencidlhaté az a he-
lyen, és

(g9-h)'(a) = D1f(b,c) - g'(a) + Daf(b,c) - W'(t) =

=c-g'(a) +b-1(a) = h(a) - g'(a) + g(a) - B'(a).
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12.5 Példa
Ugyanez hanyadossal: most f(z,y) = x/y és h(a) = ¢ # 0.

(9/h) (a) = D1f(b,c) - g'(a) + Daf (b, c) - h'(t) =

Hézi feladat kiprobalni ugyanezt n-tényezos szorzattal és hatvanyozassal is.

12.6 Kovetkezmény

Differencialhat6 fiiggvények szorzata és hanyadosa is differencialhaté (min-
denhol, ahol nem kell nulldval osztani.)

12.7 Példa
/
g p-valtozés, Ri-ba képez. (|g|2> =
f@) =Wl =vi+.. .+
f'(y) =2y
/
(Ig1°) =24" g

12.8 Példa

g p-valtozés, Ri-ba képez, A € Hom(R? R")

Al(y) =A (v.6. (e%) =€e® o)

(Ag(@)) = (A(g(2))) = Ao g'(z) = Ag'(x).

12.9 Példa

g p-valtozos, Ri-ba képez, v € RY

(v,y) =o'

t

(v,9(x)) = 'y (2).




12.10 Példa

Most legyen g és h két, R%-ba képezo fliggvény, ami differencialhato az a €
R? pontban, és legyen f(x1,...,Tq, Y1, .., Yg) = T1Y1 + - - - + Ty, 8z RI-beli
skaléris szorzas.

gradf = (ylv ey Ygy Ty e 7xq) = (yt7xt)

<g’ h)/ — htg/ + gth/
(Ha g egyvéltozos, akkor ... = (grad g, h) + (h, grad g).

12.11 Tétel (inverz fiiggvény differenciilasi szabalya)

Legyen f p-valtozés, RP-e képezd leképezés, amely differencialhato6 az a pont-
ban, f(a) = b € RP és tegyiik fel, hogy f'(a) = A € Hom(R?, RP) invertal-

haté.
/ff\; oy )
e o ob r—a~ Ay —b)

° ‘___________________‘_--' .
il g Y

Tegyiik fel, hogy van egy szintén p-valtozos, RP-be képez6 g fiiggvény, amely
folytonos b-ben, és b egy kornyezetében f(g(y)) = y. Ekkor g differenciél-
hat6 b-ben, és ¢'(b) = A~! avagy ¢'(f(a)) = (f'(a))~ .

Biz. Végig y € B(b,r) és x = g(y) lesz.

y—b=f(z) = fla) = Alx —a) +e(x) - |z — af
ANy —b)=(z—a)+ A 'e(x) - |z — al.

Az e(z) = (g(y)) folytonos b-ben; ha |y — b| elég kicsi: ||[A7Y| - ‘a(x)‘ <

N[ —=

M4@—bﬂzu—awwA*deM—dz(1—wrwwdm0u—mz;u—d
9(y) —g(b) = ANy —b)| = | —a— AT (y—b)| = |A"e(@)| - |z — a| <
< A7 Je(@)] - 2 A7y = b)| < JATH - [e@)] - 2 A7y — ol
9(0) — 90) = Ay~ )
ly — bl

<20 A7 |e(g(y))] — 0.
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12.12 Kérdés

"f egy p-véaltozds, RP-e képezd leképezés, amely differencidlhaté az a pont-
ban, f(a) =b € RP és f/'(a) = A € Hom(RP, RP) invertalhato.

Ha van egy szintén p-valtozos, RP-be képez6 g fliggvény, amely folytonos

b-ben, és b egy kornyezetében f(g(y)) = y..."

Hogyan lehet egyszeriien eldonteni, vagy tudunk-e ra valami egyszerti elég-
séges feltételt, hogy van-e ilyen lokdlis inverz g fiiggvény?
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13. Lokalis injektivitas

13.1 Kérdés (Lokalis inverz fiiggvény)

Mit varjunk el a lokalis inverztol?

Lokalis inverz?

Lokalis injektivitas?

Lokalis sziirjektivitas?

Milyen tulajdonsagi legyen az f'(a) linedris leképezés?

13.2 Definicié (lokalis inverz)

Legyen f(z) p-valtozés, R%-ba képezd fiiggvény, folytonos az a € int D
pontban.

]R,u _— f ]R_'-’e'
l,rf "'w\ f..ﬂ_u,,
:ﬂ-. .ﬁ\..bn
y r—'—*:rx.ﬁ g” ,.-"My_.-ﬂ;

o - -

A g(y) g-valtozés fiiggvény az f lokdlis inverze az a pontban, ha léteznek
olyan A C Dy és B C D, halmazok, amelyekre

e beint B,
o f(z) folytonos és injektiv az A halmazon
o ¢(y) folytonos és injektiv a B halmazon

e fla és g|p egymas inverze.

13.3 Tétel

Lokalis inverz csak p = q esetén létezhet.

J

(A folytonos esetben nem bizonyitjuk. Példaul p = 3, ¢ = 2 esetén a teljes
otszog graf bedgyazhaté R3-ben, de R?-ben nem, mert nem sikbarajzolhatd.)
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Ha f és g egymas lokalis inverze az a, illetve a b pontban, és ezekben az
pontokban mindkett differencidlhaté, akkor az f'(a) és ¢'(b) leképezések
egymas inverzei, és ez csak p = ¢ esetén lehetséges.

13.5 Definicié (lokalis injektivitas)

Legyen f p-véltozds, R?-ba képezd figgvény és a € int Dy. Az f fiiggvény
lokalisan injektiv az a pontban, ha van olyan r > 0, hogy f|p(a,r) injektiv.

13.6 Definici6é (lokalis sziirjektivitas)

Legyen f p-véltozds, R%-ba képezd figgvény és a € int Dy. Az f fiiggvény
lokélisan sziirjektiv az a pontban, ha a minden kornyezetének képe tartalmaz
b kortili gombot, vagyis

Vr>03ds>0Vy € B(b,s) dz € B(a,r)f(z) =y.

13.7 Tétel (Injektiv és sziirjektiv linearis leképezések)

Legyen A € Hom(R?,RY) vagy A € R?*P (A= f'(a) lesz)

A injektiv <=1tk A =p (p < ¢ sziikséges) <= valamelyik p x p-es
részmatrix determinansa nem 0

A szurjektiv <=tk A =¢q (q < psziikséges) <= valamelyik ¢ x g-as
részmatrix determinansa nem 0

A injektiv <= A sziirjektiv

A invertalhaté6 <= rk A = p = q avagy det A # 0

48



13.8 Trivialitas

Ha A injektiv / sziirjektiv / invertalhatd, akkor az A egy kornyezetében
(ez a kornyezet a Hom(RP R?) térnek része) minden leképezés injektiv /
sziirjektiv / invertalhato.

Biz. Mindharom tulajdonsag azt mondja, hogy bizonyos részmatrixok koziil
valamelyiknek a determinansa nem 0.

A determindns folytonos (mert rac. tort fiiggvény), igy van az A-nak egy
kornyezete, ahol ugyanannak a részmatrixnak a determinansa nem 0.

,
.

13.9 Példa

Onmagaban a differencidlhatésag nem elég.
N 0.5 4 | | 1

w

\

10
§—|—1'28111z ha z # 0

fz) =
0 haz =0
10 10
1 in — — -
Flz) = 2+2.7;smx 10cosx ha z # 0
1 haz =0

2

Noha a fiiggvény mindenhol differencidlhaté, és f'(0) # 0, mégsines lokalis
inverz a 0 koriil. &

A folytonos differencialhatésagot is ki fogjuk kotni.

49



13.10 Lemma

Legyen H C RP, f : H — RY% az [a,b] szakasz része H-nek, a szakasz
pontjaiban f differencialhaté. Ekkor

£6) ~ f(@)] < sup |

z€[a,b]

RF R¢

@) 16— al.

L fla) w £(b)

Biz. Ha f(a) = f(b), az &llitas trividlis. A tovabbiabkan f(a) # f(b). Legyen
M = sup ‘f’(x)H
z€[a,b]

Legyen w = f(b) — f(a) és h(x) = (w, f(z)) = w'f(z). Erre a figgvényre

2

h(b) = h(a) = (w, (b)) = (w, f(a)) = (w, f(b) = f(a)) = | f(b) = f(a)]"

Ahol f differencidlhatd, ott h is differencidlhaté, és h'(z) = w' f'(x).

A p-véltozdés Lagrange-kozépértéktétel szerint az [a,b] szakaszon van olyan c
pont, amelyre h(b) — h(a) = h'(c)(b — a).
i Wb —a)| = |u' - f ()b —a) <

1) = f(@)] = |n(b) - ha)] =

< fwl-|(f(e) (b=a)| < Jw]-|

f@)|| - 1b—al <|f) = f(a)|- M- |b—al.

13.11 Lemma

Legyen K C R? konvex nyilt halmaz és f : K — RP olyan differencialha-
t6 leképezés, amelyre a K minden pontjdban |’ — I|| < 3. Ekkor a K
tetszoleges u, v pontjaira

1
£ = F@) 2 Slu=ol.

Biz. Legyen g(x) = f(x) — x, ekkor x = f(x) — g(x), ¢ = f' — I és a feltétel
szerint [|¢'|] < 3. Az €l6z6 lemmabdl [|g(u) — g(v)] < 3lu — v|, ezért

|u—w|—\f00—900—f@0+g@o)s\f@0—f@owwg00—ga»\s\fao—f@oy+;u—vL
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13.12 Megjegyzés

Ha A € Hom(RP,RP) és ||A —I|| < 1, akkor A invertalhaté, mert barmilyen
x # 0 vektor esetén

|Az| > |z| - |(A = Da| > |z| - |A=I|| - || > 0.

13.13 Tétel (A lokalis injektivitas tétele)

Legyen H CRP, f: H — R% a € int H.
Ha f: H — R? folytonosan differencidlhato az a pontban, és

az f'(a) lineéris leképezés injektiv,

akkor az a pontnak van egy olyan kornyezete, ahol f injektiv.

J

Biz. Legyen A = J(a); ez egy ¢ X p-es matrix, amelynek oszlopai linedrisan
fiiggetlenek. Ezért van olyan p x ¢ méreti matrix, amelyre BA = I,.

Legyen g = B o f; ez is folytonosan differencialhaté az a pontban, tehat az
g'(z) (leképezés értékii leképezés) folytonos az a pontban; létezik tehat olyan
r > 0, hogy a B(a,r) kornyezetben

Iﬂ@—JWNZW@%JM<;

Az el6z6 lemma szerint, ha a, v két kiillonb6z6 pont ebben a gombben, akkor
1
j9(w) = g(v)] = Slu—v| >0,

ezért a gombon f injektiv.
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14. Lokalis sziirjektivitas

14.1 Tétel (lokalis sziirjektivitas)

Legyen H C R, f : H — R% a € int H és b = f(a). Ha f : H —
RY folytonosan differencidlhaté az a pontban, és az f'(a) linedris leképezés
sziirjektiv, akkor az f figgvény lokalisan sziirjektiv az a pontban, tehat
az a pont barmely kornyezetének f szerinti képe tartalmazza a b pont egy
kornyezetét.

Kvantorokkal:

Vr>0 ds>0 VyeB(b,s) JzeB(a,r) f(z)=y.

. J

Biz. A Jf(a) Jacobi-matrix oszlopai kozott van ¢ lin. fuggetlen; az dltalanossig
csorbitasa nélkiil feltehetd, hogy ez az els6 ¢ oszlop.

Csak olyan a-eket fogunk keresni, amelyekben 41 = agy1, ... 2p = ap. Mos-
tantol tehat feltessziik, hogy p = ¢; és f'(a) invertdlhato.

Az f helyett vizsgdlhatnank az f(z + a) — b fiiggvényt; ezért az dltaldnossig
csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy a = b = 0,.

Legyen g = A™' o f; ez is folytonosan differencialhaté és ¢/(0) = A1A=1. A
folytonos differencidlhatésag miatt van egy olyan rq > 0, hogy a B(0, ) gdémbben

| —1I| < 1. A13.12 Megjegyés szerint az is igaz, hogy a ¢’ lelfﬁépezés invertalhato.

4l A=t

Az allitast r < ro-ra igazoljuk, és ez elég. Legyen s = és y tetszoleges

pont a B(0, s) gdbmbben; ehhez keressiik a megfelel§ z-et.

Legyen z = A™ly, erre tehat |y| < s, és

N - - r
|Z|=’A 1y’§||A 1||-|y|<||A 1”‘8:1

Oyan = € B(0,r) pontra van sziikségiink, amelyre g(z) = z, mert akkor f(z) =
A(g(z)) = Az = y. Az x megtaldldsdra kétféle médszert mutatunk.
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g=Alof

1. médszer: minimumkeresés. Keressiik meg a B(a, ) zart gombon a h(z) =
lg(x) — 2|? fiiggvény minimumdt. Akkor ériiliink, ha ez a minimum a 0.
A Weierstrass-tétel miatt a minimum biztosan 1étezik.
A koézéppontban h(0) = | — 2|? < s2.
A hatérpontokban, tehét az |z| = r gémbfelileten
1 ror o r
l9(2) — 2| = |g(&) — 9(0) — 2| > lg(@) — 9O — |#1 > Ljw —0 = ol > LT =T,
2 2 4 4
tehat h(x) > h(0). A minimumhely nem lehet a hataron; valamilyen belsé pont-

ban veszi fel a h fliggvény.
Legyen zy a minimumbhely; ez lokalis minimumhely, tehat A" = 0:

0="n'(zo) = 2<g(a;o) — z)t - g'(x0) = 0.

Az ¢'(x) invertalhaté, tehat g(xg) — 2z = 0.

Ezzel taldltunk olyan z € B(a,r9) C B(a,r) pontot, amire g(xy) = z , vagyis
fzo) = y.

2a. médszer: itericio.

Heurisztika: A keresett xy pont kozelében

g(u) = g(xg) + ¢ (v0)(u — 20) = 2 + I(u — x) = 2 + u — o,

vagyis xo ~ u — g(u) + z.
Legyen k(u) = u — g(u) + z, és definidljuk a kévetkezé rekurziv sorozatot:

wy =0, Upr1 = k(u,) =u, — g(u,) + 2.

ennek a limeszpontja lesz a keresett xy pont. Ezt most kicsit altalanosabban
megcsinaljuk.
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14.2 Definicié (kontrakcid)

Legyen H C R, k: H — H. A k fuggvény kontrakcio, ha van
olyan ¢ < 1 szdm, hogy barmely u,v € H pontok esetén

[k (u) = k(v)] < qlu—o].

14.3 Lemma (Banach-fixponttétel)

Ha Z C R nemiires, zart, és k : Z — Z kontrakcié, akkor k-nak
van fixpontja, vagyis van olyan xy € Z pont, amelyre k(zy) = xo.

Biz. Rekurzivan definidlunk Z-ben egy pontsorozatot. Legyen uy € Z
tetszoleges, és u,11 = k(uy).

A kontrakcié-tulajdonsag miatt a k figgvény folytonos, és barmely
n-re
[tunsa = tnsr] = [k(unir) = k(un)| < glunsa =

ebbdl trividlis indukciéval
n
Unt1 — un| < q"ur — uo.
Tetszoleges m < n esetén

‘un - Um‘ < |um+1 - um‘ + ‘um+2 - Uerl‘ Tt |un - Unfﬂ

m n

I—g¢q

m m n— q
< (g™ + ¢ Y — | =

[ur — g

m

< 4
ST,

|U1—UO|.

Ezm — oo esetén 0-hoz tart, ezért az (u,,) sorozat Cauchy-tulajdonsagu,
tehat konvergens; legyen xg = limw,,. Mivel Z zart, zg € Z.

A k folytonossdga miatt
k(xo) = k(limw,) = lim k(u,) = lim u, 1 = o,
vagyis xy fixpontja k-nak.

Most térjiink vissza a k(u) = u — g(u) + z fiiggvényhez. Legyen Z = B(0, %r).
Az Z C B(0,r) gémbben [|K'|| = || — ¢|| < 3, ezért barmely u,v € Z esetén
|k(u) — k(v)| < 3lu—v|. Tovibba u € Z esetén
r 1 3 3

1
= — < Zley — 4oz = el
k()] = [5(0)] + k() = B(O) < 2] + SJu—0] < -+ Zr < 2,
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tehat k(u) € Z.

A k|z fuggvény tehat tényleg egy Z — Z kontrakci6, aminek tehat van egy
xro € Z C B(0,r) fixpontja. A fixpontban zo = k(z9) = x¢ — g(z0) + 2, vagyis
g(xo) = 2.

2b. mddszer: A Banach-fixponttétel helyett egy sokkal erésebbet, a Brouwer-
fixponttételt fogjuk alkalmazni.

14.4 Lemma (Brouwer-fixponttétel)

Ha Z zart gomb, és k : Z — Z egy tetszéleges folytonos fiigg-
vény, akkor a k fiiggvénynek van fixpontja.

A tételt a topologia eléadason be fogjatok bizonyitani. Egy bizonyitas
megtalalhaté a Laczkovich-T.Sos konyv fliiggelékében.

Az f és a g fliggvényekrdl csak annyit fogunk felhasznalni, hogy folytonosak az
a pont egy kornyezetében, differencidlhaték az a pontban, és A = f’(a) sziirjektiv,
illetve ¢’(a) = I. Tehat csak az a-beli derivaltat fogjuk haszndlni.

Az €l6z6 részhez hasonlban, legyen 1o > 0 olyan, amelyre = € B(a, ) esetén

9(2) — 9(0) — ¢ O)(z — )] = |gle) | < Sl

ilyen a ¢ fliggvény 0-beli differencidlhatosaga miatt létezik.

Tetszoleges r < ry esetén legyen s = m; azt allitjuk, hogy tetszdleges
y € B(0,s) ponthoz van olyan x € B(0,7), amelyre f(x) =y, avagy a z = A~ (y)
ponttal g(z) = z.

Vizsgdljuk a k(x) = x—g(z)+2 fiiggvényt a B(0,r) zart gomboén. Ez folytonos,
és |k(z)| < |g(x)—z]+|2] < §lz[+|2| < L+1%, tehat a k fiiggvény a gdmb belsejébe
képez. A Brouwer-fixponttétel szerint k-nak van legalabb egy xz fixpontja a zart
gbébmbben; mivel a k képei a gomb belsejében vannak, az g is bels6 pont. Tehat
xg € B(0,7) és k(xg) = xo, vagyis g(xg) = 2.

14.5 Tétel (lokalis sziirjektivitas, er6sebb valtozat)

Legyven H CRP, f: H - R%ésa €int H. Ha f: H — R? folytonos az a
pont egy kornyezetében, differencialhaté az a pontban, és az f’(a) lineéris
leképezés sziirjektiv, akkor az f fiiggvény lokalisan sziirjektiv az a pontban.

14.6 Definicié (Nyilt leképezés)

Ha H C R? nyilt, f : H — R?, és minden G C H halmazra a f(G) halmaz
nyilt, akkor f eqy nyilt leképezés.
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Kovetkezmény (nyilt leképezés tétele)

Ha H C RP nyilt, f : H — R? folytonosan differencialhato, és H minden
pontjaban f’ sziirjektiv, akkor f nyilt leképezés.
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15. Inverzfiiggvénytétel

Tegyiik fel, hogy K C RP kompakt, f : X — RP folytons és injektiv, és
legyen L = f(K). Ekkor

(1) L is kompakt;

(2) f7': L — K is folytonos.

Biz. (1a) A Weierstrass-tétel miatt trivialis, hogy L korlatos.

(Ib) Annak bizonyitasahoz, hogy L zart, tekintsiink egy tetszéleges ¢ € cl L
pontot; azt kell igazolnunk, hogy c € L.

A c-hez tudunk tartani L pontjaival: vannak olyan yi,ys,... € L pontok,
amelyekre y,, — ¢. Mindegyik v, egy egyértelmi x, € K pont képe: y,, = f(z,).

A Bolzano—Weierstrass tétel miatt az (z,) sorozatnak van konvergens (z,, )
részsorozata; legyen d = limx,,. Mivel K zart, és z, € K, az is igaz, hogy
d=limz,, € K.

Az f figgvény folytonos a d pontban is. Az atviteli elv miatt

f(d) = f(lima,,) = lm f(z,,) = limy,, =c.

Ezért ¢ = f(d) € L.

(2) ¥ Indirekt tegyiik fel, hogy f~' nem folytonos valamelyik ¢ € L pontban.
Ekkor van olyan 1, %s, ... € L sorozat, hogy vy, — ¢, de f~1(y,) 4 f~'(c).

Legyen z, = f~Y(y,), d = f~(c); ekkor tehat z, 4 d, vagyis van olyan
e > 0, hogy végtelen sok n-re |z, — d| > e. Az ilyeneknek vegyiik egy konvergens
(xn, ) részsorozatét: ezek tehat gy konvergalnak valamilyen e € K ponthoz, hogy
kézben |x,, —d| > ¢e. Ezért d és e két killonboz6 pont a K halmazban.

Ismét az atviteli elv miatt

fle) = f(ima,,) = lim f(z,,) = limy,, =c= f(d),

ez viszont ellentmond annak, hogy az f fiiggvény injektiv. 4
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15.2 Tétel (Inverzfiiggvénytétel)

R” o
.

Sa

Legyen H CRP, f: H - RP; a € int H, b= f(a).
Ha f: H — R? folytonosan differencialhaté az a pontban, és

az f’(a) linedris leképezés invertalhato,

akkor léteznek olyan § > 0 és n > 0 szamok, hogy

(1) Minden y € B(b, §) ponthoz létezik pontosan egy olyan = € B(a, n) pont,
amelyre f(z) =y.

Avagy, 1étezik olyan g : B(b,0) — B(a,n) fiiggvény, amelyre f(g(y)) = y.
(2) Az g fiiggvény differencialhaté, és ¢’ folytonos b-ben.

(3) A B(a,n) gomb pontjaiban f’ invertalhato, és ¢'(f(x)) = (f'(z))~ "

. J

Biz. Olyan kicsi -t vdlasztunk, amelyre a B(a,n) zart gombén f injektiv, és f’
a zart gomb minden pontjiban invertdlhaté. Legyen K = f(B(a,n).

Lokélis sziirjektivitas: van olyan 8, hogy B(b,d) C f(B(a,n). (nyilt gombok)
Minden y € K-hoz van pontosan egy olyan x € B(a,n), amire f(z) = y. Ha
y € B(b,0), akkor x € B(a,n). Tehat g létezik.

Az B(a,n) zart gomb kompakt, f folytonos, ezért K is kompakt. A g fiiggvény
az f folytonos injektiv fiiggvény inverze, ezért g a K halmazon folytonos.

Az inverz fuggvény differencidlasi szabalyat fogjuk alkalmazni. Barmely y €
B(b,§) pont egy kis kornyezetében g értelmezett, g folytonos, az x = g(y) €
B(a,n) pontban f’(a) invertédlhaté, és f(g(y)) = y. Az inverz fuggvény differen-
cidlasi szabdlya szerint g differencidlhaté y-ban, és ¢'(y) = (f'(x)) L.

-1
A ¢ folytonos b-ben: ¢'(y) = (f’(g(y))) , g folytonos b-ben, f’ folytonos

g(b) = a-ben, és a méatrixinverz is folytonos.
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16. Implicitfiiggvény-tétel
5 Mese. Figgvény explicit (kézvetlen) megaddsa: g : (xy,...,2p) = (Y1, .., Yq)

N = 91(901, . 7%)

yq = gq(xly s 7xp)

vagy
y = g(z)
Implicit (kézvetett) megadds: g : (1, ...,2p) = (Y1,---,Yq)

f1($17"'7xp7y17"'7yq) =0

o, oz, y1, oY) =0

vagy
f(l‘a y) = Oq

(egyenletrendszer).
Az egyenletrendszernek tébb megolddsa is lehet, ezért tébbnyire hozzdtesziink
valamilyen plusz feltételt, lokalizdlast, hogy megyik megolddsra vagyunk kivancsiak.

16.1 Példa (implicit fiiggvény)

Implicit megadds: 2? +y> =1, |z| < 1,y <0
Explicit megadds: |z < 3, y = —v1 — a2

J

Bonyolultabb egyenleteket nem biztos, hogy expliciten meg tudunk oldani.
(Ez az algebristak dolga lenne, de hat 6k mar évszazadok déta csak gyonyori
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szép, szines-szagos kifogdsokat gyartanak. @) Mi viszont az olyan esetekben is
szeretnénk az impliciten megadott fiiggvényt derivalni, amikor nincs a keziinkben
explicit megoldés, hanem esetleg csak egy szamitogéppel eldallitott kozelitd érték.

16.2 Kérdés

Honnan tudjuk, hogy egyéltalan van megoldasa az egyenletrendszernek? Na
és ha tobb is van, melyiket vegyiik?

| '
\

16.3 Kérdés

Ha tudunk egy (a, b) pontpart, ami megoldésa az egyenletrendszernek, lesz-e
koriillotte egy egyértelmi lokdlis megoldés, gorbedarab?

f
L

16.4 Kérdés

Ha van is lokalis implicit fiiggvény, biztosak lehetiink benne, hogy differen-
cialhat6? Milyen képlet adja meg a derivaltat?

16.5 Tétel (implicit fiiggvény differencialasi szabalya)

Ha tudjuk, hogy van implicit fiiggvény, és még differencialhato is, akkor
derivalni méar konnyt.

f(xvg(x)) = Oq
z € RP; g(z) € RY; f egy p+ g valtozés, és R:-ba képez.

Biz. Most jelentse D f az f elsé p valtozo szerinti parcidlis derivaltjat (D; f(z, y)
Hom(RP R?)) és Dy f az f utolsé g valtozd szerinti parcialis derivaltjat (Do f (z,y) €
Hom(R?, RY)).

Derivéaljuk mindkét oldalt:

m

f(z,9(z)) =0,

Dy f(z,9(x)) + Daf (x, g(x)) g@ = Ogxp

axp axq axp

Dyf(x,9(x)) - g'(x) = =Drf (2, 9())
Es ha D, f(x, g(x)) invertalhaté is, akkor

9@ = ~(Daf gD Dufe.9(e))
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16.6 Példak

flx,y) = 23 — y3 a (0,0) pont koriil. Az egyenletnek egyértelmfi,
differencidlhaté megoldéasa van, az y = z, a képlet 0/0-t ad a implicit
figgvény 0-beli derivaltjara.

f(x,y) = 23 —4° a (0,0) pont kérill. Az egyenletnek egyértelmfi, de
nem differencidlhaté megoldasa van, a y = /z. A képlet 0/0-t ad a
(nem 1étez6) derivalt értékére a 0-ban.

f(z,y) = 2?—y?a (0,0) pont koriil. Ttt két kiilonb6zd differencidlbatd
megoldas van, a képlet 0/0-t ad eredményiil.

f(x,y) = 2% + y? a (0,0) pont koriil. Itt csak egyetlen pont a megol-
déshalmaz, nincs lokalis implicit fiiggvény. A tétel képlete 0/0-t ad.

f<x,y>:{y+y28my%_$ T,
—x hay=20
folytonos megoldés, a képlet mégis 1/1-et, egy értelmesnak latszo ér-
téket ad. Vegyiik észre, hogy az egyenlet mindenhol differencialhato,
de nem folytonosan differencidlhats a (0,0) pontban.

1

(0,0) pont koriil. Itt nincs

0.5

J

Az els6 4 példa szerint a Do f = 0 esetben eléfordulhat, hogy van egyértelmii
lokélis implicit fiiggvény, de ez lehet differencialhaté és nem differencialhaté is;
lehet, hogy tobbféle implicit fiiggvény létezik, vagy egy sincs. Az utolsé példaban
pedig az egyenlet nem elég szép az adott pontban.

Tanulsdg: Erdemes lesz kikotni, hogy az egyenletrendszer folytonosan diffe-
rencialhatd, és Dy f(x, g(x)) invertalhato.
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16.7 Tétel (implicitfiiggvény-tétel)

Legyen H C R? x RY és f: H — RY? (az egyenletrendszer).

Tegytk fel, hogy a € RP, b € RY, (a,b) € int H, és f(a,b) = 0, (vagyis az
(a,b) egy olyan belsé pont, amely megolddsa az egyenletrendszernek).

Ha f folytonosan differencialhaté az (a,b) pontban, és D, f(a,b) invertalha-
t6, akkor

Léteznek olyan 6 > 0 és p > 0 szamok, hogy

(1) Minden = € B(a,d) ponthoz létezik pontosan egy olyan y = g(z) €
B(b,n) pont, amelyre f(z,y) = 0,.

(2) Az igy definidlt g(z) figgvény differencidlhaté a B(a,d) gombben, és

9@ = ~(Dafr,@))) " Du(e, (@)

(3) ¢’ folytonos az a pontban.

Biz. Konnyebb tobbet bizonyitani. Az egyenletrendszer jobboldaldn a 0, vektor
helyére is tegytlink egy z € R? vektort. Az 1Gj egyenlet:

f(xay) =z

Azt éllitjuk, hogy minden a-hez kozeli x és 0,-hoz kozeli z esetén ehhez van egy
egyértelmii y ami megoldésa.
Denifidljuk a kovetkez8, p + ¢ valtozds, RPT9-ba képezd fuggvényt:

T T
x Tp | Tp - x
y.q fq(J'I,y)

Erre irjuk fel az inverzfiiggvénytételt az (a,b) pontban.
Az (a,b) pontban f folytonosan differencialhat6 és F'(a,b) = (a,0).
Az (a,b) pontbeli derivalt blokkmétrix alakban

F'(a b) _ D1x|x:a D2~T|x:a _ -[p><p 0p><q .
’ le(a7b) D2f(a'7 b) le(a'7 b) DQf(avb)
Ez invertalhatd, mert a jobb als6 sarok invertalhato.

Az inverzfiiggvénytétel feltételei teljesiilnek; F-nek létezik egy lokélis inverze
az (a,0) egy kornyezetében, és a lokdlis inverz folytonosan differencialhaté az (a, 0)
pontban.
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F @):(f(;y)); F <Z>:<D1f€a,b) D2f(<)a,b>>'

Az inverzfiiggvénytétel szerint vannak olyan &y, 79 > 0 szamok, hogy minden
(x,2) € B((a,O),&)) parhoz létezik olyan egyértelmii (w,y) € B((a,b),m) par,
amire F(w,y) = (z, 2).

xz ,
<G(x, 2) alaku.

Az 6hajtott g fiiggvény a G-nek a z = 0, szekcidja lesz: g(x) = G(z,0,). Ez
teljesiti az f(x, g(z)) = 0, fuggvényegyenletet, és folytonosan differencidlhaté az
a pontban.

(Félre: csak a 9,7 szamokat ne kellene vagdosni. . . )

Ty Az
T-'.,ij) H.(j".,z)
fi) T 1 il
(a,b) (a, ()

1o I F » do

Persze w = z, széval az inverz leképezés >
z

Legyen n = %170. Valasszunk olyan 0 < § < §p szamot, hogy minden = €
B(a, ) esetén |g(x)| < n is teljestiljon.

Ekkor tehat a kicsit nagyobb halmazon is egyértelm@ (z,y) € B((a,b),no)
pontunkra az is igaz, hogy |y| = |g(z)| < 7.

A ¢ derivaltjat mar kiszamoltuk, de leolvashatjuk a derivaltmatrix inverzébol

(-0 r0)-(in nrew)

Ipyp 0 - _ Lpxp 0 ]
(le(ﬂf,y) Dgf(flf,y)> B —(Dgf(l’,y))_l le($7y) (Dgf(l',y)>_1 ’

Az els6 blokkoszlop az x, a masodik a z szerinti derivalt, tehat

g(@) = —(Daf(2.y)) " Dif(e.y) = —(Daf(2,9(x)) " Dif(z,g(x)):

6 Mese. Az implicitfiigguény-tétel kovetkezményei

p + q vdltozora p fiiggetlen egyenlet: q-dimenzids grafikondarab (paraméteres
feliilet).

Szintvonalas térképek: ha valahol a fligguény folytonosan differencidlhato, és
a gradiens nem a nullvektor, ott a szintvonal (valamilyen figguényérték dsképe)
lokdlisan eqy folytonosan differencidlhato gorbedarab.

is:
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17. Feltételes lokalis szélsoértékek

17.1 Példa

A g(z,y) fuggvény minimumat vagy maximumat keressiikk az f(z,y) = 0
gorbén. Razoljuk meg a g fliggvény szintvonalait.

1 *
gld(lf ".%I(J']',-Itll'
(A=) )

]

'_;}r[ T. ‘{_)f:] = Cy

'glx,y) = e

Elképzelésink szerint az f(z,y) = 0 gorbe irdnydban g(x,y) irdnymenti
derivaltja 0, vagyis a minimumhelyen a gérbe és a szintvonal érinti egymast.
Az f gradiense a gorbére, a g gradiense a szintvonalra merdleges, tehdt a
két gradiens parhuzamos, egymas konstansszorosa:

gradg = \ - grad f?

vagy inkabb
Ao - grad g = grad f7?

vagy a biztonsag kedvéért

Ao -gradg = A\ - grad f7
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17.2 Példa

A g(z,y, z) figgvény minimuméat vagy maximumat keressiik az fi(x,y, z) =
0 és fo(z,y, z) = 0 feliletek metszésvonalan.

Rézsaszinli almunkban a két felillet metszete egy szép, sima gorbe. Ehhez
megkeressiik a g fiiggvény az els6 olyan szintfeliiletét, amelynek van kozos
pontja a metszetgorbével.

T =

'.;I':l:]_r; |

Sejtésiink: a gorbe iranydaban mindharom figgvény irdnymenti derivaltja 0,
vagyis mindharom fiiggvény gradiense a gorbére merdleges sikban van.

Ha viszont a harom vektor egy sikban van, akkor linearisan 6sszefiiggnek:
alkalmas A, A1, Ao, nem mind nulla szamokkal

Ao - grad g = A\q - grad f1 + Ag - grad fs.

(Ha tudjuk, hogy grad f; és grad f, fiiggetlenek, akkor valaszthatjuk \g = 1-
et.)
A Xo, A1, ..., Ay neve: Lagrange-multiplikdtorok.
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17.3 Definicid

Legyen H C RP (ért.tart.), f : H — R? (feltétel vagy egyenletrendszer),
g: H — R (célfigguény) és a € int H olyan pont, ahol f(a) = 0.

Azt mondjuk, hogy a g fiiggvénynek feltételes lokdlis maximuma van az a
pontban az f = 0 feltétel mellett, ha van olyan r > 0, hogy a B(a,r) C H
kornyezet barmely = pontjdban, amelyre f(x) = 0, igaz az, hogy g(z) <
9(a).

A ¢ figgvénynek feltételes lokdlis minimuma van az a pontban az f = 0
feltétel mellett, ha van olyan r > 0, hogy a B(a,r) C H kornyezet barmely
x pontjaban, amelyre f(z) = 0, igaz az, hogy g(x) > g(a).

A g figgvénynek feltételes lokalis széls6értéke van az a pontban az f = 0
feltétel mellett, ha a-ban feltételes lokalis minimuma vagy feltételes lokalis
maximuma az f = 0 feltétel mellett.

17.4 Tétel (Lagrange féle multiplikator médszer)

Legyen H C RP, f : H - R? g : H — R és a € int H olyan pont, ahol
f(a) = 0. Ha f és g folytonosan differencidlhaté az a pontban, és g-nek
lokalis széls6értéke van a-ban az f = 0 feltétel mellett, akkor a grad g(a),
grad fi(a), ..., grad f,(a) vektorok linedrisan Gsszefiiggbek, avagy vannak
olyan Mg, A1, ..., A\, valoés szdmok, nem mindegyik 0, hogy

Xo - grad g(a) = Ay - grad fi(a) + ...+ A, - grad fi(a).

.

\

Biz. Indirekt. Legyen ¢ = g(a), és tegyiik fel, hogy grad g(a), grad fi(a), ...,
grad f,(a) vektorok linedrisan fiiggetlenek. Legyen

hi(a) rad fi(a)

oo (F@) Q) — :
Flo) <g<x>> o JEa) e )
g(x grad g(a

A Jacobi-métrix sorai linedrisan fiiggetlenek, tehat F”(a) egy sziirjektiv leképezés.
Az F tehat lokalisan sziirjektiv.

Barmely r > 0 esetén F(B(a,r)) tartalmazza az F(a)
kornyezetét. Ebben a kornyezetben van olyan (0,...,0,u)
u < ¢, és van olyan (0,...,0,v) = F(z) pont is, ahol v > c.

(0g,c) pont egy
F(y) pont, ahol



g
R ((] EJ)

(0,¢)

L]
=
.

. (0,u)

Tehét barmilyen r > 0-hoz vannak olyan y,z € B(a,r) pontok, amelyekre
fly) = f(z) = 04, g(y) < g(a) és g(z) > g(a). Akkor viszont g-nek nincs sem
feltételes lokalis minimuma, sem feltételes lokalis maximuma az a pontban.

17.5 Példa

Szamitsuk ki z + 2y miminum4t és maximumat az x? + y? = 5 koron.

Feltétel: f(z,y) = x? + y* — b; célfiiggvény: g(z,y) = z + 2y.

A Weierstrass-tétel miatt van minimum és maximum: ezek egyben feltételes
lokélis széls6értékek is.

A Lagrange multiplikdator mdédszer szerint a feltételes lokélis széls6érték-
helyeken grad f = (2z,2y) és gradg = (1,2) egymds konstansszorosa:
grad f = X\ - grad g. Ezt az egyenletrendszert kaptuk:

2 +9° —5=0;
2 = A;
2y = 2.

Megoldva A = 42, x = +1, y £+ 2.

Tehat két megoldas van: (z,y) = (1,2) vagy (z,y) = (—1,—2); ezek a
gyanus pontok, kozottiik van a minimum és a maximum is, meg az is aki
csak rosszkor volt rossz helyen.

Behelyettesitve ¢(1,2) = 5, g(—1,—2) = —5. Tehdt az 22 + y> —5 = 0
feltétel mellett x + 2y maximuma 5, minimuma —5.
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17.6 Példa

Hatdrozzuk meg zyz legnagyobb értékét az x +y +2 =5, 22 +9y? +22=9
feltétel mellett.

Feltétel: fi(z,y,2) =x+y+2—-5=0, fo(z,y,2) =22 +y* + 22 — 9 = 0;
célfiggvény: g(x,y,z) = zyz.

A Weierstrass-tétel miatt van minimum és maximum.

Olyan pontokat keresiink, ahol grad f; = (1,1,1), grad fo = (2z,2y,2z) és
grad g = (yz, zx, zy) lindrisan Osszefliggd.

grad g = A\ - grad fi + Ao - grad fo

>\0 : (yZ,Z.T,Iy) - >‘1 ' (17 1’ 1) + >‘2 : (2$7 2y7 2Z)

Ez az egyenletrendszert kell

megoldanunk: Vagy helyette
z+y+z—-5=0 r+y+z-5=0
?+y’+22-9=0 P+ +22-9=0
Ao-yz =M+ A 2x yz zx 2y
Ao 2 = A1+ Ao+ 2y det| 1 1 1]=0
Ao Y = A+ A - 22. 2z 2y 2z
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18. Magasabbrendii derivaltak

Magasabbrendii paricalis derivaltak. Toébbszoros differencidlhatésag. A tobbszo-
ros differencidlhatosag és a parcialis derivaltak differencidlhatosaganak kapcsolata.
Polinomok, racionalis tort fliggvények és elemi fliggvények akarhanyszoros differen-
cidlhatésdga. Young tétele. A parcidlis derivilds sorrendjének felcserélhetdsége.

A k-adik derivalt mind k-lineéris forma és mint homogén k-adfoki polinom. [LTS2,
58-64.0.

Definicié (masodrendii paricalis derivaltak)

A masodrendii parcialis derivaltak a parcialis derivalt fuggvények parcialis
derivaltjai.

Praktikus lehet kikotni, hogy csak az értelmezési tartomany belsejében vizs-
galjuk ezeket, maskor meg az a praktikus, ha mindenhol, ahol értelmesek,
Ha H C RP, f: H — R valamilyen fiiggvény, tovabbd a € H és 1 < 1,7 <
p, akkor a D;f parcidlis derivaltfiiggvény j-edik valtozé szerinti parcialis
derivaltjat, tehat a D;(D;f) figgvényt szamtalan féle médon szokas jelolni:

g9
(91']' 83}1

02 f
8.1'j81'l’

DjDifa Djif: D;I:ijifv D:Uj:cifa f(x)a ) fg/g/ixja fazixﬁ"'
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Példak

1. Az f(x,y) = 2% cosy fiiggvény masodrendli parcialis derivaltjai:

DiD:f(z,y) =2cosy | DyDsf(x,y) = —2xsiny
DDy f(z,y) = —2xsiny | DoDsyf(x,y) = — 22 cos

LéthatJUk, hOgy DlDQf = D2D1f.

2. A IR
zy(r — vy
SCASGERNE VAR N
g(x’y) — 72 +y2 a <I7y> 7é (070)
0 ha (z,y) = (0,0)
figgvényre D1 f(0,y) = —y é Dof(2,0) = =z, gy D1D>f(0,0) = 1 és

Dy D1 f(0,0) = —1 kiilénboz6k.

Vegytik észre, hogy D1Dyf(0,0) értékét meghatdrozzdk az f-nek az y-
tengely egy kis kornyezetében, mondjuk egy szogtartomanyban felvett érté-
kei, mig Dy D1 f(0,0) értékét meghatarozzék az f-nek az z-tengely egy kis
kornyezetében felvett értékei. A két szogtartomany lehet diszjunkt, a kétféle
parcialis derivaltat egymastol fiiggetlentl eloirhatjuk.

(Akit érdekel az ilyenfajta frusztraci, megprébéalhat olyan elemi figgvényt
talalni, amikor Dy Dsf # DoD4 f.)

Masodik derivalt

Ha (V,||.||) egy normélt vektortér, H C RP, akkor egy f : H — V, tehat p-
valtozos, vektorértéki fliggvény derivaltjat értelmezhetjiik a szokasos médon: az
a € int H pontban a fiiggvény differencidlhaté, ha létezik egy olyan (egyértelmii)
A @ R? — V linedris leképezés, amelyre lim J(@) = f’(;) _a|A(x —9) =0. A
derivélt fuggvény tehat a Hom(RP, V') térbe képez.

Ha V' véges dimenzids, az f(x) értékeit a V egy rogzitett bazisaban irjuk fel,
akkor a differencialhatésag ekvivalens feltétele, hogy az f koordinatafiiggvényei
differencialhatoak legyenek az a pontban.

Tekintsiink most egy f : H — R fiiggvényt és ennek derivaltjat. Az f’ le-
képezés a Hom(R?,R) vektortérbe képez, tehat a derivalt derivaltja egy RP —
Hom(RR?, R) linedris leképezés, vagyis f” a Hom(R?, Hom(R?, R)) térbe képez. Ezt
tovabb lehet folytatni, a k-adik derivaltat rekurzivan definidlhatjuk, a f*))(a) a
Hom(R?, Hom(RR?, ... Hom(RP R)...)) tér egy eleme lesz.

k db
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Ha az f’(g) € Hom(RP,R) leképezést a grad f(z) gradiensvektorral azonosit-
juk, akkor mondhatjuk azt, hogy az [’ fliggvény koordinataftiggvényei a D; f, ...,
D, f parcidlis derivaltak. A fiiggvény akkor lesz kétszer differencialhaté, ha az elsé
parcialis derivalt figgvények differencialhatoak.

Definici6

Legyen H C R?, f : H — R, a € int H. Azt mondjuk, hogy f kétszer
differencidlhato az a pontban, ha

e az a pont egy kornyezetében f differencialhato, és

« az a pontban a D f,..., D, f parcidlis derivalt fliggvények mindegyike
differencialhato.

-
| _

Definicié (Hesse-matrix)

Legyen H C RP, f : H — R, a € int H, és tegyiik fel, hogy az f fiiggvény
kétszer parcialisan differencidlhaté az a pontban. A

Duf((l) Dglf(a) 000 Dplf(a)
Dlgf(a) Dggf(a) 000 ngf(a)
Dif(a) Dopf(a) ... Dypf(a)

matrixot az f fiiggvény a pontbeli Hesse-mdtrizdnak nevezziik, jelel H f(a).

Val6jaban a masodik derivalt leképezést irtuk fel matrix alakban: az a pont
kozelében, ha a gradienst oszlopvektor alakban irjuk, akkor

grad f(z) — grad f(a) = H f(a) - (x — a) + &(z) - |z — al,
avagy

Hf(a) = Jgrad f(a),

vagyis az f”(a) € Hom(RP, Hom(RP, R)) linedris leképezésnek a Hesse-matrixszal
valé balrdl szorzas felel meg, és a derivaltnak megfelel6 grad f figgvény Jacobi-
matrixa a Hesse matrix.

18.1 Trivialitas

Minden elemi fiiggvény kétszer differencialhaté (ha az x®, arcsin x, arc cos x
fliggvényeket nem értelmezziik az értelmezési tartoméany hatarpontjaiban).

Biz. A parcidlis derivaltak is elemi fiiggvények.
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18.2 Tétel

Legyen H C RP, f : H — R, a € int H, és tegyiik fel, hogy az f fiiggvény
differencialhato, és kétszer parcidlisan differencialhaté az a pont egy kor-
nyezetében, Ha az f masodik parcialis derivaltjai folytonosak az a pontban,
akkor f kétszer differencialhatod a-ban.

Definici6

~
-

Legyen H C RP, f : H — R, a € int H. Az f fiiggvény az a pontban
folytonosan differencialhato, ha az a pont egy kornyezetében f kétszer dif-
ferencidlhaté, és az D;; f masodik parcidlis derivéalt fliggvények folytonosak
a-ban.

J

(Ez persze megfelel annak, hogy a méatrikértékii H f(x) fiiggvény folytonos
a-ban.)

Tétel (Young-tétel)

Legyen H C R?, f : H — R, (a,b) € int H, és tegyiik fel, hogy az (a,b)
pont egy kornyezetében f(z,y) parcidlisan differencialhato.

(a) Ha Dy f(z,y) és Dof (z,y) is differencidlhat6 az (a,b) pontban, akkor

DlDQf(CL, b) = DQle(CL, b)

(b) Ha az D1 Dy f(z,y) és Dy Dy f(x,y) méasodrendii parcidlis derivaltak 1é-
teznek az (a,b) pont egy kérnyezetében, és folytonosak az (a,b) pont-
ban, akkor

DlDQf(CL, b) = D2D1f(a, b)

\

A tétel torténetérdl és valtozatairdl lasd: Symmetry of second derivatives
Biz. Legyen r > 0 olyan, hogy f parcidlisan differencialhat6 a (a —r,a+r) x (b—
r,b+ 1) négyzeten. Legyen 0 < ¢t < r esetén

fla+t,b4+1t)— fla,b+1t)— fla+1,b)+ f(a,b)

A(t) = e .

A lim A(t) hatarértéket fogjuk vizsgalni.
t—+0

A A(t) kifejezés azt méri, hogy a fiiggvénygrafikonon az [a,a + t] X [b,b + {]

négyzet f6lotti darabja mennyire csavarodik meg. Heurisztikusan leegyszerisitve,
t,b+1t)— t,b b+t)— b

f(a/+a +1 f(a—i_,)%DQf(G,-i-t,b)éS f(a7 +3€ f(a’)%Dgf(a,b),
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flatt.b+t)—f(att,b)  f(a,b+t)—f(a,b)
— D t,b) — D b
A(t) = L - ¢ ~ Deflatt, i 2/(a,0) ~ DDy f(a,b).

Ugyanezt a két valtozo felcserélésével is elmondhatjuk:

flatt,b+t)—f(a,b+t) _ flatt,b)—f(a,b)
A(t): t . — t ~ le(a,bthifle(a,b)

=~ Dngf(a, b)

Vegytink egy tetszéleges € > 0 szamot. A tétel (a) valtozatdnak bizonyitdsdhoz
olyan kicsi r-et vegytink, hogy a (a—r, a+r)x (b—r, b+r) négyzeten ‘DlDQf(x, y)—
DiDyf(a,b)| < £ és | DaDif(z,y) — DiDyf(a,b)| < € teljesiiljon. A (b) valtozat
esetén pedig olyen kis r-et, hogy a a (a —r,a +r) x (b —r,b+ r) négyzeten

Dy f(x,y) = Dif(a,b) — DDy f(a,b)(x — a) — DaDi f(a,b)(y — b)| <
|Daf(x,y) = Daf(a,b) — DiDaf(a,b)(x — a) — DaDaf(a,b)(y — b)| <

telesiiljon.
t

Legyen g(x) = ; ezzel a fiiggvénnyel
g

A@%_ma+2—gm)

Az f parcialisan differencidlhato, ezért g differencialhaté. Az egyvaltozos Lagrange-
kozépértéktétel szerint van olyan & = £(t) € (a,a + t) szam, hogy

gla+t)—gla) . Dif(§,b+1t)—Dif(£,D)
; =g = " '

A(t) =

Az allitas (b) valtozataban ismét alkalmazzuk a Lagrange-kozépértéktételt az
y— Dif(&,y) figgvényre: a tétel szerint létezik olyan n = n(t) € (b,b+ t) szdm,

hogy
A(t) = D1f(§,b+ti—D1f(§a b)
Mivel (¢,n) € (a —r,a+71) x (b—rb+71),

= DyD1f(€,m).

|A(t) — DaDi f(a,b)| = | DaD1f(€.1) — DaDi f(a,b)| < e.

Tehat,
Ve Ir>0 Ve (0,r) |A(t) - DaDif(ab)| <e,
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vagyis
tl_l)r_{lo A(t) == DQle(CL, b)

A tétel (a) valtozatahoz tudjuk, hogy
|Dyf(&,b+)= Dy f(a,b)—D1 Dy f(a,b) (§=a)—=DaDs f(a, b)t| < /(€ — a)? + 12 < 2et,

D1f(&,b) = D1f(a,b) = DiDy f(a,b)(§ — a)| < - (£ —a) <et,
a ketto kiilonbségébol

| (Dufted-+0) = Dif(ad) - DD (E ~ @) = DD (o)

< 2et + €t

~(Difet) = Dif(ab) = DiDif(ab)(€ —a)

DU(Eb+0) — Dif(€,h) ~DaDif0,B)t| < 3et,
tA(t)

’A(t) — D,Dy f(a, b)’ < 3e.
Ezekkel a feltételekkel is

lim A(t) = DQle(a, b)

t—+0

Ugyanezeket a 1épéseket elmondhatjuk gy, hogy az x és az y szerepét felcse-
PR , a+t, — f(a,
réljiik, és a g(z) helyett a G(y) = /( y) = fa,y)

" figgvényt irjuk fel; igy azt
kapjuk, hogy

tl—i>I—I|—10 A(t) = DlDQf(CL, b)

A hatérérték egyértelmiisége miatt Do D; f(a,b) = D1Dsyf(a,b).

18.3 Kovetkezmény

Legyen H CRP, f: H — R, a € int H. Ha f kétszer differencidlhat6 az a
pontban, akkor barmely 1 < i,j < p esetén D;D;f(a) = D;D, f(a), vagyis
a H f(a) Hesse-méatrix szimmetrikus.
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Magasabbrendii derivaltak

Definicio

Legyen H C R, f : H - R, a € int H. Az f figgvény (k + 1)-szer
differencidlhato az a pontban, ha

o Az a egy kornyezetében k-szor differencidlhato, és
e AD; ., fk-adik parcialis derivalt fiiggvények differencialhaték a-ban.

A fuggvény akanyhdnyszor differencidlhaté az a pontban, ha minden k-ra
k-szor differencialhato.

-
| _

Definici6

Legyen H CRP, f : H - R, a € int H. Az f fuggvény k-szor folytonosan
differencialhat6 az a pontban, ha

o Az a egy kornyezetében k-szor differencidlhato, és

e A D, . f k-adik parcidlis derivalt fiiggvények folytonosak a-ban.

18.4 Trivialitas

Minden elemi fiiggvény akarhdnyszor differencidlhaté (ha a x®, arcsinz,
arc cos r fliggvényeket nem értelmezziik az értelmezési tartomany hatarpont-
jaiban).

18.5 Tétel

p
\

Legyen H C RP, f: H — R, a € int H, és tegyiik fel, hogy az f fiiggvény
(k — 1)-szer differencialhatd, és k-szor parcidlisan differencidlhaté az a pont
egy kornyezetében, Ha az f k-adik parcialis derivaltjai folytonosak az a
pontban, akkor f k-szor differencialhato a-ban.




18.6 Tétel

Legyen H C RP, f : H — R, a € int H, és tegyiik fel, hogy az f fiiggvény
k-szer differencialhaté az a pontban. Ha az 1 < iy, < i < p indexeknek
J1s-- - Jk egy tetsztoleges permutéacidja, akkor

Diyiy..ip f(@) = Dy 5. f(a).

Biz. 1. specidlis eset: A két indexsorozatban az elsé k — 2 elem ugyanaz, de az
utolso két indexet felcseréltiik.

A 18.3 kévetkeznény szerint, mivel a D;, ... D, f(z) fuggvény kétszer diffe-
rencialhato az a pontban,

Dy i f(a) = Dy Dy Dy iy, f(a)
= Dikleik Dilmik—Qf(a) - Djijk71Dj1~~jk72f(a’) = Djlmjkf(a)‘

2. specialis eset: A két indexsorozatban az elsé h és az utolsé k — h — 2 elem
ugyanaz, de a (h + 1) és a (hg)-edik elemet felcseréltiik, és ez nem az utolsé két
elem (vagyis h < k — 3).

A feltétel szerint egy kornyezetben a D, ...D;, f(x) figgvény kétszer diffe-
rencidlhatd, tehat ebben a kornyezetben D;, 4, ., f(x) = Dj, .., f(x). A tovabbi
derivaltatk ugyanazok.

Altaldnos eset: a szoszédos elemek feleserélése az 6sszes permutéciot generdlja.

A k-adik derivalt mint k-linearis fiiggvény

Az f®)(a) € Hom(R?, Hom(R?, ..., Hom(R",R)...)) leképezés egy k-linedris

k db
fiiggvény: ha sorban behelyettesitiink k& darab RP-beli vektort, végiil egyetlen
szamot kapunk.

P = 33 Dsfla) -,
PO (a4 = 3237 3 Dy (0)- iyt
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19. Taylor-polinomok

k-adik differencidl. Taylor-polinom. Az F(a + t(b — a)) figgvény k-adik deri-
valtjdnak felirdsa F' k-adik differencidljaval. Taylor-formula. A Taylor-polinom
hibdjanak nagysdgrendje. [LTS2, 64-71]

A Taylor-polinomok eléallitjak egy adott fliiggvény derivaltjait egy szintén
megadott pontban. Legyen f p-valtozods, valds (szam) értékii fiiggvény, n-szer
differencidlhaté az a pontban. A Ty,n(x1,...,2,) = T,(z) az a legfeljebb n-
edfokd polinom lesz, amelyre T, (a) = f(a), T\ (a) = f'(a), T)(a) = f"(a),

., T (a) = f™(a). Mésképpen, minden 0 < k < n egészre és tetszéleges
1 <iy,...,0 < pindexekre D;, ; T,.(a) = D;, ; f(a).

Az egyszeriibb képletek kedvéért legyen a = 0 € RP, és irjuk fel a Ty(z), Ti(x),
Ty(x) és T3(x) polinomokat.

A Ty(z) persze konstans, az értéke f(0), tehét

A Ti-et keressuk
p
Ti(z) = f(0) + > aiz;

alakban. Az x; szerinti parciélis derivalt megmondja az a; értékét: a; = D;T1(0) =
Dif(0), tehét

Ty(a) = £(0) + 30 Dif(0) -2 = 7(0) + F0)(0).

Most keressiik Ty (z)-et

To(z) = f(O) + f(0)(z) + D bixi+ . cyjwa;

1<i<p 1<e<j<p

alakban. Az D;;T5(0) és D;;15(0) masodrendii parcialis derivaltak értéke D;; f(0) =
DyT(0) = 2b; és D;; f(0) = DiT5(0) = ¢y, tehat by = 1Dy f(0) és c;j = Dy; f(0).

A kapott kifejezést szimmetrikusabba tehetjik, ha az ¢ > j parokra is értel-
mezzik a ¢;; egyttthatot, igy azt kapjuk, hogy

Ty(x) = f(0) + f1(0)() + 5 Z; Zl Dijwiz; = f(0) + f'(0)(x) + ;f”(O)(x)(fC)~
Végiil, legyen

Ts(x) = £(0) + f(0)(z) + f” x)+ > ida} —i—zz%x i+ > Ty

1<j<k
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A harmadrendi parcialis derivaltakbol 6¢; = D;;;15(0) = Dy f(0), 2d;; = Dyi;15(0) =
D“Jf«)), €ijk = DZ]kTB(()) = Dwkf(O) Ismét Szimetrizélva,

Ti(e) = O+ FO) + 37O + 53325 Dyf Oy,
= F(0)+ F(O)) + ;f"<o><x><x> + S F0) (@)@,

Definicié (fiiggvény k-adik differenciélja)

Legyen f(z) p-valtozés fuggvény, k-szor differencidlhat6é az a pontban. Az
f(z) figguény k-adik differencidja az a pontban a kévetkezd p-valtozos, ho-
mogén, k-adfoku polinom:

p p p
dkf(a): (1, .., xp) — Z Z Z Diyiy.ip f(@) - iy Ziy - - - i -

11=11i2=1 =1

Legyen f(x) p-valtozds fuggvény, n-szer differencidlhaté az a pontban. Az
f(z) figgvény a pont kérili n-edik Taylor-polinomja

. J

Lemma

Legyenek sq,...,s, és oy, ..., a, nemnegativ egészek és

h(z) = (21 — a)™ -+ (zp — ap)™.

Ekkor

s1!---s,! has; = o; minden i-re

Di' ... Dyrh(a) = {

0 egyébként.
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Legyen T, (x) az f(x) p-valtozds figgvény a pont korili n-edik Taylor-
polinomja. Ekkor

Tu(a) = f(a), Tha) = f(a), Ty(@)=f"@a), ..., T{M(a)=f"(a);
masképpen, minden 0 < m < n egészre és tetszoleges 1 < ji,...,Jm < P

indexekre D;, ;. T,(a) = Dj, ;. f(a).

Biz. Vegyilink egy tetszoleges j1, ..., jn indexsorozatot, amelyben s; darab 1-es,
sy darab 2-es, ..., s, darab p szerepel.

Djl-njan(a) = Dj1-~~jm ( Zn: kl'(Z Tt Z Dlllkf(a) ’ (xh - ai1) o (xlk - alk)))

k=

- kzi: lil 2.2 Diafla): (Djl...jm ((-Til —ai,) - (T, — %))

A lemma szerint az utolsé zar6jel mindig nulla, kivéve, amikor az (i1, ..., i)
a (ji,--.,Jm) sorozat egy permuticidja. Ilyenkor persze k = m, és a zardjelben

allo parcidlis derivalt értéke si!---s,!. Az ilyen ismétléses permutdaciok szdma
m! i

— " tehat

51l sp!

Dj..inTn(a) = )
(i1y...,0x) a (J1,-..,Jm) permutédcidja
m)! 1

Tl i Dirinfla) 51l syl = Dy, fa).

Lemma

Legyen g(x) p-valtozés fiiggvény, n-szer differencidlhaté az a pontban,
g(a) =0, g'(a) =0, ...és g™ (a) = 0. Ekkor

lim i)

T—a |J; — a|n

Biz. Indukcié n szerint.
n = 1-re ez éppen a differencidlhatésag definiciéja:

b 9@ 9@) = 9(a) — g (@ = a)

= =0.
Tr—a |x_a/| Tr—a |x_a|
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Indukciés 1épés, n-rél (n + 1)-re: a Dyg, ..., D,g parcidlis derivaltakra igaz
az indukciés hipotézis, ezért mindegyik ¢ = 1,...,p-re van olyan r; > 0, hogy a

Dig(x)
|z —al

A Lagrange-kozépértéktétel miatt barmilyen z € B(a,r) ponthoz van olyan
¢ € [a, 2], amelyre g(z) = g(z) — g( ) =g'(c)(z—a).

p
SZ‘ lg ‘ _al‘

< Zf|c—a|”- lz —a| <e-|z—a|"t.
i=1

B(a,r;) gobmbben ‘ < £. Legyen r =min(ry,...,rp).

l9(2)| = |9(e)(@ - a)| = ig(c) (@i — a;)

Tehat,

Ve>0 Jr>0 Vze€ B(a,r) mga

19.1 Ko6vetkezmény

Legyen T, (x) az f(x) p-valtozds figgvény a pont korili n-edik Taylor-
polinomja, és R, (z) = f(z) — T,,(x). Ekkor

f(z) p-valtozos fiiggvény, k-szor differencidlhaté az [a, b] C RP szakasz pont-
jaiban, v = b — a, és legyen t € R esetén F(t) = f(a + tv) (ekkor tehat
F(0) = f(a) és F(1) = f(b)). Ekkor az F(t) fuggvény k-szor differencidlha-
to, és

P P
F® () = d* fla+ tv)(v Z Z i fa+tv) v, v

.

Biz. Indukcié k szerint. k = 1-re ez éppen a lancszabaly:

F'(t) = (f'(a+tv))((a+tv)) = f(a+ tv)(v).
Indukciés 1épés, k-6l (k + 1)-re:

F(k+1)( ) <F(k ) (i i Z1 lkf(a+tv) " Uiyt 'vik>,
:ilzzzl Z( i1 a—i—tv)) SV Uy

=1
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A zardjelben ujra a lancszabélyt alkalmzzuk, a t — D, ,, f(a + tv) figgvényre:

/ p
( i i f( a—l—tv) ZDJ i f)(a+tv) - v;,

7j=1
tehat

FOH g (XPZ
j=

D] i1.. 'Lk: a+tv)'vj>'vi1"'vik
1

”M@ imﬁ

p
> Dy ifla+tv) v, - v50;
1j5=1

Lemma (tobbvaltozés Taylor-formula)

f p-valtozos fuggvény, (n + 1)-szer differencidlhaté az [a,z] C RP szakasz
pontjaiban, az f a koriili n-edik Taylor-polinomja 7,,. Ekkor létezik olyan
¢ € [a, z] pont, hogy

1
(n+1)!

flz) =T, (z) + d"(c)(x — a).

Biz. Egyvéltozds Taylor-formula (a Lagrange-féle maradéktaggal) az F'(t) = f(a+
t(z — a)) figgvényre a 0 korill: a Taylor-formula szerint van olyan 7 € (0,1),
amelyre

- 1 k k n+1 n+1l __
f(x)—F<1)—]§)MF”(O)-1 +mF( (7)1 =
~ 1 k m—+1
= kz:%ﬂd fla)(z —a) +Wd fla+7(x —a))(r —a).

Tn(z)

A ¢ =a+ 7(x — a) valasztassal kész.
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20. A masodik derivalt alkalmazasai

A maésodik differencidl mint kvadratikus alak. Hesse-métrix. Lokalis szélséérték-
helyek és a Hesse-matrix definitségének kapcsolata. Konvex és konkav fliggvények.
Konvex nyilt halmazon értelemezett, kétszer differencidlhaté fiigvény akkor és csak
akkor konvex (konkév), ha a masodik differencidl minden pontban pozitiv (negativ)
szemidefinit. [LTS2, 72-77]

20.1. Kvadratikus alakok

Ezeket algebrabol tudjuk.

Definicié (kvadratikus alakok osztalyozésa)

Legyen A € RP*P szimmetrikus matrix és Q(z) = z'Az. A Q(x) kvadratikus
alak, illetve az A matrix

e pozitiv definit, ha minden x # 0 vektorra Q(z) > 0;
o negativ definit, ha minden x # 0 vektorra Q(z) < 0;
e pozitiv szemidefinit, ha minden x vektorra Q(x) > 0;
o negativ szemidefinit, ha minden z vektorra Q(z) < 0;

o indefinit, ha Q(z) pozitiv és negativ értéket is felvesz.
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Lemma

aiq ... a1
Legyen tovabbra is A = € RPXP szimmetrikus matrix és
Apl - - - Gpp
Q(z) = x*Ax = f:l Zp:l a;;x;xj, tovabba legyen 1 < k < p esetén A, =
i=1j=
aiy - .. aq
det A a k-adik sarokdeterminans. Ekkor
Qp1 - .. Qg

o Q(z) akkor és csak akkor pozitiv definit, ha Ay, Ay, ..., A, > 0;

e Q(z) akkor és csak akkor negativ definit, ha As, Ay, Ag,... > 0 és
Al, A37A5, e < 0,

« ha Q(z) pozitiv szemidefinit, akkor Ay, Ay, ..., A, > 0;

e ha Q(z) negativ szemidefinit, akkor Ay Ay, Ag,... > 0 és
Al, A37A5, e S O,

o ha Ay, Ay, Ag, ...0 kozil valamelyik negativ, vagy ha Aq, Az, As, ...
kozott pozitiv és negativ is van, akkor Q(z) indefinit.

20.2. Lokalis széls6értékhelyek

Legyen H C R? a € int, f : H — R kétszer differencialhaté az a pontban,
és tegyiik fel, hogy f'(a) =0

(a) Ha a d*f(a) kvadratikus alak (avagy, a H f(a) Hesse-méatrix) pozitiv
(negativ) definit, akkor f-nek az a pontban szigoru lokdlis minimuma
(maximuma) van.

(b) Ha f-nek az a pontban lokélis minimuma (maximuma) van, akkor
a d?f(a) kvadratikus alak (a H f(a) Hesse-mdtrix) pozitiv (negativ)
szemidefinit.

(c) Ha d?f(a) kvadratikus alak (a H f(a) Hesse-mAtrix) indefinit, akkor
f-nek az a pontban nincs lokalis széls6értékhelye.
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Biz. Mivel f'(a) = d' f(a) =0, az f fiiggvény a koriili masodik Taylor-polinomja
1
To(x) = f(a) + 5d*f(a)(x — a).
(a) Legyen
M:min{xt~Hf(a) cx x| = 1}.

Az |z| = 1 egységgombfeliileten a d?f(a)(x) polinom pozitiv és folytonos, igy a
Weierstrass-tétel miatt M 1étezik és pozitiv. Mivel a polinom homogén méasodfok,

EF @) = @10 (%) 1o > MleP

A 19.1 Koévetkezmény szerint

o [@) = To(a)

T—ra |Q; — a|2

=0.

valasszunk olyan kicsi » > 0 sugarat, hogy a B(a,r) pontozott kornyezetben

‘f‘xia‘z() < % teljestiljon. Ekkor ugyanebben a pontozott kornyezetben
1 M 1
]f<x> ~ @) = 2 @) — )| = [f@) - To)| < Lo — o < L (@) - a)

10> (#(0) = 10 = 5@ - 0)) = o=l > fla)

tehat az f-nek az a valoban szigoru lokalis minimumhelye.

(b) Legyen tijra M a d?f(a) kvadratikus alak minimuma az egységvektoro-
kon, és v egy olyan egységvektor, amikor éppen d?f(a)(v) = M. A célunk azt
bizonyitani, hogy M > 0, ez ekvivalens azzal, hogy d?f(a) pozitiv szemidefinit.

— T
Rogzitsiink egy € > 0 szamot. Ismét a 19.1 Kévetkezmény miatt ligl ‘w =
i—~a |r—a
0, tovabba feltettiik, hogy f-nek az a pontban lokéalis minimuma van, ezért van
olyan r > 0, hogy barmely x € B(a,r) esetén f(x) — Th(z) < e|lv — al* és

f(x) = f(a).

Ezek utan barmely 0 < t < r-re
et? > flattv)—Tyla+tv) = (f(attv)— f(a)) —;de(a)(tv) > 0—;d2f(a)(v)-t2

M = d?f(a)(v) > —2e.
Ez minden e-ra igaz, igy M > 0.

A (b) részt az egyvaltozds esetre is visszavezethetjitk. Tetszéleges v € RP
nemnulla vektorra vizsgéljuk az F(t) = f(a + tv) figgvényt. Ez lényegében az
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f megszorasa az x = a + tv egyenesre, ennek is lokalis minimuma van a 0-ban.
Ezért
0 < F"(0) = d*f(a)(v).

Ez minden v nemnulla vektrorra igaz, tehat d?f(a) pozitiv szemidefinit.
A (c) 4llitas trividlisan kovetkezik a (b)-bél.

Példak

A tételben szerepl6 kovetkeztetések nem megfordithatok.

(a) Az f(z) = 3 x} figgvénynek szigort lokdlis minimuma van az origd-
ban, de H f(0) a nullmatrix, nem pozitiv definit.

(b,c) Az f(z) = > a? fiiggvény origdbeli Hesse-mdtrixa szintén a nullmat-
rix, ami pozitiv szemidefinit, mégsincs lokalis minimum az origdban.
Ugyanez a fiiggvény példa arra, hogy nincs lokélis szélsoérték, de a
Hesse-matrix nem indefinit.

Keressiik meg az f(z,y) = 2° — 3z + y* — 3y fliggvény lokalis széls6értékhe-
lyeit.

Megoldas. A lokalis szélséértékhelyeken a derivalt 0, tehdt D, f = 32>—3 = 0
és D, f =3y* —3 =0, vagyis v = +1 és y = +1.
Az (1,1) pontban Hf(1,1) = [8 g], vagyis d*f(0,1)(u,v) = 6u? + 6v?, ami
pozitiv definit. A (1,1) pontban szigort lokalis minimum van.

A (=1, —1) pontban H f(—1,—1) = [‘06 _%],vagyis EF(0,1)(u, v) = —6u2—

6v?, ami negativ definit. A (—1,—) pontban szigort lokdlis maximum van.
A (£1, mpl) pontokban H f(£1, F1) = [io6 :FOG] , vagyis d? f(£1, F1)(u,v) =

+6u? F 602, ami indefinit. Ezekben a pontokban nincs lokélis széls6érték, itt
nyeregpontok vannak.
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20.3. Konvex és konkav fiigvények

Definicié (konvex és konkav fiiggvények)

Legyen K C RP konvex, f : K — R. Az f fuggvény konvex (konkdv), ha
barmely a,b € K pontok és 0 < A\ < 1 szdm esetén

F(A=Na+x) < (=) (1-Nf(a)+Af(0).

Ezzel ekvivalens, hogy barmely n pozitiv egészre, aq,...,a, € K pontokra
és wy, ..., w, > 0 sulyokra, amelyek Osszege 1, teljesiil, hogy

flwiay + ... +wpa,) < (Z) wif(ar) + ...+ wyf(an)-

20.2 Lemma

Legyen K C RP konvex és nyilt, f : K — R differencidlhato. A kévetkezd
allitasok ekvivalensek:

(1) f konvex.

(2) Béarmely n pozitiv egészre, aq, . ..,a, € K pontokra és wq,...,w, >0
sulyokra, amelyek Osszege 1, teljesiil, hogy

flwiar + ... +wpay) > wif(ar) + ... + wpf(an)-

(3) Barmely a,b € K pontokra f(b) > f(a)+ f'(a)(b—a), vagyis barmely
a € K esetén, az f grafikonjanak minden pontja az a-beli érint6sikon
vagy afolott van.

Biz. (2) = (1) trivi, az (1) a (2)-nek specidlis esete.
(3) = (2): Legyen ¢ = wia; + ... + wyay; ekkor az (1) miatt

> uifla) > S 10 <c><ai—c>)=f<c>+f'<c>(§wiai—c)=f<c>.

f(@) = fla) = f(a)(x —a) _
|z —al
0. Legyen 0 <t < 1ésx = (1 —t)a+th, ekkor z —a = t(b — a); a konvexitas

(1) = (3): Az a-beli differencialhatosag miatt lim



miatt

(1= 1)f(a) +£(8) > F(1~ Da+ th) = f(x)
(1)~ 70) = Pa)(b—)) > 1) ~ F(a) ~1/@)(b ~ a)
= 1)~ f0) ~ P —a)
1) = fl@) ~ o -z T LEZ L=, g
St S feema)

Ha t — +0, akkor x — a, igy a jobboldal 0-hoz tart. Ezért f(b) — f(a) — f'(a)(b—
a) > 0.

Legyen K C RP konvex és nyilt, f: K — R kétszer differencialhaté.

Az f akkor és csak akkor konvex (konkdv), ha minden a € K pontban a
d?f(a) kvadratikus alak (a H f(a) Hesse-mdtrix) pozitiv (negativ) szemide-
finit.

Biz. A 20.2 Lemma (3) tulajdonsagat fogjuk hasznalni.
= Legyen a € K tetszdleges és v € RP egységvektor. A konvexitas miatt

fla+tv) > f(a) + f'(a)(tv) = f(a) + f'(a)(v)t.
Masrészt a 19.1 Kovetkezmény szerint

i [@ = Tola) | f@) = f(@) = fa) (@ = a) = S f (@)@ — )

T—a |x_a|2 T—a |I—CL|2

az © = tv valasztassal

fla+tv) — f(a) — f'(a)(v)t — 3d*f(a) (v)?

Jim, ; -o.
A kettét kombindlva,
L) = LT =10 = e
_ fla+ ) = J(@) = @00~ @)
L flatw) - fo —tf;(Qa)(v)t S (@) W)
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a t — +0 hatdratmenetbdl d? f(a)(v) > 0.
Mivel f(a)(v) > 0 minden v egységvektorra, a df(a) kvadratius alak pozitiv
szemidefinit.

<: Legyen a,b € K tetsz6leges. A Taylor-formula miatt van olyan ¢ € [a, b],
amelyre

F(8) = fa) 4 f(a) (=) + 3 () (ba) = f(a) +'(a) (x—a) + 5 () (b—a).

A feltevésiink szerint d? f(c) pozitiv szemidefinit, ezért az utolsé tag nemnegativ:

f(b) = f(a) + f'(a)(x —a) + ;de(C)(b —a) > f(a) + f'(a)(z — a).

Tehat, barmely a,b € K esetén teljesil a 20.2 Lemma (3) tulajdonsaga.
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II1. rész

Teriileti és térfogati integralok

21. Jordan-mérték

Jordan-féle kiils6 mérték, bels§ mérték és mérték. Tengelyparhuzamos téglak tér-
fogata. A belsé és a kiils6 mérték ekvivalens definicidja a tér 1/n élii kockikra
bontasaval. A tengelyparhuzamos téglak mérhetok, és a mértékiik megegyezik a
térfogatukkal. A kiilss, illetve bels§ mérték szubbadditivitidsa és szuperaditivi-
tasa. A kiilsé mérték nem kisebb, mint a bels6 mérték. Nullmértékii halmazok
és tulajdonsagaik. Korlatos halmaz akkor és csak akkor mérhetd, ha a hatara
nullmértékii. RP-beli kompakt halmazon folytonos fiiggvény grafikonja RPt!-ben
nullmértéki. Minden gémb és minden poliéder mérhetd. Minden korlatos konvex
halmaz mérhetd. (Az utébbira a csak bizonyitds vézlata.) [LTS2, 115-122]
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22. Jordan-mérheto halmazok

A Jordan-mérhet$ halmazok J halmazgytirtije. A Jordan-mérték az egyetlen J —
R fiiggvény, ami pozitiv, additiv, eltolasinvarians és normalt. Jordan-mérhetd
halmaz A-szorosanak mértéke. Sikbeli haromszogek teriilete. A Cantor-halmaz és
a Sierpinski-szényeg mértéke. [LTS2, 122-129]
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23. A Jordan-mérték kiszamitasa

Jordan-mérheté halmaz tengelyirdnyt szeleteinek eggyel kisebb dimenziés kiilsé/-
bels6 mértéke Riemann-integralhaté és az integraljuk megegyezik a halmaz tér-
fogataval. Altaldnos henger és kip térfogata. Gomb térfogata. Paralelepipedon
térfogata. Mérheté halmaz linedris transzforméltjanak mérhetésége és mértéke.

[LTS2, 120-134]
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24. Jordan-mérték szerinti integral

Korlétos fiiggvények integraldsa Jordan-mérhet6 halmazokon. Felosztds, finomités,
finomsag. Also és felsé Oszegek, oszcillacids Osszegek. Alséd és fels6 integral. In-
tegralhatésag és atfogalmazasai. Integralhatosag részhalmazokon. Integralhatdsag
egymasba nem nyulé halmazok unidjan. Végteleniil finomodé felosztassorozathoz
tartozé also és felsd Gsszegek az also, illetve a fels6 integralhoz tartanak. Ha a
figgvény integralhato, akkor végteleniil finomodé felosztassorozathoz tartozd in-
tegralkozelits oszegek az integralhoz tartanak. Osszeg, konstansszoros, szorzat,
hényados és Osszetett fliggvény integralhatsaga. Ha egy fliggvény korlatos és null-
mértéki halmaztol eltekintve folytonos, akkor integralhaté. Halmaz kiils6 és bels6
mértéke azonos a karakteriszikus fiiggvénye felsd, illetve als6 integraljdval. [LT'S2,
149-155]
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25. A Jordan-mérték szerinti integral ki-
szamitasa

Meérheté halmazok szorzatan vett integral felbontasa az alsé és felsé integralok
integraljavd. A szukcessziv integrélds tétele. Az f(x)g(y) alakd figgvények in-
tegralhatésdga. A p-dimenzids gomb térfogata. Mérték- és integraltranszformaciéd
(bizonyitas nélkiil). Poldrkoordindtds helyettesités. Az ffooo e~ /2dy integral ki-
szémitdsa. [LTS2, 158-167]
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26. Paraméteres integralok

Paraméteres integralok. Elégséges feltételek a paraméteres integral folytonossa-
gara, integralhatosagara és differencidlhatésagara. Improprius paraméteres integ-
ralok. Egyenletes konvergencia. Weierstrass-kritérium. Improprius paraméteres
integrélok folytonossiga, integralhatésiga és differencidlhatésdga. A I' és a B-
fiiggvény differencidlhatésiga. [LTS2, 358-369]
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IV. rész

Vonalintegral és primitiv fiiggvény

27. Vonalintegralok

Gorbék. Folytonosséig, differencidlhatésag, Lipschitz-tulajdonsag, stb. Gorbe hossza,
rektifikdlhaté gorbe. Atparaméterezés és megforditds. Kettévaghatéssg. Egy gor-
be akkor és csak akkor rektifikdlhato, ha a koordinatafiiggvényei korlatos valtozasu-
ak. Fiiggetenség a paraméterezéstSl, linearitas és additivités. Atirdsok Riemann-
Stieltjes, illetve Riemann-integralla. Elégséges feltétel a vonalintegral 1étezésére.
Differencidlhaté gorbe hosszanak kiszamitasa. Az integrél kiszamitdsa differenci-
alhat6 gorbén. Trivialis felsé becslés a vonalintegral nagysdgara. Vonalintegralok.
Tulajdonségok. Feltételek a létezésre. Atirds Riemann-integrall, ha az integracios
ut differencidlhaté. [LTS2, 177-182]

Tegyiik fel, hogy egy domboldalon az A pontbél cstszik a B pontba egy m tomegti test.

Minden x pontban van egy g(x) gravitdcids térerdsség, tehét a test silya m - g(x). (A g(z)
nem &llandd; s6t, még az irdnya sem, a test repiilhetne valahol a Nap, a Féld és a Hold kozott is.)
Az utat sok kicsi darabra szétvigva, a gravitdcidés mezd altal végzett munka > (m - g(x); Az).
(Félre: Ebbél méris 1atjuk, hogy mar megint egy djabb integrélfogalom bevezetésére késziil az
eléadé...)

A kozépiskoldban mar beszéltiink réla, hogy minden x ponthoz hozzarendelhetiink egy V' (z)
szamot, ami a pontbeli gravitdcids potencidl; a test helyzeti energidja az x pontban m -V (z), a
lecstiszés kozben a gravitdcids mezd altal végzett munka a kettd kiilonbsége, m - (V(A) — V(B)).
Az m-mel losztva,

> (g(a); Az) = V(A) = V(B).

Vegytik észre, hogy haromféle fliiggvényel dolgozunk egyszerre. A g(z) fliggvény értékei
vektorok, a V(z) értékei szdmok, és a sorok kozott elrejtve van egy hely—idé fuggvényiink is,
ami megmondja, hogy a ¢ pillanatban hol van a lefelé csisz0 test...

Skalarmezok, vektormezok, gorbék

Ebben részben lesz egy G C RP (6sszefiiggd) nyilt halmazunk, ami a szitkebb
vilaG lesz. Mindig G-n értelmezett fliggvényekkel fogunk jatszaani.
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Definicié (skalarmezd, vektormezo)

Legyen G C R nyilt halmaz. A G — R flggvényeket skaldrmezinek, a
G — RP figgvényeket vektormezonek fogjuk hivni.

A szokasos simaséagi tulajdonsagokat ezekre is hasznéljuk: folytonos skalar-
mez0, kétszer differencidlhatéd vektormezo, nyoleszor folytonosan differenci-
alhato skalarmezo stb.

Definicié (G-ben fekvd gorbe)

Az [a,b] — G fuggvényeket G-ben fekvd gorbéknek hivijuk. Az [a,b] a gorbe
parameéter-interval luma.

Csak folytonos gorbékkel fogunk dolgozni.

A v :[a,b] — G gorbe differencidlhaté, ha (a,b) pontjaiban differencialhato,
a végpontokban féloldalrél differencialhato.

A paramétert szeretjiik t-vel jelolni, mintha a ¢ az id6t jelentené. A de-
rivaltakat (sebességvektor, gyorsuldsvektor) szeretjiik pontokkal jelolni: +/
helyett 4, v" helyett 4.

Definicié (szakaszonként folytonosan dfferencialhaté gorbe)

A~ :]a,b] — G gorbe szakaszonként folytonosan dfferencidlhato, réviditve
szak.C*, ha véges sok folytonosan differencidlhaté gérbe egymads utén fiizése,
vagyis vannak olyan ay = a < a; < ... < a, = b szamok, hogy minden
i=1,2,...,n esetén v|q,_, q, folytonosan differencidlhato.

Megjegyzés

Minden toérottvonal szakaszonként folytonosan differencialhaté gorbe, ha a
szakaszokat linearisan paraméterezziik.

\

Definicié (atparaméterezés, megforditas)

Ha v : [a,b] = G, ¢ : [¢,d] — [a,b] szig. monoton noévo bijekcid, akkor
vyo:[c,d] — G ay gorbe egy dtparaméterezése.

Ha 7 : [a,b] = G, ¢ : [c,d] — [a,b] szig. monoton csokkend bijekcid, akkor
vo:[c,d] — G a -y gorbe egy megforditisa.
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Definicié (gérbe hossza)

A v:]a,b] = G gorbe hossza a beirt téréttvonalak hosszanak szuprémuma:

{(v) = sup { z:;

’7(751)—’}/@1,1) : a:t0<t1<...<tn=b.}.

Az atparaméterezés és a megforditas nem valtoztatja meg a gorbe hosszat.

Tétel (szakaszonként C' gorbe hossza)

Ha v : [a,b] — G szak.C", akkor

(El8z6 félévben volt.)

Vonalintegral

Definicié (vektormezd valés vonalintegralja)

Legyen G C R? nyilt, f: G - RP vektormezd, v : [a,b] — G gorbe és I € R.
Az f vektormez6 wvalds vonalintegralja a v gbérbén I, ha minden ¢ > 0-
hoz van olyan § > 0, hogy az [a,b] intervallum barmely, J-ndl finomabb
a=ty<t; <..<t,=>felosztdsara és barmely u; € [to,t1], ug € [t1, 2],
ey Uy € [th_1,t,] szdmokra teljesiil, hogy

n

> (F((rlws) )iv(ts) = (tim)) = 1

=1

< E.

Jele:

I=Lf=A<ﬂ@@@.
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Ha [ f és [, g is létezik, akkor
« Barmely c € Rre [ c- fis létezik és [ c- f=c- [ f.
o Ly (f +g) is Mtezik s [,(f+9) = [, ] + [0

« Ha v a v egy dtparaméterezése, akkor [ f is létezik és [ f = [ f.
(Lényeges, hogy az atparaméterezésben szerepl6 ¢ egyenletesen foly-
tonos.)

« Ha v a v egy megforditdsa, akkor [ f islétezik és [ f=—[ f.

Lemma

Legyen G C RP nyilt, f : G — RP folytonos vektormezo, a < b < ¢,
v : [a,c] = G folytonos, tovabba legyen vi = | €8 72 = V|p,q a v két
'fele’, vagyis v a 71 €s 72 egymés utdn fiizése. Ha [ f és [, f létezik, akkor

[, [ is létezik, és
[r=[r+]1
Y 71 72

(Vessziik [a, ] egy kell6en finom felosztasat, és hozzavessziik a b pontot is.)

Lemma (trivialis becslés)

Ha [ f létezik, akkor

<sup |f(x)| - £(~).

rey

|1

Biz. Legyen M = sup ‘ f (:L’)‘ Béarmely integralkozelitd osszegre

reEy

S ()i 8) = 2(t0)] <

i=1
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Legyen G C R? nyilt, f : G :— RP folytonos vektormez6 és v : [a,b] — G
szak.C! gorbe. Ekkor az J, f vonalintegral létezik, és

[1= [ {s6@)ivo)d= [ (for)

Biz. Az Osszeflizhetéség miatt elég C! gorbére igazolni.

Legyen I = ff <f 07;7>.

A feltétel szerint 4 folytonos; legyen M = max |/

Rogzitsiink egy tetszoleges e-t. Az f o~y egyenletesen folytonos, ezért van olyan
0 > 0, hogy barmely t,#' € [a,b], [t — ¢'| esetén |f(y(t)) — f(4())] <e.

Most vegyiink egy tetszoleges, 6-nal finomabb a =ty < t; < ... < t, = b
felosztast és u; € [t;_1,t;] szdmokat. az ezekhez tartozd integralkozelité osszeg

n

s=3 (F((vl))sv(ts) = 7(timn)).

Minden egyes i esetén az egyvaltozds Lagrange-kozépértéktételt alkalmazzuk
ag(t) = <f(('y(ui));’y(t)> figgvényre: 1étezik olyan 7; € (t;_1,t;), hogy
g(ts) = g(ticr) = g'(m) - (ti — tica)

(F(rua))sv(ts) = (timn)) = (F () ) (7)) - (8 = tia).

Ezt beirjuk az integralkozelito o0sszegbe, és az u;-t is kicseréljiik 7;-re:

|

s
I
a

S <f((’7(uz))a Y(t;) — ’V(ti—l)>

I

@
Il
—

(F((r(wa) )5 4(m)) - (s — tica)
()4 - (s = t) + 30 (F(()) = F(m))35(7)) - (8 — i)

i=1

I

@
Il
—

igy mar az els6 szumma az [ = f;’ (f ov;9) egy kozelité Osszege. Ha a felosztés
elég finom, akkor kiilonbségiik kisebb, mint e.
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511 < |3 () ) - (6 - o) -1
+z (F(rws)) = F((m): 37 - (8 = tin)
<s +z F(00w)) = F(G )] 3] - (1= 1)
ety e-M-(t;—tiy) =c- (1+M(b—a)).

=1
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28. Folytonos vektormezo primitiv fiiggvé-
nye

Newton-Leibniz formula valés vonalintegralokra. Konzervativ vektormezo, primi-
tiv fiiggvény és potencidlfiiggvény fogalma. A primitiv fiiggvény konstans erejéig
egyértelmli. Ha G C RP 6sszefiiggd nyilt, és f : G — RP folytonos, akkor a kévetke-
z8k ekvivalensek: (a) f-nek létezik primitiv fiiggvénye; (b) f vonalintegrélja nulla
minden G-ben fekvé zart, folytonos, rektifikdlhaté gorbén; (c) f vonalintegrélja
nulla minden G-ben fekvd zart torottvonalon. [LTS2, 182-188]

Definicié (vektormezd primitiv fiiggvénye)

Legyen G C RP nyilt, f: G - RP és G : G — R. Az F fluggvény (skalarme-
z0) az f fuggvénynek (vektormezonek) primitiv fiigguénye, ha f = grad F.

Tétel (Newton—Leibniz formula valés vonalintegralokra)

Legyen G C RP nyilt, f : G — RP folytonos vektormezd, v : [a,b] — G
szak.Ct gorbe, és tegyiik fel, hogy F : G — R primitiv fiiggvénye f-nek.

Ekkor
| £ =Fo®) - F(a)).
Biz. Legyen a = ag < a; < ... < a, = b gy, hogy minden i = 1,2,...,n esetén
Vi = Vljai_1,a;) Tolytonosan differencidlhaté. Ekkor

((grad F)(4(1)); 3(0))

(Foy(1) dt = F(7(t)) = F(y(tin))-

[ 1= (rawriw)a=["

=a;_1 t=a;—1
a;

— [ POweima= |

t=a;_1 t=a;_1

[¢24

Osszegezve,

Definicié (vektormezd potencialfiiggvénye)

Legyen G C RP nyilt, f: G - RP és G : G — R. Az F fluggvény (skalarme-
z0) az f fuggvénynek (vektormezének) primitiv figgvénye, ha f = — grad F.
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A potencidlfiiggvényben szerepld negativ eldjel felcseréli a hatdrokat a Newton—Leibniz for-

mulaban; ettol lesz kerekebb az energiamegmaradds torvénye.
Tétel (a primitiv fiiggvény létezésének feltételei)
Legyen G C RP o6sszefiiggd, nyilt, f : G — RP folytonos. Ezek ekvivalensek:

(a) f-nek van primitiv fiiggvénye: van olyan differencidlhaté F' : G — R
figgvény, amelyre f = grad F'.

(b1) G-ben fekvé, kozos végpontt, szakaszonként C! gorbéken f vonalin-
tegralja egyenlo.

(b2) f vonalintegralja 0 minden G-beli zart, szakaszonként C'! gorbén.

(cl) G-ben fekvé, kozos végpontu tordttvonalakon f vonalintegralja egyen-
16.

(¢2) f vonalintegralja 0 minden G-beli zart toréttvonalon.

\ J

Biz. (b1)=(b2): Ha~ : [0,1] — G zért, szak.C' gorbe, akkor legyen 7, a konstans
gorbe, amelynek egyelen pontja v(0) = (1), Ekkor tehat ~y és v, kozos kezd6- és
végponti gorbék, ezért
[r=] r=o.
0! m

(b2)<(bl): Tekintsiink két teteszOleges vy, és 2 gorbét, amelyek kezdd- és vég-
pontja kozos. Filizziik egymas utan v;-et és vo megforditasat, amit jeloljink z-vel;
z igy kapott zart gorbe legyen ;. Ekkor tehat

0— 73f_/71f+/w2f_/71f_/72f’

vagyis [, f = [, [.

(cl)<(c2): ugyanaz.

(a)=-(bl): trividlis a Newton—Leibniz formulabdl.

(bll):>(cl) és (b2)<(c2): trivialis, mert minden téréttvonal egyben szakaszonként
C" gorbe.

(bl)=(a): Tegyiik tehat, hogy az f vektormezére igaz a (bl) tulajdonsig; meg-
konstrualjuk az f egy prmitiv fliggvényét.

Rogzitstink egy xy € G kezdépontot. Barmilyen z € G/hez létezik G-ben
olyan ~ torottvonal, amelynek kezépontja xy, végpontja x. Vegytink egy ilyen ~-t,
és definidljuk az I’ : G — R flggvényt igy: F(z) = [ f. A (bl) tulajdonsig
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szerint mindegy, hogy melyik torottvonalat valasztjuk, a kapott vonalintegral és
vele az F(x) mindig ugyanaz lesz.

Azt kell igazolnunk, hogy grad F'(x) = f(z). Vegyiink egy tetszileges e-t és
egy ¢ € G pontot. Mivel x belsé pontja G-nek és f folytonos az x pontban, van
olyan ¢ > 0, hogy B(z,d) C G és barmely y € B(x,0) pontra |f(y) — f(x)] < e.

Legyen ~ egy torottvonal, ami 6sszekoti xg-t x-szel. Ha ehhez hozzaflizziik az
[z, y] szakaszt, az igy kapott torottvonal Osszekoti zo-t y-nal, ezért

F@)=[ 1 & Fa)=[ 7+ [ (f().02)
Ply)~ F@) = | L (Gaz) = / L (@) dz) / o
= (f@y =)+ [ ()= fla).dz)

z€[z,y]

(£(z) - f(2), dz)

Fly) - Fa) - (f(a)y— )

/ RUORSORE

< max [f-|ly—z|<e- |y — 2
z€[z,y]
Tehat,
Ve>0 39 >0 Vy € B(z,0) ‘F(y)—F(a:)—<f(x),y—x>‘<€-\y—x\,

vagyis F differencidlhaté az x pontban, és grad F'(z) = f(x).

Definicié (konzervativ vektormezo)

Legyen G C RP 6sszefiiggo, nyilt, f : G — RP foly-
tonos. Az f vektormezo konzervativ, ha az eléz6
tételbeli tulajdonsagokat teljesiti.
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Tétel (a primitiv fiiggvény egyértelmiisége)

Legyen G C RP 6sszefiiggo, nyilt, f : G — RP folytonos. Ekkor az f primitiv
fliggvényei (ha léteznek) csak konstansban térnek el egymaéstol, vagyis ha Fy
és Iy is primitiv fiiggvénye f-nek, akkor Fy — Fy konstans fliggvény.

(Forditva trivi: ha F primitiv fiiggvény, akkor F' + ¢ is primitiv fiiggvény.)

Biz. Tegyiik fel, hogy F és F5 is primitiv figgvénye f-nek. Azt akarjuk igazolni,
hogy F) — F; konstans, vagyis barmely x,y € G pontokra Fy(z) — Fy(z) = Fi(y) —
Fy(y).

Kossiik Ossze z-et és y-t egy v torottvonallal. A Newton—Leibniz formulat
mindkét primitiv fiiggvényre felirhatjuk:

L f=Fi(y) - Fi(x) = Fy(y) — F(x);

atrendezve
Fi(z) — Fy(z) = Fi(y) — Fa(y)-
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29. Differencialhat6 vektormezo primitiv fiigg-
vénye

Differencidlhatd f esetén a primitiv fliggvény létezéséhez sziikséges, hogy f/ min-
denhol szimmetrikus legyen. A linedris leképezés primitiv fiiggvénye. Goursat-
lemma val6s vonalintegralokra. A primitiv fliggvény létezése konvex és csillagszer(
tartomanyokon. [LTS2, 189-194]

| Tvivaligds

Legyen G C RP 6sszefiiggd, nyilt, f : G — RP differencidlhaté. Ahhoz, hogy
f-nek létezzen primitiv fiiggvénye, sziikséges, hogy barmely 1 < i,5 < p
esetén D, f; = D, f; teljesiiljon G minden pontjédban.

Ugyanez mas szavakkal:

e a Jf Jacobi-matrix mindenhol szimmetrikus;
o az f keresztbe vett parcidlis derivdltjai megegyeznek
o az f vektormezd rotaciomentes. A rotdacio fogalma késobb lesz.

— 2-dimenziéban: rot f = Dy fy — Dsof1

Dy fs — Dsfa
— 3-dimenzidéban: rot f = D3f1 — D1f3
Difo = Do fy

. J

Biz. Ha f differencialhaté, és F' primitiv fliggvénye f-nek, akkor F' mar kétszer
differencialhato, és az f Jacobi-matrixa éppen az F' Hesse-matrixa:

Difi Dofy ... D,fy D\D\F DyD\F ... D,DiF
Difs Dofs ... D DiDoF DyDoF ... D,DoF

Jf = 1f2 2f2 ' ;?fz _ 1'2 2‘2 - p.2 _Ur
Dif, Dsf, ... D,f, D.D,F DyD,F ... D,D,F

T

Mfmw:('w

; vektormezo rotaciomentes, de nincs primi-
2 27 .2 2

e+ yr xrt+y

tiv fliggvénye.

Biz. Ellencrizhetjiik, hogy
2%

D1f2 = D2f1 = Wa
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tehat f tényleg rotaciémentes az R? \ {(0,0)} tartoményon.
Szamitsuk ki a vonalintgegraljat az egységkoron: a korvonal paraméterezése
legyen y(t) = (cost,sint), t € [0,27]. Az integral:

[ (f@az) = [ (s60) 3

=0
2m 2m
= <(— sint,cost); (—sint, cost); )dt = 1dt = 27w # 0.
t=0 t=0
Mivel van olyan zart gorbe, melyen a vonal integral nemnulla, nincs primitiv
figgvény.

Megjegyzés

Az f(x = ; vektormezonek lokalisan létezik primitiv
o) = (i ) b
fiiggvénye. Példaul barmilyen origd csiicst szogtartomanyban definialha-
tunk egy "szog" nevi fiiggvényt, ennek derivaltja az f. Viszont nem létezik

az egész kilyukasztott sikon érvényes, folytonos kiterjesztése.

J

Ha a stkbdl elhagyunk egy origébdl indulo zart félegyenest, a megmaradt nyilt
szogtartomanyban definidlhatjuk az x-tengely és az origdébdl az (x,y) pontba mu-
tatd szakasz kozotti iranyitott szoget. Az egyes félsikokkal vett metszetekben

szog(x,y) = arctg% +C = — arctgi + Cy

alkalmas C7, Cs konstansokkal. A fiiggvény parcidlis derivaltjai

D -y
25208 = 7 TR T 2 g
1
- x
D,szog = L — =

L+(2)? a?+y?

A teljes tartomanyon nem tudjuk a "szog" fiiggvényt folytonosan értelmezni.

Legyen A € RP*P és b € R. Ha az A matrix szimmetrikus, akkor az f(z) =
Ax + b fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye.

Biz. A primitiv figgvény:



Lemma (Goursat-lemma)

Legyen G C RP 0sszefiiggo nyilt, f : G — RP differencidlhato, rotacidmentes.
Ha A iranyitott haromszogvonal, a belsejével egyiitt G-be esik, akkor [, f =
0.

Biz. Rekurzivan konstrualunk egy Ag, Ay, As, ... irdnyitott haromszogsorozatot.
A kiindulé haromszog Ay = A, és mindegyik haromszog feleakkora lesz, mint az

O(A
( - ) A A kerilletén

el6z6 haromszog. Az n-edik haromszog keriilete tehat k, =
vett integralt I,-nel fogjuk jelolni: I,, = [y (f(z),dx).
A konstrukcio: Ag = A. Ha A, mar megvan, akkor a kdzépvonalaival 4 részre
osztjuk, és a négy kis haromszoget az abra szerint iranyitjuk.
Ay

Ay

A négy kis haromszog koziil azt valasztjuk A, 1-nek, amelyen az f fliggvény
vonalintegraljanak abszolut értéke a legnagyobb. Ha a négy kis haromszogon vett
vonalintegralokat 6sszeadjuk, akkor a kozépvonalakon vett integralok kiesnek, és a
négy vonalintegral 0sszege éppen a A,-en vett vonalintegral lesz, vagyis I,,. Ezért
tehdt |I,41| > +[1,; indukcidval

[ 1o

|| > —.
4n

A A,, haromszogek konvex burkai, tehat a zart haromszoglemezek egy csokken6
sorozatot alkotnak, ezeknek van egy k6zos ¢ pontja. Mar a nulladik haromszog-
lemez is G-ben volt, tehdt ¢ € G, és a feltétel szerint az f(z) figgvény differen-
cidlhaté a ¢ pontban; az értéke legyen b = f(c), a Jacobi-matrixa A = Jf(c). A
feltétel szerint A szimmetrikus.

Most vegytink egy tetszoleges ¢ > 0 szamot; mivel f(x) differencidlhaté a c
pontban, van olyan § > 0, hogy a B(c, ) kornyezetben

’f(x)—b—A(x—c)‘§€'|x—c|.

Ha n elég nagy, akkor a A, haromszog méar benne van a B(c,d) gémbben.
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Vegyiink egy ilyen n-et, és vizsgaluk a vonalintegralt A,,-en:

I = /An(f(a:),dx} — /An(A(a: o) +b,dx)+/An<f(:v) ~ Az —¢) — b,dz).

0

Az el6z6 lemma miatt az A(z — ¢) + b figgvénynek van primitiv fiiggvénye, igy a
vonalintegralja nulla.

A A, hdromszog mindegyik pontja kozelebb van a ¢ ponthoz, mint a haromszog
keriilete, tehat x € A, esetén |z — ¢| < k,. A trividlis becsléssel egyiitt

1o

< |I,| =
2 <n|

/An<f(x)—A(x—c)—b,d:c>

Ssup’f Alx —¢) —b‘
€A,

A 2
S Sup€|l’_c|'kn§5kn'kn:€<€<n>> ;

€A,
atszorozva

‘/Af‘ ol <= (A

Ez minden e-ra igaz, tehat [, f =0.

Kovetkezmény (primitiv fiiggvény létezése konvex tartomanyon)

Legyen G C RP 0sszefiiggd nyilt, konvex, és f : G — RP differencialhato.
Az f-nak akkor és csak akkor van primitiv fiiggvénye, ha rotaciémentes.

Biz. Azt mar tudjuk, hogy ha f differencialhat6 és van primitiv figgvénye, akkor
rotacidmentes; a masik irany az 1j.

Legyen tehat f rotacidomentes; azt kell igazolnunk, hogy f-nek vak primitiv
fliggvénye, vagy ami ezzel ekvivalens, barmilyen zart toréttvonalon 0 a vonalin-
tegralja.

ap

A zart torottvonalakat most szogletes zardjellel foguk jelolni. Vegyiink te-
hét egy tetsztdleges [agaias . . . a,] torottvonalat. Ezt az agaq, . . ., apa,_1 atlokkal
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haromszogekre bonthatjuk, és

/ f= Z / f.
l[apai...an] i—1 “laca;—1a]

A konvexitds miatt mindegyik [aga;_1a;] zart haromszoglemez G-ben van, igy a
jobboldalon mindegyi integral 0.

Ko6vetkezmény (lokalis primitiv fiiggvény létezése)

Legyen G C RP 6sszefiiggd nyilt, konvex, és f : G — RP differencialhato, ro-
taciomentes. Ekkor minden a € G pontnak van olyan kornyezete, amelyben
f-nek van primitiv fiiggvénye.

Biz. Minden gombi koérnyezet konvex, és G minden konvex részén létezik primitiv
fiiggvény.

Definicié (csillagszerii tartomany)

Legyen G C RP 0Osszefiiggd, nyilt. A G csillagszerii, ha van olyan xg € G
pont, hogy barmely x € G pont esetén a [xg, x| szakasz része G-nek.

Példak

e Minden konvex tartomany csillagszert.

o R*\ {(2,0): z > 0} csillagszerti.

o R?\ {0} nem csillagszeri.

Kovetkezmény (primitiv fiiggvény létezése csillagszerli tartoma-

nyon)

Legyen G C RP 0sszefliggo nyilt, csillagszert, és f : G — RP? differencialhaté.
Az f-nak akkor és csak akkor van primitiv fiiggvénye, ha rotdcidmentes.

Biz. Legyen c a csillag kozepe.
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an

Tetszbleges, G-ben fekvé [ajas . . . a,] zart torottvonalra az ésszes [ca;—1a;] hé-
romszoglemez G-ben fekszik, igy

la1az...an] i=1 ”cai—1a]
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30. Homotépia és vonalintegral

Homoto6p gorbék. A vonalintegral azonos végpontu, zart, illetve nullhomotép gor-
béken. Egyszeresen Osszefiiggd tartomény. A primitiv fliggvény létezése egyszere-
sen Osszefliggd tartomanyokon. Példak egyszeresen Osszefliggd és nem egyszeresen
Osszefiiggd tartomanyokra, és olyan fuggvényekre, amelyeknek lokalisan 1étezik, de
globalisan nem létezik primitiv fiiggvénye. Zart vezeté méagneses drvényerdssége és
a Gauss-féle 6sszekapcsoldéddséi szam kapcsolata. [LTS2, 194-198], [KG5]

Definicié (k6zos kezd6-és végpontit homotép gorbék)

Legyen G C RP, 49,71 : [0, 1] — G kozos kezd6- és végpontt, folytonos gor-
bék, tehat 70(0) = 71(0) és (1) = 71(1). A 70 és a y; gorbe G-ben homotdp
egymassal, ha folytonosan atdeformalhatok egymasba, vagyis létezik olyan
H :[0,1] x [0,1] — G folytonos fiiggvény, amelyre

(a) barmely t € [0, 1]-re H(¢,0) = vo(t) H(t,1) = 71 (¢);

(b) barmely u € [0,1]-re H(0,u) = 7(0) = 71(0) és H(1,u) = v(1) =
(1)

Személetesen, rogzitett u esetén t — H(t,u) az u-adik gorbe; az (a) tulaj-
donsag szerint a 0-adik gorbe a 7, az 1-edik gorbe a v;. A (b) tulajdonsig
azt koveteli meg, hogy a kozbilso gorbék kezdo- és végpontja is ugyanaz
legyen.

\ J

Definicié (homotép zart gorbék)

Legyen G C R?, v9,71 : [0,1] — G folytonos zart gorbék, tehat vo(0) =
(1) és 11 (0) = 11(1). A vy és a v, gorbe G-ben homotop, ha folytonosan
atdeformélhaték egymaésba, vagyis létezik olyan H : [0,1] x [0,1] — G
folytonos fliggvény, amelyre

(a) barmely t € [0, 1]-re H(t,0) = vo(t) és H(t,1) = v1(¢);
(b) barmely u € [0,1]-re H(0,u) = H(1,u).

A (b) tulajdonsdg azt koveteli meg, hogy a kozbiils§ gorbék is zart gorbék.
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Definicié (nullhomotép gorbe)

Legyen G C RP, v — G folytonos zart gorbe. A ~ gérbe G-ben nullhomo-
top vagy (eqy) pontra (éssze)hizhatd, ha homotép egy egypontu (konstans)
gorbével.

Tétel (vonalintegral homotép gorbéken)

Legyen G C RP 6sszefiiggo, nyilt, f : G — RP folytonos vektormezo, ami-
nek lokalisan létezik primitiv fiiggvénye, vagyis G minden pontja koriil egy
kornyezetben az f-nek van primitiv fiiggvénye. Ekkor

(a) Ha 7 és v kozos kezdépontii, G-ben homotép, szakaszonként C* gor-
bék, akkor [, f = [ f.

(b) Ha ~yo és 71 zart, G-ben homotdp, szakaszonként C' gorbék, akkor
‘/"YO f - f’yl f'

(c) Ha 7 zért, G-ben nullhomotép, szakaszonként C'*' gorbe, akkor [, f =
0.

Biz. ...

Definicié (egyszeresen Osszefiigg6 tartomany)

Legyen G C RP 6sszefiiggd nyilt. A G egyszeresen dsszefiiggd, ha minden
G-ben fekvo zart gorbe nullhomotép.
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Példak

Egyszeresen Osszefiiggd tartomanyok:
¢ RP
o minden konvex tartomany
o minden csilagszerii tartomany
. B\ {0}
Nem egyszeresen Osszefiiggd tartoméanyok:
« R?\ B((0,0),1)}
o R3\ {(t,t,t): z € R}

o R3\ {(cost,sint,0):t € [0,2n]}

Tétel (a primitiv fiiggvény létezése egyszeresen Osszefiiggd tarto-

manyon)

Legyen G C RP egyszeresen Osszefliggo, nyilt, és f : G — RP differencidlhaté
vektormezo.
Az f-nek akkor és csak akkor van primitiv fliggvénye, ha f rotaciémentes.

Biz. A tartomény egyszeresen 6sszefiigd, ezért G-ben minden zart gorbe, speci-
alisan minden zart torottvonal nullhomotop. Az el6z6 tétel miatt minden zart
torottvonalon 0 az f vonalintegralja, de akkor van primitiv fiiggvénye.
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31. MAagneses orvényerosség és osszekapcso-
l6dasi szam

Az elektrodinamika egy olyan tudomadanyteriilet, ahol a fizika 6sszetaldlkozik a
topologiaval.

Tétel (Biot-Savart torvény | )

Ha egy rovid, A¢ hosszi vezeté darabban [ aram fut, akkor r vektorral
arrébb ez az dramdarab

Mo IAC X 7
AB = o 128XT
4 |7[3

magneses indukciét hoz létre.

I-A¢

AB

Ha a « gérbe mentén I aram folyik, akkor az dram altal 1étrehozott magneses
indukcié az x pontban

Id —
B(x):@/ yX(wsy)
yEY |z — y|
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Tétel (Ampeére- (gerjesztési) torvény; Maxwell IV. egyenlet [  ])

Ha a v zart gorbe altal hatarolt feliileten I stacionarius aram® folyik keresziil,
akkor a v gorbe mentén a magneses Orvényerosség

| (B.dy) = ol
yey

B

1

2A toltés nem gylilik Ossze; tipikusan ez zart aramkort jelent, kondenzatorok nélkil.
Lasd a IV. Maxwell-egyenlet kiegészitését.

Képzeljiink el egy v zart gorbét, amely egy feliilletnek a pereme, és egy masik,
vo zart gorbét, ami N-szer atdofi ezt a feltiletet.
B

7 Y2

Ha 7 mentén I elektromos aram folyik, akkor a v; mentén kétféleképpen is
kiszamithatjuk a magneses orvényerosséget:
o NT= |

I _
(B.dx) = [ <ﬂo/ dw<x3y>,dx>:
zEY zey \ 4T Jyeys |1U—?J|

_,uOI/ / (dz x dy,z —y)
A Jeey Jyers |$_y|3 '

N — 1/ / (dr x dy, z — y)
A Jzey Jyers lz —yl? ‘
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Ennek a kett6s vonalintegralnak a neve (Gauss féle) Linking Number (6ssze-
kapcsolodasi szam) [LN]. Ha =, és 7o két diszjunkt, rektifikdlhaté gorbe, akkor
a kettOs vonalintegral értelmes, és az értéke egész szam (ezért kell 47-vel osztani,
ami az egységgomb felszine). Akéar ebbél, akdr kozvetlentl ellenérizhetd, hogy
homotép gorbepar parokra az osszehurkolédasi szam ugyanaz. Ennek sok topolo-
giai alkalmazasa van; pl. annak bizonyitasa, hogy az egymason atflizott karikdkat
nem lehet szétvalasztani.
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V. rész

Integraltételek

32. A Green-tétel

Sikvektorok keresztszorzata, irdnyitott szoge. Egyszerii zart gorbék, Jordan-gorbetétel
(bizonyitas nélkiil). Egyszerii zart gorbe irdnyitdsa. Green-tétel (bizonyitds nor-
méltartomanyra, és a bizonyitds vdzlata az dltaldnos esetben). [LTS2, 200-204.

o.]

32.1 Definicio

Az a,b € R? sikvektorok keresztszorzata

axb= a162 — &le = det (al bl) ]

a9 b2
irdnyitott szoge az a ¢ € R/27Z sz6g, amelyre

la] - |b‘ - COS = <a,b>, la] - |b‘ -singp =axb

b

32.2 Definicio

A v : [a,b] — RP gorbe egyszert, zdart, ha folytonos, v(a) = v(b), és a két
végpont kivételével injektiv (pl. az [a, b) intervallumra megszoritva injektiv.)
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32.3 Definicio

Ha 7 : [a,b] — R? zart gorbe, és a ¢ € R? pont nincs rajta a gérbén, akkor
n(vy,c) € Z jelenti azt, hogy a v el6jelesen hanyszor kerili meg a ¢ pontot.
Neve: a gorbe c-re vonatkozo indexe. A gorbeindexet sokféle paraméteres
vonalintegrallal is felirhatjuk, példaul

n(y,c) = L /xevd<szdg(x - c)) =

27

_1/ (x—cl)dy—(y—cg)dx_lf (x —c) xdx
21 Jzayey (x—c1)?+ (y — ¢2)? 21 Jzayey  |x —c|?

vagy komplex vonalintegrallal

n(y,c) 1 /z dz

~ 2mi

evyZ—C

A gorbeindex mindig egész szam.

J

32.4 Tétel (Jordan-féle gorbetétel)

Ha 7 : [a,b] — R? egyszerti, zart gorbe, akkor az R? \7([@, b]) nyilt halmaz
két Osszefliggd komponensbdl all, az egyik komponens korlatos (a gorbe
belseje), a masik komponens nem korldtos (a gorbe kiilseje), és mindkét
komponens hatara a ~.

A gorbe kiilsé pontokra vonatkozé indexe 0, a belsé pontokra vonatkozd
index vagy mindenhol 41, vagy mindenhol —1. Az els6 esetben a gorbét
pozitiv iranyitasunak, a masodik esetben negativ irdnyitdsinak nevezzik.

- J

(Erdés Pélnak az a mondésa, hogy valaki a Jordan-tételt tanulmanyozza, azt
jelentette: az illet6é borténben van.)
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32.5 Definicio

A K C R? halmaz Jordan-tartomdny, ha egy egyszerii, zart, folytonos gorbe
belseje.
A tovabbiakban a hatargoérbét, pozitiv iranyitassal, 0K fogja jelolni.

32.6 Definicio

Legyen G C RP nyilt. A G — R fiiggvényeket skaldirmezének, a G — RP
figgvényeket vektormezdnek fogjuk hivni. A fiiggvényeknél megszokott for-
mulékkal beszélhetiink a mezék simasdgardl (pl. 8-szor folytonosan diffe-
rencidlhaté vektormezo).

32.7 Tétel (Green)

Legyen K Jordan-tartomany, amelynek a hatara rektifikdlhato, legyen G D
cl K nyilt, és f : G — R folytonos.
(a) Ha % létezik és folytonos cl K-n, akkor

of
[ ray = /K & dady.

(b) Ha % létezik és folytonos cl K-n, akkor

of
dr = — | ——dzdy.
afo /K@yagy

Biz. (bl). Ha K normdltartomany: a bizonyitas lényege, hogy K minden fiiggs-
leges szekcidjan alkalmazzuk az egyvaltozds Newton-Leibniz formulat.
Tegyiik fel, hogy

K = {(x,y) cx € [a,b], o(x) <y <(x)},

valamilyen [a, b] intervallummal és ¢, : [a,b] — R, ¢ < ¢ fuggvényekkel. A két
fliggvénygrafikon tehdt (z, p(z)) és (z,v(x)).

A,

A OK hatéar négy részre vaghaté: a fels és az als6 hatarold grafikon 7 és s,
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és két fiiggbleges szakasz vo és 4. A fels6 fliggvénygrafikonon jobbrol balra kell
végigmenniink.
A fiiggbleges szakaszokon az x szerinti vonalintegral 0.

/ aidxdy - /: </yw(a:) Wdy> de = /:_a (f(x,@b(x)) - f(x,gp(x)))dx =

=a \Jy=p(z) Oy
__ fda:—/fda::—/ Fdu.
7 V3 oK

(al) Hasonléan bizonyitunk, az x és y felcserélésével. Ez a titkkrozés megforditja
a hatar iranyitasat, ezért azt vissza kell forditanunk; itt jon be még egy negativ
el6jel.

Altalaban:
o A fentiek bizonyitanak példaul konvex sokszogekre.

« Atlékkal vagy akar parhuzamos szakaszokkal szétvigva-osszeragasztva meg-
kapjuk az allitast tetszéleges zart torottvonalra.

o Az altalanos esetben a hatargorbét beliilrol kozelitjiik torottvonalakkal, majd
hataratmenet.

32.8 Kovetkezmény (Jordan-tartomany teriilete)

1
t(K):/ xdy:—/ ydxz—/ x X dx.
oK oK 2 Jokx

Biz. Green-tétel az f(x,y) = z, illetve f(z,y) = —y fiiggvényekre vagy a kettd
atlagara.
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32.9 Kovetkezmény

Egyszerii zart gorbén, aminek a belsejében rotaciomentes egy 2 vektormezo,
a vonalintegral 0. Ezt mar megcsinaltuk sokkal altalanosabban a Goursat-
lemmaéval, de a Green-tétel is mikodik:

_ __[9h Of2 4 4 —
/6K<f’dx>_/8Kf1dx+/az<f2dy__/;< aydzr:dy—k/Kaxdacdy_
_ [ (92 _%h _

_/K<8:B ay)davdy—O.

32.10 Megjegyzés

A fentiek elmondhatdk olyan tartoméanyokra is, amelyeket egynél tobb zart
gorbe hatarol, ha a gorbéket megfeleléen iranyitjuk. Legyen K C G olyan
halmaz, amelynek hatara véges sok, diszjunkt, egyszer zart, rektifikalhato
gorbébdl all (a tovabbiakban: krumpli), akkor K hatérgorbéit lehetséges
ugy iranyitani, hogy az K kiils60 pontjaikra vonatkozé indexe 0, a bels6
pontokra az indexosszeg +1 legyen. A tovdbbiakban 0K (a krumpli héja)
ezeknek az irdnyitott hatargorbéknek a halmazit fogja jelenteni, és az [,
a gorbéken vett integralok Osszegét.

gl
Az Osszeragasztés-approximalés médszer ezekre is miikodik, igy a Green-
tétel és fenti kovetkezményei az ilyenekre is kiterjeszthetok.

\

Feladatok

1 Feladat. Milyen gyengébb feltételekre cserélhetjik a Green-tétel feltételeit?

2 Feladat. Irjunk fel olyan folytonosan differencidlhaté f : R2 — R figguényt,
amire igaz, hogy tetszéleges, eqységnyi stirtiségli K C R? Jordan-krumpli silypont-
janak x-koordindtdja egyenld az f figguény OK-n vett, (a) x szerinti vonalinteg-
raljaval; (b) y szerinti vonalintegrdljdval.

3 Feladat. Irjunk fel olyan folytonosan differencidlhaté f : R2 — R fiigguényt,
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amire igaz, hogy tetszéleges, eqységnyi stirtiségii K C R? Jordan-krumpli origéra
vonatkozo tehetetlenségi nyomatéka egyenld az f figguény OK -n vett, (a) x szerinti
vonalintegrdljdval; (b) y szerinti vonalintegraljdval.
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33. Integraltételek sikban

Kiilsé normalis. Newton-Leibniz formula sikban. Mese a talajviz forras- és or-
vényerdsségérol. Forras- és orvényerdsség és -slirliség, divergencia, rotacié. Gauss-
Osztrogradszkij tétel. Stokes-tétel. [LTS2, 205-210. o.]

A tovabbiakban v mindig szakaszonként folytonosan differencialhaté lesz.

Definicié. A (t) = (x(t)) gorbe sebességuektora a t iddpontban 4(t) = (x(t))

y(t) @ ) y(t)
L y(t T,y
Ha ez nem a nullvektor, akkor az érintovektor t = — = — — . Ennek
o Lo VAT
Yy, —x

—90°)-kal elforgatottja a kilso normdlis: n = ———=.
Az whossz szerinti integrdlokndl haszndlni fogjuk a ds = |dx|, a teriilet szerinti
integrdalokndl az dA = dxdy jeloléseket. A szokdsos helyettesitésekkel a gorbén

dx dy
tds = (dy)’ nds = (—dx>'

ds = (dx, dy)

PV nds = (dy, —dux)

Tétel (Newton—Leibniz formula)

Ha cl(K) C G C R? egyszeresen osszefiiggé Jordan-tartoméany, aminek a
hatara pozitiv iranyitasi, szakaszonként folytonosan differencialhaté gorbe,
és f: G — R folytonosan differencialhato, akkor

/K(gradf) dA = /aKfnds.

Biz.

d d D,fdA
/fnds:/ (W2 Jox fAy \ _ ([ Daf :/(gradf)dA_
oK oK —dx — Jor fdz Jx DyfdA K
Megjegyzés. Elmondhatjuk ugyanezt egydimenzidban, eqy f : la,b] — R foly-
tonosan differencidlhato fiigguényre. A hatdr két, egqységnyi sulyd pontbol dll: a
felsd végpontban a kifelé mutato normalvektor a +1, az alsé végpontban —1. Ezért

Jugy /() dz = f(a) - (=1) + f(b) - (+1).
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A talajviz forraserossége és forrasstirlisége

Kertink, K egy talajvizzel elarasztott G tertileten fekszik, a vizszint allandé. A
teriilet barmely pontjan a talajviz feltérhet vagy elszivaroghat, de a feltord viz
a 0K keritésen keresztiil kiaramlik, illetve az elszivargd vizmennyiség a keritésen
keresztil aramlik be. A viz tehat folyamatos mozgasban van, a sebességét az
f: G — R? vektormez6 adja meg.

A kertbdl a keritésen at méasodpercenként kifoly6d vizmennyiség a kertiink for-
raserdssége. Egy ds hosszu keritésdarabon, amelynek kifelé mutaté normalvektora
n, masodpercenként (f, nds) viz folyik ki; a forraserésség ennek integralja, vagyis

Jor (f,mds).

oK

Most osszuk fel kertiinket kis, 2r oldali négyzetekre, és vizsgaljunk meg, hogy
egy (a,b) pont korili [a — r,a + r| x [b — r, b+ 7] négyzetben mennyi viz tor fel,
illetve mennyi folyik a négyzetbdl ki. Az f persze egy-egy oldalon sem &llandd,

mi az oldalak kozéppontjaban vett értékekkel fogunk szamolni.
fla,b+r)

(a—r,b+7) / (a+rb+7r)

fla—rb)

VT lab) kb

fla,b—r
ot
(a—r,b—r) (a+r,b—r)

A figgoleges oldalakon kifolyé vizmennyiség csak f vizszintes komponensétol
fiigg, a vizszintes oldalakon pedig az f fiiggdleges komponensétol.

« A jobboldalon kifoly6 vizmennyiség: fi(a + r,b) - 2r
« Baloldalon: —fi(a —r,b) - 2r (a negativ irdny mutat kifelé)
o Fent: fo(a,b+7)-2r

o Lent: —fy(a,b—r)-2r (a negativ irdny mutat kifelé)
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Osszeadva, a négyzet forraserdssége

~ fila+rb)-2r — fila—1r,0)-2r + fola,b+1) - 2r — fo(a,b—1r) - 2r

_ fl(a—l—r,b)—fl(a—r,b) f2(a,b+r)—f2(a,b—r) 2
N ( 2r * 2r ) - (2r)

~ (D1fi(a,b) + Dafa(a, b)) - teriilet,

Mondhatjuk, hogy az (a,b) pont kériil négyzetméterenként és méasodpercen-
ként Dy fi(a,b) + Dy fo(a,b) kobméter talajviz tor fel. A forrdssiiriség az (a,b)
pontban: D fi(a,b) + Dafa(a,b).

A kertben masodpercenként feltord osszes vizmennyiség, vagyis a kert forras-
erdssége a forrasstirtiség teriilet szerinti integralja, vagyis [x (D1 f1 + Daf2)dA.

Ezzel kétféle heurisztikus képletet is kitalaltunk a kertbdl kifolyd vizmennyiség-
re, és azt varjuk, hogy a ketto valéban egyenlo, és persze nem fiigg az dnkényesen
megvalasztott koordinata iranyainktol sem.

Definicié (vektormezd divergenciija)

Legyen G C RP nyilt és f : G — RP differencialhaté. Az f vektormezo
divergencidja vagy forrdssirisége

S
divf = D fy +D2f2+...—|—Dpfp = <V,f> :tI'f/ =V f:‘2

o

Tétel. A divergencia nem fiigg a koordindtarendszer irdnydtol.

Biz. Altaldban, mi torténik, ha a szokdsos koordindta-rendszerrdl a (ug,...,up)
koordinata-egységvektorokra tériink at? Az j koordindta vektorokbdl egy T =
(uy,...,u,) matrixot készithetiink, ami ortogondlis (azaz T'T = TT" = I avagy
T—1 = T?"), és pozitiv iranyitdsu (azaz detT = 1). Ha egy vektor koordinatéi a
régi rendszerben x, az 1j rendszerben y, akkor y = T%x.

A T transzforméacié megtartja a skalaris szorzatot: tetszdéleges x,y vektorokra

(T'x, T'y) = (T'%)"(T"y) = x'(TT")y = x'y = (x,y).

Az u; irdnyt irdnymenti derivalt D,,, = u!V; az 1j rendszerben a derivalé operdtor

DU1 ulfﬁl
Vi = = |V= T'V.
Dup ll;;



Avagy, skaldrmezé gradiensvektora az 1j koordinata-rendszerben
gradg; f = Tt grad, ¢ f-

A vektormezdket is az 1j koordindta-rendszerben irjuk fel, tehdt Vy;-t nem az
fi

f=| : | fiiggvényre, hanem az fg; = T'f fiigvényre kell alkalmaznunk.
o

Tehat
divg; fs; = Vit = (VIT)(T'F) = VH(ITTHE = V'f = divf.

Tétel (2-dimenziés Gauss-Osztrogradszkij (Muxawn Bacuibesuu

Ocrporpajickuit) tétel, divergenciatétel)

Ha cl(K) C G C R? egyszeresen Osszefiiggd Jordan-tartomdny, aminek a
hatara pozitiv iranyitasu, szakaszonként folytonosan differencialhatéd gorbe,
és f : G — R? folytonosan differencialhaté vektormezd, akkor

/K (@ive) dA = [ (fnds).

i?)iz.
/aK<f,ndS> :/a (fldy-l-fz / fidy — / fodx =
— [ (DifdA+ [ (Daf)dd = [ (dive) da.

Megjegyzés A Gauss Osztrogmdszkz’j tétel leheto”séget ad a dz’vergencia eqy ko-

e s

Vektormezo6 orvényerossége és orvénystirisége

Kertiinkben most az 6rvénylést fogjuk mérni. Cséonakunkra a kert minden pontja-
ban valamekkora f erd hat a viz sodrasa miatt. A kert hataran az drvényerdsség
azt jelenti, hogy pozitiv irdnyban korbe haladva a sodras mekkora munkat vé-
gez. Ezt persze a szokdsos valés vonalintegral adja meg: W = [y (f,dx) =
Jor(frdz + fody).

Ismét osszuk fel kertiinket kis, 2r oldali négyzetekre, és vizsgaljunk meg az
orvényerdsséget az (a,b) pont korili [a —r,a + 7] X [b — 7, b+ 7] négyzet hataran.
Ismét csak az oldalkézéppontokban vett erdkkel szamolva, a végzett munka a
jobb-, a bal-, a fels6 és az als6 oldalon rendre fy(a+7,0) - 2r, fo(a —r,b) - (—2r),
fila, b+ 1) - (=2r), illetve fi(a,b—r)-2r, dsszesen

(falat7b) = fala—rb) = fila,b+7)+ fila,b—7)) -2r ~ (D1 fo = Dafi) - (2r)°.
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fla,b+r)

(a—r,b+7) /(a—i—r,b+ )

f((l - T, b)
R (R
f 7b _
ot
(a—r,b—r) (a+r,b—r)

Ha ezt az 0sszes kis négyzetre Osszeadjuk, akkor a belsé hatarokon vett munkak
kiesnek, és csak a kert hatara mentén végzett munka marad meg. Tehat azt varjuk,
hogy W = [x §D1 fo — Dyf1)dA. Az integrandust, a Dy fy — Dy f, fiiggvényt
nevezhetjilkk az f vektormez6 orvénysiriségének.

Definicié (vektormez6 rotaciéja 2-dimenziéban)

Két dimenzidban az f vektormezé rotacioja vagy orvénysirisége

rotf = D1f2 — D2f1 =V x f = det(V, f)

Tétel. A rotdcio nem fiigg a koordindtarendszer irdnydtol.
Biz.

rotyj f; = det(Vyj, fg;) = det(T"V, T*f) = det (T"+(V,f)) = det T"-det(V, f)) = L-rot f.

Tétel (2-dimenziés Stokes-tétel)

Ha cl(K) C G C R? egyszeresen osszefiiggd Jordan-tartoméany, aminek a
hatara pozitiv iranyitasu, szakaszonként folytonosan differencialhaté gorbe,
és £ : G — R? folytonosan differencidlhaté vektormezd, akkor

/K(rotf) dA= [ (f,dx) = —/ f x (nds).

0K

oK

Biz. A masodik két integral ugyanaz, mert
—f x (nds) = —(f1, f2) X (dy, —dz) = fidz + fody = (f, dx).
Ezutan a Green-tételt kétszer alkalmazva,

/8K<f,dX> :/aK(fld:C—i-fzdy) :/K(_D2f1+/KD1f2) dA:/K(rotf) dA.
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Megjegyzés. A Stokes-tétel lehetdséget ad a rotdicio koordindtafiiggetlen defini-
cidgjara, eqy pontra dsszehizodo krumplikkal.

Feladatok

1 Feladat. Ellenorizd kézvetleniil, és vezesd le a Newton—Leibniz formuldbol és a
Stokes-tételbdl is, hogy tetszoleges K Jordan-krumplira

/ nds = 0.
oK

2 Feladat. Irj fel olyan folytonosan differencidlhaté f : R?2 — R figguényt, amire
igaz, hogy tetszéleges, A teriiletti K C R? Jordan-krumpli silypontja

1
— ds.
A aKfn °

3 Feladat. Legyen 0 < a < 3, és y(t) = (cost,sint), ha |t| < a.

/nds:?
Y

4 Feladat. A grad, div, rot operdciokbol 9-féle kompozicio készithetd: gradrot
stb. Ezek kozil melyek értelmesek? Melyek azonosan nulldk?

5 Feladat. Igazold, hogy minden (elég sima) R* — R? vektormezd felbonthatd egy
divergenciamentes és eqy rotdaciomentes vektormezd dsszegére.
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34. Integraltételek harom dimenziéban

Folytonosan differencidlhaté paraméteres feliiletek. Felszin, normaélvektor. Fel-
szin szerinti és feliileti integrdlok. A Green-tétel térbeli megfelel6je. 3-dimenzids
Newton-Leibniz formula. Gauss-Osztrogradszkij tétel. Rotacié. Stokes-tétel.
Kelvin-Stokes tétel (bizonyitds nélkiil). Kapcsolat a Maxwell-egyenletek differen-
cidlis és integrélis alakjai kozott. [LTS2, 211-221. o.]

Definicié. Ha P € J(R?), akkor a P — R? fiiggvényeket fogjuk paraméteres
feliiletnek hivni. Beszélhetink folytonos, differencialhato, folytonosan differenci-
alhato, darabonként folytonosan differencidlhato feliletekrdl is.

Megjegyzés. A felszint nem lehet — a gorbék ivhosszdnak mintdjira — a beirt
poligonok felszinének szuprémumaként definidlni (Id. hengerbe beirt lampion).
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Definicié. Ha S : P — R3 darabonként folytonosan differencidlhaté feliilet, akkor

B (T;)l . DlsXDQS

dA = (D15 x D,S) dudv,  |dA| = |d4], n

(feliletelem, felszinelem, illetve iranyitott normdlvektor).

Jlﬂ ~

=

TA = DS x DaSdudv

D55 - dv

Y=

Az S feliilet felszine

A= |D1S x DyS|dudv; ennek egyfajta roviditése, jele: / |dA|.
S

u,veP
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Ha f valamilyen skaldr- vagy vektormezo, akkor f felszin szerinti integrilja az
S feliileten

/ F(S(u,0)) |DiS x DyS| dudv; — jele: / FldA].
(u,w)EP S
Ha x valamilyen szorzds (bilinedris figgvény), akkor
/( | F(S(u,v)) * (D1.S x DyS) duduv; jele: / f* A,
u,v)EP S

Specidlisan, ha x a skaldaris szorzds, akkor f felileti integrilja vagy fluzusa az S
feliileten

/ <f(S(u,v)),D13 X DQS> dudwv; jele: /(f,?>
(u,v)EP S
Lemma. Ha S(u,v) = (u,v, p(u,v)) egy kétvdltozos figguény grafikonja, akkor
—Dyp
d—1>4: (Dvcp) dudv.
1

Biz. DS = (1,0, Dyp(u,v)) és D1.S = (0,1, Dyp(u,v)), a felfelé mutatd tertilet-

vektor tehat
1 0 —Dyp
574 =1 0 |dux 1 |Jdv=|—-Dyp | dudv.
Dyp D,p 1

[

Ebbdl latjuk, hogy a grafikon felszine

A= / \/(Dugo)2 + (Dyp)? + 1dudv.
(u,v)eP
(Kb. ezt is varjuk.)
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Lemma (a Green-tétel harom-dimenziés valtozata)

Ha G C R3 nyilt, K C G korlatos, zart krumpli, aminek a 0K hatdra dara-
bonként folytonosan differencialhato feliilet, és ezeken az iranyitott normal-
vektor mindig kifelé mutat, tovabba f : G — R folytonosan differencidlhaté,
végil 7 € {1, 2,3}, akkor

Jopav=[ r-ad.
K oK

- =
(dV = dadydz a térfogatelem; dA; a dA tertiletvektor i-edik koordinataja.)

(=Dytp, —Dyrp, 1)

(=Dyp, —Dap, 1)

P (x,y, p(z.y))

T

Biz (Csak szép normaltartomanyokra). Legyen i = 3, tegyiik fel, hogy K
normaltartomany a P szép paramétertartomany folott. A alsé és a felsé grafikon
legyen most is ¢(x,y) és ¥(x,y), tehat K = {(z,y,2) : (x,y) € P,p(z,y) < z <
Y(x,y)}. A hatér fiiggbleges darabjain CT1_>43 = 0, tehat a z szerinti integral 0. Az
alsé grafikonon a lefelé mutaté normalvektort kell hasznalnunk.

_D1¢($7 y)
| pdis=[ gy | -Debley) | dedy
0K (z,y)eP 1 \
Dip(x,y)
(z,y)EP 1

3

— (f(x, v, U(z,y)) — flz,y, o(z, y)))dxdy

(z,y)eP

Y(2,y)
= </ ! Dsf(z,vy, z)dz) dady = / Dsf dV.
(zy)epr K

o(z,y)
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Tétel (Newton—Leibniz formula)

Ha G C R3 nyilt, K C G korlatos, zart krumpli, aminek a 0K hatdra dara-
bonként folytonosan differencialhato feliilet, és ezeken az iranyitott normal-
vektor mindig kifelé mutat, tovabba f : G — R folytonosan differencidlhaté,

akkor
_+
/K(gradf)dV:/aKf-dA.

Biz. A Lemmaéat mindharom koordinatara alkalmazva,

Dif dV fcﬁh R
/(gradf) dv = (Dgde) :/ fdAs :/ Faa.
K K D3f dV 0K f_1>43 oK
Kovetkezmény.
a4 = o.
oK

Biz. Newton—Leibniz formula a konstans 1 fiiggvényre.

Tétel (3-dimenzidés Gauss-Osztrogradszkij tétel, divergenciatétel)

Ha G C R? nyilt, K C G korlatos, zart krumpli, aminek a K hatara dara-
bonként folytonosan differencialhato feliilet, és ezeken az iranyitott normal-
vektor mindig kifelé mutat, tovabba f : G — R3 folytonosan differencidlhato,
akkor

/K @ve)av = [ (. dA).

Biz.

/K(divf) dV:/K<D1f1 AV + Dy fo AV + Ds fs dV> _

= /aK <f1d—1>41 + f2d—1>42 +f3d—1>43) = /3K<f’d—>>.

Definicié (vektormezd rotaciéja 3-dimenziéban)

Az f : G — R3 vektormezd rotécidja

Dy fs — Dsfo
rotf =V xf=|Dsfi — D f3
D, fo — Do fy
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Megjegyzés. A rotdcic most is orvénysiriséget jelent, de az orvények kilonbozd
sikokban fekhetnek. Ha eqy kis kérvonal teriiletvektora v, akkor a kérvonalon az
orvényerésség (rot £,v). Ilyen értelemben a rotdcié egy R® — R linedris fiiggvény.

Tétel. A rotdcio nem fiigg a koordindtarendszer irdnydtol.
Biz. Megint vegyiik a T transzformaciét; azt fogjuk megmutatni, hogy barmilyen

v vektorra
<1"0t1'1j fﬁj, Vﬁj> = <I‘Ot f, V>.

Es valban,
<I‘Otﬁj fﬁj7 V{lj> = det(Vﬁj, fﬁj,Vﬁj) = det(TtV, th, TtV) =
= det (Tt : (V,ﬂv)) = det(V,f,v) = (rot f, v).

Tétel (Stokes)

Ha G C R3 nyilt, K C G korlatos, zart krumpli, aminek a 0K hatara dara-
bonként folytonosan differencialhato feliilet, és ezeken az iranyitott normal-
vektor mindig kifelé mutat, tovabba f : G — R? folytonosan differencialhatd,
akkor

/(rotf) av=—[ fxdAi
K oK

Biz.
Ji Dafs AV — [i D3 fo dV
/K(rotf) dV = | [x Dsfr AV — [, D1 f3dV | =
Jx D1fo dV — [ Dy fy AV

— =
Jor f3d A — [5x fodAs

— =
= fBK f1d_1>43 - f@K f3d_1>41 = /(9K<_f X dA)
faK f2dA1 — faK fldAQ

Altalanos Stokes-tétel

Erdemes 6sszehasonlitanuk az integraltételeinket:

Green-tétel D;fdV = / f- d—}li
K oK

. -

Newton-Leibniz formula / (grad f ) dV = f-dA
K oK

Gauss-Osztrogradszkij tétel / (divf) dV = / (f,dA)

K oK

H

Stokes-tétel / (rot f) dV = —/ fxdA
K oK
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Ezeknek egy k6zos altalanositasa a kévetkezo:

Tétel (altaldnos Stokes-tétel). Legyenek q,r pozitiv egészek, és legyen * :
R3 x RY — R" wvalamilyen szorzds (bilinedris leképezés). Legyen G C R3 nyilt,
K C G korldtos, zart krumpli, aminek a OK hatdra darabonként folytonosan dif-
ferencialhato felilet, és ezeken az irdnyitott normalvektor mindig kifelé mutat, és
legyen £ : G — RY folytonosan differencidlhato. Ekkor

/(V*f)dV:/ dA « .
K oK

A tételt konnyen bebizonyithatjuk az elobbi példak alapjan. Magasabb dimenzi-

Oban a dA feliilletelemet kell értelmezniink, ehhez a vektordlis szorzast kell kiter-
jeszteniink (p — 1) darab, p-dimenziés vektorra.

A Newton—Leibniz formula esetében ¢ = 1, tehat f skaldrmezd, r = 3 és * vektor
szorzasa skaldrral. A Gauss—Osztrogradszkij tételben ¢ = 3, r = 1 és x a vektorok
skaldris szorzata. A Stokes-tételben pedig g = r = 3, és * a vektordlis szorzas.

Erovonalak és divergenciamentesség

Az elektromos, magneses és a gravitaciés mezoket is szeretjik erdvonalakkal szem-
léltetni. Az erévonalak irdnya megyezik a térersség iranyéaval, az er6vonalak siirti-
sége pedig a térerdsség nagysagaval. Egy iranyitott feliiletdarabon a mez6 fluxusa
a feliiletet atdof6 er6vonalak szama.

NS
N/ N\ NN
I\ \\\.T‘*/_'/,&//f NN

(Forrds: http://www.physicsbootcamp.org/Flux-of-Electric-Field.html

Az er6vonalas szemléltetés akkor jogos, ha a forrdsmentes, tehat 0 toltésti/tomegii
térrészek fluxusa 0, vagyis ha a vektromez6 divergenciamentes. Ezért sem szoktunk
toltott testek belsejében erdvonalakat rajzolni.
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Korulfordulasi szam és valtozatai

A Gauss-Osztrogradszkij tétel szerint divergenciamentes vektormezének minden
szép krumpli hataran nulla a feliileti integralja. Ez lehet6séget ad a primitiv fiigg-
vényrol szolo fejezet altalanositasara: meg lehetne csindlni a Goursat-lemma felii-
leti integralokrol szl variansat, és bebizonyitani, hogy minden nullhomotép zart
feltleten (vagy akdr csak poliéderen) nulla a feliileti integral. Ezzel az eszkozzel
be tudjuk bizonyftani példaul azt, hogy R?\ {(0,0,0)} nem homeomorf R3-bel.

Két dimenzidban a v gérbének az a pont koriili koriilfordulasi szamat a kévetkezd

alakba is irhatjuk:
1 x—a —;
= — —F;dA
0955 [ (m=ar ™)

ahol az integral el6tt 4ll6 7 az egységkor kertilete.

Ennek mint4jira, ha S darabonként folytonos, irdnyitott zart felillet R3-ban, amely
nem megy at a a ponton, akkor az

1 —
i/ x-a g3
AT Jxes \x —af?

feliileti integral azt szamolja meg, hogy az S felillet hanyszor kerili meg az a
pontot. (A 47 az egységgdémb felszine.)

Maxwell-egyenletek

A Maxwell-egyenletekben a divergenciatételen kiviil a kévetkezo integraltétel sze-
repel:

Tétel (Kelvin—Stokes)

Ha S C G egy irdnyitott, peremes feliilet, ami mondjuk darabonként foly-
tonosan differencialhato, a hatara pedig rektifikalhato, Vaﬁ,mint f:G—R?
folytonosan differencialhaté vektormezd, akkor [¢(rotf,dA) = [54(f, dx).

f

\ J

Jol felismerhetd, hogy ez valdéjaban a kétdimenzios Stokes-tétel egy kiterjesz-
tése felilletdarabokra.
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Az 1. és I1I. egyenletnél a Gauss-Osztrogradszkij tétel, a II. és IV. egyenletnél
a Kelvin-Stokes tétel a kapcsolat a differencidlis és az integralis alakok kozott.

Sorszam, név Differencidlis alak Integralis alak
. P Q
. (Gauss-torvény) V-E=— dA= [ —.dV =—
€0 A v €0 €0
. 0B d
II. (Faraday—Lenz térvény) VXE=—— ]{ E-dl=—-— / B-dA
ot . at J,
ITI. (Gauss magneses torvénye) V-B=0 % B-dA =0
A
1 0E 1d
IV. (Ampére-torvény) VxB=pudJ+—= 2o % B-dl = MO/ J-dA + 5 / -dA
L A

Feladatok

6 Feladat. Legyen P = {(u,v) € [0,1]* : u?® + v? < 1}, g(u,v) = (u,v,u?® + v?),
F = g(P) és f(x,y,2) = (z,y,2). Ird dt (esetleg tobbszords) Riemann-integrdlld
a kovetkezd felszini/felileti integrdlokat.

/ [ e

7 Feladat. Rigzitett a € R3 mellett legyen (a) f(x) = x x a (x € R®); (b)
flx)=axx (reR3).

div f =7 rot f =7

8 Feladat. Allapitsd meg, hogy a div,rot, grad operdtorok lehetséges 9 pdrositd-
sabol (div div,divrot, ... ) melyek alkalmazhatéak kétszer folytonosan differencidl-
haté R® — R fiigguényre, illetve R? — R3 leképezésre, és kézilik melyek adnak
mindig nulldt!

9 Feladat. Legyen f : R® — R3 sima (akdrhdnyszor differencidlhatd) vektormezé.
lgazold, hogy
div grad f;
rotrot f = graddiv f — | divgrad f,
div grad f3

10 Feladat. Legyen fi(z,y,z) = xyz és folz,y,2) = 2% + y* + 2°. Konstrudlj
olyan f3 : R — R3 fiiggvényt, amire az (f1, fo, f3) vektormezd felileti integrdlja
tetszoleges zdart gomfeliileten megegyezik a gomb térfogatdval.
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11 Feladat. Legyen B = {(x,y,z) st 4yt 42 < 1} az eqységgomb, és legyen
f(@,y,2) = (yz, 2 — 2,2 — y).

(a) /aB<f,<ﬁ> —7 (b)/anxﬁz?

12 Feladat. Szamitsd ki az r sugari gomb felszinét a divergenciatételbol, az
f(z,y,2) = (x,y, z) vektormezd felileti integraljabol.

13 Feladat. Vegyiik az egységgombfeliiletnek az elso térnyolcadba esé részét. Hol
van ennek a sulypontja?

14 Feladat. Az F C R? konvex sokszéget a g zdrt, irdnyitott téréttvonal hatdrolja.
A siklap jobbkézszabdly szerint irdnyitott teriletvektora A. Igazold, hogy

/Yzl/xxdx.
2Jyg

Hogyan lehet ezt az dllitdast visszavezetni a Kelvin-Stokes tételre?

15 Feladat. Igazold, hogy a Gauss-Osztrogradszkij és a Stokes-tétel akkor is tel-
jestl (mondjuk tetraéderre, majd poliéderekre), ha a vektormezd differencidlhato,
és a koordindtafiigguényeinek a parcidlis derivdltjai integralhatok.

16 Feladat. Az f: R3\ {(0,0,0)} — R3 vektormezd akdrhdnyszor differencidlha-
to, divergenciamentes, és az origo eqy pontozott konyezetében korldtos. Bizonyitsd
be, hogy van olyan g : R?\ {(0,0,0)} — R3 vektormezd, amire f = rot g.

17 Feladat. Mi lehetne a parcidlis integrdlds a 3-dimenzios divergenciatétellel?

18 Feladat. (a) Legyen G C R? és ¢ (u,v) egy [0,1]> — G folytonosan diffe-
rencidlhatd paraméteres feliletsereg, ami az eqységnégyzet minden régzitett (u,v)
hatdrpontjdra fiiggetlen a t paramétertél. Legyen F : G — R? folytonosan diffe-
rencialhato, divergenciamentes vektormezo. Mutasd meg, hogy az

10)= [ [ 1D2bu(e,) x Dyl 0), F(61(,) dedy

paraméteres feliileti integrdl nem fiigg t-tol.

(b) Igazold, hogy az W vektormezd divergenciamentes, de az eqységgombon
X

vett felileti integralja nem 0.

(c) Igazold, hogy R3\ {(0,0,0)} halmazban az egységgombfeliilet nem nullho-
motop.

(d) Igazold, hogy R3\ {(0,0,0)} nem homeomorf R3-nel.

19 Feladat. Az f : R? — R3 vektormezd akdrhdnyszor differencidlhaté és diver-
genciamentes. Bizonyitsd be, hogy van olyan g : R3 — R3 vektormezd, amire

f=rotyg.
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20 Feladat. Mutasd meg, hogy minden f : R3\ {(0,0,0)} — R3 sima vektormezd
elédll eqy divergenciamentes és eqy rotdciomentes vektormezd dsszegeként.

21 Feladat. Bizonyitsd be az daltaldnos Stokes-tételt.
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Tajékoztatd és részletes tételjegyzék az Analizis
3. vizsgahoz (sillabusz)

2022/2023, 1. félév

Matematika BSC, II. évfolyam, matematikus szakirany

Jelenléti, szobeli vizsga lesz. A vizsgatételek kozil kettot huztok. Kb. 60 per-
cetek lesz a tételek vazlatos kidolgozasara, amit kb. 20 percben széban elmeséltek
és valaszoltok a vizsgaztatd kérdéseire.

Kioltozni nem kell. Normalis, kényelmes, meleg ruhdban gyertek.

A vizsgan a tételjegyzéket hasznalhatjatok, a sillabuszt nem.

Az elégséges osztalyzathoz legalabb ki kell tudni mondani a tananyagban sze-
replo tételeket és definicidkat, és ezeket pontosan meg is érteni.

Ha valamelyik részre vagy tételre a vizsgazo tudasa elégtelen, akkor az egész
vizsga értékelése elégtelen.

1. Pontsorozatok konvergenciaja RP-ben

Euklideszi tavolsag és skalaris szorzat RP-ben. Nyilt és zart gombok. Pontsoro-
zat limesze. Ekvivalens atfogalmazéasok. a, — b akkor és csak akkor, ha minden
t=1,2,...,p esetén a,; — b;. A limeszpont egyértelmii. Véges sok elem hoz-
zdadasa, elhagyasa, a sorozat atrendezése, az elemek véges sokszori ismétlése nem
valtoztatja meg a konvergenciat. Konvergens sorozat részsorozata is ugyanoda
tart. Linearitds. Cauchy-tulajdonsig, Cauchy-kritérium. Teljes metrikus tér. Az
(RP, ].|) tér teljes. Korldtos halmaz, korlatos sorozatok. Bolzano-Weierstrass tétel.
[LTS2, 9-12. o/]

2. Normak ekvivalencidja véges dimenziéban

Norma, metrika. |.|; normédk 0 < ¢ < oo esetén. ¢ < 1 esetén nem igaz a
haromszog-egyenlotlenség. Holder- és Minkowski egyenlStlenség. 1 < ¢ < oo
esetén |.|, tényleg norma. Normdak ekvivalencidja. Véges dimenziéban minden
norma ekvivalens. A konvergencia fogalma nem fligg attél, hogy melyik normat
hasznéljuk. Ellenpélda végtelen dimenziéban. [KG1]

3. Nyilt és zart halmazok RP-ben

Halmaz bels6 pontja, kiilsé6 pontja, hatarpontja, belseje, kiilseje, hatara. Nyilt
halmaz, zart halmaz, torlédési pont, izolalt pont, derivalt halmaz, halmaz lezart-
ja. Az egész tér és az lres halmaz egyszerre nyilt és zart. A "nyilt", illetve "zéart"
gyombok és téglak nyiltak, illetve zartak. Egy halmaz akkor és csak akkor zart,
ha az elemeibdl képzett konvergens sorozatok limeszei is elemei. Barmely halmaz
akkor és csak akkor nyilt, ha a komplementuma zart. Nyilt halmazok tetszéleges
rendszerének unidja nyilt. Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt. Zart halma-
zok tetszOleges rendszerének metszete zart. Véges sok zart halmaz unidja zart.
Végtelen sok nyilt halmaz metszete nem feltétleniil nyilt, illetve végtelen sok zart
halmaz uni6ja nem biztos, hogy zart. Stir(i halmazok. QP és RP \ QP sfir(i. A bel-
s6/kiils6 pont, nyilt halmaz stb. fogalmak nem fiiggnek att6l, hogy melyik normat
hasznédljuk. [LTS2, 9-12]; [KG1]
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4. Kompakt halmazok

Cantor-metszettétel. Elenpélddk, nem korlatos, illetve nem zart halmazokkal.
Kompakt halmazok. Borel tétele. Ponthalmazok tavolsaga. Nemiires kompakt
és vele diszjunkt nemiires zart halmaz tévolsidga pozitiv. [LTS2, 18, 21-24. o.]

5. Osszefiiggé halmazok

Hegymaszos feladat: hibés bizonyités és ellenpélda. Tvszer(i osszefiiggség és dssze-
fligg6ség. Minden ivszeriien Osszefiiggd halmaz Osszefliggd. Példa Osszefiiggd, de
nem {vszertien Osszefliggd halmazra. RP Osszefliggd. RP-ben az iires halmazon és
az egész téren kiviil nincs mas halmaz, amely egyszerre nyilt és zart is. Osszefiig-
g6 nyilt halmazban barmely két pont Osszekétheto tordttvonallal. Minden nyilt
halmaz {vszeriien 6sszefiiggé komponensekre bonthaté. Tartomdany. [LTS2, 19-21.
o.]

6. Tobbvaltozoés fiiggvények hatarértéke

p-valtozés figgvény. Jelolések. p-valtozos fliggvény véges és végtelen hatarértéke

valamilyen halmazra szoritkozva. Fels6 és als6 hatarérték. liminf f = limsup f =

a, a,A

a akkor és csak akkor, ha hrﬂf = «. limsup f = max{lim f(z, : x, € 7A,xn #
a, a,A

a, Ty, — a}. Atviteli elvek. Hatdrdtmenet limsup-ra és liminf-re. Rend6r- és
honvéd /csész-elvek. [LTS2, 28-31. o.]

7. Tobbvaltozos fiiggvények folytonossaga

Tébbvaltozés fiiggvények folytonossiga. Atviteli elv. Folytonos fiiggvény folyto-
nossaga részhalmazokon. Szekciofiiggvények. Példa olyan fliggvényre, amelynek
minden szekcidfiiggvénye folytonos, de a fiiggvény nem folytonos. A kompozicid,
Osszeg, szorzat, hanyados folytonossdga. Minden polinom folytonos. Az elemi
fliggvények folytonosak. Weierstrass tétele. Egyenletes folytonossdg. Heine tétele.
[LTS2, 32-36. o.]

8. Parcialis derivaltak

Parcidlis differencidlhatosag. Példa parcidlisan differencidlhaté, de nem folytonos
fliggvényre. Lokalis széls6értékek. SzélsGértékkeresés a parcidlis derivaltak null-
helyeinek megkeresésével. Adott korbe irt maximadlis teriiletli hdromszog. [LTS2,
39-43. o]

9. Tobbvaltozoés fiiggvények differencialasa

Linedris fiiggvény; atirds vektorok skaldris szorzataval és matrixszorzassal. Tobb-
valtozos fiiggvény differencidlhatésdga. Erintésik. Osszehasonlitds az egyvaltozos
esettel. Ha egy fiiggvény differencialhatd, akkor parcidlisan is differencidlhaté és
folytonos. Példak arra, hogy ezek nem megfordithatéak. Egyértelmiiség. Derivalt-
vektor, gradiens. [LTS2, 45-48. o.]

10. A derivalt és a parcialis derivaltak kapcsolata.
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A parcidlis deriviltak folytonossiagabdl kovetkezik a differencidlhatésig. Polino-
mok, raciondlis tort figgvények és elemi fliiggvények differencidlhatésdga. [LTS2,
48-53)

11. Iranymenti derivaltak. Lagrange-kozépértéktétel

Iranymenti derivalt. Differencialhaté fiigvény minden irdnyban differencialhato.
Az irdnymenti derivalt kiszamitasa. Gradiens vektor. Lagrange-kozépértéktétel.
Becslés a fliggvény megvaltozasara. Ha egy tartomanyon a derivalt 0, akkor a
fiiggvény konstans. [LTS2, 53-56. o.]

12. Vektorértéki fiiggvények differencialasa

A linearis leképezés fogalma és alapvet6 tulajdonsagai: miveletek, matrixnorma.
A linearis leképezések normalt teret alkotnak. Linearis leképezés reprezentalasa
matrixszorzassal. Normalt valdés térbol normalt valés vektortérbe képezo fiigg-
vények differencidlasa. Véges dimenzidk esetén a definicié nem fiigg a normatol.
A derivalt egyértelmii. RP — R? fiiggvény akkor és csak akkor differencialha-
t6, ha koordinatanként differencidlhaté. Jacobi-méatrix, Jacobi determindns. Ha
f differencialhaté, akkor folytonos. Blokkmaétrixok. A korabbi derivaltfogalmak
osszehasonlitdsa. [LTS2, 81-89]; [KG3|

13. Differencialasi szabalyok

Differencialési szabalyok: f + g, cf, fog. Lancszabaly. |f|?, A- f(x), (f(z),g(z))
alaku kifejezések differencidldsa. Inverz fliiggvény differencidldsa. [LTS2, 90-94];
[KG3|

14. Lokalis injektivitas
Elégséges feltételek a lokdlis injektivitdsra. [LTS2, 100-104]; [KG4]

15. Lokalis sziirjektivitas
Elégséges feltételek a lokalis sziirjektivitasra. [LTS2, 100-104]; [KG4]

16. Inverzfiiggvénytétel
Inverzfiiggvény-tétel. [LTS2, 104-112]; [KG4]

17. Implicitfiiggvény-tétel
Impliciten megadott fiiggvény differencidlasa. Implicitfiggvény-tétel. A szintvo-

nalak simasaga [LTS2, 104-112]; [KG4]

18. Lagrange-féle multiplikator moédszer

Feltételes lokalis széls6értékek. Heurisztika a gradiensek Osszefiiggdségérdl. Lagrange-

féle multiplikdtor médszer. Példak. [LTS2, 104-112]; [KG4]

19. Magasabbrendi derivaltak
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Magasabbrend{i paricédlis derivaltak. Toébbszoros differencidlhatésiag. A t6bbszo-
ros differencidlhatosag és a parcialis derivaltak differencidlhatosaganak kapcsolata.
Polinomok, racionalis tort fiiggvények és elemi fiiggvények akarhéanyszoros differen-
cidlhatésdga. Young tétele (két valtozatban). A parcidlis derivlds sorrendjének
felcserélhetGsége.

A k-adik derivalt mind k-lineéris forma és mint homogén k-adfoki polinom. [LTS2,
58-64]

20. Taylor-polinomok

k-adik differencidl. Taylor-polinom. Az F(a + t(b — a)) figgvény k-adik deri-
valtjdnak felirdsa F' k-adik differencidljaval. Tayklor-formula. A Taylor-polinom
hibdjanak nagysdgrendje. [LTS2, 64-71]

21. A masodik derivalt alkalmazasai

A maésodik differencidl mint kvadratikus alak. Hesse-métrix. Lokalis szélséérték-
helyek és a Hesse-matrix definitségének kapcsolata. Konvex és konkav fliggvények.
Konvex nyilt halmazon értelemezett, kétszer differencidlhaté fiigvény akkor és csak
akkor konvex (konkév), ha a masodik differencidl minden pontban pozitiv (negativ)
szemidefinit. [LTS2, 72-77]

22. Jordan-mérték

Jordan-féle kiils6 mérték, bels§ mérték és mérték. Tengelyparhuzamos téglak tér-
fogata. A belsé és a kiils6 mérték ekvivalens definicidja a tér 1/n élii kockdkra
bontasaval. A tengelyparhuzamos téglak mérhetok, és a mértékiik megegyezik a
térfogatukkal. A kiilsd, illetve bels§ mérték szubbadditivitidsa és szuperaditivi-
tasa. A kiilsé mérték nem kisebb, mint a bels6 mérték. Nullmértékii halmazok
és tulajdonsagaik. Korlatos halmaz akkor és csak akkor mérhetd, ha a hatara
nullmértéki. RP-beli kompakt halmazon folytonos fiiggvény grafikonja RPt!-ben
nullmértékii. Minden géomb és minden poliéder mérhets. Minden korlatos konvex
halmaz mérhet8. (Az utébbira a csak bizonyitas vézlata.) [LTS2, 115-122]

23. Jordan-mérhetd halmazok

A Jordan-mérhet6 halmazok J halmazgytirtije. A Jordan-mérték az egyetlen J —
R fiiggvény, ami pozitiv, additiv, eltolasinvaridns és normaélt. Jordan-mérheto
halmaz A-szorosianak mértéke. Sikbeli hdromszogek teriilete. A Cantor-halmaz és
a Sierpinski-szényeg mértéke. [LTS2, 122-129]

24. A Jordan-mérték kiszamitasa

Jordan-mérheté halmaz tengelyirdnyt szeleteinek eggyel kisebb dimenziés kiilsé/-
bels6 mértéke Riemann-integralhatd és az integraljuk megegyezik a halmaz tér-
fogatéval. Altaldnos henger és kip térfogata. Gomb térfogata. Paralelepipedon
térfogata. Mérheté halmaz linedris transzforméltjanak mérhetésége és mértéke.
[LTS2, 129-134]
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25. Jordan-mérték szerinti integral

Korlatos fiiggvények integraldsa Jordan-mérhetd halmazokon. Felosztas, finomitas,
finomsdg. Alsé és fels6 Oszegek, oszcillacids Osszegek. Alsé és fels6 integral. In-
tegralhatosag és atfogalmazasai. Integralhatosag részhalmazokon. Integralhatosig
egyméasba nem nyulé halmazok unidjan. Végteleniil finomodé felosztassorozathoz
tartozd also és fels§ Osszegek az alsé, illetve a fels6 integralhoz tartanak. Ha a
fliggvény integralhatd, akkor végteleniil finomodd felosztassorozathoz tartozd in-
tegralkozelitd oszegek az integralhoz tartanak. Osszeg, konstansszoros, szorzat,
hanyados és Osszetett fliggvény integralhatsiga. Ha egy fliggvény korlatos és null-
mértékil halmaztol eltekintve folytonos, akkor integralhaté. Halmaz kiilsé és bels
mértéke azonos a karakteriszikus fiiggvénye felsd, illetve als6 integraljdval. [LTS2,
149-155]

26. A Jordan-mérték szerinti integral kiszamitasa

Mérhet6 halmazok szorzatdn vett integral felbontasa az alsé és felsé integralok
integraljavd. A szukcessziv integrélds tétele. Az f(z)g(y) alakd fuggvények in-
tegralhatésaga. A p-dimenzids gomb térfogata. Mérték- és integraltranszformacio
(bizonyitas nélkiil). Poldrkoordindtds helyettesités. Az ffooo e~ /2dx integral ki-
szédmitasa. [LTS2, 158-167]

27. Paraméteres integralok

Paraméteres integralok. Elégséges feltételek a paraméteres integral folytonossa-
gara, integralhatésagara és differencidlhatésagara. Improprius paraméteres integ-
ralok. Egyenletes konvergencia. Weierstrass-kritérium. Improprius paraméteres
integrélok folytonossaga, integralhatosiaga és differencidlhatosaga. A I' differenci-
alhat6saga. [LTS2, 358-369)

28. Vonalintegralok

Gorbék. Folytonossédg, differencialhatésag, Lipschitz-tulajdonséag, stb. Gorbe hossza.
Atparaméterezés és megforditas. Kettévaghatosag. Szakaszonként differencislhaté
gorbe hosszanak kiszdmitasa. Valds vonalintegral. Fiiggetlenség a paraméterezés-
t6l, linearitas és additivitas. Az integral kiszamitasa szakaszonként differencialhato
gorbén. Trividlis fels§ becslés a vonalintegral nagysdgara. [LTS2, 177-182]

29. Folytonos vektormez6 primitiv fiiggvénye

Newton-Leibniz formula valés vonalintegralokra. Konzervativ vektormezo, primi-
tiv fliggvény és potencialfiiggvény fogalma. A primitiv fliggvény konstans erejéig
egyértelmli. Ha G C RP Gsszefiigeb nyilt, és f : G — RP folytonos, akkor a ko-
vetkezOk ekvivalensek: (a) f-nek létezik primitiv fiiggvénye; (b) f vonalintegralja
nulla minden G-ben fekvd zart, szakaszonként C' gorbén; (c) f vonalintegralja
nulla minden G-ben fekvé zart tordttvonalon. [LTS2, 182-188]
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30. Differencidlhaté vektormezo6 primitiv fiiggvénye

Differencidlhaté f esetén a primitiv fiiggvény létezéséhez sziikséges, hogy f’ min-
denhol szimmetrikus legyen. A linedris leképezés primitiv fiiggvénye. Goursat-
lemma valés vonalintegralokra. A primitiv fliggvény létezése konvex és csillagszerii
tartoményokon. [LTS2, 189-194]

31. Homotoépia és vonalintegral

Homotop gorbék. A vonalintegral azonos végpontt, zart, illetve nullhomotép gor-
béken. Egyszeresen Gsszefliggd tartomany. A primitiv fliggvény létezése egyszere-
sen Osszefliggd tartomanyokon. Példak egyszeresen Osszefiiggd és nem egyszeresen
Osszefiiggd tartomanyokra, és olyan fuggvényekre, amelyeknek lokalisan létezik, de
globélisan nem létezik primitiv fiiggvénye. [LTS2, 194-198], [KG5]
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