Valés analizis eladasok (mat. BSC emelt szint), 2008. &sz

1-2. eléadas, szeptember 8.

Elmondtam, hogy kik az eldéaddk, mi a tankonyv és kik a szerzoi, mik a tegezodés-magazddas szabalyai.
Megallapodtunk abban, hogy a nem til magas létszamra tekintettel klasszikus szébeli vizsga lesz (be-
ugré feladat + 2 tétel).
Kihirdettem a ZH idépontokat, és mindenkinek ajanlottam, hogy jarjon gyakorlatra.

Meséltem arrol, hogy mi az az analizis, és hogy a differencidlkalkulust régen hogy képzelték el. Feladtam
héazi feladatnak, hogy olvassék el a torténeti bevezetést (konyv 7-14. oldal).

Megvoltak a logikai alapfogalmak (15-18). A bizonyitasi mddszerek koziil (19-21) volt az indirekt
bizonyitds (a példdk koziil csak az, hogy a v/2 irracionalis), és megbeszéltiik, hogy mi az a teljes indukcié.

3. el6adas, szeptember 12.

Az indukciét bemutaté konyvbeli példak (21-24) koziil csak a Bernoulli-, az AM-GM és a HM-GM
egyenlotlenség volt. Az AM-GM egyenl6tlenséget a duplazos majd lefelé 1épegetd indukciéval bizonyitottuk.
Megvoltak a halmazok (26-29)
Beszéltem arrdl, hogy mar a halmazokkal is bajok vannak, ha nem szabdlyozzuk, hogy hogyan lehet
1j halmazokat késziteni. (Pl. egy halmaz bizonyos tulajdonsigi elemei halmazt alkotnak, halmaznak
operécié szerinti képe is halmaz, egy hatvany részhalmazai halmazt alkotnak, és létezik végtelen halmaz.)

4-5. elb6adas, szeptember 15.

Egy kicsit meséltem azokrol a fajta konstruktiv felépitésekrol, amikor minden objektum halmaz. Ennek
részeként megbeszéltilkk a rendezett par tulajdonsagait, és felirtam a Kuratowski-part, és definidltuk két
halmaz Descartes-szorzatat és a kétvaltozos relaciot mint a Descartes-szorzat részhalmazat. Megbeszéltuk,
hogy az € és C kétvaltozos tulajdonsagok ilyen értelemben nem reléciok.

Megvoltak a fliggvények és sorozatok (27-29). Definidltam az &sképet is.

Ratértiink a valds szamok axiémaira. Megvoltak a test- és a rendezési axiomék és a két fiiggelékben
leirt kovetkezményeik (32-35; 57-59). A konyvon feliil bebizonyitottuk, hogy a 0 és az 1 egyértelmii, és
ab=0= (a=0Ab—0).

Az abszolut értékre mar nem maradt idé.

6. el6adas, szeptember 19.

Definidltuk az abszolut értéket (36), ami multkorrél maradt.
Lement az Arkhimédészi és a Cantor-axioma (36-41). A 2.6. tételben az &ltaldnosabb &llitast bi-
zonyitottuk, a végét a

k
oF — k= oF (1— <1— Un u") ) <oF (1— <1—kvn u")) = kv, — up) < B0FH (v, — uy)
Un, Un,

becslésbol hoztuk ki.

7—-8. el6adas, szeptember 24.

Megvoltak a végtelen tizedestortek (42-47) és a korldtos halmazok (48-52).
Definidltuk az iires halmaz szuprémumat és infimumat is.
A 49. oldal 4. sora helyesen:
(A véges és nem iires) = (max A létezik) = (A feliilrél korlatos)



9-10. eléadas, oktéber 1.

Elmondtam a Hogyan fogjunk oroszlant? (http://Www.komal.hu/cikkek/kg/oroszlan/oroszlan.h.shtml) C.
cikkbdl a kresztdblds mokat, és a legkisebb felsd korldttal is bebizonyitottuk, hogy Vk € Nt Va > 0 3!b >
0 a = b*. Definidltuk a k-adik gyokot.

Megvolt a hatvanyozas elejétél a végéig (53-56).

11. eléadas, oktéber 3.

Lényegében a konyv 60-71. oldalai voltak.

Elkezdtiik a végtelen szamsorozatokat. Definidltuk a sorozatok alulrdl és feliilrol valé korlatossagat,
a véges és a végtelen hatarértékeket, bebizonyitottuk a hatarértékek és a korlatossag kapcsolatat és a
hatérérték egyértelmiiségét. Felrajzoltuk Venn-diagrammal (halmaz-krumplikkal) a kiillonb6zé eseteket.

12-13. eloadas, oktéber 8.

A most kdvetkezo fejezetet mas sorrendben mondtam/mondom el a limsup és liminf kedvéért.

Megvolt a "Néhany konkrét sorozat hatarértéke” (72-73). Utdna elondtam a miiveleteket (79-85).
Ezutan jottek az alaptulajdonsagok (74-76).

Definialtuk a torlédasi pontot. A monoton sorozatokbdl elmondtam a 90-91. oldalakat. A 7 és \
jelolés nem volt.

Definaltuk szamsorozat limsup-jat és liminf-jét. Megbeszéltiik, hogy mi a kapcsolat a inf sup és lim sup,
illetve sup inf és lim inf kozott.

14. eléadas, oktéber 10.

Bebizonyitottuk, hogy ha b > lim sup a,,, akkor (véges sok kivétellel, VSK) a,, < b, illetve ha b < lim sup a,,
akkor végtelen sokszor a, > b. Tovabba a lim inf-re vonatkozé analdg allitasokat.

Bebizonyitottuk, hogy léteznek lim sup a,-hez és liminf a,-hez tarté részsorozatok, de nem létezik na-
gyobbhoz, ill. kisebbhez tarto részsorozat. Tovabba liminf < lim sup.

Bebizonyitottuk, hogy

a, — 0o <= liminfa, = oo,
a, — —o00 <= limsupa, = —o0,
a, — a <= liminfa, = limsupa, = a,
VSK a, <b, = liminfa, <liminfb, és limsupa, <limsupb,,

limsupa, < liminfb, =— VSK a, <b,,

Megbeszéltiik a megfelel6 ellenéldakat is.
Kimondtuk a (rendér/csend6r)-(elv/szabélyt) a kovetkezo alakokban:

(VSK a, <b, <¢, és liminfa, =limsupc, =a) = b, —a
(VSK a, <b,<c¢,, a,—a, és c¢,—a) — b, —a
(VSK  |a,| <b, és b,—0) = a,—0

Kimondtuk, hogy

(VSK a, <b, és liminfa, =00) = b, — 0,
(VSK a, <b, és liminfb, =-00) = a, —» —

Elmondtam, hogy ezeket honvéd-elvnek lehetne nevezni.
(A "VSK”-t tobbszor elfelejttem odatenni.)



15-16. eléadas, oktéber 15.

Megvoltak a nagysdgrendek (86-89). Definidltuk azt is, ha két végtelenhez tarté sorozat nagysdgrendje
ugyanaz (0 < ¢ < 32 < ca).

Potoltam a korabban kimaradt ' és \, jeloléseket.

Elmeséltem a Miért természetes az e? (http://waw.komal.hu/cikkek/kg/e/e.h.shtml) c. cikkb6l a heu-
risztikat, bebizonyftottuk, hogy (1+ )™ és (14 2)"*! monoton, és definidltuk az e szdmot (91-94. oldal).

Kimondtuk és kétféleképpen bizonyitottuk a Bolzano-Weierstrass tételt (97). Els6 bizonyitds: vannak
olyan részsorozatok, amik a véges liminfhez, iletve a limsuphoz tartanak. Masodik: létezik monoton
részsorozat. (Megbeszéltiik, hogy a csicselemek sorozata éppen a limsuphoz tart, ezért a két bizonyités
nem teljesen kiilonozé.)

Megvolt a Cauchy-kritérium (99-100). A bizonyités a visszafelé irdnyban:

VedN ay — e < a, < ay + ¢,
VedN ay — ¢ < liminf a, <limsupa, < ay + ¢,

amibdl lim inf a,, és lim sup a,, véges, tovabba Ve 0 < limsup a,, — lim inf a,, < 2¢.

Sz6ban, roviden vazoltam a tankonyvi bizonyitast.

Viézoltam, hogy hogyan lehet a racionélis szamok Cauchy-sorozatainak ekvivalencia-osztalyaiként meg-
konstrualni a valés szamokat (100). Ezzel befejeztiik a sorozatok téméjat.

Mivel az eldadott felépités 1ényegesen eltér a konyvtol, hazi feladatnak feladtam, hogy olvassdk el a
teljes 5. fejezet.

17. eléadas, oktéber 17.

Elkezdtiik a megszamlalhaté halmazokat. Megnéztiink néhany példat (Z, Q, Q[z1, . . ., xx], algebrai szdmok),
definidltuk a transzcendens szdmokat. Volt mindkét bizonyitas arra, hogy [0, 1) nem megszamlalhat6. De-
finialtam az injektiv, sziirjektiv és bijektiv fliggvényeket, az A ~ B, |A| = |B|, |A| < |B] és |A] < |B]
jeloléseket és azt hogy |R| neve kontinuum.

Kimondtam a Cantor-Schroder-Bernstein tételt. A bizonyitds menete: legyen f: A — Bésg: B — A
két injekcio, és legyen Co =0, Cppy = A\ g(B\ f(Cy)), tovabbd C = ;7 Cyr. Ezek utén f megszoritdsa
C-re és g megszoritasa D = B\ f(C)-re egyiitt el6allit egy bijekciét A és B kozott. A bizonyitds vége
a kovetkezo al0adasra maradt, de hazi feladatnak feladtam, hogy a bizonyitas milyen bijekcidt konstrual
A=(0,1) és B = (0,1] kozdtt, ha f(x) =x és g(z) = z/2.

18-19. elbadas, oktéber 22.

Befejeztiik a Cantor-Schroder-Bernstein tételt. Megvoltak a konyvben (102-106) szereplé tételek: végtelen
és megszamlalhaté halmaz unidja, irracionalis szamok, transzcendens szamok, intervallumok, valamint
P(N) szamossaga. (Az utébbit gyakorlaton méar megesinaltuk, most csak kimondtam.) Kimondtam, hogy
barmely két halmaz szamossdga Osszehasonlithatd, |A U B| = max(|A|,|B|) ha A vagy B végtelen, és
|A x A] = |A| ha A végtelen. Bebizonyitottuk, hogy barmely H halmazra |H| < |P(H)|.

Ratértiink a fiiggvényekre, Lényegében a konyv 108-109. és 114-120. oldalai voltak. Azt, hogy 22 és
1/x szigorian konvex, csak kimondtam. Ugyanigy, a konvexitasra vonatkozé feltételek ekvivalencigjat sem
bizonyitottuk.

20—21. eléadas, november 5.

Megvolt a folytonossag (124-127). Definidltuk a B(a,r) jelolést, a féloldali kérnyezeteket (B(a £ 0,7)) is.
Megvolt a véges hatarérték véges helyen (128-133). Elkezdtiik a 15-féle hatarérték definicidt.



22. eléadas, november 7.

Befejeztiik a hatarérték kiilonbozé definicidit. (133-136).
Definidltam fliggvény limesz szuprémumat és limesz inferiorat. Bebizonyitottuk a kovetkezoket:
— lim inf < lim sup.
— Ha b > limsup, f, akkor létezik a-nak olyan U pontozott kornyezete, hogy Yz € U f(z) < b.
— Ha b < limsup,, f, akkor a-nak minden U pontozott kornyezetében Jx € U f(x) > 0.
— lim = oo akkor és csak akkor, ha liminf = co.
— lim = —oo akkor és csak akkor, ha lim sup = —oo.
— lim = b akkor és csak akkor, ha lim inf = lim sup = b.
— Akkor és csak akkor létezik lim, ha lim inf = lim sup.
— A hatérérték egyértelmii.

23—24. eléadas, november 12.

Definidltuk halmaz izoldlt és torlédési pontjait, valamint fliggvény folytonossagat és hatarértékét vala-
milyen halmazra szoritkozva (142-143). Definidltuk fliggvény limesz szuperiorat és inferiorat halmazra
szoritkozva, és az el6z6 eldadason szerepelt tételeket kimondtuk igy is.

Bebizonyitottuk, hogy ha valamilyen U pontozott kornyezet és A metszetén f < g, akkor lim sup, 4 f <
limsup, 4 g ¢s liminf, 4 f < liminf, 4 g, tovdbba ha limsup, 4 f < liminf, 4 g, akkor egy pontozott
kornyezet és A kozos részében f < g. Kimondtuk a rendor- és honvéd-elv fiiggvényekre vonatkozé megfeleld
véaltozatait. (Lehetséges, hogy Hofi nyomén nem is a honvéd-, hanem a csész-elv lenne a helyes.)

Megvolt a fiiggvényekre vonatkozé Cauchy-kritérium.

Nekifutottunk az atviteli elvnek, és bebizonyitottuk a kdvetkezo két lemmat:

L1. Tetsz6leges olyan (z,) sorozatra, amire x,, € A, x,, # « és x,, — «, teljesiil, hogy

limjiqnff <liminf f(x,) < limsup f(z,) < limsup f.

a,A

L2. Létezik olyan (z,) sorozat, amire z,, € A, T, # @, T, — a és f(x,) — limsup,, 4 f.

25. eladas, november 14.

Megvoltak az atviteli elv kiilonboz6 valtozatai (139-142), valamint a hatarérték és miiveletek (146-147;
149-152). Nem mondtuk ki a 8.40. tételt, és a nagysdgrendek sem voltak.

26—27. eléadas, november 19.

Még egyszer visszatértiink a helyettesitésre, illetve 1j valtozéra valo attérésre. Megvoltak a nagysdgrendek
(152-153). Defnialtuk a 0-hoz tart6 pozitiv fiiggvények nagysdgrendjét is.

Elkezdtiik a Korlatos, zart intervallumon folytonos fiiggvények c. fejezetet. Kétféleképen bizonyitottuk
a Bolzano-tételt (159-160). A Weierstrass-tételt a Bolzano-Weierstrass tételbél bizonyitottuk (156-158).
Kimondtuk, hogy intervallum foyltonos képe intervallum, korlatos zart intervallum folytonos képe korlatos
zart intervalum.

Kimondtam a Borel fedési tételt és elmondtam a Hogyan fogjunk oroszldnt? c. cikkben leirt bizonyitast.

28. eloadas, november 21.

Befejeztiik a korlatos, zart intervallumon folytonos fliggvényeket.
Bebizonyitottuk a Borel fedési tételt Lindelof lemmaval és Bolzano-Weierstrass tétellel is. Defnidltuk
a kompaktsdg fogalmat. A Borel tétellel is bebizonyitottuk a Weierstrass-tételt. FEzzel méar nem fires,



korlatos, zart, illetve nem iires, kompakt halmazokon folytonos fliggvényekre is belattuk, hogy van ma-
ximumuk. Hézi feladatnak feladtam, hogy R tetszoleges részhalmaza akkor és csak akkor kompakt, ha
korlatos és zart. (Az egyik irdny lényegében a Borel fedési tétellel megvolt.)

A Heine tételt csak a Bolzano-Weierstrass tétellel bizonyitottuk, de hazi feladatnak feladtam, hogy
csinaljak meg Borellel is.

Megvolt a Lipschitz tulajdonsag és az ellenpéldak.

29-30. eléadas, november 26.

Megvoltak a Monotonitas és folytonossag, illetve Konvexitas és folytonossag c. fejezetek (166-176).

A konytol eltérden csak azokat a szakaddsi helyeket neveztem ugrdshelynek, ahol a féloldali
hatdrértékek léteznek és végesek. Ha ezt a definiciét hasznaljuk, akkor példaul az 1/x fiiggvénynek
a 0-ban masodfaji szakadasa van.

Bebizonyitottuk, hogy ha egy gyengén konvex fliggvény feliilrél korlatos, akkor konvex. Vazoltam az
ellenpéldat alulrol korlatos fliggvényre. Bebizonyitottuk tovabba, hogy ha egy konvex fiiggvény szigortian
gyengén konvex, akkor szigortian konvex.

31. el6adas, november 28.

Megvolt a fiiggvénygrafikon ivhosza (176-181) c. fejezet. Az S(u) (alias arkusz koszinusz) fliggvényrdl
elmondtam, hogy 0 < u < 1 esetén

V1—u? < S(u) < l\/1—u2.
u

A fels6 becslés abbdl jon ki, hogy a beirt toréttvonalat a (1,0)-beli érintére vetitjiikk. Formélisan: 0 < p <
q < 1 esetén

\/(q—p)2+(\/1—p2—\/1—q2)2< \/lp—pQ_\/l—QQ-

q
Elmondtam, hogy geometriai meggondolasokbdl ez trivialis, de ki is lehetne szamolni.

32-33. eloadas, december 3.

Elkezdtiik az elemi fliggvényeket. A polinomokrol szélo algebrai tulajdonsidgokat csak megemlitettem,
mert ezek algebrabdl tgy is voltak és jol ismertek. Megvoltak a polinomok és raciondlis tortek (182-184)
az exponencidlis és hatvanyfiiggvények (185-190), és a logaritmus (197-199). A hatvanyozds azonossdgai
kordbban mar voltak (valés kitevore is), a logaritmus kézépiskolabdl jol ismert azonossagait csak kimond-
tuk.

Bebizonyitottuk a Bernoulli-egyenlétlenséget az dltalanosabb forméjaban (189), azt, hogy az (1+1/x)*
és az (14+1/z)**! fiiggvények monotonok, tovdbba lim (1+1/z)* = e, lim (1+b/x)* = €’ és lin%(l—l—bh)l/h =
e’ (190-191).

Definialtuk a silyozott hatvanykozepeket és bebizonyitottuk a stulyozott kozepek kozotti egyenlotlenségeket
(194-196).

34. el6adas, december 5.

Megmutattuk, hogy rogzitett szamok és silyok mellett b — 400 esetén b-edik hatvanykozép a legnagyobb,

illetve legkisebb szamhoz tart. Kimondtuk és bizonyitottuk a Holder- és a Cauchy-Swarz-Bunyakovszkij
egyenlStlenségeket (199-200). Bebizonyitottuk, hogy }Lirr(l] L}:l =16és ]llin% w =1.
Az utolsé percekben még definidltuk a trigonometrikus fiiggvényeket.
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35—-36. el6adas, december 10.

Megvolt az Elemi fiiggvények c. fejezet hatralevd része (203-215), beleértve az addicids tételek bizonyitasat
(217) is.
Pénteken mar nem lesz el6adas, mert a kiilon idépontban irt évfolyan zéhakkal mar ledolgoztuk.
Vége a félévnek. Johet a tavasz és a differencialszamitas.



