Valos analizis gyakorlat, 2008. szeptember 22.

1. Egy H C R halmazt nevezziink nyiltnak, ha Vx € H 3r > 0 (r —r,x + 1) C H. Melyik halmaz nyilt az
alabbiak koziil?
o Ry (ab); [a b Q@ R\Z

2. Igazoljuk, hogy
a) akdrhany nyilt halmaz uniéja is nyilt;
b) véges sok nyilt halmaz metszete is nyilt.
3. Igazoljuk, hogy megszamlalhat6 sok siiri nyilt halmaz metszete is stiri. (Baire kategdriatétel)
4. Ismert, hogy ha n elég nagy pozitiv egész, akkor n? és (n+1)3 kozott mindig van primszam. Bizonyitsuk
be, hogy 1étezik olyan a pozitiv valds szam, amire tetszoleges n pozitiv egész esetén [a?’n} prim.
5. Egy H C R halmazt nevezziink osszefiiggonek, ha tetszoleges A, B C R diszjunkt nyilt halmazok esetén
HC(AUB)= (H C AV H C B). Bizonyitsuk be, hogy
a) R Osszefliggd;
b) minden intervallum &sszefiiggd.
6. [zomorf-e a raciondlis tort fliggvények teste a valés szamok testével?

7. Tetszbleges x1-re definidljuk rekurzivan az x,,1 = , (:cn + %) sorozatot. Igazoljuk, hogy pontosan egy

olyan x; létezik, amire 0 < x,, < x,+1 < 1 barmely n esetén.
(Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia, 1985)

Hazi feladatok

8. Mutassuk meg, hogy az A= {z € R: 2> > 2} és B={z € R: 2? < 2} halmazok nyiltak.
9. Egy H halmazt nevezziink zdrtnak, ha a komplentere nyilt. Melyik halmaz zart az alabbiak koziil?

0; R; (a,b); [a, b]; Q; R\ Z

10. Igazoljuk, hogy
a) akdrhany zart halmaz metszete is zart;
b) véges sok zart halmaz uniéja is zart.

11. A H halmaz sehol sem siri, ha

Va<b(3c,d(a<c<d<b A HN(c,d) = 0)

Bizonyitsuk be, hogy ha Si, Ss, ... sehol sem siirli halmazok egy tetszéleges sorozata, akkor J S, sfirii.
n=1
12. Egy halmazt nevezziink Gs-nak, ha el6all, mint megszamlalhaté sok nyilt halmaz metszete.
Bizonyitsuk be, hogy
a) Az irraciondlis szdimok halmaza Gj.
b) A raciondlis szamok halmaza nem Gj.
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