
Valós anaĺızis gyakorlat, 2008. november 3.

1. Konstruáljunk olyan periodikus függvényt, aminek akármilyen kicsi pozit́ıv peŕıódusa is létezik, de nem
konstans.

2. Legyen I nem elfajuló intervallum. Igazoljuk, hogy a következő álĺıtások ekvivalensek:

(a) ∀a, b, c ∈ I a < b < c ⇒
f(b) − f(a)

b − a
<

f(c) − f(a)

c − a
;

(b) ∀a, b, c ∈ I a < b < c ⇒
f(b) − f(a)

b − a
<

f(c) − f(b)

c − b
;

(c) ∀a, b, c ∈ I a < b < c ⇒
f(c) − f(a)

c − a
<

f(c) − f(b)

c − b
;

(d) ∀a, b ∈ I ∀t ∈ (0, 1) a 6= b ⇒ f
(

ta + (1 − t)b
)

< tf(a) + (1 − t)f(b);

(e) minden a ∈ I-re az f(x)−f(a)
x−a

függvény szigorúan nő az I \ {a} halmazon;
(f) I minden belső a pontjához létezik olyan b valós szám, hogy bármely x ∈ I \ {a} esetén f(x) >

b(x − a) + f(a).

3. Igazoljuk, hogy az x2 a teljes számegyenesen, illetve az 1/x függvény a (0,∞) intervallumon szigorúan
konvex.

4. Igazoljuk, hogy ha f konvex az I intervallumon, akkor I felbontható két olyan részre, amin f monoton
növekvő, illetve monoton csökkenő.

5. Igazoljuk, hogy ha g : A → B és f : B → C konvex, továbbá f nonoton nő, akkor f ◦ g is konvex.

6. Igazoljuk, hogy ha α > 1, akkor az xα függvény függvény a (0,∞) intervallumon szigorúan konvex.

7. Azt mondjuk, hogy az f függvény gyengén konvex az I intervallumon, ha tetszőleges x, y ∈ I esetén

f

(

x + y

2

)

≤
f(x) + f(y)

2
. Igazoljuk, hogy ha f gyengén konvex és felülről korlátos, akkor konvex.

8. Előáll-e a x2 függvény két periodikus függvény összegeként?

Házi feladatok

9. Igazoljuk, hogy ha f konvex, akkor felbontható egy monoton növekvő és egy monoton csökkenő függvény
összegére.

10. Igazoljuk, hogy ha α < 0, akkor az xα függvény függvény a (0,∞) intervallumon szigorúan konvex.

11. Tetszőleges p 6= 0 esetén legyen az x1, . . . , xn > 0 számok p-edik hatványközepe az a1, . . . , an > 0

súlyokkal

(

a1x
p
1 + . . . + anxp

n

a1 + · · ·+ an

)1/p

. Igazoljuk, hogy ha p < q, akkor a p-edik hatvány legfeljebb akkora,

mint a q-adik hatványközép, és egyenlőség csak akkor áll, ha x1 = . . . = xn.

12. Konstruáljunk olyan periodikus függvényt, aminek kontinuum féle különböző peŕıódusa van, de nem
konstans.

13. Előáll-e az x2 függvény három periodikus függvény összegeként?
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