Valés analizis gyakorlat, 2008. november 14.

1. Mik a Z, Q, R\ Z, R \ Q halmazok izol4lt, illetve torlédasi pontjai?

2. Legyen
r hazxze@Q
flz) =
—x haz¢Q.
Hol folytonos ez a fiiggvény? Hol folytonos a Q és R\ Q halmazokra megszoritva? Hol van hatérértéke a
Q és R\ Q halmazokra megszoritva?

3. Ellenérizziik a Cauchy-kritériumot az limo V/x hatdrértékre.
T—+

4. frjuk fel a Cauchy-kritériumot ¢, d, K, L stb. betilikkel az « = 0, a = a — 0, a = oo esetekben!
5. Igazoljuk, hogy ha az f : (0,00) — R fiiggvényre Ve > 0 3K > 0 Vx,y > K |f(z) — f(y)] < %, akkor
lim f létezik és véges.

6. Nevezziik az f fluggvényt felilrdl félig folytonosnak (réviditve: f.f.f.) az a pontban, ha 3y B(a,dy) C
D(f)ésVe>036>0 f(B(a,d)) C (— oo, f(a)+¢). Hasonléan, nevezziik f-et alulrdl félig folytonosnak
(a.f.f.) az a pontban, ha 36 B(a,d) C D(f) és Ve > 036 >0 f(B(a,d)) C (f(a) — &, 00).

(Lasd még: balrdl feliilrél félig folytonos, jobbrél a.f.f. sth. :-P)

Igazoljuk, hogy f akkor és csak akkor f.f.f. a-ban, ha @f < f(a), és akkor és csak akkor a.f.f. a-ban,

ha lim f > f(a).

7. Alulrél /feliilrdl félig folytonos-e az {x} fiiggvény az egész helyeken?
8. [gazoljuk, hogy torlédéasi pontok torlédasi pontja torlédasi pont.

9. Nevezziink egy H C R halmazt perfektnek, ha zart és nincs izoldlt pontja. Igazoljuk, hogy minden zért
halmaz felbonthaté egy megszamlalhato és egy perfekt halmaz uniéjara.

Hazi feladatok

10. Mi a Dirichlet- és a Riemann-fiiggvény limsup-ja és liminf-je tetszoleges pontban?

11. frjuk fel a Cauchy-kritériumot ¢, §, K, L stb. betiikkel az aa = 1, a = a + 0, @« = —o0 esetekben!

12. Bizonyitsuk be, hogy ha f Lipschitz tulajdonsagu az (a,a + dp) intervallumban, akkor lif& f 1étezik és
véges.

13. Igazoljuk, hogy tetszoleges fliggvény tetszoleges pontban akkor és csak akkor folytonos, ha ott egyszerre
f.ff és a.ff. is.

14. Legyen az f fiiggvény felsé burkoldja f(xr) = max (Mf, f(x)), illetve f alsé burkoldja f(x) =
min (lim f, f(z)). '
Mi :;z [z] fliggvény alsé és felsé burkoléja?
15. Igazoljuk, hogy a fels6 burkolo f.f.f.; az alsé burkolé a.f.f.
16. Bizonyitsuk be, hogy R tetszéleges részhalmazanak megszamlalhato sok izolalt pontja van.

17. Igazoljuk, hogy minden nem iires perfekt halmaz kontinuum szamossagu.
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