
Valós anaĺızis gyakorlat, 2008. november 14.

1. Mik a Z, Q, R \ Z, R \ Q halmazok izolált, illetve torlódási pontjai?

2. Legyen

f(x) =

{

x ha x ∈ Q;

−x ha x 6∈ Q.

Hol folytonos ez a függvény? Hol folytonos a Q és R \ Q halmazokra megszoŕıtva? Hol van határértéke a
Q és R \ Q halmazokra megszoŕıtva?

3. Ellenőrizzük a Cauchy-kritériumot az lim
x→+0

√
x határértékre.

4. Írjuk fel a Cauchy-kritériumot ε, δ, K, L stb. betűkkel az α = 0, α = a − 0, α = ∞ esetekben!

5. Igazoljuk, hogy ha az f : (0,∞) → R függvényre ∀ε > 0 ∃K > 0 ∀x, y > K |f(x) − f(y)| < 1

K
, akkor

lim
∞

f létezik és véges.

6. Nevezzük az f függvényt felülről félig folytonosnak (rövid́ıtve: f.f.f.) az a pontban, ha ∃δ0 B(a, δ0) ⊂
D(f) és ∀ε > 0 ∃δ > 0 f

(

B(a, δ)
)

⊂
(

−∞, f(a) + ε
)

. Hasonlóan, nevezzük f -et alulról félig folytonosnak
(a.f.f.) az a pontban, ha ∃δ0 B(a, δ0) ⊂ D(f) és ∀ε > 0 ∃δ > 0 f

(

B(a, δ)
)

⊂
(

f(a) − ε,∞
)

.
(Lásd még: balról felülről félig folytonos, jobbról a.f.f. stb. :-P)
Igazoljuk, hogy f akkor és csak akkor f.f.f. a-ban, ha lim

a

f ≤ f(a), és akkor és csak akkor a.f.f. a-ban,

ha lim
a

f ≥ f(a).

7. Alulról/felülről félig folytonos-e az {x} függvény az egész helyeken?

8. Igazoljuk, hogy torlódási pontok torlódási pontja torlódási pont.

9. Nevezzünk egy H ⊂ R halmazt perfektnek, ha zárt és nincs izolált pontja. Igazoljuk, hogy minden zárt
halmaz felbontható egy megszámlálható és egy perfekt halmaz uniójára.

Házi feladatok

10. Mi a Dirichlet- és a Riemann-függvény limsup-ja és liminf-je tetszőleges pontban?

11. Írjuk fel a Cauchy-kritériumot ε, δ, K, L stb. betűkkel az α = 1, α = a + 0, α = −∞ esetekben!

12. Bizonýıtsuk be, hogy ha f Lipschitz tulajdonságú az (a, a + δ0) intervallumban, akkor lim
a+0

f létezik és

véges.

13. Igazoljuk, hogy tetszőleges függvény tetszőleges pontban akkor és csak akkor folytonos, ha ott egyszerre
f.f.f és a.f.f. is.

14. Legyen az f függvény felső burkolója f(x) = max
(

lim
x

f, f(x)
)

, illetve f alsó burkolója f(x) =

min
(

lim
x

f, f(x)
)

.

Mi az [x] függvény alsó és felső burkolója?

15. Igazoljuk, hogy a felső burkoló f.f.f., az alsó burkoló a.f.f.

16. Bizonýıtsuk be, hogy R tetszőleges részhalmazának megszámlálható sok izolált pontja van.

17. Igazoljuk, hogy minden nem üres perfekt halmaz kontinuum számosságú.
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